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Resumo

Neste trabalho, descrevemos os Modulos Irredutiveis de dimensao 3 em zero alge-
bras, na classe de algebras comutativas e de poténcias associativas de nilindice quatro,
utilizando a teoria das bases de Grébner. A abordagem consiste em explorar o pro-
duto da algebra sobre o moédulo, representado por matrizes 3 X 3 ao fixar uma base
do moédulo. O objetivo é identificar as matrizes, excluindo aquelas relacionadas por
conjugacao. Mesmo a classificacao dos modulos irredutiveis de dimensao 3 sobre a zero
algebra de dimensao dois seja conhecida, nés propomos um método computacional que
utiliza as bases de Grobner para obter essa classificagao. Durante o processo de classi-
ficacao, definimos a variedade afim das matrizes nilpotentes. No entanto, ao perceber
que todos os polindmios que surgem na classificagao proposta sao homogéneos, é mais
apropriado trabalhar com o espaco projetivo em vez do espacgo afim. Apresentamos um
procedimento computacional no sistema algébrico SageMath para calcular e simplificar
esse processo. Embora a base de Grobner obtida para matrizes 3 X 3 seja pequena,
o programa SageMath nao possui suporte executavel em paralelo. Como resultado,
a capacidade computacional do cluster, composto por 240 ntucleos, foi equivalente a
de um laptop comum. Portanto, com a versao em série, nao foi possivel concluir a
classificagao.

Palavras-chave: Bases de Grobner; Orden Monomial; Algoritmo da divisao general,
Critério de Buchberger; Variedade afim; Espago projetivo; Polinémio homogéneo; M6-
dulos Irredutiveis, Zero algebra; Niladlgebra; Matriz nilpotente.



Abstract

In this work, we describe the Irreducible Modules of dimension 3 in zero algebras,
in the class of commutative and power associative algebras of nilindex four, using the
theory of Grobner bases. The approach consists of exploring the product of the alge-
bra over the module, represented by matrices 3 x 3 by fixing a base of the module.
The objective is to identify the matrices, excluding those related by conjugation. Even
though the classification of irreducible modules of dimension 3 over the zero algebra of
dimension two is known, we propose a computational method that uses the Groébner
bases to obtain this classification. During the classification process, we define the affine
manifold of nilpotent matrices. However, realizing that all polynomials that arise in
the proposed classification are homogeneous, it is more appropriate to work with the
projective space instead of the affine space. We present a computational procedure
in the SageMath algebraic system to calculate and simplify this process. Although
the Grobner basis obtained for 3 x 3 matrices is small, the SageMath program does
not have parallel executable support. As a result, the computational capacity of the
cluster, made up of 240 cores, was equivalent to that of a common laptop. Therefore,
with the serial version, it was not possible to complete the classification.

Keywords: Grobner Bases; Monomial Order; General Division Algorithm; Buchber-
ger’s Criterion; Affine Variety; Projective Space; Homogeneous Polynomial; Irreducible
Modules, Zero Algebra; Nil Algebra; Nilpotent Matrix.
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Introducao

Em geometria, todas as curvas obtidas cortando um cone com um plano sao chama-
das de sec¢Oes conicas. Os principais tipos de se¢Oes conicas sao circulos, elipses, para-
bolas e hipérboles. Essas curvas podem ser representadas algebricamente por equacgoes
polinomiais, por exemplo. Na geometria analitica, uma conica pode ser definida como
uma curva algébrica plana de grau 2; isto é, como o conjunto de pontos cujas coor-
denadas satisfazem uma equacao quadratica em duas varidveis que podem ser escritas
na forma Az? + Bxy + Cy* + Dx + Ey + F = 0. Esta ideia pode ser estendida ao
considerar polinomios de ordem superior ou equagoes mais complexas que envolvem
multiplos termos e pardmetros em um maior nimero de variaveis. Antes de continuar,
devemos observar que ao trabalhar com polinémios em duas ou mais variaveis é neces-
sario estender a ideia do algoritmo de divisao polinomial em uma tnica variavel.

As bases de Grobner foram introduzidas por Bruno Buchberger em 1965. A termi-
nologia reconhece a influéncia de Wolfgang Grobner no trabalho de Buchberger. A
teoria das bases de Groebner generaliza a divisao polinomial classica para polinémios
multivariados em &algebra. Parte da premissa de determinar se um polinémio esté no
ideal gerado por outros polindmios. Isto é conseguido através de uma generalizacao do
processo de divisao, onde se obtém um quociente que é a soma dos multiplicadores dos
mondmios utilizados na divisao, resultando em uma forma eficaz de verificar a perti-
néncia de um polinémio a um ideal se seu resto for zero. Esta generalizacao enfrenta
desafios em casos onde nao ha um tnico gerador para o ideal, como no contexto de
dominios de ideais principais (DIP). Além disso, exige uma ordenagao especifica dos
termos para funcionar efetivamente. Também quando o “resto” da divisao de um po-
linémio multivariado por um determinado conjunto de polinémios é zero, ele pode ser
expresso como uma combinacao linear desses polinémios. Entretanto, nao ha garantia
de que ao dividir um polinémio membro do ideal, pelos geradores do ideal se obtera um
resto zero. O teorema chave Algoritmo de Buchberger afirma que é possivel generalizar
o algoritmo euclidiano para obter um conjunto que gera o mesmo ideal e produz "resto"
zero para cada "divisao" com um membro do ideal como "dividendo". Esses conjuntos
sao chamados de bases de Groebner.

O estudo de submodulos irredutiveis é fundamental em algebra porque proporciona
uma compreensao profunda da estrutura interna dos moédulos. Portanto, nosso inte-
resse reside na classificacao da estrutura dos moédulos e seus produtos em relagao a uma
algebra bidimensional trivial, dentro do contexto da variedade de &lgebras comutativas
de poténcias associativas com nilindice quatro. Propondo um método computacional
que utiliza as bases de Grobner para obter a classificagao.
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Na classificacao, a variedade afim das matrizes nilpotentes é definida. No entanto,
ao perceber que todos os polindmios que surgem na classificagao proposta sao homo-
géneos, é mais apropriado trabalhar com o espago projetivo do que com o espaco afim.
Este fato exclui o modulo trivial zero de nossas analises.

O Capitulo 1 inicia com defini¢oes preliminares essenciais para compreender os con-
ceitos fundamentais da teoria de bases de Grébner. Sao abordados temas como anéis
polinomiais sobre um corpo k e ideais. Explora-se a importancia das ordens mondmi-
ais na organizagao e comparagao de polinémios (ordenagao influencia a construgao das
bases de Grobner). Entao é possivel definir o algoritmo da divisao generalizada que es-
tende o tradicional algoritmo de divisao polinomial. O foco é a definicao e propriedades
das bases de Grobner. Sao explorados os conceitos fundamentais de geragao de ideais e
como as bases de Grobner facilitam a resolugao de sistemas polinomiais. O teorema de
Buchberger e outras propriedades importantes das bases de Grébner sao discutidos. A
ultima parte do capitulo introduz o algoritmo F4, um avanco significativo na eficiéncia
do célculo de bases de Grobner. Na elaboracgao deste capitulo, baseamo-nos principal-
mente em [4], [5] e [3].

O Capitulo 2 inicia explorando os conjuntos algébricos afins, que sao solugdes comuns
de sistemas de equacoes polinomiais em varias variaveis. Conceitos fundamentais sao
estabelecidos para construir a base necesséaria para compreender a geometria algébrica
a topologia de Zariski, uma abordagem topologica de aneis para entender conjuntos
algébricos. Discutem-se os conceitos de fecho algébrico, conjuntos abertos e fechados de
Zariski. Exploramos o Teorema dos Zeros de Hilbert, estabelecendo uma ponte entre a
algebra e a geometria. Introduz-se o espaco projetivo, o qual é o nosso foco principal,
é uma extensao natural do espaco afim que lida com retas projetivas e coordenadas
homogéneas. Discutimos as transformagoes entre o espaco afim e o projetivo. O ca-
pitulo conclui com uma discussao sobre a aplicacao da topologia de Zariski no espago
projetivo. Na elaboragao deste capitulo, baseamo-nos principalmente em [9] e [6].

O Capitulo 3 tem inicio com a definicao da variedade afim das matrizes nilpoten-
tes e das propriedades que serao posteriormente utilizadas. Sao apresentados os tipos
de algebras com os quais trabalharemos: zero algebra, nilalgebra, algebra nilpotente
e algebra de poténcias associativas. O proposito deste capitulo é investigar a estru-
tura de modulos e seus produtos em relagao a uma algebra bidimensional trivial, no
contexto da variedade de algebras comutativas de poténcias associativas com nilindice
quatro. Os modulos irredutiveis de dimensao 3 ja foram classificados em uma aborda-
gem diferente no trabalho de [I0]. Finalmente, o procedimento computacional proposto
no sistema algébrico computacional SageMath para calcular e simplificar o processo é
apresentado. Na elaboragao deste capitulo, baseamo-nos principalmente em [7] e [10].



Capitulo 1

Bases de Grobner

Neste capitulo, direcionaremos nossa atengao para a se¢ao 2 do livro [4] onde en-
contramos os conceitos que serao abordados com maior profundidade. Esses conceitos
desempenham um papel fundamental no desenvolvimento dos objetivos deste trabalho,
tornando-se pecas-chave na compreensao e aplicacao das ideias que exploraremos.

1.1 Definicoes preliminares

Antes de dar uma definicao geral de polinémios, primeiro lembramos ao leitor um
caso especial familiar: polinémios em uma variavel ou indeterminada x com coeficientes
reais. Tal polinomio é geralmente escrito na forma

m
f=2 aa
=0

com a; € R para 0 < i < m. Claramente, f é unicamente determinado por a;.
Agora vamos generalizar isso. Em primeiro lugar, os reais pode ser substituido por um
anel arbitrario k£, o que nao causa nenhum problema de definicao. Em segundo lugar,
queremos permitir multiplas variaveis, ou seja, precisamos de coeficientes nao apenas
para poténcias ' de x, mas para produtos de poténcia de n variaveis z1, 2o, ..., T,

Definicao 1.1.1. Um mondémio nas varidveis xy, ..., T, € um produto da forma

Qn

aq .02
xl $2 ...mn ,

onde todos os expoentes i, g, . .., ay, sao inteiros nao negativos. O graw total deste
mondémio € a soma oy + -+ + «,. De modo a simplificar a notagao podemos tomar
a=(ag,ay,...,ay), € escrever

o o1, Q2

Qn
n

Dessa forma, para a = (0,0,...,0) teremos z* =1 e |a| = a1 + -+ + a,, denotard o
grau total desse mondomio.

Definigao 1.1.2. Um polinémio [ nas varidveis (ou indeterminadas) xy1, 2, ..., Ty
com coeficientes em um corpo k € uma combinacao linear finita de mondémios nas
Variavess xy, Ta, . .., Ty. FEscrevemos o polinomio f na forma:

f= Zaax“ com a, € k,

12
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com a soma sobre um nimero finito de n-iplas a = (a1, g, . .., ) € Z%,. O conjunto
de todos os polinémios em x1, . . ., x, com coeficientes em k € denotado por k[xq, ..., x,].

Exemplo 1.1.3. Os polindmios em um pequeno nimero de varidveis geralmente utili-
zam as varidveis x,y e z. Portanto, os polindmios em uma, duas e trés varidveis sao
klx], k[z,y], e k[z,y, 2], respectivamente. Assim,

2
flz,y,2) = zy?2® + gy3z3 — 522409,

¢ um polinomio em Qlx,y, z].

Observagao 1.1.4. Denotamos por T(xy,...,x,) ou simplesmente por T, o conjunto
de todos os Monémios. T forma um mondide abeliano com elemento neutro 1 sob
multiplicacao natural, onde dois mondmios sao multiplicados pela soma dos respectivos
expoentes de cada varidvel:

Qn

x% . xﬁ = Q;(lll IR 5 atpr xz‘n+'8” = anrﬁ’

B1 Bn _
.xl ...Q;n”_xl

com a = (ai,qg,...,0,) € B = (B1,P2,...,5) em Z%,. Um isomorfismo natural
(T,1,-) — (2%, (0),+) € dado pela fungdo expoente n que atribui a qualquer Mono-
mial sua upla expoente, ou seja

77(‘%‘(1)[1 T J’%n) = (ah cee 7an) € ZEO'

Uma vez que um polinémio é definido, podemos, de maneira andloga ao que é feito
no anel de polindmios em uma tnica variavel, definir as seguintes nogoes.

Definicao 1.1.5. Seja f = > a,x® um polindémio em klz1, ..., )
(i) Chamamos a, de coeficiente do monomio x?,
(i1) Se a, # 0, entao chamamos a,x“ termo de f,

(ii1) O grau total de f # 0, denotado deg(f), é o mdzimo || tal que o coeficiente
aq € diferente de zero.

Exemplo 1.1.6. Como exemplo, considere o polinémio f(x,y,z) = zy*2> + %(?;3;:‘{3 —
52 + 9 dado acima, que possui quatro termos e um grau total de seis. Observe que
existem dois termos com o grau total mdximo, algo que nao acontece para polindémios

de uma unica varidvel.

Agora vamos definir o conceito de ideal no anel de polinémios. Um ideal do anel
de polinémios é um subconjunto de polinémios que possui propriedades fechadas sob
adicao e multiplicacao. Os ideais desempenham um papel fundamental na descrigao e
estudo no trabalho a seguir.

Defini¢ao 1.1.7. Um subconjunto I C k[zy,...,x,] é um ideal se satisfaz:
(i) 0 €I.

(11) Se f,g €I, entio f —g € I.
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(1i)) Se f €1 eh € klxy,...,x,], entdo hf € 1.
Um exemplo comum de ideal é o ideal gerado por um conjunto finito de polinémios.

Definigao 1.1.8. Sejam fi,..., fs polinomios em klzi,...,x,]. Denotaremos por
(f1,..., fs) o ideal gerado por fi,..., fs. Esse conjunto é definido como:

<f17...,fs>: {Zhifi:hla---,hsek[xlw--,xn]}-

E crucial destacar que o conjunto (f, ..., fs) é, de fato, um ideal.
Lema 1.1.9. Se f1,..., fs € k[z1,...,x,], entdo (fi,..., fs) éum ideal de k[xq,. .., x,].

Demonstragao: Primeiro, 0 € (f,..., fs) onde 0 =>"7  0- f;. Em seguida, suponha
que f=>"  pifieg=> ogifi,esejam h € k[zy,...,x,]. Entdo as equagoes

s

f+9:Z(Pi+Qi)fi,

i=1

hf=>Y (hp) fi
=1

completa a prova de que (fi,..., fs) € um ideal. O

1.2 Ordens Monomiais

Uma vez que um polindbmio ¢ uma soma de monoémios, surge a necessidade de
organizar os termos de um polinomio de forma inequivoca em ordem decrescente ou
crescente. Para isso, é preciso ser capaz de comparar cada par de monomios e estabe-
lecer suas posicoes relativas adequadas. Portanto, é exigido que as ordenagoes sejam
lineares ou totais. Isso significa que para cada par de monomios z® e 2, exatamente
uma das trés afirmacoes

>, 2 =2f %<

deve ser verdade.

Em seguida, devemos levar em consideragao o efeito das operagoes de soma e produto
em polinémios. Quando adicionamos polindémios, depois de combinar termos seme-
lhantes, podemos simplesmente reorganizar os termos presentes na ordem apropriada,
de modo que as somas nao apresentem dificuldades. Os produtos sao mais sutis, no
entanto. Como a multiplicagdo em um anel polinomial se distribui pela adigao, basta
considerar o que acontece quando multiplicamos um monémio por um polinémio. Se
isso mudasse a ordem relativa dos termos, problemas significativos poderiam resultar
em qualquer processo semelhante ao algoritmo de divisdo em k[x], no qual devemos
identificar os termos principais em polindémios. A razao é que o termo principal no
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produto pode ser diferente do produto do monémio e o termo principal do polinémio
original.

Portanto, exigiremos que todas as ordenagoes monomiais tenham a seguinte proprie-
dade adicional. Se z* > 2% e 27 for qualquer monémio, entdo exigimos que x*z? >
2°z7. Em termos dos vetores expoentes, esta propriedade significa que se @ > 3 em
nossa ordenagao em ZZ%,, entao, para todo v € Z%,, o« + vy > [+ 7. Com essas
consideracoes em mente_, fazemos a seguinte deﬁni(;éa.

Defini¢ao 1.2.1. Uma ordem monomial > em klxy,...,x,| € uma relagio > em
7%, ou equivalentemente, uma relagio no conjunto de mondmios ¢, o € 22, satis-
fazendo:

(i) > € uma ordem total (ou linear) em Z%.
(i) Sea > ey €7, entdo a+y > [+ 7.

(ii1) > € uma boa ordenagao em Z%,. Isso significa que todo subconjunto ndo vazio
de Z%, tem um menor elemento sob >.

O seguinte lema nos ajudara a entender o que significa a condi¢ao de boa ordenagao
da parte (#ii) da definicao.

Lema 1.2.2. Uma relagao de ordem > em ZZ, € uma boa ordenagao se, e somente se,

toda sequéncia estritamente decrescente em 2%
a(l) > a(2) > a3) > ---
eventualmente termina

Demonstragao: Vamos provar isso na forma contrapositiva: > nao é uma boa orde-
nagao se, e somente se, existe uma sequéncia infinita estritamente decrescente em ZZ,.
Se > ndo é uma boa ordenacio, entdo algum subconjunto ndo vazio S C Z=%, ndo tem
o menor elemento. Agora escolha a(1) € S. Como (1) ndo é o menor elemento,
podemos encontrar a(1) > a(2) em S. Entao a(2) também nao é o menor elemento,
de modo que nao é a(2) > «(3) em S. Continuando assim, obtemos uma sequéncia
infinita estritamente decrescente

a(l) > a(2) > a3) > -

Reciprocamente, dada tal sequéncia infinita, entao {a(1), ®(2), a(3), ...} é um subcon-
junto nao vazio de Z%, sem nenhum elemento minimo e, portanto, > nao é uma boa
ordenacgao. [J

Uma vez que a nocao de ordem monomial esteja clara, podemos prosseguir com a
definigao e exemplos de algumas ordens monomiais em k[xy, ..., z,].

Defini¢ao 1.2.3. (Ordem lexicogrdfica). Seja o = (v, ..., ) e 8= (B1,...,0,) €
Z%. Dizemos a >ie; 8 se, mo vetor diferenga o — 8 € Z", a entrada nao nula mais a
esquerda € positiva. Escreveremos x® >, 2P se a0 >pen 5.

Exemplo 1.2.4. Alguns exemplos:
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a. Temos xy*zt >0, 1y?2%, pois a = (1,2,4) >1p (1,2,2) = B, jd que a — 3 =

(1,0,-2).
b. Temos xy*2* >y 2y?2?, pois a = (1,2,4) > (1,2,2) = 8, jd que o — 8 =
(0,0,2).
c. As varidveis xy, . ..,x, sao ordenadas da maneira usual pela ordem lex:
(1,0,...,0) >z (0,1,0,...,0) >0 -+ >0 (0,...,0,1).
entao 1 >iex T2 Slex *** Slex Tn-

E importante perceber que existem muitas ordens lex, correspondentes a como as
variaveis sao ordenadas. Até agora, usamos a ordem lex com z1 > x9 > -+ > x,,. Mas
dada qualquer ordenacao das variaveis x1, . . ., x,, existe uma ordem lex correspondente.
Por exemplo, se as variaveis sao = e y, obtemos uma ordem lex com z > y e uma
segunda com y > x. No caso geral de n variaveis, existem n! ordens de lex. A seguir,
a frase “ordem lex” se referird aquela com x1 > --- > x,, salvo indicacao em contrario.
Na ordem lex, observe que uma variavel domina qualquer monémio envolvendo apenas
variaveis menores, independentemente de seu grau total. Assim, para a ordem lex com
x>y > 2z, temos tem 22 >, Ty

Proposigao 1.2.5. A ordem lex sobre Z%, ¢ uma ordem monomial.

Demonstragao: (i) Que >, é uma ordem total segue diretamente da defini¢do e do
fato de que a ordem numérica usual em ZZ, ¢ uma ordem total.

(i) Se a >y, S, entdo temos que a entrada ndo nula mais a esquerda em a — £,
digamos oy — B, ¢ positiva. Mas 2% - 27 = 2°%7 e 27 - 27 = 2. Entdo, em
(a+7v)—(B+~) = a— 3, a entrada nao nula mais & esquerda é novamente ay — 5, > 0.
(74i) Suponha que >, nao seja uma boa ordenacao. Entao, pelo Lema haveria
uma sequéncia infinita estritamente decrescente.

Oé(]_) >lex 04(2) >lex Oé(?)) Slex "t

de elementos de Z%,. Mostraremos que isso leva a uma contradicao. Considere as
primeiras entradas dos vetores (i) € Z2,. Pela definicio da ordem lexicografica, es-
sas primeiras entradas formam uma sequ_éncia nao crescente de inteiros nao negativos.
Como Z, é bem-ordenado, as primeiras entradas das «(i) devem "estabilizar" even-
tualmente. Ou seja, existe um k tal que todos os primeiros componentes das a(1) com
t > k sao iguais.

A partir de a(k), as segundas e subsequentes entradas entram em jogo para determi-
nar a ordem lex. As segundas entradas de a(k),a(k + 1),... formam uma sequéncia
nao crescente. Pelo mesmo raciocinio anterior, as segundas entradas "estabilizam"
eventualmente também. Continuando da mesma forma, vemos que, para algum [, as
a(l),a(l+1),... sao todas iguais. Isso contradiz o fato de que (1) >, a(l +1). O

Defini¢ao 1.2.6. (Ordem lexicogrdfica reversa). Seja o = (o, g, ..., ) € 5=
(B1, B2, ..., Pn) € Z%y. Dizemos & >,epiex B se, vetor diferenca o — 5 € 7", a entrada
ndo nula mais & direita é negativa. Escreveremos £ >pepies T 5€ O >revien B-

Exemplo 1.2.7. Alguns exemplos:
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a. Temos ﬂfys > revlex 9322} pOéS a = (1a370) > revlex (07372) = B: Jd que o — 5 =

(1,0,-2).

b. Temos xy?2? > evier TY>21, pois a = (1,2,2) >, evter (1,2,4) = B, jd que o — 3 =
(0,0,—2).

c. As varidveis xy,...,T, sao ordenadas da maneira usual pela ordem revlex:

(]-7 07 ey 0) > revlex (O, ]-7 07 e ,O) Zreviex " revlex (0; e a07 ]—)
entao T1 Zreviex L2 Zreviexr *** Zreviex Tn-

Definigao 1.2.8. (Ordem monomial lexicogrdfica graduada) Sejam o, 3 € 7Z,.
Dizemos que

n n
& >9rlez B se |Oé| = Zai > |B| = Zﬁ“ oy (|Oé| = |ﬁ| € >y ﬁ) .
=1 =1

Exemplo 1.2.9. Alguns exemplos:

a. Temos y*2% > e vy, pois (0,3,2) >y (1,3,0), jd que [(0,3,2)] = 5 >
|(1,3,0)] = 4.

b. Temos xy?z* > juer TYy?2%, pois (1,2,4) > e (1,2,2), jd que [(1,2,4)] = 7 >
1(1,2,2)| = 5.

c. Temos x*yz > jrer xy° 2%, pois (4,1,3) > e (1,5,2), jd que |(4,1,3)] = [(1,5,2)]
e (4,1,3) — (1,5,2) = (3,—4, 1), o que significa que (4,1,3) >, (1,5,2).

d. As varidveis x, ...,x, sao ordenadas da maneira usual pela ordem grlex:
(1,0,...,0) >griex (0,1,0,...,0) >gpieq -+ >griex (0,...,0,1).

entao T1 >grlex T2 >grlez e >grlex L.

Defini¢ao 1.2.10. (Ordem monomial lexicogrdfica graduada reversa) Sejam
a, 3 € Z%,. Dizemos que

(67 >grevlem ﬁ Se ‘05‘ = Z?zl o; > ’B’ = Z?:l 61'7 ou (|CY| = |ﬁ’ € O > peylex ﬁ) .
Exemplo 1.2.11. alguns exemplos:

a. Temos y32’2 >grevlez l’yg, POiS (O; 372) >grevlez <17370)7 ]d que |(O7372)| =5 >
|(1,3,0)]| = 4.

b. Temos xy*z* > grevien TY?22, pois (1,2,4) > grevier (1,2,2), jd que |(1,2,4)| =7 >
1(1,2,2)| = 5.

c. Temos xy°z* >grepier 'Yz, pois (1,5,2) > grener (4,1,3), jd que |(1,5,2)] =
|(4,1,3)] e (1,5,2) — (4,1,3) = (=3,4,—1), o que significa que (1,5,2) > epiex
(4,1,3).
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d. As varidveis x1,...,T, sio ordenadas da maneira usual pela ordem grevlex:
(17 07 CII) O) >grevl6x (O, ]-7 07 e a0> >g7"evlex e >grevlea} (07 e a07 ]—)
entao x1 >grevlew T2 >g'revlew e >grevlem L.

A prova de que as ultimas ordens definidas (revlex, grlex e grevlex) satisfazem a
Definigao de uma ordem monomial é semelhante & Demonstracao [1.2.5]
Agora podemos ordenar os polindémios. Se tivermos um polindémio f = > a,x® com a, €
k, em k[zy,...,x,] e escolhermos uma ordem monomial >, entéo é possivel ordenar os
monomios de f de forma inequivoca em relacao a >.

Exemplo 1.2.12. Seja f(z,y,2) = xy?2® + 42® + 2¢°2% — 522 + 9 € k[z,y,2]. Entao
reordenariamos os termos de f em ordem decrescente como:

a. Com relacao a ordem >,
2
f(z,y, 2) = 42* + 29°2% + gy?’zg — 522 +9.
b. Com relacao a ordem >, opies,

2
f(x,y,2) = da® = 52+ 2y + 242 +0.

c. Com relagao a ordem > grieq,

f(z,y, 2) = 2y*2° + %y?’z?’ +4a? — 522 +0.
d. Com relagao a ordem > grepica,

f(z,y, 2) = 2?2 + %y?’z3 + 42 — 522 +9.

Usaremos a seguinte terminologia, para a implementacao do algoritmo de divisao
generalizada e para o desenvolvimento da teoria em diante.

Definigao 1.2.13. Seja f =) a,x® um polindmio diferente de zero em k(1. .., xy]
e seja > uma ordem monomial

(i) multideg(f) = mar(a € Z% : an # 0) (multigrau de f).
(i) LC(f) = Gmutideq(s) € k (coeficiente principal de f).
(ii5) LM (f) = Tputideq(s) (Mondémio principal de f).

() LT(f) = LC(f)LM(f) (termo principal de f).

Usaremos a notacgao LT~ (f) para (termo principal de f), ou simplesmente LT'(f)
se nao houver possibilidade de confusao sobre a ordem monomial que esta sendo usado.

Exemplo 1.2.14. seja f(x,y,z) = xy?z® + 42 + 2y°2° — 52 + 9 € k[, y, z]. Entao,
com relacao a ordem >,

2
fl@y,2) = 42® + wy?s + 2y = 52+ 0,
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a. multideg(f) = (2,0,0). c. LM(f)=a*.
b. LC(f) = 4. d. LT(f) = 4z2.

O seguinte Lema sera usado na prova do algoritmo de divisao generalizada.
Lema 1.2.15. Sejam f,g € k[xy, ..., x,] polindomios nao-nulos. Entao:
(1) multideg(fg) = multideg(f) + multideg(g);

(i) Se f+ g # 0, entdo multideg(f + g) < maz{multideg(f), multideg(g)}. Se em
adi¢ao, multideg(f) # multideg(g), tem-se igualdade.

Demonstracao: Sejam f =) a,x%e g=> byz°.

(¢)
multideg(fg) = multideg (Z Z aango‘+5>
a B

= agg;go(a + )

B aa;r(l]%??éo(a * /8)

= max(a + max B)

= max(a) + rbrﬁl%(ﬁ)

= multideg(f) + multideg(g).

(7i) Temos que

multideg(f + g) = multideg (Z(aa + ba)xa>

«

=, max, (a).

Observando que {a | an + by # 0} C{a | an # 0 ou b, # 0}, temos

max (o) < max («) = max(max(a), max(«)) = max(multideg(f), multideg(g)).

Qo +ba£0 a6 £0,ba#0 460 bo£0

Se multideg(f) # multideg(g): Suponha, sem perda de generalidade, que multideg(f) >
multideg(g). Entao, temos amuisideg(s) 7 0 € bmuitideg(y) = 0. Observando que
multideg(f) € {a | aq + by # 0}, temos

max, o > multideg(f) = max(multideg(f), multideg(g)).

O que é a desigualdade oposta ao (i7). Portanto,
multideg(f + ¢g) = max(multideg( f), multideg(g)).

Se multideg(f) = multideg(g) e LC(f)+LC(g) # 0: Nesse caso, temos dumyltideg(f)+
bruttideg(g) 7 0, € 0 mesmo argumento acima se aplica.
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O

A partir deste ponto em diante, iremos supor que uma ordem monomial especifica foi
selecionada e que os termos principais, e elementos como os de a Defini¢ao|1.2.13] serao
calculados exclusivamente com base nessa ordem.

1.3 Algoritmo da divisao generalizada

O algoritmo de divisao pode ser usado para resolver o problema de pertinéncia ideal
para polinémios de uma variavel. Para estudar este problema quando ha mais variaveis,
vamos formular um algoritmo de divisao para polinémios em k[z1, ..., x,], que envolve
a divisdo de um polindémio f em k[zy,...,z,] por polindmios fi,..., fs € k[z1,...,x,]
para expressa-lo na forma f =a;f1 + -+ fs +r. O resto r deve ser cuidadosamente
caracterizado usando ordens monomiais.

Exemplo 1.3.1. Vamos primeiro dividir f = 2?y +1 por fi =2y +1 e fo =y +1,
usando ordem monomial x >y, y (que também estabelece a ordem na qual os poliné-
mios divisores sao listados e ordenados. fi >iex f2). Queremos empregar o mesmo
esquema usado para a divisao de polindomios de uma varidvel, a diferenca € que agora
existem vdrios divisores e quocientes. Listando os divisores f1, fa € 0s quocientes aq, as
verticalmente, temos o

a :
as : r
ry+1|2%y+1
y+1

Os termos principais LT(f1) = xy e LT(f2) = y dividem o termo principal LT(f) =
2%y. Dado que fi aparece primeiro, optamos por utilizd-lo. Portanto, realizamos a
divisao de x*y por xy, o que resulta em

a; . X
as : T

ry+1 |22y +1
y+1 |2?y+a

e em sequida, subtraimos x - f1 de f:

ay : x
as : T

xy + 1| 2%y +1
y+1 |22y+a

—x+1

Agora, repetimos o mesmo processo para —x + 1. Neste caso, devemos testar fo, pois
LT(f1) = xzy nao divide LT(—z + 1) = —x. Mas LT(fy) =y também nao divide —zx.
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Assim, se movermos —x para o resto, podemos continuar dividindo, colocando —x para
a coluna do resto
a; : x
Qo . r
oy + 1| 2%y +1
y+1 | 22y+a

—r+1 — —T
1
de forma andloga ao passo anterior
a . X
as : r
xy+ 1| 2%y +1
y+1 |[22y+2
—z+1 — -
1 — —x+1
0

Assim, o resto € —x + 1, e obtemos
f=2y+1=2(@y+1)+0y+1)+(—z+1) =afi +aafo +r

Observagao 1.3.2. Observe que o resto € uma soma de mondmios, nenhum dos quais
¢ divisivel pelos termos principais LT (f1) ou LT(f3).

Observacao 1.3.3. Em todos 0os momentos, assumiremos k um corpo, e o anel polino-
mial klzy,...,x,] sobre k também serd denotado por k[Z], se nao houver possibilidade
de confusao sobre as variaveis xy,...,T,. Fizamos uma ordem monomial > em T e
denotamos a quase-ordem linear induzida em k[Z] por > também.

Definigao 1.3.4. Sejam «, 8 € Z%,. Dizemos que um mondmio x® divide um mondmio
2P se existe v € Z% tal que B =y + «, isto €, 2P =7 2
Exemplo 1.3.5. Sejam 2y, 2%y3z, 2® € k[z,y, 2].
a. Temos que x?y divide 2*y*z onde (2,3,1) = (0,2,1) + (2,1,0), isto é, 23z =
2, . .2
yiz -y,
b. Temos que x*y nao divide z3. Suponha que sim (3,0,0) = (a,b,c) + (2,1,0),
portanto (a,b,c) = (1,—1,0) & Z%,.

Teorema 1.3.6. (Algoritmo da divisdo generalizada) Seja k(x| = k[xq, ..., x,].
Fize uma ordem monomial > em k[Z| e considere ' = (fi, ..., fs) uma s-upla ordenada
de polinomios em k[z]. Entao, todo f € k[Z] pode ser expresso como

f=aifi+ - +asfs+r, coma;r € k[

Onde r =0 our € uma combinacgao linear de mondémios, nenhum dos quais € divisivel
por LT<(f1),..., LT>(fs). Chamaremos r o resto de f na divisao por F. Além disso,
se a;f; # 0, entao multideg(f) > multideg(a; f;).
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Demonstracao: Provemos a existéncia de aq, ..., a, e r fornecendo um algoritmo para
sua construcao e mostrando que ele opera corretamente em qualquer dado de entrada.

Especifi: (ay,...,as,7) < DIVPOL(f,F)
divisao de f por F' = (f1,..., fs)
Dado: fi,..., fs, f € k7]

Encon: ay,...,as,r € k[Z] polinémios com f = Zaifi +re
i=1
max{LT(a;f;),1 <i<s} < LT(f)
comegar
a; < 0 (para 1 <17 < s)
r<0
pf
enquanto p # 0 fazer
141
divisionoccurred < falso
enquanto ¢ < s e divisionoccurred = falso fazer
se LT(f;) divide LT (p) entao
a; < a; + LT (p)/LT(f;)
p < p— (LT(p)/LT(f))fi
divisionoccurred = verdadeiro
outro ¢ 1+ 1

se divisionoccurred = falso entao

r <1+ LT(p)
p4—p— LT(P)
retornar aq,...,a,, 7

Podemos relacionar este algoritmo com o Exemplo observando que a variavel p
representa o dividendo intermedidrio em cada estagio, a variavel r representa a coluna
do lado direito e as variaveis a4, . . . , a; como sao os quocientes listados acima do radical.
Finalmente, a variavel booleana “divisionoccurred” nos diz quando algum LT'(f;) divide
o termo principal do dividendo intermediario. Vocé deve verificar isso toda vez que
passarmos pelo loop principal enquanto ... fazer , precisamente uma das duas coisas
acontece:

(i) (Passo da divisao) Se algum LT(f;) divide LT (p), entao o algoritmo procede
como no caso de uma variavel.

(17) (Passo resto) Se nenhum LT(f;) divide LT (p), entéo o algoritmo adiciona LT'(p)
ao resto.
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Para provar que o algoritmo funciona, primeiro mostraremos que:
f:a1f1+"'+asfs+p+r> (11>

detém em todas as fases. Isso é claramente verdadeiro para os valores iniciais de
ay,...,as,per,com f=0-f+---4+0-f;+ f+0. Agora suponha que seja
valido em um passo do algoritmo. Se o préoximo passo for um Passo de Divisao, entao
algum LT(f;) divide LT (p), e a igualdade

aifi +p = (ai + LT(p)/LT () fi + (0 = (LT (p)/LT (i) fi) ,

mostra que a;f; + p permanece inalterado. Como todas as outras varidveis nao sao
afetadas, permanece verdadeiro neste caso. Por outro lado, se a proximo passo
for um passo de resto, entao p e r serao alterados, mas a soma p + r permanece
inalterada, pois

p+r=(p—LT(p))+ (r+LT(p)).

Como antes, a igualdade (1.1]) ainda é preservada.
Em seguida, observe que o algoritmo para quando p = 0. Nessa situagao, (1.1} torna-se

f=afi+ - Fasfs+r

Como os termos sao adicionados a r apenas quando nao sao divisiveis por nenhum dos
LT(f:), segue-se que ay,...,as e r tém as propriedades desejadas quando o algoritmo
termina. Finalmente, precisamos mostrar que o algoritmo eventualmente termina. A
principal observacao é que cada vez que redefinimos a variavel p, ou seu multigrau
cai (em relagdo a nossa ordenacao de termos) ou se torna 0. Para ver isso, primeiro
suponha que durante um passo de divisao, p é redefinido para ser

LT(p)
LT(f:)

p=p— fi-

Pelo Lema |1.2.15] temos que

LT(p) .\ _ LT(p) N
() = T - o

de forma que p e (LT (p)/LT(f;))f; tem o mesmo termo principal. Portanto, sua dife-
renca p’ deve ter multigrau estritamente menor quando p’ # 0. Em seguida, suponha
que durante um passo Resto, p seja redefinido para ser

p=p—LT(p).

Aqui, é 6bvio que multideg(p’) < multideg(p) quando p’ # 0. Assim, em ambos os
casos, o multigrau deve diminuir. Se o algoritmo nunca terminasse, obteriamos uma
sequéncia infinita decrescente de multigraus. A propriedade de boa ordenagao de >,
como afirmado no Lema [[.2.2] mostra que isso ndo pode ocorrer. Assim, p = 0 deve
acontecer eventualmente, de modo que o algoritmo termine ap6és um nimero finito
de passos. Resta estudar a relagao entre multideg(f) e multideg(a;f;). Todo termo
em a; ¢ da forma LT (p)/LT(f;) para algum valor da variavel p. O algoritmo comeca
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com p = f, e acabamos de provar que o multigrau de p diminui. Isso mostra que
LT(p) < LT(f). Note também que cada termo de um quociente a; ndo-nulo é da
forma LT (p)/LT(f;) para algum passo da variavel p. Em outras palavras a; é da forma

a; =0+ LT (p1)/LT(f;) + LT (p2)/LT(fi) + - - + LT (p) /LT ([3),

onde para 1 < j < k < s estamos denotado por p; a varidvel p na j-ésima atualizacao
de Q;.

Assim, pelo Lema(1.2.15e por (1.1]) temos:

multideg(LT (p1)/LT(f:)) + multideg(f;) =multideg((LT (p1)/LT(fi) - f:)
=multideg(p,)

=multideg((LT (p;)/LT(f) - f:)

(

(
>multideg(p;)

(
=multideg(LT (p;)/LT(f:)) + multideg(f;).

Segue assim que multideg(LT (p1)/LT(f;)) > multideg(LT (p;)/LT(f;)) para todo 1 <
j < k. Portanto multideg(a;) = multideg(LT (p1)/LT(f;)). Logo

multideg(a; f;) = multideg((LT (p1)/LT(f3)) fi) = multideg(p,) < multideg(f),

quando a;f; # 0, o que conclui a demonstragao. [J

Exemplo 1.3.7. Seja f = 2%y + 1 entre F = (f1, f2) com fi=ay+1le fo=y+1
além da ordem monomial x >, y, 0s polindmios jd organizados de acordo com a ordem
monomial >y, € f1 >0 fo. Entao, o algoritmo inicia com:

a, =0, r=0,

as =0, p =%y + 1.

Como LT(f)) = wy divide LT(p) = 2%y, entao, LT(p)/LT(f1) = z*y/zy = x e
atualizar

a1 = ay + LT(p)/LT(f)) = 0+ 2 = =,

as =0,

r=0,

p=p—(LTp)/LT(f)fi =2’y +1—a(zy+1) = -z +1.

Como LT(f1) = xzy e LT(f2) = y nao dividem LT (p) = —z, de acordo com o algoritmo
de divisao generalizada, atualizamos:

ay =,
CLQZO,
r=r4 LT(p) = 0+ (—2) = —2,

p=p—LT(p)=—2x+1—(—x)=1.
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Novamente LT(f)) = xy e LT(f;) = y nao dividem LT(p) = 1, de acordo com o
algoritmo de divisao generalizada, atualizamos:

a, = x,
as =0,
r=r+LT(p)=—x+1,
p=p—LT(p)=1-(1)=0.
Jd que temos p = 0, o algoritmo termina. Entdo
f=afitafo+r=z(xzy+1)+0y+1)+ (—x+1).

Exemplo 1.3.8. Se listamos o0s polinomios da upla F no exemplo acima em outra
ordem, ou seja, f = 2%y + 1 entre F = (f1, f2) com fi=y+1e fo=xy+1 e ordem
monomial T >y, y, 0s polindmios ja organizados de acordo com a ordem monomial
>1ez- Entao, o algoritmo inicia com:

a; =0, r =20,

as =0, p =%y + 1.

Como LT(f1) =y divide LT (p) = z%y, entio, LT (p)/LT(f,) = 2*y/y = 2* e atualizar
a1 = a1+ LT(p)/LT(f1) = 0+ 2? = 2?,
as =0,
r =20,
p=p—(LTP)/LT(f))fi=2"y+1-2*(y+1) = -2+ 1.

Como LT(f1) =y, LT(f>) = zy nao dividem LT (p) = —x?, de acordo com o algoritmo
de divisao generalizada, atualizamos:

a, = 72,

as =0,

r=r+LT(p) =0+ (—z%) = —22,
p=p—LT(p)=—2*+1—(-2%) =1

Novamente LT(f1) = y, LT(f2) = xy nao dividem LT (p) = 1, de acordo com o algo-
ritmo de divisao generalizada, atualizamos:

ay 25(72,
as :O,

r=r+LT(p)=—2?+1,

p=p—LT(p)=1-(1)=0.
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Jd que temos p = 0, o algoritmo termina. Entdo
f=afitafat+r= $2(?J +1)+0(zy +1) + (_332 +1).

Ao comparar com o exemplo acima, é evidente que o resto é diferente. Isso de-
monstra que o resto r nao ¢ unicamente determinado pela condi¢ao de que nenhum
de seus termos seja divisivel por LT(f1), ..., LT(fs). A situagao nao é completamente
cadtica: se seguirmos o algoritmo exatamente como declarado (o mais importante, tes-
tando LT (p) para divisibilidade por LT(f1), LT(f3), ... nessa ordem), entdo ay, ..., as
e r sao unicamente determinados. No entanto, os exemplos anteriores mostram que a
ordenacgao da upla de polindémios (f1,. .., fs) definitivamente importa, tanto em relagao
ao nimero de passos que o algoritmo levara para completar o calculo quanto aos resul-
tados obtidos. Os a; e r podem mudar se simplesmente reorganizarmos os f;. (Os a; e
r também podem mudar se mudarmos a ordem monomial). Uma boa caracteristica do
algoritmo de divisao em k[z] é a maneira como ele resolve o problema de pertinéncia
ao ideal. Podemos obter algo semelhante para varias varidveis? Um corolario facil do
Teorema é que se, apos a divisao de f por F' = (fi,..., fs), obtemos um resto
r = 0, entao o polinémio f pertence ao ideal gerado por fi,..., fs. No entanto, o con-
trario nao é necessariamente verdadeiro: um polindmio pode pertencer ao ideal gerado
por fi,..., fs sem ter resto zero apds a divisao por F. A ordem dos polinémios e a
ordem monomial desempenham papéis importantes nesse aspecto.

Consideraremos agora o problema de descricao e pertinéncia ao ideal para o caso es-
pecial de ideais monomiais.

Defini¢ao 1.3.9. Um ideal I C klzy,...,x,] € um ideal monomial se existe um
subconjunto (possivelmente infinito) A C 2% tal que I consiste em os polindmios
que sio somas finitas da forma ) .4 hox®, onde hg € Klzy,...,2,]. Neste caso,

escrevemos I = (x“ : a € A).
Exemplo 1.3.10. I = (2°y%, 2%y3, 2%°) C K[z, y].

Lema 1.3.11. Seja I = (x® : a € A) um ideal monomial. Entdo um mondémio x° estd
em I se, e somente se, ° ¢ divisivel por z® para algum o € A.

Demonstracao: Se 7 ¢ um miltiplo de 2% para algum o € A, entdo 2° € I pela de-
finicdo de ideal. Inversamente, se 2° € I, entdo 2% = Y h;2®® onde h; € k[xy, ..., z,]
e a(i) € A. Se expandirmos cada h; como uma combinagao linear de monémios, vemos
que todo termo do lado direito da equacéo é divisivel por algum z*®. Portanto, o lado
esquerdo z° deve ter a mesma propriedade. [

Observacao 1.3.12. 2 ¢ divisivel por z® exatamente quando x° = x -7 para algum
v € ZL,. Isso € equivalente a 3 = o+ . Assim, o conjunto

a+Zg0:{a+7:fyeZ’§0},

consiste nos expoentes de todos os mondémios divisivers por x%. Esta observacao e o
Lema [1.2.9 nos permitem desenhar imagens dos mondémios em um dado ideal mono-
maal.
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Exemplo 1.3.13. Se I = (z°y? x>, 2%y%), entdo os expoentes dos mondmios em I
formam o conjunto

((5,2) + Z2,) U ((4,3) + Z%,) U ((2,6) + Z2,).

Podemos wvisualizar este conjunto como a uniao dos pontos inteiros em trés copias
transladadas do primeiro quadrante no plano:

n A
74

64
(2,6)

(,2)

-1 0 1 2 3 4 5 6

(m,n) <—> x"y"

No entanto, nenhum mondémio com upla contida a esquerda e abaixo dos pontos
(2,6),(4,3),(5,2) pertence ao ideal I, ja que eles nao seriam divisiveis por nenhum dos
mondémios que geram I.

Demonstraremos que é possivel determinar se um determinado polinémio f pertence
a um ideal monomial observando os monomios de f.

Lema 1.3.14. Seja I = (z* : a € A) um ideal monomial, e seja f € k[xy,...,x,].
Entao os sequintes sao equivalentes:

(1) fel.
(ii) Todo termo de f estd em I.

(11i) f € uma combinagao k-linear dos mondémios em I.

Demonstracao: As implicagdes (iii) = (ii) = (i) sao triviais. A prova de
(1) = (iii), se f € I, entdo f = > ha®®D onde h; € k[xy,...,2,] e ai) € A
Se expandirmos cada h; como uma combinagao linear de mondémios, vemos que todo
termo do lado direito da equacdo é divisivel por algum z*®. Portanto, f sera uma
combinacao k-linear dos monomios em 7. [

Uma consequéncia imediata da parte (7i7) do lema é que um ideal monomial é unica-
mente determinado por seus mondémios. Assim, temos o seguinte corolario.

Corolario 1.3.15. Dois ideais monomiais sao iguais se, e somente se, eles contém os
Mesmos monomios.

Todos os ideais monomiais de k[z1, ..., x,], sdo finitamente gerados. Essa proprie-
dade de ter uma base finita de monomios é extremamente 1til, pois simplifica o estudo e
a manipulacao de ideais monomiais. Podemos efetivamente trabalhar com um namero
limitado de monémios para representar o ideal monomial, o que facilita a analise e o
calculo relacionados a esse tipo de ideal.
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Teorema 1.3.16. (Lema de Dickson). Seja I = (z® : o € A) C kl[zy,...,x,]
um ideal monomial. Entao I pode ser escrito na forma I = (a:a(l), e ,xa(5)>, onde
a(l),...,a(s) € A. Em particular, I tem uma base finita.

Demonstragao: (Por indugao em n, o nimero de variaveis). Se n = 1, entao I é
gerado pelos monomios z{, onde a« € A C Zx>o. Seja f < a o menor elemento de
A C Zso. Entao 8 < « para todo a € A, de modo que xf, divida todos os outros
geradores 2. Daqui, I = (z”) segue facilmente.

Agora assuma que n > 1 e que o teorema é verdadeiro para n — 1. Escreveremos as
variaveis como w1, ..., Z,_1,y, de modo que mondmios em k[z1,...,x,_1,y] podem ser
escritos como x%y™, onde o = (ay, g, ..., 1) € Z25" e m € Zg.

Suponha que I C k[z1,...,2,-1,y] seja um ideal monomial. Para encontrar ge-
radores para I, seja J o ideal em k[zy,...,x, 1] gerado pelos monoémios x® para
os quais z%y™ € [ para algum m > 0. Visto que J é um ideal monomial em
klxy,...,Tn—1], nossa hipotese indutiva implica que um nimero finito de = gera J,
digamos J = (xa(l), e ,:UO‘(S)). O ideal J pode ser entendido como a “projecao” de [
em k[z1,...,2,_1].

Para cada i entre 1 e s, a definicdo de J nos diz que 2*®@y™ € I para algum m; > 0.
Seja m o maior dos m;. Entao, para cada t entre 0 e m — 1, considere o ideal
Ji C klxy,...,2,_1] gerado pelos monomios z° tais que xPy’ € I. Pode-se pensar
em .J; como a “fatia” de I gerado por monomios contendo y exatamente & t-ésima po-
téncia. Usando nossa hipotese indutiva novamente, .J; tem um conjunto gerador finito
de monomios, digamos J, = (x(1) peels))

Afirmamos que [ é gerado pelos monémios na lista a seguir:

de J:z®Wym o gollym,
de Jy: 2®W, .. goolso)

de J; : xal(l)y, o ,xal(sl)y,

de J,,_1: xa’”*l(l)ym’l, . ,x”‘mfl(sm*l)ym’l

Primeiro observe que todo monémio em [ ¢é divisivel por um dos mondémios na lista
acima. Para ver o porqué, seja z%y? € I. Se p > m, entao x*yP é divisivel por algum
z*®y™ pela construcao de J. Por outro lado, se p < m — 1, entdao x®y? é divisivel por
algum 2@ yP pela construcio de Jp. Segue do Lema que os mondmios acima
geram um ideal tendo os mesmos monoémios que /. Pelo Corolério [1.3.15] isso forca os
ideais a serem os mesmos, e nossa afirmagao ¢ provada.

Para completar a prova do teorema, precisamos mostrar que o conjunto finito de gera-
dores pode ser escolhido de um dado conjunto de geradores para o ideal. Se voltarmos

a escrever as variaveis como i, ..., IT,, entao nosso ideal monomial é I = (z : a €
A) C klzy,...,z,]. Precisamos mostrar que I é gerado por um ntimero finito de x,
onde o € A. Pelo paragrafo anterior, sabemos que I = (2%, ... 2%()) para alguns

monémios 2 em I. Como 2% € I = (2 : o € A), 0 Lema[1.3.11| nos diz que cada
2P0) ¢ divisivel por ) para algum (i) € A. O

Exemplo 1.3.17. Para entender melhor como a prova do Teorema funciona,
vamos aplicd-la ao ideal I = (x°y?*, xty3, 2%y°®) discutido anteriormente na secao. Pela
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imagem dos expoentes, vocé pode ver que a “projecio” é J = (x*) C kl[z]. Como
2%y® € I, temos m = 6. Entao obtemos as “fatias” J,, 0 <t <5 =m — 1, geradas por
mondmios contendo y':

JO = Jl = {0}7
JQ = <l‘5>,
J3:J4:J5: <{L‘4>

Essas “fatias” sao faceis de ver usando a imagem dos expoentes. Entao a prova do
Teorema[1.5.16 dd I = (x*y°, x*y?, a*y*, 2y®, 2°9?).

O Teorema [1.3.16 resolve a descri¢ao do ideal para ideais monomiais, demonstrando
que tais tdeais possuem uma base finita. Isso, por sua vez, nos permite solucionar o
problema de pertinéncia ao ideal para ideais monomiais. Em outras palavras, se [ =
<x‘”(1), ce ,xa(5)>, entao podemos facilmente verificar se um dado polindomio f pertence
a I ao verificar se o resto da divisdo de f por x®V ... x°) ¢ igual a zero.

1.4 Bases de Grobner

Apo6s a definicao dos elementos essenciais, torna-se possivel definir as bases de
Grobner de um ideal polinomial, que sao conjuntos com propriedades favoraveis em
relacao ao algoritmo de divisao generalizada. No entanto, antes de prosseguir com
essa discussao, é importante ressaltar que, dada uma ordem monomial, cada polinémio
f € k[xq,...,x,] possui um tnico termo principal LT(f). Assim, é viavel definir o
ideal dos termos principais de qualquer ideal

Defini¢ao 1.4.1. Seja I C k[zy,...,x,] um ideal distinto de {0}.

(i) Denotamos por LT(I) o conjunto de termos principais dos elementos de I. As-
stm,

LT(I) = {cx® : existe f € I com LT(f) = cx“}.

(1) Denotamos por (LT(I)) o ideal gerado pelos elementos de LT (I).

Ja vimos que os termos principais desempenham um papel importante no algo-
ritmo de divisdo. Isso traz um ponto sutil, mas importante, sobre (LT(I)). Ou
seja, se for dado um conjunto gerador finito para I, digamos I = (fi,..., fs), entdo
(LT(f),...,LT(f,)) e (LT(I)) podem ser ideais diferentes. E verdade que LT(f;) €
LT(I) C (LT(I)) por definicao, implica que (LT(f1),...,LT(fs)) C (LT(I)). No
entanto, (LT(I)) pode ser estritamente maior. Para ver isso, considere o seguinte
exemplo.

Exemplo 1.4.2. Seja I = (f1, f2), onde fi = 2*y+x —y* e fo = —23 + xy?, usando
a ordem monomial lex em klx,y]. Entdo

w2y +x —y°) +y(—2® + 2y?) = 2*.
Portanto, temos que x* € I, o que implica v* = LT (z*) € (LT(I)). No entanto, ob-
serve que x? nao € divisivel por LT(f1) = 2%y ou LT(f;) = —23, e, consequentemente,

x? ¢ (LT (f1), LT(f2)).
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Mostraremos agora que (LT'(/)) ¢ um ideal monomial e tem uma base finita.
Teorema 1.4.3. Seja I C k[xy,...,x,] um ideal.
(i) (LT(I)) é um ideal monomial.

(i1) Ezistem g1,...,g: € I tais que (LT(I)) = (LT(g1),..., LT (gt)).

Demonstracao: (i) Os monoémios lideres LM (g) dos elementos g € I — {0} geram
o ideal monomial (LM (g) : g € I —{0}). Como LM/(g) e LT(g) diferem por uma
constante diferente de zero, esse ideal é igual a (LT(g) : g € I — {0}) = (LT(I)).
Assim, LT(I) é um ideal monomial.

(1) Como (LT (I)) é gerado pelos mondémios LM (g) para g € I — {0}, o Lema de
Dickson nos diz que (LT(I)) = (LM(g1),...,LM(g;)) para um ntamero finito
de g1,...,g: € I. Como LM /g;) difere de LT(g;) por uma constante diferente de zero,
segue que (LT(I)) = (LT (g1),...,LT(g;)). Isso completa a prova. [J

Agora vamos estender o Lema [[.3.16] para um ideal arbitrario. O Teorema da Base de
Hilbert, também conhecido como o Teorema da Base de Hilbert de Ideais, é um resul-
tado importante na algebra comutativa e na geometria algébrica. Prova a existéncia
de um conjunto gerador finito de cada ideal polinomial em um anel de polindémios em
varias variaveis.

Teorema 1.4.4. (Teorema da Base de Hilbert) Todo ideal I C klzy, ..., x,] possui
um conjunto gerador finito, ou seja, I pode ser escrito como I = (q1,...,qg:) para algum
conjunto de polinémios gy,...,q; € 1.

Demonstragao: Se I = {0}, consideramos nosso conjunto gerador como {0}, que cer-
tamente € finito. Se I contiver algum polinémio diferente de zero, entao um conjunto ge-
rador ¢i, ..., g para I pode ser construido como segue. Pela Proposi¢ao[1.4.3] existem
g1, gt € I tais que (LT(I)) = (LT (q1),...LT(g:)). Afirmamos que I = (g1,...,G)-
E claro que (g1,...,9) C I ja que cada g; € I. Reciprocamente, seja f € I um po-
lindbmio qualquer. Se aplicarmos o algoritmo de divisao dado pelo Teorema [1.3.6] para
dividir f por (g1,...,¢:), obteremos uma expressao da forma

f=ag + - +ag +r,

onde nenhum termo de r é divisivel por qualquer um de LT (gy), ..., LT(g;). Afirmamos
que » = 0. Para ver isso, observe que

r=f—ag— - —ag €l
Se r # 0, entao LT(r) € (LT(I)) = (LT(q1),...,LT(g;)) e pelo Lema [1.3.11] segue

que LT (r) deve ser divisivel por algum LT(g;). Isso contradiz o que significa ser um
resto e, consequentemente, r deve ser zero. Por isso,

f:algl+"'+atgt+0€ <gla'-'7gt>7
o que mostra que I C (g1,...,¢:). Isso completa a prova [J

Considerando o Exemplo [1.4.2] é importante lembrar que nem todas as bases de um
ideal apresentam o comportamento desejado. Portanto, bases que satisfazem a propri-
edade (LT'(I)) = (LT(¢1),.-.,LT(g;)) receberao um nome distinto.
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Definig¢ao 1.4.5. (Base de Grobner) Defina uma ordem monomial. Um subconjunto
finito G ={qg1,...,9:} de um ideal I é dito uma base de Grobner se

(LT(I)) = (LT(g1), - -, LT(ge))-

Observacao 1.4.6. Fquivalentemente, mas mais informalmente. Uma base de Grob-
ner para I (em rela¢io a >) é uma colegao finita de polinomios G = {g1,...,g9:} C I
com a propriedade que para todo f € I diferente de zero, LT(f) € divisivel por LT (g;)
para algum 1.

O resultado a seguir é uma consequéncia direta do Teorema da Base de Hilbert
[[.4.4] junto com a defini¢do de Base de Grébner.

Corolario 1.4.7. Defina uma ordem monomial. Entao todo ideal I C Ky, ..., x,]
que nao seja {0} tem uma base de Grobner. Além disso, qualquer base de Grobner para
um I ideal é uma base para I.

1.5 Propriedades das bases de Grobner

O Corolario mostra que todo ideal nado nulo I C k[xy,...,z,| possui uma
base de Grobner. Nesta secao, iremos estudar as propriedades das bases de Grobner
e aprender como identificar quando uma determinada base é uma base de Grobner.
Comegaremos mostrando que o indesejavel comportamento do algoritmo de divisao
dado pelo Teorema em k[xy, ..., 2,] ndo ocorre quando dividimos pelos elementos
de uma base de Grébner. Primeiro, vamos provar que o resto ¢ determinado de forma
tnica quando realizamos a divisao por uma base de Grobner.

Proposigao 1.5.1. Seja G = {g1,...,9:} uma base de Grébner para um ideal I C
klxy,...,z,) € seja f € k[zy,...,x,]. Entdo existe um inico r € klxy, ..., x,| com as
duas propriedades a sequir:

(i) Nenhum termo de r é divisivel por qualquer um de LT(gy),..., LT (g:).
(it) Eziste g € I tal que f=g+r.

Em particular, r € o resto da divisao de f por G, nao importa como os elementos de
G sao listados ao usar o algoritmo de divisao.

Demonstragao: O algoritmo de divisao d& f = a;g; + - -+ + a;g; + r, onde r satisfaz
(i) e (i7) fazendo g = ayg1 + - - - + arg: € 1. Isso prova a existéncia de r.

Para provar a unicidade, suponha que f = g +r = ¢’ + 7’ satisfaca (i) e (i7). En-
tao r — 1" = g — ¢ € I, de modo que se r # r', entdao LT(r — ') € (LT(I)) =
(LT(¢1),...,LT(g:)). Pelo Lema segue que LT(r — 1) é divisivel por algum
LT(g;). Isso é impossivel, pois nenhum termo de r,r’ é divisivel por um de LT (¢),. . .,
LT(g;). Assim, r — ' deve ser zero e a unicidade esta provada. [

Observacao 1.5.2. O resto € as vezes chamado de forma normal de f com respeito a
G. De fato, as bases de Grébner podem ser caracterizadas pela unicidade do resto

Corolario 1.5.3. Seja G = {g1,...,9:} uma base de Grébner para um ideal I C
klxi,...,z,) e seja f € k[xq,...,x,]. Entao f € I se, e somente se, o resto da divisao
de f por G € zero.



32

Definicao 1.5.4. Denotamos f¥ para o resto da divisdo de f pela s-upla ordenada
F=(f1,....,fs). Se F € uma base de Grobner para (fi,..., fs), entdo podemos consi-
derar F' como um congunto (sem ordem particular) pela Proposi¢ao m

Exemplo 1.5.5. Se F = (z*y — y* xy* — y) C k[z,y|, usando a ordem lex, temos

2y = (ay) 2y — y®) + (v)(@y® — y) + v,

logo,

—F
w3y? =y

Agora é discutido como determinar se um conjunto gerador de polindmios é uma
base de Grobner para um ideal.

Defini¢ao 1.5.6. Seja f,g € k[xy,...,x,] diferentes de zero. Fize uma ordem mono-
maal.

(i) Se multideg(f) = a e multideg(g) = B, entao seja v = (V1,...,%), onde v; =
max(;, 5;) para cada i. Chamamos z¥ o minimo mailtiplo comum de LM (f)
e LM(g), escrito x7 = LCM(LM(f),LM(g)).

(i) O S-polinéomio de f e g, denotado S(f,g), € o polinémio

x7 x7

()’ g

S(f,g9) =

Observacao 1.5.7. Observe que por definicao S(f,g) € (f,g).

Exemplo 1.5.8. Com f = 23y +52%y+x e g = 22* — 3zy em Q[x,v], e usando >,
temos v = (4,1) logo 7 = 'y, e

xty xty
S(fg) =Yy 1Y
(f:9) et il
o Q)
=af (2 g
3 2, 3 o
=dr'y+x +§:1:y.

Observe que LT (S(f, g)) € divisivel por LT(f), ao dividir por F' = (f, g) com S(f, g)F =

—252%y + x? + 3/2xy? — b e LT(S(f, g)F) = —25x%y nao € divisivel nem por LT(f)
nem por LT(g).

Note que um S-polindémio S(f,g) é projetado para realizar o cancelamento de ter-
mos principais.

Lema 1.5.9. Suponha que temos wma soma » ;_, ¢;fi, onde ¢; € k e multideg(f;) =
§ € 72, para todo i. Se multideg(d ;_, cifi) < 0, entao > ;_, ¢if; € uma combinagao
linear, com coeficientes em k, dos S-polinémios S(fj, fr) para 1 < j,k < s. Além
disso, cada S(f;, fr) tem multigrau < 9.
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Demonstracao: Seja d; = LC(f;), de modo que ¢;d; seja o coeficiente lider de c¢; f;.
Como todos os ¢; f; tém multigrau ¢ e sua soma tem multigrau estritamente menor,
segue-se facilmente que Y7, ¢;d; = 0.

Defina p; = f;/d; e observe que p; tem coeficiente principal 1. Considere a soma
telescopica

E cifi = E cidip; = c1dy (p1 — p2) + (c1dy + cady) (p2 — p3) + -+
i=1 =1
(C1d1 + -+ Csfldsfl> (psfl - ps> + (Cldl + -+ Csds)ps-

Por hipotese, LT(f;) = d;2°, o que implica que o minimo multiplo comum de LT(f;)
e LM(fy) é 2°. Por isso

20 20 20 20

S(fy; fr) = T(fj)fj ~IT (fk)fk = djx(;fj b

Usando esta equagao e Y ;_, ¢;d; = 0, a soma telescopica acima torna-se

fx =pj — Dk

Zcifi =c1d1S (f1, f2) + (crdy + cady) S (f2, f3)
i—1

4+ 4 (Cldl + -+ Cs_lds—l)s(fs—lafs)a

que é uma soma da forma desejada. Como p; e p; tém multigrau d e coeficiente lider 1,
a diferenga p; — py tem multigrau < 9. Pela Equacao (1), o mesmo vale para S(f;, fi),
e o lema é provado. [

Quando fy,..., fs satisfazem a hipotese do Lema |1.5.9, obtemos uma equagao da forma
Zcifi = chks(fj»fk) :
i=1 g,k

Vamos considerar onde ocorre o cancelamento. Na soma da esquerda, todo somando
¢;f; tem multigrau 0, entao o cancelamento ocorre somente apds soma-los. Porém,
na soma da direita, cada soma c;.S(f;, fx) possui multigrau < 6, de forma que o
cancelamento ja ocorreu. Intuitivamente, isso significa que todo cancelamento pode
ser contabilizado por S-polinémios. Usando S-polinémios e o Lema [1.5.9, podemos
agora provar o seguinte critério de Buchberger para quando uma base de um ideal é
uma base de Grébner.

Teorema 1.5.10. (Critério de Buchberger) Seja I um ideal polinomial. FEntdo
uma base G = {q1,...,q:} para I € uma base de Grobner para I se, e somente se, para
todos os pares i # j, o resto da divisao de S(g;, g;) por G (listado em algum ordem) é
zero.

Demonstracao: =: Se G é uma base de Grébner, entao como S(g;,9;) € I, o resto
da divisao por G é zero pelo Corolario [I.5.3]

<: Seja f € I um polinémio diferente de zero. Devemos mostrar que se todos os
S-polindémios tém resto zero na divisao por G, entdo LT(f) € (LT(¢1),...,LT(g:))-
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Antes de dar os detalhes, vamos esbocar a estratégia da prova.
Dado f € I = (g1,...,q:), existem polindémios h; € k[xy,...,z,| tais que

= Zhigia (1-2)
i=1

Do Lema|l.2.15| segue-se que
multideg(f) < max(multideg(h;g;)). (1.3)

Se a igualdade nao ocorrer, entao algum cancelamento deve ocorrer entre os ter-
mos principais de . O Lema nos permitird reescrever isso em termos de
S-polinomios. Entao, nossa suposi¢ao de que S-polindbmios tém restos zero nos per-
mitird substituir os S-polinémios por expressoes que envolvam menos cancelamento.
Assim, obteremos uma expressao para f que tem menos cancelamento de termos
principais. Continuando desta forma, eventualmente encontraremos uma expressao
(1.2) para f onde a igualdade em ocorre. Entao multideg(f) = multideg(h;g;)
para algum ¢, e segue que LT(f) é divisivel por LT(g;). Isso mostrara que LT(f) €
(LT(g1),...,LT(g:)), que é o que queremos provar.

Agora damos os detalhes da prova. Dada uma expressao para f, seja m(i) =
multideg(h;g;), e defina 6 = max(m(1),...,m(t)). Entao a desigualdade se torna

multideg(f) < 4.

Agora considere todas as maneiras possiveis pelas quais f pode ser escrita na forma
(1.2). Para cada uma dessas expressoes, obtemos um ¢ possivelmente diferente. Como
uma ordem monomial é uma boa ordenagao, podemos selecionar uma expressao
para f tal que ¢ seja minimo.

Mostraremos que uma vez escolhido este minimo §, temos multideg(f) = §. Entao a
igualdade ocorre em , e como observamos, segue que LT(f) € (LT(g1), ..., LT (g:))-
Isso provara o teorema.

Resta mostrar multideg(f) = §. Vamos argumentar isso por contradigao. A igualdade
pode falhar apenas quando multideg(f) < . Para isolar os termos de multigrau §,
vamos escrever f na seguinte forma:

f_ Z hzgz+ Z hzgz

m(i)=6 m(i)<é

= ZLT igi—i—Z(hi—LT gz+zhzgz
m(i)=4

m(i)=6 m(i)<d

(1.4)

Os monomios que aparecem na segunda e terceira somas em (|1.4]) tém todos multigraus <
0. Assim, a suposigao multigrau(f) < 0 significa que a primeira soma também possui
multigrau < 6.

Seja LT(h;) = ¢;z*%). Entdo a primeira soma D om(iy=s LT(hi)gi = 3 00=s ¢z g,
tem exatamente a forma descrita no Lema com f; = x*@g,. Assim, o Lema
implica que esta soma é uma combinagao hnear dos S- pohnomlos Sz a(j) Jj k) gk )-

No entanto

0 0

S (@ ok — T e, T ak)
(g5 a) wDOLT ()" 97 WL (g)"

= ‘T‘s*’yjks (gj7gk) )
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onde z%i* = LCM (LM (g;), LM (gx)). Assim, existem constantes c;j; € k tais que
Z LT (hi) gi = chkxé_ms (95> 9r) - (1.5)
, T

O proximo passo ¢ usar nossa hipdtese de que o resto de S(g;, gx) na divisdo por
J1,---,9¢ ¢ zero. Usando o algoritmo de divisao, isso significa que cada S-polinémio
pode ser escrito na forma

t

595, 9%) = Z%’jk%» (1.6)

i=1
onde a;ji € k[z1,...,2,]. O algoritmo da divisdo também nos diz que
multideg(aijrg;) < multideg(S(g;, 9x)), (1.7)

para todo i,7, k (ver Teorema . Intuitivamente, isso diz que quando o resto é
zero, podemos encontrar uma expressao para S(g;, gx) em termos de G onde os termos
principais nao se cancelam.

Para explorar isso, multiplique a expressdo S(g;, gx) por x°~%* para obter

6 Fy]kS g] gk sz]kgla

onde b;j, = 2°Yika.. Entdo (1.7) e o Lema implicam que
multideg(bijrg:) < multideg(z°~7*S(g;, g)) < 0. (1.8)
Se substituirmos a expressdo acima por xS (9;, gx) em (1.5)), obteremos
> L1000~ S 5 000 = Ee (z bmkgz> Y
m(i)= g,k i
que por (|1.8)) tem a propriedade que para todo i,
multideg(hig;) < 0.

Para a etapa final da prova, substituimos Zm(i):(s LT (hi)gi = >, hig; na Equacdo
(1.4) para obter uma expressao de f como uma combinagao polinomial dos g;,

f=Y LT(h)gi+ > (hi—LT(h))gi+ Y hig,
m(i)<o

m(i)=0 m(i)=4

onde todos os termos tém multigrau < 0. Isso contradiz a minimalidade de §. Logo
multideg(f) = 9, e segue que multideg(f) = 6 = 6;(h) = multideg(h;g;) para algum
ie{l,...,t}.

Assim LM(f) = LM (h;g;), isto é, LM (f) é maltiplo de LM(g;) e portanto LT(f) €
(LT(¢1),...,LT(gt)), como queriamos mostrar. [

O Critério de Buchberger, dado no Teorema [[.5.10, ¢ um resultado significativo em
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relacao as bases de Grobner. As bases de Grébner possuem varias propriedades fa-
voréveis, mas determinar se uma determinada base é uma base de Groébner tem sido
um desafio até agora. No entanto, com a introducao dos critérios do S-par, tornou-se
mais facil verificar se uma determinada base é uma base de Grobner. Além disso, sera
demonstrado que o critério S-par leva naturalmente a um algoritmo para computar
bases de Grébner.

Exemplo 1.5.11. Para ilustrar a utilizagao do Teorema vamos considerar o
ideal I = (x*y —y?, y* —y?). Afirmamos que o conjunto G = {x*y —y* y* —y*} forma
uma base de Grobner ao usar a ordem lexicogrifica com x >y > z. Para provar essa
afirmagao, precisamos examinar os S-polinémios.

2,4 2,4

Y, 9 2 7Y , 4 2y 2.2 5
I2y(xy—y)— m W' —y) =2y —y°.

S’y -y y' =) =
Usando o algoritmo de divisao, encontra-se

2y’ — " =y(@Py —v*) + (—y) (v — v*) +0,

de modo que S(x?y — y%,y* — y?) = 0. Assim, pelo Teorema|1.5.10, G € uma base de
Grobner para I.

Exemplo 1.5.12. Considere o anel k[x,y] com ordem lex, e seja I = (f1, f2) =
(—2% + xy?, 2%y + x — o). Lembre-se que {fi, fo} nio € uma base de Grébner para I
(Exzemplo , jd que 27 = —x3y e

S(fi, fa) = (=y)fr —xfa = —z%
LT(S(f1, f2)) = —a2 ¢ (LT(f1), LT(f>)).

Como S(fi,f2) = —2*> € I e S(fl,fg)F = —a? # 0 com F = (f1, f2), devemos
incluir esse restante em nosso conjunto gerador, como um novo gerador fs = —x2. Se
definirmos F' = (fi1, fo, f3), podemos usar o Teste de Buchberger para testar se esse
novo conjunto € uma base de Grébner para I. Calculamos

S(f f2) = fs,

S(fl,fz)F =0, com F = (f1, f2, f3),
S(f1, fs) = (=D (=2° + 2y?) = (—z)(=2?) = —2y?,

S(f1,f3)F = —3392 #0, com F'=(fi, f2, f3)

Portanto, devemos adicionar f, = —xy* ao nosso conjunto gerador. Se fizermos F =

(f17f27f37f4>; entao
St f2) =S(h fa) =0,
S(fi, f1) = (=9*)(=2® + 2y?) — (=2®)(—ay?) = —ay’*
= y2f4a
S(fl,fz;)F =0,
S(fa, f3) = () (@Py +z — ) — (—y)(—2*) =z — ¢°,
S(fa, fs)F =z -y #£0.
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Portanto, devemos adicionar fs = x — y> ao nosso conjunto gerador. Se fizermos

F= (f17f27f37f47f5)7 entao
St f2) =80, f3>F =S(fi. f) =5(fai fa) =0,
(f17f5) (1) (=2’ + 2y?) — (2°)(x — y°) = 2%y’ — 29,
S(fl,f5) =y #0.

Portanto, também devemos adicionar fs = y° ao nosso conjunto gerador. Definindo

F = {f17f2a f37 f47f57 f6}7 pOde'Se calcular que

S fo) =SUnfs) =80 f) =80 f5) =S fs) =0,
S(fi, fo) = (—y°)(—2® + 2y®) — (2°)(y°) = —ay’,

S(fifo) =0,
S(fo f1) = W)@y + 2z — y°) — (—x)(—ay®) = 2y — v,
S(fa f) =0,
S(fa f5) = W(@Py + 2 —°) — (ay) (@ — °) = ay* + 2 — o/,
S(far f5) =0,
S(fa, fo) = W@y + 2 —¢°) — («))(¥°) = 2y* — o,
S(f?afG)F =0,
S(fs, fa) = (=y*)(=2%) — (=2)(—=2y”) = 0,
S(for f1) =0,
S(fs, f5) = (=1)(=2?) = (2)(x — y°) = 2y,
S(farf5) =0,
S(fs, f6) = (=) (=) — («*)(¥°) = O,
S(f37f6)F =0,
S(fa, f5) = (=D (=zy®) — P) (@ — v*) = ¢,
S(fufs) =0,
S(fas fo) = (=v°)(=zy?) — (2)(y°) = O,
S(fu fo) =0,
S(fs fo) = (V) (& —v°) — (2)(v°) = =",
S(fsr fo) =0

Pelo Teoremall.5.10, seque que uma base de Grébner para I € dada por

{fl?f?a f3>f4a f57 fﬁ} = {_1,3 + $92a$2y +x— yS’ _'Igv _:Ey2>$ - y3’y5}'

O exemplo acima sugere que, em geral, deve-se tentar estender uma base F' a uma
base de Grobner adicionando sucessivamente restos diferentes de zero S(f;, fj)F a F.
Essa ideia é uma consequéncia natural do critério do S-par e leva ao seguinte algoritmo
devido a Buchberger para calcular uma base de Grébner.
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Teorema 1.5.13. (Algoritmo de Buchberger). Seja I = (f1,...,fs) # {0} um
ideal polinomial. Entao uma base de Grébner para I pode ser construida em um nimero
finito de passos pelo sequinte algoritmo:

Especifi: critério de Buchberger
Dado: F = (f1,...,[fs) C k[7]
Encon: Uma base de Grobner G ={q1,...,g:} para I = (F), com F C G

comecar
G =F
repetir
G =G
para cada par {p,q},p # q em G' fazer
S:=Spa)
se S #0 entdo G := GU{S}
ate G =G’

Demonstragao: Comegcamos com algumas notagoes usadas com frequéncia. Se G =
{g1,.-.,9t}, entdo (G) e (LT (G)) denotam os seguintes ideais:

(G) =91, 90),
(LT(G)) = (LT (1), ..., LT(gr))-

Primeiro mostramos que G C I vale em cada estdgio do algoritmo. Isso é verdade
inicialmente, e cada vez que aumentamos G, fazemos isso adicionando o restante S =
’

G
S(p,q) para p,q € G. Portanto, se G C I, entdo p,q e S(p,q) estdo em I, e como
estamos dividindo por G’ C I , obtemos GU{S} C I. Também notamos que G contém
a base dada F' de I, entao GG é na verdade uma base de I.

S(p q)G/ =pm+qn+ S(p,q) € I, com m = LA
) b ) LT(p)? LT(q)

/

O algoritmo termina quando G' = G’, o que significa que S = S(p,q) = 0 para todo
p,q € G. Portanto, G é uma base de Grébner de (G) = I pelo Teorema de Buchberger.
Resta mostrar que o algoritmo termina. Precisamos considerar o que acontece apos
cada etapa do loop principal. O conjunto G consiste em G’ (o antigo GG) junto com os
restos diferentes de zero de S-polinémios de elementos de G’. Entao

(LT(G")) € (LT(G)). (1.9)

Além disso, se G' # G, afirmamos que LT(G’) é estritamente menor que LT(G) .
Para ver isso, suponha que um residuo diferente de zero r de um polinémio S tenha
sido associado a G. Como r é um resto da divisao por G, LT (r) nao é divisivel pe-
los termos principais dos elementos de G’ e portanto LT(r) ¢ LT(G'). No entanto,
LT(r) € LT(G), o que prova nossa afirmagao.

Por (L.9), os ideais (LT(G")) de iteragoes sucessivas do loop formam uma cadeia as-
cendente de ideais em K{z1,...,x,]. Portanto, a condigdo da Cadeia Ascendente im-
plica que, ap6s um numero finito de iteragoes, a cadeia se estabilizara, de modo que
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(LT(G")) = (LT(G)) eventualmente ocorra. Pelo paragrafo anterior, isso implica que
G' = (G, entao o algoritmo deve terminar apds um numero finito de passos. [

Essas contribui¢oes de Buchberger sao centrais para o desenvolvimento do assunto, for-
necem uma base algoritmica para a teoria das bases de Grobner, mas nao é uma forma
muito pratica de fazer o célculo. As bases de Grébner calculadas usando o algoritmo do
Teorema [I.5.13] geralmente sdo maiores do que o necessario. Podemos eliminar alguns
geradores desnecessarios usando o seguinte fato.

Lema 1.5.14. Seja G uma base de Gréobner para o ideal polinomial I. Seja p € G
um polinémio tal que LT (p) € (LT(G — {p})). Entao G — {p} também é uma base de
Grobner para I.

Demonstragao: Sabemos que (LT(G)) = (LT(I)). Se LT (p) € (LT(G —{p})), entao
temos (LT(G — {p})) = (LT(G)). Por defini¢ao, segue-se que G — {p} também é uma
base de Grobner para [. [

Ajustando as constantes para tornar todos os coeficientes principais 1 e removendo
qualquer p com LT (p) € LT(G — p) de G, chegamos ao que chamaremos de base de
Grobner minima.

Definicao 1.5.15. (base minima de Grébner) Uma base de Grobner minima
para um ideal polinomial I € uma base de Grobner G para I tal que:

(i) LC(p) =1 para todo p € G.
(it) Para todo p € G, LT (p) ¢ (LT(G — {p})).

Defini¢ao 1.5.16. (base de Grébner reduzida) Uma base de Grobner reduzida
para um ideal polinomial I € uma base de Grobner G para I tal que:

(i) LC(p) =1 para todo p € G.

(it) Para todo p € G, nenhum monoémio de p € (LT(G — {p})).

1.6 Um novo algoritmo eficiente para computacao Ba-
ses de Grobner (F4)

Nesta secao do Capitulo 1, apresentamos o algoritmo padrao que utiliza o sistema
computacional SageMath para calcular bases de Grébner. O resultado é uma base de
Grobner na forma reduzida. Para isso focaremos no artigo [§] onde encontraremos este
algoritmo com mais detalhes.

Sejam f,g,p € k[Z] com p # 0, T o conjunto definido na Observagao e seja
F um subconjunto finito de k[Z]. Entao, dizemos que:

(i) f reduz a g modulo p (notagdo f — g) se existem t € T(f) e s € T tais que
p

$~LM(p):teg:f—ﬁ(wu&p,ondeaéocoeﬁcientedetemp.

(ii) f reduz a g médulo P (notacao f — g) se f — g para algum p € P.
p
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(iii) f é redutivel modulo p se existe g € k[z] tal que f — g.
P
(iv) f é redutivel modulo P se existe g € k[Z] tal que f -9
(v) f étop redutivel modulo P se existe g € k[7] tal que f —rge LM(g) < LM(f).

(vi) f %) g € o fecho reflexivo-transitivo de -

Definicao 1.6.1. Por convengao se M € uma matriz s x m, M, ; € o j-ésimo elemento
da i-ésima linha de M. Se Ty = [t1,...,tm] um conjunto ordenado de termos, seja
(€i)i=1,..m a base canodnica de k™, consideramos a aplicagao linear pr,, : Vr,, — k™
(onde Vi, € o submddulo de k[x] gerado por Ty) tal que @r,,(t;) = &;. A fungao
inversa serd denotada por Yr,,. A aplicacao r,, permite interpretar vetores de k™
como polinémios. Notamos por (M, Ty) uma matriz com tal interpretagao.

Defini¢ao 1.6.2. Se (M,Ty) for uma matriz s X m com tal interpreta¢ao, entdao
podemos construir o conjunto de polindmios:

Rows(M,Ty) = {¢r,, (row(M,q)) | i=1,...,s} \ {0},

onde row(M,i) € a i-ésima linha de M (um elemento de k™). Por outro lado, se l é
uma lista de polindomios e T; um conjunto ordenado de termos, podemos construir uma
matriz s X m A (onde s = size(l), m = size(T})):

A= coeffl[i], Ti[f]),i = 1,...,8,5 =1,...,m.

Notamos AT a matriz (A; ).

1 1o t3

fir X X X

Jis X X X
M= (1.10)

fion X X X

fi2k+1 X X X

fi. X X X
Definigao 1.6.3. Seja M uma matrizsxm, eY = [Y1,...,Y,,] novas varidveis. Entao
F = Rows(M,Y) € um conjunto de equagdes, portanto, podemos calcular F' uma base
de Grébner reduzida de F' para uma ordenagao lexicogrdfica tal que Yy > -+ > Y,,.

A partir desta base podemos reconstruir uma matriz M = AFY) - Chamamos M a

(uinica) forma escalonada de M. Dizemos também que F é uma base escalonada de
linhas de F'.
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tl tQ tk tk+1 : tm

fi 10 .0 x X

fia 01 ... 0 x X

: X X

M= fi 00 ... 1 x X
Jiver 00 ... 00 0

: : 0 0

Fim 00 ... 00 0

onde X denota um elemento possivelmente diferente de zero. No caso de polindmios
temos uma denigao similar:

Definigao 1.6.4. Seja F' um subconjunto finito de k[T] e > uma ordena¢ao admissivel.
Definimos Ts(F) como Sort({T(f) | f € F},>), A:= AFT=0) ¢ A g forma escalo-
nada de linhas de A. Vamos dizer que F' = Rows(A;Ts(F)) € a forma escalonada de
linhas de F' em relagao a >.

As propriedades elementares de matrizes escalonadas de linhas sao resumidas pelo
seguinte teorema:

Teorema 1.6.5. Seja M uma matriz s x m; e Y = [Yi,...,Yy,] novas varidveis; I =
Rows(M,Y); M a forma escalonada por linhas de M ; F' = Rows(M,Y'). Definimos

F*={geF|LM(g) ¢ LM(F)}
Fr— P\ F
Para qualquer subconjunto F' de F tal que size(F') = size(LM(F)) e LM(F') =

LM(F); entio G = FYUF' ¢ uma base triangular do k-médulo Vs gerado por F. Ou
seja; para todo f € Vi existem (A)g elementos de k e (gx)r elementos de G tais que

f=22k gk, LM(g1) = LM(f) e LM (gx) > LM (gg+1)-

Demonstracao: Como os termos principais de G sao distintos dois a dois, G é
linearmente independente. Afirmamos que também é um sistema gerador de V.
Suponha por contradicao que existe f € V), tal que f —;—> " # 0. Pela defini-

¢ao de uma base Grobner, f/ % 0, conseqiientemente f’ é top-redutivel modulo G

LM(F) = LM(F*) U LM(F~) = LM(F*) U LM(F') = LM(G), de modo que f’
top-redutivel modulo G. Isso é uma contradigao. [J

Podemos transpor imediatamente o teorema para polinémios:

Corolario 1.6.6. Seja F' um subconjunto finito de E' e < uma ordenagao admissivel;
e F' a forma escalonada de linhas de F' em relagao a > Nds definimos

F*={geF|LM(g) ¢ LM(F)}.

Para todo subconjunto F' de F' tal que size(F') = size(LM(F)) e LM(F') = LM(F),
entio G = F* U F’ ¢ uma base triangular de Vs o k-mddulo gerado por F. Para todo
[ € Vi existem (Ag)i elementos de k e (gi)r elementos de G tal que f = Y, A\igx,
LM(g1) = LM(f) e LM(gr) > LM (gr+1)-
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Definigao 1.6.7. Um par critico de dois polinomios (f;, f;) € um elemento de T? X
k[.f'] X T x k[i’], Pair(fi, fJ) = (lcmij,th fi?tja fJ> tal que

lem(Pair(fi, f;)) = lemy; = LM (tf;) = LM (t; f;) = lem(LM(fi), LM(f;)) :

Defini¢ao 1.6.8. Dizemos que o grau do par critico p;; = Par(fi, f;), deg(p;;), €
deg(lcm; ;). Definimos as duas projecoes Esquerda(p; ;) = (t;, fi) e Direita(p; ;) :=
(tj, f;). Se (t,p) € T x k[z] entdao notamos mult((t,p)) o produto avaliado t - p.

Agora temos as ferramentas necessarias para apresentar a versao bésica do nosso
algoritmo. Todas as matrizes que ocorrem nos algoritmos a seguir sao a representacao
de uma lista de polinémios através do conjunto de todos os seus termos, conforme
explicado na Definigao [1.6.2

Especifi: Algoritmo F4
Dado: F um subconjunto finito de k[z]
Sel uma fungao Sel : List(Pairs) — List(Pairs)
tal que Sel(l) #Dsel #0
Encon: um subconjunto finito de k[7]
G=FF =Fed:=0

P :={Pair(f,q9) | f,9 € G com f # g}
enquanto P # 0 fazer

d:=d+1
P, := Sel(P)
P:=P\ P,

L, := Esquerda(P;) U Direita(F;)

F = Redugio(Ly, G)

para h € F; fazer
P := PU{Pair(h,g) | g € G}
G = GU{h)

retornar GG

Precisamos estender a redu¢ao de um modulo polinomial de um subconjunto de k[z]
para a redugao de um subconjunto de k[Z]-médulo outro subconjunto de k[z]:
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Especifi: Reducao
Dado: F um subconjunto finito de 7' x k[z]
G um subconjunto finito de k[z]
Encon: um subconjunto finito de k[Z]
F := Pré-processamento Simbolico(L, G)
F := Reducéo a Forma Escalonada por Linhas de F em relacdo a >
Fr={f e F|LM(f) ¢ LM(F)}

retornar F

Observacao 1.6.9. Pelo Lema veremos que uma definicao equivalente (porém
mais lenta) de F poderia ser F* :={f € F' |f top-redutivel mddulo G}.

Temos agora que descrever a fungao principal do nosso algoritmo, ou seja, a cons-
trucao da “matriz” F'. Este subalgoritmo pode ser visto como uma reducao usual de
todos os polindmios considerados se substituirmos a aritmética padrao por: seja 0 # x,
O#f#yekentaor+y=1,2x-y=1,2-0=0e¢ x4+ 0= 1. Portanto, este é realmente
um pré-processamento simbolico.

Especifi: Pré-processamento Simbdlico
Dado: L um subconjunto finito de T' x k[Z]
G um subconjunto finito de k[Z]
Encon: um subconjunto finito de k[Z]
Fo=A{t-f[(tf)el}
Feito := LM (F)
enquanto T'(F') # Feito fazer
m um elemento de T'(F') \ Feito
Feito := FeitoU {m}
se m top-redutivel modulo G entao
m =m'- LM(f) para alguns f € G e alguns m’ € T
F=FU{m' - f}

retornar [

Observagao 1.6.10. Parece que os valores iniciais de Feito deveriam ser ) mas em
todas as aplicagoes desta fungao o resultado é de fato o mesmo com menos iteragoes.

Observagao 1.6.11. O pré-processamento simbolico € muito eficiente visto que sua
complezidade € linear no tamanho de sua saida se size(G) for menor que o tamanho
final de tf T(F) que normalmente € o caso.

Lema 1.6.12. Seja G um subconjunto finito de k[Z], L seja a imagem por mult de
um subconjunto finito de T x G e F* = Redugao(L,G). Entao para todo h € F*,
LM(h) ¢ (LM(G)).



44

Demonstragao: Seja F' o conjunto calculado pelo algoritmo Pré-processamento Sim-

bolico (L, G). Assuma para uma contradicao que existe h € F'* tal que t = LM (h) €

(LM(G)). Portanto, LM/(g) divide ¢ por algum ¢ € G. Entao t estd em T(FT) C
t

T(F) C T(F) e é top-redutivel médulo g, portanto i © 9 ¢ inserido em F' por

Pré-processamento Simbolico (ou outro produto com o mesmo termo principal). Isso
contradiz o fato de que LM (h) ¢ LM (F'). O

O lema a seguir ¢ util para provar a corre¢ao do algoritmo.

Lema 1.6.13. Seja G um subconjunto finito de k[Z|, L seja a imagem por mult de um
subconjunto finito de T x G e F+ = Redugao(L,G). Entao Ft € um subconjunto de
(G). Além disso, para todo f no k-mddulo gerado por L, f ﬁ 0.

u
Demonstracgao: Aplique o Corolario[l.6.6|a F' o conjunto gerado pelo Pré-processamento
Simbdlico(L, G). Claramente F' ¢ um subconjunto de F'U (G), mas é 6bvio que L &
um subconjunto de (G), de modo que F' é um subconjunto de (G). Portanto, qualquer
F’ satisfazendo a hipotese do Teorema ¢ um subconjunto de (G). Isso conclui a
prova do lema ja que o k-moédulo gerado por L é um submoédulo do k-moédulo gerado
por F. [

Observagao 1.6.14. Seja G um subconjunto finito de k[z]. E possivel que f % 0

mas aquela NormalForm(f,G) # 0 onde NormalForm € a redugdo que € usada no
algoritmo de Buchberger. A razao para isso € que o resultado de Normal Form depende
de muitas escolhas (estratégias).

Teorema 1.6.15. O algoritmo F4 calcula uma base de Grébner G em k[z] tal que

FCGel(G) = (F).

Demonstragao: Término: Assuma, por contradi¢ao, que o loop enquanto nao
termina. Vemos que existe uma sequéncia ascendente (d;) de ntumeros naturais tal que
FCZ # () para todo i. Digamos que ¢; € F df (dai g; pode ser qualquer elemento em F dt ).
Seja U; e U;—1 + (LM(g;)) para i > 1 e Uy = (0). Pelo Lema temos U;_1 € U;.
Isso contradiz o fato de que k[Z] é noetheriano.

Corregao: Temos G = Udg()F (Z . Afirmamos que os seguintes sao loop invariantes
do loop enquanto : G ¢é um subconjunto finito de k[z] tal que FF C G C (F) e

S(g1,92) _;_> 0 para todo ¢1,92 € G tal que {g1,92} ¢ P. A primeira afirmagao ¢

uma consequéncia imediata da primeira parte do Lema Para o segundo, se
{g1,92} ¢ P, isso significa que Pair(g1,g2) = (lecmyo,t1, 91,12, g2) foi selecionado em
uma etapa anterior (digamos d) pela fungdo Sel. Portanto, t1 - g; e ts - go estdo em Ly,
entao S(g1, g2) € um elemento do k-modulo gerado por Ly, portanto, pelo Lema ,
S(q1,92) % 0. 0

Observagao 1.6.16. Se size(Sel(l)) = 1 para todo | # 0 entdo o algoritmo F4 é o
algoritmo Buchberger. Nesse caso, a funcao Sel corresponde a estratégia de sele¢ao no
algoritmo de Buchberger.

Exemplo 1.6.17. Alguém pode se perguntar por que na prova do término do algoritmo
consideramos apenas um elemento de Ff e ndao todo o Ff. Se x >y > z para
uma ordenagdao lexicogrifica, F = {fi = x> + 1,f = 222 + 1, f3 = 3 + y*} e
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Sel = identidade, encontramos Py = {Pair(fy, f2), Par(fa, f3), Pair(fy, f3)} e FiF =

{y? — 22,y + 1} de forma que (LM (E;")) = {y}. Portanto, ao contrdrio do Algoritmo

de Buchberger, nao € verdade que apds cada operagio G' := GU{h}, temos (LM (G)) &
(LM(G")).



Capitulo 2

(Geometria Algébrica

Neste capitulo, direcionaremos nossa atencao para algumas se¢oes do Capitulo 1
das Notas de aula [6] e capitulos 4 e 5 das Notas de aula [9] onde encontramos os
conceitos que serao abordados com maior profundidade. Esses conceitos desempenham
um papel fundamental no desenvolvimento dos objetivos deste trabalho, tornando-se
pecas-chave na compreensao e aplicagao das ideias que exploraremos.

2.1 Conjuntos algébricos afins

Definicao 2.1.1. O espago afim sobre k de dimensao n, denotado como A}, € o
conjunto definido por

A ={(a1,...,a,) | a; €k, Vie{l,...,n}}.

Observagao 2.1.2. Observe que, como conjuntos, A}l e k™ sao idénticos. No entanto,
O conjunto k™ serd dotado de uma estrutura a ser construida. Usaremos a notacao
A} para nos referir a k™. Sen =1,2,3, o espago afim A} é chamado de linha afim,
plano afim, espaco afim respectivamente.

Defini¢ao 2.1.3. Um conjunto algébrico afim (ou variedade afim) em k é um
subconjunto de A} na forma

V(S) ={(ar,...,a,) € A} | flar,...,a,)=0,Vf e S}.
onde S € um subconjunto de klzy, ..., x,].

Observacao 2.1.4. Para simplificar, usaremos a notacio p = (ai,...,a,) € A}.
Dizemos que X C A} € um conjunto algébrico (ou variedade algébrica) se X = V (S)
para algum S C k[xq,...,x,]. Se S ={f1,..., fr} for um conjunto finito, escrevemos

V(S) =V(f1,--, fr)-

A seguir, demonstraremos que todo conjunto algébrico afim pode ser definido atra-
vés de um ideal de polinémios.

Proposigao 2.1.5. Se S € um subconjunto de k[z1, ..., x,] e (S) € o ideal de k[x1,. .., x,]
gerado por S entao V({S)) = V(S).

46
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Demonstragao: Vamos mostrar que V((S)) C V(S5). Com efeito, seja p € V((5))
qualquer. Entao f(p) = 0, Vf € (S). Em particular, f(p) = 0, Vp € S e assim
p e V(S).

Reciprocamente, seja p € V(S), De acordo com o Teorema qualquer ideal em
klxy,..., 2, € finitamente gerado. Em outras palavras, existem fi, fa,...,f, € S
tais que (S) = (f1,...,fr). Portanto, dado qualquer f € (S), podemos escrever
f=gf+ +gfrcomagy,...,g € klxy,...,x,] e fi,..., fr € S. Como p € V(S)
entdo fi(p) =0, Vi e {1,...,r} e assim

fp) =@ filp)+ -+ 9®fH(P) =9@0+--+g.(p)0=0.
Logo, p € V((S)). O

No proximo resultado, apresentaremos as propriedades fundamentais dos conjuntos
algébricos afins e como essas propriedades se relacionam com a inclusao, intersecao e
uniao.

Proposicao 2.1.6. Sejam k um corpo e I,J ideais de k[, ..., x,]
(1) V(0) = A} e V(1) =0,
(i) Se I C J entao V(J) CV(I);

(111) Seja {I}acr uma cole¢ao arbitrdaria de ideais de klzy, ..., x,]. Entao
(VU.)=V (U Ia) =V (Zza> .
acL acL acl

Em particular, a intersecao de uma familia arbitrdria de conjuntos algébricos
afins também € um conjunto algébrico afim.

(w) V(I-J)=V(I)UV(J). Em particular, a unido finita de conjuntos algébricos
afins também € um conjunto algébrico afim.

(v) Sejam ay,...,a, € k e considere o ideal (x1 — ay,..., T, — ap) C klxy,...,T,)].
Entao V({1 — ay,...,xn — ay)) = {(a1,...,a,)}. Em particular, qualquer sub-
conjunto finito de A} € um conjunto algébrico afim.

Demonstracgao:

(1) Claramente, o polindmio nulo anula todos os elementos de A}, enquanto o po-
linomio constante 1 nao anula nenhum deles em AJ.

(73) Seja p € V(J). Isso implica que f(p) = 0 para todo f € J. Dado que I C J,
temos que f(p) = 0 para todo f € I. Portanto, concluimos que p € V' (I).

(¢47) Vamos mostrar inicialmente que (\,c; V(Za) €V (Uper La)-
Seja p € Naer, V(o). Para qualquer f € (J, ¢ Lo, existird um 3 € L tal que
f € Ig. Como p € V(Is), temos que f(p) = 0. Portanto, concluimos que
pe 4 (UaGL IO‘)'
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Remprocamente como I, € (J,ep In, de acordo com o item (i7), temos que
V (Uyer In) € V(I,,) paratodo o € L. Portanto, temos V (U,cs La) € Nacr V (a)-

ﬂvua):v(U Ia>.

Além disso, pelo fato de o ideal gerado por |J,; 1o ser >, ; Ia, de acordo com
a Proposigao [2.1.5] concluimos que:

) (2

(iv) Devido ao fatode I -J C I e I-J C J, pelo item (ii), podemos concluir que
V(I)CV({-J)eV(J)CV(I-J). Portanto, temos que V(I)UV(J) C V(I-J).
Reciprocamente, vamos mostrar que V(I - J) C V(1)U V(J). Sejap € V(I -J)
qualquer ponto. Se p € V(I), entdo nao ha nada a provar. Suponha agora que
p & V(I). Isso significa que existe f € I tal que f(p) # 0. Para qualquer g € J
arbitrario, temos que f-g € I -J e, como p € V(I -.J), temos (f-g)(p) = 0.
Portanto, f(p) - g(p) = 0 e, como f(p) # 0, concluimos que g(p) = 0. Assim,
temos que p € V(J) e, portanto, p € V(1) UV (J).

(v) E evidente que {(ay,...,a,)} € V({(z; —ay,...,7, — a,)). Por outro lado, seja
p € V({1 — ay,...,x, — ay))) arbitrario. Escrevendo p = (p1,...,p,), segue
imediatamente que p; — a; = 0 para todo ¢ € {1,...,n}. Em outras palavras,
temos que p = (ay,...,a,). O

Exemplo 2.1.7. Os tunicos conjuntos algébricos afins em A} consistem nos subconjun-
tos finitos de A}, e o proprio A}. Suponha que X seja um conjunto afim em A}, ou seja,
X = V(I) para algum ideal I C k[z]. Como k[x] é um dominio de ideais principais
(PID), existe um polinomio f € I tal que I = (f). Distinguimos dois casos:

a. Se f =0, entio I = {0} e X =V(0) = A}.

b. Se f#0, entao [ possui um nimero finito de raizes (possivelmente nenhuma se
o corpo k nao for algebricamente fechado). Assim, X =V (f)={p e A} | f(p) =
0} € um conjunto finito em A}

Portanto, os tinicos conjuntos algébricos afins em A} sio os subconjuntos finitos de A},
e o proprio A;.

Por definigao, um conjunto algébrico afim X C A} é o conjunto de zeros de uma
colecao S de polinomios em n indeterminadas. A principio, nao hi garantia de que o
conjunto S C klxy,...,z,| que determina X deva ser finito. No entanto, mostraremos
que é sempre possivel descrever X a partir de um nimero finito de equagoes polinomiais.

Proposicao 2.1.8. Se X C A} é um conjunto algébrico afim, entao existem fi, ..., f, €
klxy,...,x,) tais que X =V (f1,..., f-). Portanto, X é o conjunto solugao do sistema
de equacoes polinomiais representado por fi,..., fr.

f1($1,...,l'n): 0

fr(x1,. ,Tp) = 0
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Demonstragao: Como X é um conjunto algébrico, de acordo com a Proposi¢ao [2.1.5],
existe um ideal I em k[zy, ..., z,] tal que X = V(I). De acordo com o Teorema [1.4.4]
qualquer ideal em k[zy,...,x,] é finitamente gerado. Portanto, existem fi,..., f. €
klxy,..., 2z, que geram o ideal I. [J

Definicao 2.1.9. Uma hipersuperficie afim em A} é um conjunto algébrico afim
definida por um unico polinémio f € klzy,...,x,].

A Proposicao estabelece que todo conjunto algébrico afim pode ser expresso
como a intersecao finita de hipersuperficies. Em outras palavras, qualquer conjunto
algébrico afim em A} pode ser descrito como a interse¢cao de um ntmero finito de
hipersuperficies. Vamos lembrar um conceito importante em Algebra Comutativa.

Definigao 2.1.10. Seja A um anel e I um ideal em A. O radical de I é definido
como

VI:={ae A | existe n € N* tal que a" € I}.
O radical de I é um ideal de A que contém I. Um ideal I é dito radical se I = /1,
incluindo a possibilidade de I = A. Para todo ideal I, o ideal /I é um ideal radical.

Anteriormente, introduzimos o conceito de conjunto algébrico afim em A} com
base em um subconjunto de polinémios em n indeterminadas. Na proxima definicao,
seguiremos um caminho inverso.

Definicao 2.1.11. Seja X C A}. Definimos
I(X) :={f €klrs,...,xa] | f(p) =0,Vp € X}.

Da mesma forma que a construcao V( ), a construgao I( ) possui algumas proprie-
dades classicas, que serao apresentadas no préximo resultado.

Proposigao 2.1.12. Seja k um corpo. X, Y C A} e S C klzy,...,x,)

(i) I(X) € um ideal radical de k|xy, ..., x,].

(i) Se X CY, entao I(Y) C I(X).

(iii) 1(0) = k[x1,...,2,), e se k € um corpo infinito, entao I (A}) = {0}.

(i) S S I(V(S)) e V(I(V(S))) = V(S).

(v) X CV(I(X)) e I(V(I(X))) = I(X).

(vi) Se J € um ideal de k[xy, ..., x,)], entio V(J) =V(VJ) e VJ C I(V(J)).
Demonstragao:

(1) Claramente, 0 € I(X). Agora, sejam f,g € I(X) e h € k[z1,...,x,]. Para todo
p € X, temos que

(hf +9)(p) = h(p)f(p) +9(p) = h(p) - 0+0=0.

Logo, hf + g € I(X) e, portanto, I(X) é um ideal de k[z1, ..., z,).

Vamos mostrar que /(X) é um ideal radical de k[zy,...,z,]. Para isso, seja
f € /I(X). Isso significa que existe um ntmero natural r tal que f" € I(X).
Para todo p € X, segue que f"(p) = 0 = (f(p))” = 0 = f(p) = 0. Logo,
f € I(X) e, portanto, I(X) ¢ um ideal radical de k[z1, ..., z,).
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(17) Seja f € I(Y). Isso implica que f(p) = 0 para todo p € Y. Como X C Y, temos
que f(p) = 0 para todo p € X. Portanto, concluimos que f € I(X).

(i7i) Por vacuidade, temos que I(()) = k[z1,...,z,]. Vamos mostrar por indugao em
n que I(A}) = {0}.

Para o caso de n = 1, sabemos que o polinémio nulo é o Gnico polinémio em uma
tnica variavel que possui um numero infinito de raizes. Suponha, por inducao,
que paran > 1, temos I(A}™') = {0}. E claro que {0} C I(A}). Por outro lado,
seja f € I(A}). Portanto, f(p) = 0 para todo p € A}. Como f € k[z1,...,z,),
existem fo,..., fr € k[z1,...,x,_1] tais que

f=Ffot fixn+ -+ fray,.

Para cada g € AZ‘I, consideremos o polinémio f, € k[z,] definido por

fo = folg) + fil@)zn + -+ fr(@)zy,.

Para todo ¢ € A" ' e t € k, temos que f,(t) = f(g,t) = 0. Portanto, f, € k[z,]
possui infinitas raizes para todo ¢ € Az_l. Assim, temos que f;, = 0, entao
fi(q) = 0 para todo ¢ € A}"! e todo j € {0,...,r}. Isso implica que f; €
I(A71) para todo j € {0,...,r}. Mas, por hipétese de indugao, I(A}~') = {0}.
Portanto, temos que f; = 0 para todo j € {0,...,7}. Assim, concluimos que

f=o.

(iv) Observe que se f € S, entdo f(p) = 0 para todo p € V(S). Portanto, f €
I(V(S)). Logo, S C I(V(S)). Pela Proposigao2.1.6] (i), segue que V(I(V(S))) C
V(S). Por outro lado, para qualquer ponto p € V(5), claramente f(p) = 0 para
todo f € I(V(S)). Logo, p € V(I(V(S))) e, portanto, V(I(V(S))) = V(95).

(v) Observe que se p € X, entdao f(p) = 0 para todo f € I(X). Portanto, p €
V(I(X)). Logo, X C V(I(X)). Pelo item (i), segue que I(V(I(X))) C I(X).
Por outro lado, para todo f € I(X), temos que f(p) = 0 para todo p € V(I(X)),
o que implica que f € I(V(1(X))). Portanto, I(V(I(X))) = I(X).

(vi) Como .J C +/J, temos que V(v/.J) C V(J). Reciprocamente, seja p € V(.J). Para
todo f € v/J, existe um ntimero natural r tal que " € J. Assim, f"(p) = 0 =
(f(») =0= f(p) =0. Logo, p € V(+/J). Portanto, V(v/J) = V(J).
Finalmente, seja f € v/J qualquer. Entdo, existe um namero natural r tal
que f" € J. Para todo p € V(J), temos que f"(p) = 0 = f(p) = 0. Logo,
fel(V(J)), eportanto J C I(V(J)). O

Exemplo 2.1.13. Seja S = (2?2 + 1) C R[z|. Trata-se de um ideal mazimal e, por-
tanto, um ideal radical. Neste caso, 1(V(S)) = I(()) = R[z]. Portanto, /S = S C
Rlz] = I(V(S)). Isso mostra que no item (vi) a igualdade nao é verdadeira em geral.
Analogamente, 1(V(S)) = Rlz] # S. Portanto, o item (iv) nao implica que se S for
um ideal radical, entio I(V(S)) = S.

Assim, as no¢oes de conjunto algébrico V' e ideal I podem ser vistas como pontes, ou
seja, fungoes que conectam dois mundos distintos: o mundo algébrico dos polindémios
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e o mundo geométrico das solucoes desses polinémios.

V : { ideais de k[z1,...,2,]} — { conjuntos algébricos em A}}
J — V(J)
I : { conjuntos algébricos em A}} — { ideais de k[x1,...,z,]}
X — I(X)

A partir deste ponto, buscamos compreender as rela¢oes existentes entre essas fun-
goes.

2.2 Topologia de Zariski

Com as hipoteses e nogoes que acabamos de introduzir na se¢ao anterior, utili-
zando os conjuntos V(1) como fechados, onde I é um ideal em k[xy,...,z,], agora
demonstraremos que isso é suficiente para definir uma topologia. Assim, por razoes de
simplicidade, dotamos A} com a topologia definida dessa maneira.

Definicao 2.2.1. A Topologia de Zariski em A} ¢é definida de tal maneira que seus
fechados sao todos os conjuntos da forma V(I), onde I é um ideal em klzy,..., x,].
Naturalmente, os abertos de A}l sao da forma A} — V (I).

Proposicao 2.2.2. A Topologia de Zariski € uma topologia em A}.

Demonstracgao: A Proposigaom (i) estabelece que o conjunto vazio () e o conjunto
A7 sao fechados em A}. Além disso, a Proposigao (14i) assegura que a interse¢ao
arbitraria de conjuntos fechados em A} ainda ¢ um conjunto fechado. Por fim, de acordo
com a Proposicao 2.1.6] (iv), a unido finita de conjuntos fechados em A} também ¢ um
conjunto fechado de Af. Portanto V' define uma topologia em Aj. [J

Observagao 2.2.3. A sequir, vamos considerar uma classe especial de conjuntos aber-
tos em A}. Para cada f € klxy,...,x,], vamos definir o conjunto aberto de Zariski
como sendo:

Dy = A} - V(J).

Esse conjunto aberto € o complementar de uma hipersuperficie em A} e € chamado de
aberto basico de A}. O proximo resultado mostra que qualquer conjunto aberto em AJ
pode ser obtido a partir dos abertos bdsicos.

Proposicao 2.2.4. A colecio B :={Dy | f € k[x1,...,x,]} € uma base de abertos da
Topologia de Zariski em AJ.

Demonstragao: Seja U um aberto em A}. Entao, existe um ideal [ em k[xq,. .., z,]
tal que

U=Ar—V(I)=A - V() =A;-V(f) =Dy O

fel fer fel

O resultado a seguir estabelece uma relacao entre o fecho de um subconjunto de A} e
o conjunto algébrico definido pelo ideal induzido por esse subconjunto.
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Proposicao 2.2.5. Se X C A%, entdo V(I(X)) = X. Em particular, se X é um
congunto algébrico afim em A}, entdo V(I(X)) = X.

Demonstracao: Pela Proposicao [2.1.12] temos X C V(I(X)), o que implica

X CV{I(X)) CVI(X)).

Suponha, por absurdo, que V(I(X)) ¢ X. Isso significa que existe um ponto p €
V(I(X)) tal que p ¢ X. Portanto, existe um aberto bésico D; em A} contendo p tal
que X N Dy = () para algum f € k[zy,...,x,]. Logo, f(p) # 0.

Por outro lado, como X N Dy = (), temos que f(z) = 0 para todo z € X, ou seja,
f € I(X). No entanto, p € V(I(X)) implica que f(p) = 0, o que é uma contradigao.
Portanto, concluimos que V(I(X)) = X. O

2.3 Espacos topolbgicos irredutiveis

No contexto dos conjuntos algébricos afins, temos uma nocgao especial do que seria
a versao adequada de conexidade no estudo de topologia: a irredutibilidade. Veremos
que essa propriedade esté intimamente ligada ao conceito de ideais primos. Um espaco
topologico é considerado irredutivel se ele nao pode ser expresso como uma uniao
propria de dois conjuntos fechados, ou seja, ele nao pode ser decomposto em duas
partes nao vazias e disjuntas que sejam fechadas em relagao a topologia.

Defini¢ao 2.3.1. (Espago topoldgico irredutivel) Um espaco topoldgico nao vazio
X € redutivel se existem conjuntos fechados proprios X, e Xo de X, tais que, X =
X1 U Xy, Caso contrdrio, dizemos que X € irredutivel.

Exemplo 2.3.2. Se k é um corpo infinito, entio A € irredutivel. De fato, se A} (k)
fosse redutivel, entao existiriam conjuntos fechados proprios Xi e Xy de A} tais que
Al = X;UXy. No entanto, pelo Exemplo podemos concluir que X1 e Xy seriam
finitos. Isso implicaria que o corpo k € finito, o que é uma contradi¢ao. Portanto,
chegamos a conclusio de que A}, € irredutivel quando k € infinito.

Teorema 2.3.3. Seja X um espaco topoldgico. As sequintes afirmagoes sao equivalen-
tes:

(i) X € irredutivel,
(i1) Para quaisquer abertos nao-vazios Uy e Uy de X, tem-se que Uy NUs # (),
(i1i) Todo aberto nao-vazio de X € denso em X.
Demonstragao:

(1) = (11) Suponha, por absurdo, que existem abertos nao vazios Uy, Us, tais que
Uy NU; = (0. Nesse caso, podemos escrever X como a uniao de dois conjuntos
fechados proprios: X = (X — Up)U(X — Us). Como X —U; e X —U, sdo fechados
em X, e X ¢é irredutivel, temos que X = X — U; ou X = X — U, o que implica
que U; = 0 ou Uy, = 0, isto contradicao, pois ambos U; e U, sao nao vazios.
Portanto, U; N Uy nao é vazio.
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(#7) = (i7i) Essa implica¢do ¢ imediata.

(#4i) = (i) Suponha que X pode ser expresso como a uniao de dois conjuntos fechados
F e G, ou seja, X = FUG. Suponha, por absurdo, que FF C X e G C X. Isso
significa que X — F' e X — (G sao abertos nao vazios em X, e consequentemente,
sdo densos em X. Em particular, (X — F) N (X — G) # 0. Portanto, existe
re€ (X —-F)N(X —@G), oqueimplica que x € X,z ¢ Fex ¢ G. Mas isso leva
a conclusdo de que X ¢ F UG, o que é um absurdo. Logo, X = F ou X = G.
Portanto, X é irredutivel. [

Corolario 2.3.4. Seja X um espaco topologico irredutivel. Se U € um aberto nao vazio
em X, entao U € irredutivel em X

Demonstracao: Suponha por absurdo que U seja redutivel. Entao existem U; e Us
fechados em U tais que U = Uy U Uy, com U; C U, Vi € {1,2}. Existem X; e X,
fechados em X tais que U; = X; N U, Vi € {1,2}.

Se X; = X, para algum i € {1,2} entdo U; = X;NU = X NU = U, contradigdo. Logo
X; € X, Vie{l,2}. Dai X — X3, X — X, e U sdo abertos nao-vazios de X e pelo item
anterior (X —X1)N(X —=Xo)NU # 0. Tomep € (X —X;)N(X —=Xo)NU. Daipe Ue
p ¢ X1UX,. Por outro lado, como U = U1 UU; = (X1NU)U(XoNU) = UN(X;UX,)
entao U C X; U X,. Visto que p € U entao p € X; U Xy, contradicao. Portanto, U é
irredutivel. [

Se X C A7, consideramos X com a topologia induzida pela Topologia de Zariski de A},
a chamamos de Topologia de Zariski em X. No proximo resultado, relacionamos o
conceito de irredutibilidade é de primalidade de um ideal.

Proposicao 2.3.5. Seja X C A} um conjunto algébrico afim. Entao: X ¢ irredutivel
se, e somente se, 1(X) é um ideal primo de k[z1,. .., x,].

Demonstragao: (=) Suponha por absurdo que I(X) nao é um ideal primo. Entao
existem f,g € k[zy,...,x,] tais que fg € I(X) com f ¢ I(X) e g ¢ I(X). Sejam
A=XnNV(f)e B:=XnNV(g) que sao fechados em X.

Se A = X entdo X C V(f). Dai I(V(f)) C I(X) e como (f) C I(V(f)) entdo
f € I(X), contradigao. Logo, A C X. Analogamente, B C X.

Ja sabemos que AU B C X. Reciprocamente, dado p € X arbitrario, como fg € I(X)
entdo (fg)(p) = 0, ou seja, f(p)g(p) = 0. Como k é um corpo entdao f(p) = 0
ou g(p) = 0. Logo, p € Aoup € B. Portanto, X = AU B. Como A e B sao
fechados proprios de X entao X é redutivel, absurdo. Logo, I(X) é um ideal primo de
k[l’l, c ,.Tn].

(<) Suponha por absurdo que X seja redutivel. Entéo existem A, B fechados em X
tais que X = AUB com A C X e BC X. Assim [(X) C I(A) e I(X) € I(B). Dai
podemos tomar f € I(A), g € I(B) tais que f,g ¢ I(X).

Afirmamos que fg € I(X). De fato, dado p € X qualquer, segue que p € A ou p € B.
Se p € A, como f € I(A) entdao f(p) =0, logo (fg)(p) = 0. Analogamente, se p € B
conclui-se que fg(p) = 0. Assim, fg € I(X) com f,g ¢ I(X), o que contraria o fato
de I(X) ser um ideal primo de k[zy,...,z,]. O

Corolario 2.3.6. Seja k um corpo. Entao, k € infinito se, e somente se, A} € irredu-
tivel.
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Demonstracao: (=) Como k ¢ um corpo infinito, temos I(A}) = {0}, que é um
ideal primo de k[xy,...,z,], visto que este anel de polindmios é um dominio. Pela
Proposicao [2.3.5, concluimos que A} ¢é irredutivel.

(<) Suponha que k seja finito. Claramente, A} também ¢ finito e pode ser representado
como a uniao finita de seus pontos. Como todo ponto é um conjunto fechado em A},
concluimos que A} é redutivel, o que é uma contradicao. Portanto, k ¢ infinito. [J

2.4 Teorema dos Zeros de Hilbert

Até este ponto, nao impusemos nenhuma restricao ao corpo k. A partir desta secao,
concentraremos nossa aten¢ao principalmente em corpos que sejam algebricamente fe-
chados. Nesse contexto, ha uma conexao significativa entre a Topologia de Zariski em
A} e a estrutura do anel k[zy, ..., z,], uma relacdo que se deve ao Teorema dos Zeros
de Hilbert em sua versao forte.

Teorema 2.4.1. Se k € um corpo qualquer, o ideal I C k[z1,...,x,] dado por
I={(xy—ay,...,x, —ay),
onde ay,...,a, €k, € marimal.

Demonstracgao: Suponhamos que J seja um ideal estritamente contendo I. Nesse caso,
deve existir um polinémio f € J tal que f ¢ I. Pelo Algoritmo da Divisao, sabemos
que podemos escrever [ = qi(z—ay1)+...+q(r—a,)+r, onde q1, ..., q, € k[z1, ..., x,]
er € k. Dado que ¢1(x —ay) + ...+ qu(z —a,) € I e f ¢ I, concluimos que r # 0.

Agora, uma vez que f € Jeqi(x —a1)+ ...+ q.(x —a,) € [ C J, temos também que

r=f—(qglxr—a)+...+q(r—a,)) € J

Como r # 0, podemos considerar % -r =1 e, assim, temos 1 € J. Consequentemente,
J = k[xq,...,x,]. Isso conclui a demonstrac¢ao. [

O teorema a seguir é conhecido como a versao fraca do Teorema dos Zeros de Hilbert,
e estabelece que o conjunto algébrico afim determinado por um ideal préprio do anel
de polindmios nao é vazio.

Teorema 2.4.2. Seja k um corpo algebricamente fechado e I um ideal proprio de
klx1,...,z,]. Entao, V(I) # (.

O proximo resultado conclui a descrigao de todos os ideais maximais de k[z1, . .., x,],
quando k é um corpo algebricamente fechado.

Corolario 2.4.3. Para um corpo k algebricamente fechado e um ideal mazimal J em

klxy,...,z,], exviste uma n-upla (ai,...,a,) € V(J) tal que

J = <]§'1—a1,...,xn—&n>.
Demonstragao: De acordo com o Teorema [2.4.2] temos que V(J) # (). Escolhamos
(a1,...,a,) € V(J). Portanto, temos a inclusao

JCIV() CI{(ar,...,an)}) C{x1 —a1,..., Ty — ay).

Como tanto J quanto (z; — a1,...,2, — a,) sdo ideais maximais de k[zy,...,x,],
concluimos que J = (x1 — ay, ..., o, — a,). O
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Exemplo 2.4.4. Observa-se que o ideal (x* + 1) € um ideal mazimal de R[z], uma
vez que R[z|/(z* + 1) 2 C, € um corpo. Portanto, o anel R[z] possui ideais mazimais
distintos dos da forma (x — a), onde a € R.

Ja vimos que se X é um conjunto algébrico afim, entao V(I(X)) = X. Isso esta-
belece uma relacao entre as fungoes I e V', definidas na segao Naturalmente surge
a pergunta: o que acontece se compusermos as fungdes I e V' de outra forma? Mais
precisamente, o que ¢ [(V(J)), se J ¢ um ideal de k[xy,...,2,]? O proximo teorema
responde a esta pergunta.

Teorema 2.4.5. (Teorema dos Zeros de Hilbert): Seja k um corpo algebricamente
fechado e J um ideal de k[z1,...,x,]. Entao,

I(V(J]) = V.

A demonstragao deste teorema pode ser encontrada no livro [2]. Dado que as im-
plicacoes deste teorema desempenham um papel fundamental no estudo da Geometria
Algébrica,

Corolario 2.4.6. Considere k um corpo algebricamente fechado. Entao, as funcoes
abaizo estabelecem bijecoes, onde uma € inversa da outra:

V i {lideais radicais de k[xy, ..., x,]} — {conjuntos algébricos em AL}
J o V()
I : {conjuntos algébricos em A}} — {ideais radicais de k[xq, ..., x,]}

X — I(X)

Corolario 2.4.7. Considere k um corpo algebricamente fechado. FEntao, as fungoes
abaizo estabelecem bijecoes, onde uma € inversa da outra:

V' {lideais primos de klxy, ..., x,|} — {conj. algébricos irredutiveis em A} }
T o V()
I : {conj. algébricos em irredutiveis A}} — {ideais primos de klxy, ..., x,]}

X —  I(X)

Corolario 2.4.8. Considere k um corpo algebricamente fechado. Entao, as funcoes
abaizo estabelecem bijecoes, onde uma € inversa da outra:

V' : {ideais maximais de k[xy, ..., x,|} — {pontos de Ay}
J — V()
I : {pontos de AL} — {ideais mazimais de klxy, ..., x,|}

(a1,...,a,) +— I({(a1,...,a,)})

Resumo das Conexoes do Teorema dos Zeros de Hilbert: As implicagoes propor-
cionadas pelo Teorema dos Zeros de Hilbert em relagdo a um corpo algebricamente
fechado k podem ser sintetizadas da seguinte maneira:

{ideais radicais de k[z1,...,z,]} <+— {conjuntos algébricos em A}}
{ideais primos de k[z1,...,2,]} <+— {conjuntos algébricos irredutiveis em A} }

U

{ideais maximais de k[z1,...,2,]} +— {pontos em A}}
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2.5 O espaco projetivo

De forma simplificada, o espaco projetivo se baseia na observagao do espago afim
e na identificacao de pontos que estao na mesma reta que passa pela origem. Para
formalizar esta noc¢ao, Definimos o n-espaco projetivo sobre o corpo k, denotado como
P? ou simplesmente P™, como o conjunto de classes de equivaléncia de (n + 1)-uplas
(ap,as, . ..,a,) de elementos pertencentes para k, nao todos nulos, com base na relagao
de equivaléncia que serd definida no conjunto A}*! — {0}. Definimos a seguinte relagio
de equivaléncia. Para u,v € APt — {0},

u ~ v se, e somente se, existe A € k — {0} tal que u = \v.

Defini¢ao 2.5.1. (Espago Projetivo) O espago projetivo n-dimensional é definido
como o conjunto quociente
Ay —{o}
Py = ~
Para qualquer (ay, ..., a,) € A} — {0}, sua classe de equivaléncia serd representada
por [ag, ..., ay].

Exemplo 2.5.2 (Reta Projetiva). A reta projetiva P} pode ser decomposta como a
uniao de dois conjuntos abertos, Uy e Uy, onde

U=A{[l,a] |a€ek} e Uy ={[a,1]|ack}.

Além disso, definimos o ponto oo := [0,1] € P}, que é referido como o "ponto no
infinito". Observamos que P}, — Uy = {00}, e assim podemos escrever

P, =UyU{oo} ‘="~ A;U{co},
onde a igualdade em aspas representa uma equivaléncia a ser formalmente estabelecida.

Estabelecendo a Nocao de Conjuntos Algébricos no Espago Projetivo:
Desejamos desenvolver uma compreensao de conjuntos algébricos no espago projetivo.
No entanto, ao contrario do caso afim, a situa¢ao no caso projetivo é mais sutil no que se
refere aos tipos de ideais nos anéis de polinomios que devem ser considerados. Por esse
motivo, vamos revisar o conceito de homogeneidade em k[xy, ..., z,]. Devido a relagao
de equivaléncia introduzida na Defini¢ao [2.5.1] devemos levar em conta polindmios
que exibem um "bom comportamento" em relacao a multiplicacdo por um escalar

A€k —{0}.

Definigao 2.5.3. Para um polinémio nao nulo f € kl[xy, ..., z,], definimos fa) como a
soma dos monémios de grau d de f. A essa soma, damos o nome de "parte homogénea
de grau d de f". Um polindmio nao nulo é dito homogéneo se existe d € N tal que
I = fuw), ou seja, todos os mondmios tém o mesmo grau.

Observacao 2.5.4. E evidente que, se d for maior que o grau de f, entio Jw@ =0.

Exemplo 2.5.5. Veja os sequintes polinémios:
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a. Consideremos o polinémio f(x,y,2) = 2% — x2®> + xy + y* — 2 — 2. Temos,

fio) = 2% —x2%, foy =2y +9°, fa) = —=2 e fio) = —2. Podemos observar que o
polinémio f nao € homogéneo.

b. Considere o polinomio f(x,y,z) = 2*—3xy—y*. Notamos que f = f(2), indicando
que f € um polindmio homogéneo de grau 2.

Teorema 2.5.6. Um polindmio nao nulo f € klzy,...,x,] € homogéneo de grau d se,
e somente se, f(Aa) = \1f(a) para todos a € AT e \ € k.

Demonstragao: (=) E 6bvio, pois todos os monémios de f tém grau d.

(<) Seja f = fo)+ fa)y + -+ + fi)- Podemos observar que A\f(a) = f(Aa) =
f(o) + )\f(l)(a) + -+ )\df(d)(a). Fixando a € AZ, definimos q()\) = f(o) + )\f(l)(a) +
o4+ A fa)(a) =A% f(a). Este ¢ um polindmio em A que ¢ identicamente nulo. Portanto,
todos os seus coeficientes sao nulos, ou seja, fo) =0, fay(a) =0, ..., fa-n(a) =0,
fiay(a) = f(a) = 0. Como isso ¢ verdade para qualquer a, concluimos que f) = --- =

f(dfl) =0e f= f(d)- [

Apo6s a defini¢cao dos polindmios homogéneos, procederemos a anélise dos ideais gerados
por polinémios desse tipo.

Defini¢ao 2.5.7. Um ideal I C k[z1,...,x,] é chamado de homogéneo se satisfizer a
sequinte condi¢ao: para todo f € I nao nulo e d € N, temos que fq) € 1.

Exemplo 2.5.8. Considere
a. O ideal (x,2* + yz) € um exemplo de ideal homogéneo em klz,vy, z].
b. O ideal (x + 1) nao é um exemplo de ideal homogéneo em k|x].
c. O ideal (x + 32 y?) é um exemplo de ideal homogéneo em k|x,y].
Teorema 2.5.9. Seja I C k[xy,...,x,]. As sequintes condi¢des sio equivalentes:
(i) I € um ideal homogéneo;
(11) Existe uma familia finita de geradores de I composta por polinémios homogéneos;
(111) Existe uma familia de geradores de I composta por polinémios homogéneos.
Demonstragao:

(i) = (i) Considere I = (fi,..., fi). Por hipotese, temos (f;)q) € I para todos
i€ {l,...,k} edec N. Logo, I égerado pela familia finita {(f;)( }-

11) = (1i7) Esta implicacao ¢ 6bvia.

(ii) = (iit) plicag

(1ii) = (i) Seja I = ({fi}ics), onde f; é homogéneo de grau d;. Para f € I, podemos
escrever f = qify + ...+ qfi,, com iy,...,0k € J e qu,...,qx € k[T1,...,Ty).
Para todo d € N, temos fa) = (q1)(@—a)fi, +- - + (@) @—ap fi, € L. O

Corolario 2.5.10. Um ideal principal I = (f) em klxy,...,z,] € homogéneo se, e
somente se, o polinomio f € homogéneo ou nulo.
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Demonstragao: = Segue imediatamente da Proposigao (71).
< Suponhamos, por absurdo, que fu,) e fa,) sejam duas componentes homogéneas
distintas de f, onde d; > ds. Se ¢ € (f) e ¢ # 0, entdo f divide ¢, implicando que
deg(q) > deg(f) > dy. Isso mostra que fu,) ¢ (f), o que implica que (f) nao ¢é
homogéneo, uma contradi¢ao. [

Teorema 2.5.11. Temos as sequintes observagoes:
(i) Se I C kl[xy,...,xy] for um ideal homogéneo, entio /I também é homogéneo.

(17) Um ideal homogéneo I C k[xy,...,x,| € radical se, e somente se, a sequinte
condi¢ao € vdlida: para todo f € k[xy,...,x,| homogéneo, se existir m € N* tal
que f™ € I, entao f € 1.

Demonstragao:

(i) Seja f = foy+ ...+ fa) € VT ndo nulo. Escolhemos m € N* tal que f™ € I.
Portanto, (fo) + ...+ f@)™ € I. A parte homogénea de grau md de f™ é f(.
Como I é homogéneo, temos f(’g) € I, o que implica que f4) € V1. Isso, por sua
vez, significa que f — fa) = fo)+ ...+ fa—1) € I. Repetindo esse argumento até
f(0), concluimos que f(;) € VT para todo h € N.

(17) (=) Isso é obvio, pois é um caso particular da defini¢ao de ideal radical.

(<) Suponhamos que f = fio) + ...+ flqg € k[z1,...,2,] e m € N* tal que
™€ I, ouseja, (foy+...+ fig))™ € 1. A componente de grau md de f™ ¢é fiys
que, sendo I homogéneo, implica que f{g) € I. Usando a hipotese, temos f(q) € 1.
Isso, por sua vez, implica que f — f4) = foy+. ..+ fa—1) € I. Continuando dessa
maneira, mostramos que f),- .., fqg) € I, o que finalmente implica que f € 1. [

Exemplo 2.5.12. Em geral, a Proposig&o (1) nao € vdlida a volta. Por exemplo,
considere I = (x* + y,y*) C klz,y]. O ideal I nao é um ideal homogéneo, pois nao
contém vy, que € a parte homogénea de grau 1 em x> +y. No entanto, VI = (x,y), que
€ um tdeal homogéneo.

Teorema 2.5.13. Seja f € k[zo,...,x,] um polindmio homogéneo. Se (ay,...,a,),
(bo, - -, b,) € AP —{0} sdo pontos tais que [ag, . . ., an] = [bo, ..., ba) € f(ao,...,a,) =
0, entao f(bg,...,b,) =0.

Demonstragao: Seja d o grau de f. Como [ag,...,a,] = [bo,...,b,], entdo existe
A € k— {0} tal que (b, ...,b,) = Aag,-...,a,). Visto que f é homogéneo de grau d,
pelo Teorema [2.5.6] segue que:

f(bo,...,by) = f(Aao, ..., Aan) = X:f(ag, ..., a,) = A*-0=0.

2.6 Conjuntos algébricos projetivos

Antes de podermos definir conjuntos algébricos projetivos, é fundamental compre-
ender o conceito de um ponto no espago projetivo ser uma solugao para uma equagao
polinomial.
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Defini¢ao 2.6.1. Considere f € k[xg,...,x,]) e p € PE. Dizemos f(p) = 0 quando,
para cada (ay, ..., a,) € ATt — {0} tal que p = [ao, . .., a,), temos f(ag,...,a,) = 0.

O Teorema [2.5.13] demonstra que, no caso em que f é homogéneo, é suficiente
que exista um representante de classe (ao, ..., a,) de p tal que f(ao,...,a,) = 0 para
concluir que f(p) = 0.

Definigao 2.6.2. Considere S C k[xy, ..., x,] um conjunto de polindmios homogéneos.
Introduzimos a notag¢io V*(S) definida por

V*(S):={peP;| f(p) =0, para todo f € S}.

O proximo lema serd uma ferramenta crucial na definigado dos conjuntos algébricos
projetivos.

Lema 2.6.3. Considere S, Sy C klzq,...,x,] subconjuntos formados por polinémios

homogéneos. Se (S) = (Sy), entio temos V*(S) = V*(Sp).

Demonstragao: Para qualquer p € V*(5), afirmamos que p € V*(S;). Consideremos
um f € Sy arbitrario. Como f € (Sp) = (5), podemos expressé-lo como

f=hig+ ...+ g,

onde hy,..., hy € klxg,...,z,] € g1,...,9; € S. Dado que p € V*(5), temos g;(p) = 0
para i € {1,...,t}. Seja (ao,...,a,) € APt — {0} tal que p = [ag,...,a,]. Assim,
gi(ag,...,a,) =0paraic {1,...,t}. Portanto,

flag, ... ,a,) = hi(ag,...,an)g1(ao, ... a,) + ...+ hi(ao, ..., a,)g:(ao, ..., a,)
= hi(ag,...,an) -0+ ...+ hy(ag,...,a,)-0=0.

Isso implica que f(p) = 0 para todo f € Sy, ou seja, p € V*(Sp). Portanto, V*(S) C
V*(Sp). Analogamente, V*(Sy) C V*(S). O

Observagao 2.6.4. Como no Teorema|2.5.9, Para um ideal homogéneo I em klzo, ..., x,),
existe um conjunto S formado por polindmios homogéneos em klxo,...,x,| tal que

I =(S). Nds definimos V*(I) como V*(S).

O Lema assegura que a definicao acima é independente da escolha do conjunto
gerador do ideal homogéneo I.

Definicao 2.6.5. Um subconjunto X C P} € denominado conjunto algébrico pro-
jetivo se existir um ideal homogéneo I em k[xy, ..., x,] tal que X = V*(I).

Assim como no caso afim, os subconjuntos do espaco projetivo também dao origem
a ideais de polindmios, com as devidas adaptagoes.

Definigao 2.6.6. Considere o subconjunto X C P?. Definimos I(X) como sendo o
ideal em klxq, ..., x,] gerado pelo conjunto

{f € Kk[xo,...,x,]| [ € homogéneo e f(p) =0,Vp € X}.

Dessa forma, 1(X) ¢ um ideal homogéneo.
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O proximo resultado é uma propriedade antecipada que deve ser comprovada, uma
vez que estamos abordando o caso projetivo de forma — até certo ponto — analoga ao
que foi realizado no caso afim.

Teorema 2.6.7. Considere I um ideal homogéneo em klx,...,x,] e p € Pp. Assim,
temos que

p € V*(I) se, e somente se, f(p) =0 para todo f € I.

Demonstragao: Dado que I é um ideal homogéneo em k[z, ..., x,], existe um con-
junto S composto por polinémios homogéneos em k[zo, ..., x,] tal que I = (S). Assim,
temos V*(I) = V*(9).

(=) Suponha p € V*(I), implicando p € V*(5).

Seja f € I. Podemos escrever f = hyjgy + ...+ hygy, onde hy,... hy € klzo, ..., x,]
e gi...,q €5. Se (ag,...,a,) € AF™' — {0} tal que p = [ay, ..., a,], uma vez que
gi,---,0; €S, temos g1(p) = ... = g(p) =0, 0 que implica

g1(ag,...,a,) = ... = gi(ag,...,a,) =0.

Portanto, f(ag,...,a,) =0, concluindo que f(p) = 0 para todo f € I.
(<) Em particular, como S C I, temos f(p) = 0 para todo f € S. Portanto, p €
Ve(S)=V*1). O

As relagoes de inclusao observadas para V*( ) e I*( ) seguem uma estrutura similar
aquelas que envolvem V(') e I( ) no caso afim, e essas semelhangas podem ser exploradas
com mais detalhe.

Com o objetivo estender o Teorema dos Zeros de Hilbert para o contexto projetivo,
a proxima proposicao desempenhard um papel crucial. Além disso, essa proposicao
estabelece uma conexao entre os conjuntos algébricos, tanto afim quanto projetivo, que
emergem de um mesmo ideal.

Teorema 2.6.8. Considere J como um ideal homogéneo em kx, ..., z,|, eu € AZ“ —
{0}. Entao:
u pertence a V(J) se, e somente se, [u] pertence a V*(J).

Demonstragao: Dado que J é um ideal homogéneo, podemos encontrar um conjunto
S composto por polindmios homogéneos em klx, . .., z,| tal que J = (S). Consequen-
temente, temos V(J) = V(S) e V*(J) = V*(S).

(=) Suponha que u € V(J), o que implica que u € V(S). Afirmamos que [u] € V*(S).
De fato, para qualquer f € S, visto que u € V(S5), temos f(u) = 0. Dado que f é
homogeéneo, isso implica que f([u]) = 0, ou seja, [u] € V*(S) = V*(J).

(<) Suponha que [u] € V*(J), ou seja, [u] € V*(S). Afirmamos que u € V(S). Para
qualquer f € S, temos f([u]) = 0 por defini¢ao, o que implica que f(u) = 0. Portanto,
weV(S)=V(J). O

Agora possuimos as ferramentas necesséarias para formular e demonstrar o Teorema dos
Zeros de Hilbert projetivo.

Teorema 2.6.9. (Teorema dos Zeros de Hilbert projetivo) Sejam k um corpo
algebricamente fechado e J um ideal homogéneo em k[xg,. .., x,].
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V*(J) =0 se, e somente se, (xo,...,2,) CVJ.
Se V*(J) # 0, entao I*(V*(J)) = VJ.

Demonstragao:

(4)

(i)

(=) Inicialmente, afirmamos que V(J) C {0}. Suponha u € V(J) para algum
u € AP — {0}. Se u # 0, entdo pela Teorema [2.6.8, temos [u] € V*(J) =0, o
que é um absurdo. Portanto, u = 0. Isso implica que V(J) C {0}, e, I({0}) C
I(V(]) = (xo,...,2,) CVJ.

(<) Agora, suponha que (o, ..., z,) C v/J. Isso implica que V(.J)
V(zo,...,x,) = {0}, e novamente pela Teorema temos V*(J) =

Consideremos I*(V*(J)) = (L), onde

V(VJ) C

L :={g € k[zo,...,z,] | g ¢ homogéneo e g(p) = 0 para todo p € V*(J)}.

Como V*(J) # 0, temos I*(V*(J)) # I*(0) = k[zo,...,z,), 0 que implica que
I*(V*(J)) é um ideal proprio de k|xy,...,z,|. Portanto, grau(g) > 1 para todo
g € L.

a. Vamos mostrar que I*(V*(J)) C I(V(J)).
Seja f € I"(V*(J)). Podemos escrever

f=hgi + ...+ g,

onde hy,..., hy € k[xg,..., 23] € g1,...,9: € L. Como g1, ..., g sao polind-
mios homogéneos de grau > 1, temos
91(0) = ... = g(0) = 0.

Portanto, para todo u € V(J), se u = 0, entdo

F(u) = h1(0)g1(0) + ... + he(0)g,(0) = 0.

Se u # 0, entao pelo Teorema temos [u] € V*(J) e como gq,...,9; € L,
obtemos ¢(u) = ... = g, (u) = 0, o que implica f(u) = 0. Portanto,
feIV(J)).

b. Agora mostraremos que v/.J C I*(V*(J)).
Seja f € +/J arbitrario. Como J é um ideal homogéneo, pelo Teorema
(1), v/J também ¢ um ideal homogéneo em k[xo, ..., x,]. Portanto, existe
um conjunto de polinémios homogéneos S tal que v/.J = (S). Logo,

V(S)=V(VI)=V(J)
Como f € v/J = (S), podemos escrever

f=hgi +...+ g,

onde hy, ..., hy € k[zg,...,x,] € g1,...,9: € S. Afirmamos que g; € L para
todo i € {1,...,t}. Para cada i, qualquer, g; € S e assim g; ¢ homogéneo.
Dado p € V*(J), podemos escrever p = [u] para algum u € A} — {0}.
Como [u] € V*(J), pelo Teorema [2.6.8] temos u € V(J) = V(S). Visto que
g; € S, temos g;(u) = 0, o que implica g;(p) = 0. Portanto, g; € L. Assim,
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Portanto, concluimos que I*(V*(J)) = v/J.

2.7 'Topologia de Zariski em [P}

A topologia de Zariski em P} é definida de maneira andloga ao caso afim.

Definicao 2.7.1. Dizemos que um subconjunto X de P} é um fechado (na topologia
de Zariski) se X € um conjunto algébrico projetivo. Portanto, um subconjunto U de
Py ¢ considerado aberto se U € o complemento de um fechado em IPy.

No caso projetivo, a topologia de Zariski possui uma base de abertos semelhante
aquela do caso afim.

Defini¢ao 2.7.2. Para cada polindmio homogéneo f € k|x, ..., x,|, definimos
D(f):={peP; | flp) #0} =Py —V*(f),

onde V*(f) € o conjunto de zeros de f no espago projetivo P}. Portanto, D*(f) € um
conjunto aberto em Py

Teorema 2.7.3. Seja S o conjunto de todos os polinémios homogéneos em k[zg, . .., x,].
Entao, a colegao {D*(f)}ses forma uma base para a topologia de Zariski em P}

Demonstracao: Seja U um aberto em P}. Portanto, existe um conjunto 7" C S tal
que U =Py — V*(T). Assim, temos:

U=P;—VX(T)=P; = | JV'(f) =B = V() =[] D)

feT ferT ferT
U

A seguir, vamos demonstrar que o espaco projetivo é coberto por abertos homeo-
morfos a conjuntos afins. Para cada i € {0,...,n}, definimos

Ui = {[a[)a"'aan] ’ai 7é 0}

Claramente, esses subconjuntos formam uma cobertura de P}, ou seja,

Py = J U
i=0
Definicao 2.7.4. Considere f = fo) + ...+ fua—1) + fla) € k[z1,...,2s]. O polinémio
homogeneizado, ou homogeneizagao de f, € o polindmio
7 = f(())[[‘g 4+ ...+ f(d—l)xo + f(d) € k[a:g, . ,CL’n].
que € um polindomio homogéneo de grau d.

Observacao 2.7.5. Na definicao anterior, sem perda de generalidade, podemos es-
colher f e_k[xo, ey T 1, Tt 1, - -, Ty Portanto, a homogeneiza¢ao de f em x; € o
polinémio f = foyxd + fuyxd™ + ...+ fa—nmi + fla) € klzo, ..., 2]
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E evidente que p = p se, e somente se, p € um polindmio homogéneo. Agora
podemos estender essa definicao de homogeneizagao aos ideais.

Definigao 2.7.6. Seja I C k[z1,...,x,]. O ideal homogeneizado, ou, a homogenei-
zagao de I, € o ideal I C k[zy,...,x,11] gerado pelas homogeneizagoes dos elementos
de I.

Teorema 2.7.7. Sep € klxy,...,x,] e I = (p), entdo I = (p).

Demonstragao: Como p € I, segue imediatamente da definicio de I que (p) C 1.
Reciprocamente, seja ¢ € I. Isso significa que existem r1,...,7x, $1,..., s, € K[n] tais
que ¢ = $1T1p + ... + SpTep = (171 + ... + sxTx)p. Portanto, I C (p). O

O Teorema nao pode ser generalizada para qualquer ideal. De fato, dada uma
familia de geradores de um ideal nao principal, em geral, as homogeneizagoes dos
geradores nao geram o ideal homogeneizado completo.

Exemplo 2.7.8. Considere o ideal I := (x,y) C k[z,y|. Este é um ideal homogéneo,
uma vez que as partes homogéneas de um polinémio com termo constante nulo também
tém termo constante nulo. Portanto, I = I. No entanto, o mesmo ideal pode ser
descrito na forma I = (x — y*,y), pois x = (x — y*) +y -y pertence a {x — y*,y). No
entanto, (xu —y?,y) C I, pois v & (xu — y?,y). Isso ilustra que, homogeneizando os

geradores x — y* ey de I, nao obtemos o ideal I.

No proximo resultado, demonstraremos que cada conjunto U; é homeomorfo a um
espago afim n-dimensional.

Teorema 2.7.9. Para i € {0,...,n} considere:
Ui = {lao, - .-, an] € Py |a; # 0}
e defina as funcoes:

o Ay = U,
(bly"-abn) — [bl,...,bi,l,bi+1,...,bn]

. n
Qg Q-1 Q41 Qp,
[ao,...,an]r—>(—,..., , s, —
a; a; Q; a;

(i) Uy = Py —V*(X;). Em particular, {Uy,...,U,} forma uma cobertura aberta de
Py,

(i7) ¢; € ; sao homeomorfismos.

Demonstracao: Vamos estabelecer a boa-definicao de ;.
Consideremos [ay, . .., a,] € [bo, - .., b,] pertencentes a U; com a suposi¢ao de que

[ao,...,an] = [b07---7bn]'
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Isso implica que a; # 0, b; # 0 e existe A € k — {0} tal que a; = Ab; para todo
j €40,...,n}. Portanto,

ao A;—1 Qi1 an \ _ @ Abi—1 Abiyq &
e , e = )\bi,...,—/\bi, N

a; a; Q; a;
_[bo bi—1 bit1 br,
= )
Isso demonstra que v; é bem definida.

Demonstraremos que ¢; 0 ¢; = idan € ¢; 0 ¢); = idy,. Para qualquer (b, ...,by), temos:

Vi o @i(b, ... bn) = i([br, . bi L biga, oo byl)

(D bi bit1 bn,
=\7T T

* 17
- (bl, ce 7bn>
Para qualquer [ao, ..., a,| € U;, temos:
Qo Ai—1 Qi1 a
¢¢O¢i([ao7-~-,an]):¢i<—,---, L ,...,—n>
a; a; a; a;
Qo Qi1 Qit1 Qn
= | Ty 717 P :[CLO?' Jan]
a; a; Q; a;

Portanto, 1; o ¢; = idAg e ¢; o = idy;,.

Afirmamos que ¢; é uma fungao continua.

Para demonstrar isso, consideremos F' como um conjunto fechado em U;. Isso implica
que existe um ideal homogéneo J em klx, ..., z,| tal que F' = U; N V*(J). Definimos
o conjunto

Jo={9(xo,...,xic1, L, Tig1, .o xn) | g € T} Ck[xo, .o Tim1, Tig1, - vy Ty

Vamos demonstrar que ¢; ' (F) C V(Jp).
Seja u = (by,...,b,) € ¢;'(F). Isso implica que [by, ..., b, 1,bi1,...,b,) = ¢5(u) €
U;NV*(J). Para qualquer h € Jy, existe g € J tal que

h = g(iljo, N i I 1, Litly - - ,.CCn>.
Consequentemente,
h(U) = h(bl,,bn) :g(bla--'7bi717bi+17---,bn) =0.

Portanto, u € V(.Jp).

Vamos demonstrar que V(Jy) C ¢; *(F).

Seja u = (b1,...,b,) € V(Jy). Isso implica que ¢;(u) € U;. Afirmamos que ¢;(u) €
V*(J). Para isso, seja g € J qualquer. Entdo, t = g(zo,...,zi—1,1,2i11,...,2,) € Jo,
e como u € V(Jy), temos

0= t(bl, .. ,bn) = g(bl, . 7bi7 1,b7;+1, c. ,bn) = g(QSz(U)) =0.

Portanto, ¢;(u) € U; N V*(J) = F, o que implica u € ¢; ' (F).
Concluimos que ¢; ' (F) = V(Jy), que é um conjunto fechado em A?.
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Vamos agora demonstrar a continuidade de ;.

Comecemos considerando V', um conjunto fechado em A}. Isso implica a existéncia de
um ideal I em k[xq, ..., 21, %it1, ..., 2, tal que V = V(I). De acordo com a notagao
da Defini¢ao definimos

I1:={g|gecl}Cklx,..., z]

onde g é obtido ao homogeneizar todos os polinomios de [ em w;.
Agora, vamos demonstrar que 1; (V) C V*(I).

Suponhamos w = [ag,...,a,] € ;1 (V). Isso implica (‘;—?, . aa—zl, “a—tl, e Z—j) =
Yi(w) € V =V(I). Para qualquer g € I,

ao Aj—1 Q41 an —0
gl—,. .., , yeoooy— | = 0.

Q; a; Q; Q;

Podemos decompor g em termos homogéneos como
g=go+ ...+ ga,
onde g; é¢ homogéneo de grau j para j € {0,...,d}. Dessa forma, obtemos

g=2a% +27 g+ .. 1iga1 + g

Note que w = [%l, el T T “—”] e

7oag a; 7 ag

d
. a a;—1 Q; a
_ o d—j 0 i—1 i+1 n
g(w)—g 1"gi | —,..., , s, —
a; Q; a; a;

Uma vez que g é homogéneo, g(w) = 0. Assim, w € V*(I).

Afirmamos que V*(I)NU; C ¢; *(V). Para mostrar isso, consideremos w = [ag, . . . , ay,] €
V*(I)NU;. Dado g € I, temos g € I, e uma vez que w € V*(I), temos g(w) = 0.
Como w € U;, temos w = [%, il [ et T ‘ZL—"} Portanto,
— [ Qo aij—1 Qj+1 a
g(_,..., o1 g G _> o
a; a; a; a;

Analogamente ao argumento anterior, isso nos leva a concluir que

oty =g (B )

a; a; Q; a;

_{ ao Qi—1 @41 (079
=qg(—,..., , 1, yoooy,— | =0.
Q; Q; Q; Q;
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Assim, g(¢;(w)) = 0 para todo g € I, o que implica que ¥;(w) € V(I) =V, levando a
w € ¢ (V).

Uma vez que ¢; *(V) C U;, combinando as conclusdes de V (Jy) € ¢; 1(F) e V*(I)NU; C
¥ H(V), obtemos que ¥; ' (V) = V*(I) N U;, é um fechado em Uj.

Dessa forma, concluimos que ¢; e 1; sao fungoes continuas e, pelo argumento ; o ¢; =
idan € ¢; o ¢; = idy,, chegamos a conclusao de que ¢; e 1); sao homeomorfismos, e

também ¢; = ;. [



Capitulo 3

Resultados

Neste capitulo, descrevemos os Modulos Irredutiveis de dimensao 3 em zero élge-
bras, na classe de algebras comutativas e de poténcias associativas de nilindice quatro,
utilizando a teoria das bases de Grébner. A abordagem consiste em explorar o pro-
duto da algebra sobre o médulo, que fixando uma base do modulo, este produto é
representado por matrizes 3 x 3. O propoésito é identificar as matrizes, a excecao das
relacionadas por conjugacao. Os moédulos irredutiveis de dimensao 3 ja foram classifi-
cados em uma abordagem diferente no trabalho de [10]. Para isso focaremos no artigo
[10] onde encontramos mais detalhes.

Iniciamos apresentando uma das defini¢oes fundamentais, porém cruciais, deste ca-
pitulo.

Definicao 3.0.1. Uma matriz N € M(n;C) € dita nilpotente se existir um nimero
natural r € N tal que N = 0.

Observagao 3.0.2. Denotamos como N, o conjunto de todas as matrizes nilpotentes
nxn.

No seguinte resultado, introduzimos uma condi¢ao necessaria e suficiente para que
uma matriz N € M(n; C) seja uma matriz nilpotente. Esta condi¢ao sera fundamental
para estabelecer critérios em nosso problema de classificacao dos moédulos irredutiveis
de dimensao 3.

Teorema 3.0.3. Uma matriz N € M(n;C) € nilpotente se, e somente se, para todo
numero natural r, temos

tr(N") = 0.

Observacgao 3.0.4. Portanto, podemos considerar N,, como uma variedade afim, ou
seja, o conjunto dos zeros de {tr((—)")|1 <r < n}.

Nas defini¢oes a seguir, introduziremos os tipos de algebras com as quais trabalhare-
mos. Seja A uma algebra de dimenséao finita sobre k. Com k& um corpo de caracteristica
diferente de 2, 3 e 5.

Definigao 3.0.5. Uma dlgebra A é chamada de zero dlgebra (ou dlgebra com zero
multiplica¢ao) se, para qualquer a,b € A, a-b=0.

67
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Exemplo 3.0.6. Considere o conjunto de todas as matrizes estritamente triangulares
superiores com a soma € produto usuais de matrizes

() wech o1

Definicao 3.0.7. Seja A uma dlgebra nao associativa. Para qualquer x € A, definimos
as poténcias principais (4 direita) de x de forma indutiva da sequinte maneira:

=z,

=2z ser>1.
Algumas poténcias da dlgebra sao dadas por:

Al = A,
AT = Z ATAT ser > 1.

i+j=r+1

Nesta definicao, a poténcia A" € obtida como a soma de todos os produtos possiveis
da forma A*A7, onde i e j nao sao negativos e somam r + 1. A ndo associatividade
da dlgebra implica que a ordem de multiplicacao é importante e nao se assume que

ATAT = AT AL

Definicao 3.0.8. Uma dlgebra A é chamada nil ou nildlgebra se, para todo x em A,
existe um numero natural r > 0, tal que x" = 0. Se existe um niamero natural r > 0
(o menor valor r) tal que " = 0 para todo x em A, entao esse valor r é chamado de
nilindice de A.

Definigao 3.0.9. Uma dlgebra A é chamada nilpotente se existe um nimero natural
r tal que A" = 0.

Observacao 3.0.10. E importante notar o diferenca em uma dlgebra que nio € asso-
ciativa. Os conceitos de nildlgebra e nilpoténcia sao distintos. Uma nildlgebra atende a
Defini¢ao[3.0.8, mas a Defini¢ao[3.0.9 implica que existe um nimero natural n tal que
o produto de qualquer n-elementos € sempre nulo. Por exemplo, se tivermos elementos
X1,To, ..., Ty, € A, entao a multiplicagdo

Ty = (o ((Tr22)x3) -+ 1), = ... = 21(22(- - (Tpo(Tp_12,)) . ..) = 0.

Também € importante notar que uma dlgebra nilpotente é uma nildlgebra, mas o oposto
nao € necessariamente verdadeiro em todos 0s casos.

Exemplo 3.0.11. Tomamos a dlgebra associativa e comutativa (sem unidade) dos

polindmios nas varidveis xy,xs, ..., € consideramos o quociente pelo ideal gerado por
22 22 .... Essa dlgebra é nil: o quadrado de todo mondémio € igual a zero e, se um

polinémio f tem m termos, entio a expressao f™ é composta por termos nos quais
pelo menos um dos mondmios se repete; portanto, f™1 = 0. No entanto, ela ndio é
nilpotente, uma vez que os produtos x1xs - - - T, $ao nao nulos para todo n.

Definicao 3.0.12. Seja A uma dlgebra comutativa. Para cada elemento v € A, de-
finimos de forma indutiva as poténcias de x por a' = x e 2"t = x - 2" para r > 1.
A dlgebra A ¢ denominada dlgebra de poténcias associativas se x'z? = %7 para
todos os inteiros positivos i e j.
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Exemplo 3.0.13. Seja k um corpo de caracteristica # 2. Um k-espago vetorial B,
Juntamente com uma aplicagio B x B — B, (u,v) — uwowv, é chamado de dlgebra de
Jordan se, para todo u,v,w € B e a € k, satisfizerem

a. uov =vou,
uo(v+w)=uov+uow, (vu)ov = a(uov),

b. uo (u*ov) =wu?o (uow), ondeu®=uou.

Observamos que se trata de uma dlgebra comutativa, embora apresente uma associati-
vidade fraca. Se B é uma dlgebra de Jordan, entdo u” o u® = u"** € wvdlido para todo
u€ B, r>1es>1. mostra que a lei associativa € vdlida para as poténcias de cada
elemento em B. Portanto, B € uma dlgebra de poténcias associativas.

O problema a seguir é conhecido como o Problema de Albert [1], que é um problema
notavel envolvendo as algebras que definimos anteriormente.

O problema de Albert: Toda niladlgebra comutativa de poténcias associativas sobre
um corpo de caracteristica # 2 de dimensao finita é solavel?

Uma abordagem para a questao de Albert pode ser obtida usando médulos no seguinte
resultado

Lema 3.0.14. Seja A uma dlgebra com zero multiplicacao e V- um A-bimddulo irre-
dutivel na variedade de dlgebras comutativa de poténcias associativas, ambos de di-
mensao finita. Suponha que seja possivel definir um produto em V' com valores em A:
(u,v) = u-v € A, de modo que V-V = A. Se o espago vetorial Q = AV com a
multiplica¢ao

(a+u)(b+v)=av+ub+u-wv,

€ uma dlgebra comutativa de poténcias associativas, entao QQ € nil e simples. fornecendo
um contraexzemplo para o Problema de Albert.

O lema anterior mostra a importancia dos modulos irredutiveis como ferramenta
para estudar o problema de Albert. O proposito deste capitulo é investigar a estrutura
de modulos e seus produtos em relagao a uma algebra bidimensional trivial dentro do
contexto das algebras comutativas de poténcias associativas com um nilindice de quatro.

Ao longo deste texto, assumiremos que as algebras estao definidas em um corpo al-
gebricamente fechado k, com caracteristica diferente a 2,3 ou 5. Vamos denotar o
conjunto k — {0} como k*. Seja A uma classe de algebras e considere uma algebra
A nessa classe. Um A-bimoédulo na classe A, ou simplesmente um bimodulo para A,
é um espago vetorial M sobre k com dois transformacoes bilineares: A x M — M
e M x A — M, que levam (a,m) em am e (m,a) em ma, de modo que a algebra
E = A® M, com a multiplicagdo definida por (a + m)(b+ n) = ab+ (an + mb) para
todos a,b € A e m,n € M, também pertence a classe A.

Para uma &lgebra arbitraria A e um bimédulo M para A, denotamos as transformacgoes
lineares L, e R, em M, definidas por © — ax e x — xa, respectivamente. Como as
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algebras consideradas neste capitulo sao comutativas, utilizaremos apenas as multipli-
cagoes a esquerda L,. Observa-se também que, no caso de A ser comutativo, as nogoes
de A-modulo e A-bimodulo sao idénticas.

Em [I0] é importante notar que a variedade de algebras comutativas de poténcias as-
sociativas, sobre um corpo k de caracteristica diferente de 2, 3 e 5, é definida pelas
identidades xy = yx e

r(za?) = 2%2%. (3.2)

A identidade (3.2) foi introduzida em [I]. A partir da primeira linearizagao da identi-
dade (3.2]), obtemos o seguinte resultado.

2z(x(xy)) + x(2’y) + 2’y = da*(zy). (3.3)

Observacao 3.0.15. O processo de linearizacdo de um polinémio implica em conver-
ter um polindmio de grau superior em um linear, onde cada passo deste processo reduz
um grau do polindomio original, mas aumenta o nimero de varidveis envolvidas. Isso é
feito tipicamente para simplificar a andlise ou resolver problemas que sao mais mane-
javeis em um formato linear. A teoria pode ser consultada na pagina 9 do livro [12).
A primeira lineariza¢io da identidade em relagao a varidvel x coincide com a
primeira derivada de em relagao a x, considerando y como sua deriwada interna.

3.1 Mobdulos para uma Algebra Bidimensional Trivial

A partir deste ponto, consideremos A = k(a,b) uma algebra bidimensional trivial
sobre k, ¢ M um A-moédulo finitamente dimensional. Dado que A% = 0, a identidade
se simplifica para L3 = 0, ou x(x(xy)) = 0 para todos v € Aey € M. A
linearizacao desta identidade resulta em

r1(71(v2y)) + 21 (22(21Y)) + 22(21(21Y)) = 0, (3.4)
e, portanto

L2 Ly, + Ly Lyy Ly, + Ly, L2 = 0.

xr2x1

Em particular, denotaremos L, = a e L, = b. Entao
a*=0>=0; a’b+aba+ba®=0; b%a+bab+ab®=0. (3.5)

Defina V = kera. Como a® = 0, temos V # 0. Seja ¢ : V — V definido por
¢(v) = ab(v) para todo v € V. Observe que ¢ é uma aplicagao bem definida, uma
vez que ¢(V) C V, pois temos ap(v) = a’bv = —abav — ba?v = 0 para tudo v € V.
Como k é um espaco vetorial algebricamente fechado, a aplicagao ¢ tem pelo menos
um autovalor.

Observagao 3.1.1. O fato de que L3 = a® = 0 é um dos pontos cruciais deste capitulo,
pois essa condi¢ao assequra que, em termos de matrizes de dimensao 3 X 3, elas serao
nilpotentes com nilindice 3. Da mesma forma para Ly,

O lema a seguir encontrado no artigo [I0] descreve a estrutura dos A-moédulos
irredutiveis M sob a agao dos operadores a e b. Considerando as identidades em ((3.5)).
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Lema 3.1.2. Sev € V) = ker(p — Aly), onde v # 0 e A # 0, com \ autovalor de
@, entio M, = (v,bv,b%v) ¢ um A-submddulo irredutivel de M com dimensio 3. As
matrizes de ajy, e by, em relagao a base {v,bv, b*v} sio dadas por

0 A 0 000
hAN)=100 =Ax| e T=[100 (3.6)
00 0 010

Teorema 3.1.3. Todo A-mddulo irredutivel de poténcias associativas M possui dimen-
sao 1 ou 3. Se M tem dimensdo 1, entao AM = {0}; se M tem dimensdao 3, entao,
para uma escolha adequada de base e um escalar nao nulo A\, a acdao de a,b em M ¢é
dada por (@, respectivamente.

O seguinte Teorema representa a classificacao dos subespacos lineares nilpotentes
maximais em M(3; C), conforme ao artigo [7].

Teorema 3.1.4. Todo subespago linear nilpotente mazimal de M(3;C) € conjugado a
exatamente um dos sequintes subespacos:

0 =z y

V = 00 2z |:x2,y,2€C}, (3.7)
0 00
0 = O

W = y 0 =z | :xz,yeCy. (3.8)
0 —y O

Observagao 3.1.5. Sequindo a abordagem apresentada no artigo [10[, obtivemos as
matrizes h(X) e T em (3.6). Observando a classificagio encontrada no artigo [7],
a menos de conjugagao, vemos que o subespaco W em (@ € o subespaco gerado
pelas matrizes h(\) e T'. Portanto, descrever os mddulos irredutiveis para uma Algebra
Bidimensional Trivial equivale a estudar os subespacos lineares nilpotentes maximais

de M(3;C).

Nossa proxima etapa é encontrar essa classificagao utilizando a teoria das bases de
Grobner.

3.2 Procedimento computacional proposto SageMath

Para visualizar o procedimento a seguir na busca pela classificagao dos Modulos Irre-
dutiveis de dimensao 3 em zero algebras, pertencentes a classe de algebras comutativas
de poténcias associativas de nilindice quatro, vamos examinar um exemplo especifico
para determinar os subespacos lineares nilpotentes maximais de M(2; C).

Exemplo 3.2.1. Vamos determinar os subespacos lineares nilpotentes maximais de
M(2;C). Primeiro definimos uma matriz quadrada B de tamanho 2 X 2 com varidveis
(ou indeterminadas) como entradas da matriz, da sequinte maneira

B= (‘Z 3,) . (3.9)
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Portanto, para identificar as matrizes nilpotentes, neste caso, o nilindice coincide com

dois. Entao )
e+ yz wy+xy
B? = = 0. 1
(wz +xz w?+ Yz 0 (3 0)
Utilizando a caracterizagao das matrizes nilpotentes em rela¢ao ao traco na Defini¢cao
e, adicionalmente, o fato de que o determinante de uma matriz nilpotente € zero,
podemos estabelecer o sequinte sistema de equagoes.

w+x = 0
w42 +2yz = 0 (3.11)
wx —yz = 0.

Observe que as entradas em B e B? podem ser interpretadas como polindmios no anel
de polinomios k[z,y, z,w]. Nesse caso, podemos tomar as equagoes de como 0s
geradores do ideal I = (w + x,w? + x* + 2yz, wx — yz). Portanto, calculamos a base
de Grobner de I com ordem monomial Lex.

G={r+wyz+w} (3.12)

Onde a forma normal de todos os polindomios de , quando divididos pelos elemen-
tos da base de Grobner G, € igual a zero. Além disso, a base de Grébner G compartilha
as mesmas solugoes do Sistema . Entao, se considerarmos as equagoes de G
como um sistema

{ ttw =0 (3.13)

yz+w? = 07

resolvendo o Sistema obtemos as solugoes

r=—/(—rt),y=t,z=r,w=+/(—rt), (3.14)
x=A/(—rt),y =t z=rw=—/(-rt), (3.15)

B = (_M t ) (3.16)

r (—rt)

portanto, temos que

Set =0, entao B € uma matriz triangular inferior. Parat # 0, x = —\/(—rt) temos

B= <_‘Cﬁ _tx) . (3.17)

t

Assim o subespaco linear nilpotente maximal é

x t
{(_x_: _:B) :x,tG(C,t;éO}. (3.18)

Considere a matriz
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Definimos os vetores e = (1,0) e ea = (0,1). Em sequida, introduzimos os vetores

Wi = te1 — Tey,

Wo = €9.

Dessa forma, construimos a base {wy,ws}. Agora, podemos calcular a mudanca de
base:

B(Wl) = tB(el) — xB(eg)
= t(mel — x?eg) — x(tel — Iez)

= tmel — x2e2 — txel + 17262 = (O, 0),

B(wy) = B(ey) = te; — xey = wy.

Portanto, a matriz de B na base {wy,wy} €

01
[B]{WLWz} = (0 0) .

As matrizes de transicao de base sao dadas por

() o
D (L0

, x t 01 . .
portanto, as matrizes 22 e sao conjugadas.
-5 —x 0 0

onde

D'LD = <

H[B =

Observagao 3.2.2. Note que, no Fxemplo todos os polinémios em B, B?, no
Sistema , 0 ideal I e a base de Grobner G sao polindmios homogéneos. Uma
das motivagoes para trabalhar no espago projetivo Py € buscar que a matriz A seja
nilpotente, o que significa que pelo menos uma de suas entradas seja diferente de zero.
Além de considerar o conjunto algébrico projetivo V*() para os zeros dos Sistemas

BT y B9,

Exemplo 3.2.3. Para os cdlculos anteriores no Exemplo|3.2.1], utilizamos o sistema
algébrico computacional SageMath para simplificar o processo. Agora, vamos apresen-
tar o codigo e os resultados obtidos com o SageMath. Primeiro definimos as varidveis
que representarao as entradas da matriz e calculamos a poténcia quadrada da matriz

dada em .

var(’x y z w’)
B=matrix([[x,y], [z,w]])
H=B"2

print (H)

[x"2 + y*xz wky + x*y]
[wkz + x*z w™2 + y*z]
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Definimos as expressoes para o trago e o determinante de B em .

E1=B.trace()
E2=H.trace()
E3=B.determinant ()
print (E1)

print (E2)

print (E3)

W+ X

W2 4+ x72 + 2%y*z
WX - y*z

Definimos o anel de polinémios que serd usado, com varidveis x, y, z e w, juntamente
com a ordem monomial (Lex) que adotaremos sobre o corpo dos mimeros racionais.
Em sequida, definimos o ideal gerado pelos elementos de e calculamos sua base
de Grobner reduzida e sua base de Gréobner usando o algoritmo de Buchberger.

P.<x,y,z,w> = PolynomialRing(QQ, 4, order = ’lex’)
I1=pP.ideal([E1,E2,E3])

G1=I1.groebner_basis()
G2=I1.groebner_basis(’toy:buchberger’)

print (’Base de Grobner: ’,G1)

print (’nimero de elementos na Base de Grobner: ’,len(Gl))
print(’Base de Grobner No reduzida: ’,G2)
print (’nimero de elementos na Base de Grdobner: ’,len(G2))

Base de Grobner: [x + w, y*xz + w™2]

nimero de elementos na Base de Grobner: 2

Base de Grobner No reduzida: [x72 + 2%y*z + w™2, xX*w - y*z,
X +w, yxz + w2]

numero de elementos na Base de Grobner: 4

Definimos o sistema de equacoes com base nos elementos da base de Grébner em
e procedemos a sua resolucao.

s=solve([x + w, y*z + w°2],x,y,z,w)

print(s)

show(s)

[

[x == -sqrt(-r20%*r21), y == r20, z == r21, w == sqrt(-r20*r21)],
[x == sqrt(-r22*r23), y == r22, z == r23, w == -sqrt(-r22*r23)]
]

Exemplo 3.2.4. Vamos determinar os subespacgos lineares nilpotentes maximais de
M(3; C). Primeiro definimos uma matriz quadrada B de tamanho 3 X 3 com varidveis
(ou indeterminadas) como entradas da matriz, da sequinte maneira

B = (3.19)

8 QU
QL -
N o
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Portanto, para identificar as matrizes nilpotentes, com nilindice 3, levando em consi-
deragcao a Observacao .

a’+bd+cx ab+bf +cy ac+bg+cz
B?>=\|ad+df + gz bd+ f>+qgy cd+ fg+ gz
ar +dy+xz br+ fy+yz cxr+gy+ 2

(a* +bd + cx)a+ (ab+bf + cy)d + (ac + bg + cz)x
Vi=| (ad+df +gx)a+ (bd+ f2+ gy)d+ (cd + fg+gz)r |,
(ax 4+ dy +z2)a+ (bx + fy+yz)d+ (cx + gy + 2*)

(a®> +bd + cx) b+ (ab+bf + cy)f + (ac+ bg + cz)y
Vo= | (ad+df +gx)b+ (bd+ f2+gy) f+ (cd+ fg+g2)y |,
(ax 4+ dy +x2)b+ (bx + fy+yz)f + (cx + gy + 2%)y

(a*> +bd + cx)c+ (ab+ bf + cy)g + (ac+ bg + c2)z
(ad +df +gz)c+ (bd+ [+ gy) g+ (cd+ fg+g2)z |,
(ax +dy + zz)c+ (bxr + fy+yz)g + (cx + gy + 2°) 2

Vs

B*= (Vi V, V3)=0.

Utilizando a caracterizacao das matrizes nilpotentes em rela¢ao ao traco na Defini¢ao
[5.0.3 e, adicionalmente, o fato de que o determinante de uma matriz nilpotente € zero,
podemos estabelecer o sequinte sistema de equacoes.

( a+ f+z =
a? 4 2bd + f% + 2cx + 2qy + 2* =
(a* +bd + cx)a + (ad + df + gx)b + (azx + dy + x2)c
+(ab+bf +cy)d+ (bd + f2+ gy)f + (bx + fy+y2)g
+(ac+bg+cz)x + (cd+ fg+g2)y + (cx + gy +2%)z = 0
{ —(gy — f2)a+ (cy — bz)d — (cf —bg)x = 0.

Observe que as entradas em B, B? e B3 podem ser interpretadas como polindémios no
anel de polinomios kla,b,c,d, f,g,x,y, z]. Nesse caso, podemos tomar as equagoes de
como os geradores do ideal I = (a+f+z,...,—(gy—fz)a+(cy—bz)d—(cf—bg)z).
Portanto, calculamos a base de Gréobner de I .

o O

(3.20)

G={a+f+zbd+cx+ fP+ fz+4gy+ 2%
bgr + cdy — cfx + cxz + fgy + 2qyz + 22,
cd®y — cdfr + cdrz — cgr® + df gy + 2dgyz + dz° — fPgr — fgrz — g*xvy — gr2?}.

Onde a forma normal de todos os polinémios de , quando divididos pelos elemen-
tos da base de Grobner G, € igual a zero. Além disso, a base de Grébner G compartilha
as mesmas solugoes do Sistema . Entao, se considerarmos as equacgoes de G
como um sistema

at+f+z = 0
bd+ cx + f?+ fz + gy + 2°
bgr +cdy — cfr +cxz+ fgy +2g9yz+ 22 = 0 (3.21)
cd*y — cdfx + cdwz — cgz® + df gy
+2dgyz + dz3 — f29x — fgrz — g*xy — grz? = 0.

I
o
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tentando resolver o Sistema computacionalmente, nao estamos obtendo solucoes.
Vamos, portanto, tentar algumas estratégias para ver se alcang¢amos nosso objetivo.

Exemplo 3.2.5. Para os cdlculos anteriores no Exemplo utilizamos o sistema
algébrico computacional SageMath para simplificar o processo. Agora, vamos apresen-
tar o codigo e os resultados obtidos com o SageMath. Primeiro definimos as varidveis
que representarao as entradas da matriz e calculamos a poténcia quadrada da matriz

dada em .

a,b,c,d,f,g,x,y,z=var(’a,b,c,d,f,g,x,y,z’)
B=matrix([[a,b,c],[d,f,gl, [x,y,2z]])

H=B"2

K=B"3

print (B)

print (H)

print (K)

[a b c]

[d £ gl

[x y zl

[a”2 + bxd + cxx axb + bxf + cxy axc + bxg + c*z]
[axd + dxf + gxx bxd + £72 + gxy cxd + fxg + gxz]
[axx + dxy + xxz bxx + fxy + y*z cxx + gxy + z~2]

[(@a~2 + b*d + c*x)*a + (axb + bxf + cxy)*d + (axc + bxg + c*z)*x
(a”2 + bxd + c*x)*b + (a*xb + b*f + ckxy)*f + (akxc + bkxg + c*xz)xy
(a~2 + bxd + c*x)*c + (a*xb + b*f + ckxy)*xg + (a*xc + bxg + c*xz)x*z]
[(a*xd + d*f + gxx)*a + (bxd + £72 + gxy)*d + (cxd + f*g + g*z)*x
(axd + d*f + g*x)*b + (b*xd + £°2 + gky)*f + (cxd + f*xg + gxz)xy
(axd + d*f + g*x)*c + (b*xd + £°2 + gkxy)*g + (cxd + f*xg + gxz)*z]
[(axx + d*xy + x*xz)*a + (bxx + f*xy + y*z)xd + (cxx + gky + z"2)*x
(axx + dxy + x*z)*b + (b*x + f*xy + y*xz)*f + (c*x + gy + z"2)xy
(axx + dxy + x*z)*c + (b*xx + fxy + y*z)*g + (c*xx + gxy + z~2) *z]

Definimos as expressoes para o traco e o determinante de B em .

T1=B.trace()

T2=H.trace()

T3=K.trace()

T4=B.determinant ()

print(°T1: ’,T1)

print(°T2: ’,T2)

print (°T3: ’,T3)

print(°T4: °,T4)

Ti: a+f + z

T2: a2 + 2xbxd + £72 + 2%c*x + 2*g*y + z72

T3: (a”2 + b*d + c*x)*a + (a*xd + d*f + gxx)*b + (a*xx + dxy + xxz)*c
+ (axb + bxf + c*xy)*d + (b*xd + £°2 + gky)*f + (b*x + f*xy + yxz)xg
+ (axc + bxg + c*z)*x + (c*xd + f*xg + gkz)*xy + (c*x + gky + z72)*z
T4: -(gxy - fxz)*a + (cxy - b*xz)*d - (c*xf - bx*g)*x
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Definimos o anel de polindomios que serd usado, com varidveis a,b,c,d, f,g,x,y € z,
Juntamente com a ordem monomial (Lex) que adotaremos sobre o corpo dos nimeros
racionais. Em sequida, definimos o ideal gerado pelos elementos de e calculamos
sua base de Grobner reduzida e sua base de Grobner usando o algoritmo de Buchberger.

R4 .<a,b,c,d,f,g,x,y,z>=PolynomialRing(QQ,’a,b,c,d,f,g,x,y,z’,order="1lex’)
I4=R4.ideal ([T1,T2,T3,T4])

G4=I4.groebner_basis()

G10=I4.groebner_basis(’toy:buchberger’)

print (’Base de Grobner: ’,G4)

print (’nimero de elementos na Base de Grdbner: ’,len(G4))
print(’Base de Grobner ndo reduzida: ’,G10)
print (’nimero de elementos na Base de Grobner: ’,1len(G10))

Base de Grobner: [a + f + z, bxd + cxx + £°2 + fxz + gy + z72,
b*g*x + c*d*y - ckxf*xx + cxx*z + f*g*y + Q*g*y*z + z73,

c*d”Q*y - cxdxfxx + cxdxx*xz - c*g*x”Q + d*f*g*y + 2*d*g*y*z

+ dxz"3 - £72xgxx - fkgrxxz - gu2kxxy - gFx*kz"2]

numero de elementos na Base de Grobner: 4

Base de Grobner nio reduzida: [a~3 + 3*axbkxd + 3*xaxcxx + 3*b*d*f
+ 3*b*g*x + 3*c*d*y + 3%ckxx*z + f~3 + 3*f*g*y + S*g*y*z + z73,
a~2 + 2xbxd + 2*cxx + £72 + 2xgxy + z72,

axf*xz - axgxy - bxd*z + bxgkx + ckxdxy - ckxfx*x,

a+f + 2z, bxd + cxx + £72 + fxz + gkxy + z72,

bxgxx + cxdxy - cxf*x + ckx*xz + fxgkxy + Q*g*y*z + z73,

cxd"2%y - ckdxf*xx + ckdxx*xz - cxgxx~2 + dxfxgxy + 2kdxgkyxz

+ d*z"3 - £72%gkx - fxgExkz - gu2*xky - grx*z"2]

numero de elementos na Base de Grobner: 7

Definimos o sistema de equagoes com base nos elementos da base de Grébner em no

Ezemplo e procedemos a sua resolugao.

s10=solve([a~3 + 3*axbxd + 3*akxckx + 3*bkxd*f + 3*bkxgxx

+ 3*c*d*y + 3xcxx*xz + £~3 + 3*f*g*y + 3*g*y*z + z~3==0,
a2 + 2*bxd + 2kckxx + £72 + 2¥xgxy + z72==0,

axfxz - a*xgxy - bkxd*z + bxgxx + c*d¥y - cxf*x==0,

a+ f + z==0, bxd + c*x + £72 + f*xz + gxy + z72==0,

b*g*x + c*d*y - cxfxx + cxx*z + f*g*y + Q*g*y*z + z~3==0,
cxd”2xy - cxdxf*x + ckxdxx*z - cxgxx”2 + dxfxgxy +
2xdxgxy*z + d*z"3 - £72%xgxx - fxgkxkz - gT2kxxy -
gxx*z~2==0] ,a,b,c,d,f,g,x,y,2)

print(s10)

print (’nimero de elementos do sistema: ’,len(s10))

I

a+f+z==0,

-cxf*xx + b*g*x + c*d*y - axgky - bxd*z + axf*xz == 0,

a~2 + 2xb*xd + £72 + 2%cxx + 2%gxy + z°2 == 0,

bxd + £72 + c*kx + gxy + f*z + z72 == 0,

-cxfxx + bxgxx + ckdkxy + fxgkxy + ckxxz + 2xgxyxz + z73 == 0,
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a~3 + 3*axbxd + 3xbxdxf + £73 + 3kakckx + 3xbxgkx
+3*c*d*y + S*f*g*y + 3%kckx*kz + S*g*y*z + z°3 == 0,
-cxdxfxx - £72%gkx - ckgkxT2 + cxd"2xy + dxfxgxy
—g“2*x*y + cxdxxkxz - f*g*x*z + 2*d*g*y*z - g*x*z‘Q
+d*z~3 ==

]

nimero de elementos do sistema: 7

Computacionalmente, nao estamos obtendo solugoes do sistema. Vamos, portanto,
tentar outra estratégia. Vamos definir o ideal I gerado pelas entradas da matriz B? e
calcular a sua base de Grobner.

R3.<a,b,c,d,f,g,x,y,z>=PolynomialRing(QQ,’a,b,c,d,f,g,x,y,z’,order="1ex’)
#R3.<a,b,c,d,f,g,x,y,z>=

PolynomialRing(QQ,’a,b,c,d,f,g,x,y,z’ ,order="degrevlex’)

I3=R3.ideal ([K[0,0],K[0,1],K[0,2],K[1,0],K[1,1],K[1,2],K[2,0],K[2,1],K[2,2]])
G3=I3.groebner_basis()

print (’Base de Grobner: ’,G3)

print (’nimero de elementos na Base de Grobner: ’,1len(G3))

Base de Grobner: Polynomial Sequence with 39 Polynomials in 9 Variables
numero de elementos na Base de Grobmer: 39
Polynomial Sequence with 39 Polynomials in 9 Variables

Adicionando a condicao de trago de B aos geradores de I e fatorando os polinémios.

I3=R3.ideal([K[0,0],K[0,1],K[0,2],K[1,0],K[1,1],
K[1,2],K[2,0],K[2,1],K[2,2],a + £ + z])
G3=I3.groebner_basis()
for s in range(0,1len(G3)):

print (G3[s] .factor())

print (’nimero de elementos na Base de Grobner: ’,len(G3))
a+f+z

b *x (bxd + cxx + £72 + fxz + gxy + z72)

c * (bxd + cxx + £7°2 + f*xz + gy + z°2)

d *x (b*d + c*xx + £72 + fxz + gxy + z72)

f * (bxd + c*x + £72 + f*xz + gxy + z72)

g % (b*d + c*xx + £72 + fxz + gxy + z72)

x % (b*d + c*xx + £72 + fxz + gxy + z72)

y * (b*d + c*xx + £72 + fxz + gxy + z72)

z x (bxd + cxx + £72 + f*xz + gy + z72)

b*g*x + c*d*y - cxf*xx + cxx*z + f*g*y + Q*g*y*z + z°3

(-1) * (-c*xd~2*y + ckdxf*x - ckdxx*z + c*gxx~2 - d*xf*xgxy

- 2*d*g*y*z - d*z~3 + f“Q*g*x + f*g*x*z + g*2*x*y + g*x*z‘Q)
nimero de elementos na Base de Grobner: 11

Observe que se bd + cx + f? + fz + gy + 22 # 0, entdo B = 0. Nosso objetivo ¢
encontrar solucoes nao nulas. Portanto, consequimos um sistema mais amigdavel para
tentar resolver.
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s9=solve([a + f + z==0, bxd + cxx + £°2 + f*xz + gxy + z72==0,
bxgxx + cxdxy - cxf*x + ckx*xz + fxgkxy + Q*g*y*z + z~3==0,

(-1) * (-c*xd~2*y + ckdxf*x - ckdxx*z + c*gxx~2 - d*xf*xgxy

- 2kdxg*y*xz - d*xz"3 + f2xgxx + f*gxx*z + go2xx*y + gHx*z~2)==0]
,a,b,c,d,f,g,x,y,2)

print(s9)

[

a+f+z==0,

bxd + £72 + cxx + gxy + fxz + z72 == 0,

-cxfxx + b*g*x + C*d*y + f*g*y + CcxxX*xz + Q*g*y*z + z°3 == 0,
-ckdxfxx - £72%gxx - cxg*xxT2 + cxd"2xy + dxfxgky

- g72xxxy + ckxd¥x*z - fxgixkz + 2kdxgryxz - gxx*xz"2 + d*z"3 == 0
]

Entretanto, mesmo apos essas tentativas, ainda nao conseguimos uma solugao para
o sistema de equagdes. Vamos prosseguir tentando fornecer ao sistema computacio-
nal os calculos necessérios para a resolucao. Lamentavelmente, devido as limitagoes
computacionais em nosso estudo e a falta de memoria disponivel durante a execucao
do algoritmo no SageMath, o programa nao possui suporte executavel em paralelo.
Como resultado, a capacidade computacional do cluster, composto por 240 nicleos, foi
equivalente a de um laptop comum. Portanto, com a versao em série, nao foi possivel
obter os resultados da computacao dos sistemas de equacoes propostos. No entanto, é
importante observar que, caso fossem computados os sistemas de equagoes propostos,
poderiamos obter resultados de maneira analoga ao caso de dimensao dois.
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