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RESUMO

Neste trabalho é desenvolvido um estudo fundamentado na distribui¢do Weibull truncada. O
truncamento € realizado no intervalo (0,2), denominado truncamento a direita. No entanto, com
objetivo de analisar dados de diferencas entre taxas ou propor¢des € sugerida uma transformagao
para obten¢@o de uma nova distribui¢do cujo conjunto suporte pertence ao intervalo (—1,1).
Ademais, essa distribui¢ao foi parametrizada em termos dos parametros moda e forma, e foi
denominada de distribui¢io Weibull truncada modal (WTM). E proposto um novo modelo de
regressao modal baseado na distribuigdo WTM com estruturas de regressao para os parametros e
o método de estimacao escolhido foi o de maxima verossimilhanca. Um estudo de simulacio foi
realizado, via método de Monte Carlo, com o objetivo de avaliar o desempenho dos estimadores
de médxima verossimilhanca para diferentes cendrios e estruturas de regressdo. Ademais, foram
obtidas as expressdes analiticas para a matriz de informagao de Fisher. Ao final, sdo apresentadas
trés aplicagdes do modelo de regressao WTM, das quais duas sio para dados eleitorais do Brasil
e dos Estados Unidos da América e uma referente a um exame de promoc¢ao para o corpo de
bombeiros.

Palavras-chave: Modelo de Regressao. Maxima Verossimilhanca. Reparametrizacdo. Eleicao

Presidencial.



ABSTRACT

In this work, a study based on the truncated Weibull distribution is developed. Truncation is
performed in the interval (0,2), referred to as right truncation. However, in order to analyze
data on differences between rates or proportions, a transformation is suggested to obtain a new
distribution whose support set belongs to the interval (—1,1). Furthermore, this distribution has
been parameterized in terms of mode and shape parameters, and it is called the truncated Modal
Weibull distribution (TMW). A new modal regression model based on the WTM distribution
with regression structures for the parameters is proposed, and the chosen estimation method
is maximum likelihood. A simulation study was conducted using the Monte Carlo method to
evaluate the performance of the maximum likelihood estimators for different scenarios and
regression structures. Furthermore, analytical expressions for the Fisher information matrix
were obtained. Finally, three applications of the WTM regression model are presented, two of
which are for electoral data from Brazil and the United States of America and one referring to a

promotion exam for the fire department.

Keywords: Regression Model. Maximum Likelihood. Reparameterization. Presidential Elec-

tion.
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1 INTRODUCAO

A distribuicdo Weibull € extensivamente aplicada em diversas dreas do conhecimento.
Nomeada em virtude de Ernst Hjalmar Wallodi Weibull, um matemadtico e engenheiro sueco,
que a propds em 1939 por meio de um estudo sobre a resisténcia da ruptura de materiais
(JANDHYALA; FOTOPOULOS; EVAGGELOPOULOS, 1999). Em 1951 Wallodi Weibull
publicou o trabalho "A Statistical Distribution Function of Wide Applicability" no ASME Journal
of Applied Mechanics. Weibull (1951) apresenta a aplicabilidade estatistica da distribui¢ao
Weibull a diversos estudos: resisténcia ao escoamento de aco Bofors, distribuicdo de tamanho de
cinzas volantes, resisténcia da fibra de um algodao indiano, comprimento de Cyrtoideae, vida em
fadiga de um ago St-37, estaturas de homens adultos nascidos nas ilhas britanicas e na largura de
feijoes.

Através do estudo precursor de Wallodi Weibull € possivel utilizar a distribui¢ao
Weibull para descrever variados fendmenos. De acordo com Jodrd (2022) a distribuigdo Weibull
¢ um dos modelos de probabilidade mais populares, tanto do ponto de vista tedrico quanto
pratico e tem sido usada com sucesso para modelar dados de vida qtil e falhas. Casella e
Berger (2021) reiteram sua utilidade para modelagem de funcdes de risco, além de constituir
um papel importante na anélise de dados referentes ao tempo para falha. Por possuir grande
utilidade em um vasto campo de conhecimento, consegue alcangar aplicabilidade tanto a dados
meteorolégicos, como nas dreas de: ciéncias sociais, biolégicas, ambientais, da satde, fisica e
engenharias (RINNE, 2008). Ademais, amplamente utilizada em engenharia de confiabilidade
e seguranca de sistemas (MENDEZ-GONZALEZ e al., 2017). Dessa forma encontram-se na
literatura diversas anédlises fundamentadas na distribuicao Weibull, como em: Fang, Patterson e Jr
(1993) que propuseram um método para modelar distribui¢des de tamanhos de particulas bi e tri
dimensionais; Apt (1976) aplicou a distribui¢cdo Weibull a conjuntos de dados de radioatividade
atmosférica; Jandhyala, Fotopoulos e Evaggelopoulos (1999) apresentam uma metodologia para
detectar mudangas dinamicas em temperaturas minimas utilizando a distribuicaio Weibull; Berry
(1981) descreveu um estudo que fundamenta suposicoes de que a distribui¢do Weibull explica
melhor os dados de tempo em execuc¢do de tarefas humanas comparada a distribui¢do normal;
Wong (1977) utilizou dados meteoroldgicos para verificar o melhor ajuste da distribuicdo Weibull
em comparagdo as distribui¢cdes gama, log-Normal e kappa com trés parametros; Jeon e Sohn
(2015) abordaram a andlise do padrao de falha de produtos a partir de dados de garantia, utilizando

a regressdao Weibull para identificar fatores influentes que afetam a variacdo do tempo médio entre
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falhas; Li (1994) estende a andlise de regressao linear e desenvolve uma nova técnica baseada
na distribui¢ado Weibull com trés parametros; Cavalcante et al. (2023) propdem aplicagdes em
biomedicina, empregando a regressao Weibull em um estudo comparativo, aplicado a andlise de
sobrevivéncia; e Skinner e Humphreys (1999) utilizam a regressdo Weibull para tempos de vida
medidos com erro.

A distribuicao Weibull, devido a sua flexibilidade e facil aplicabilidade, frequente-
mente, € sugerida como tentativa para explicacdo de variados fendmenos. De modo que existe
a possibilidade da obtencao de outras distribui¢des a partir da Weibull, evidenciando os relaci-
onamentos com outras distribui¢des, como casos especiais. A transformacao de uma variavel
aleatdria com distribuicao Weibull possibilita a obtencao de novas distribui¢des, ampliando sua
utilidade na teoria e métodos estatisticos. Almalki e Nadarajah (2014) fazem um resumo de mo-
dificacdes desta distribui¢do, descrevendo as transformagdes abordando os espacos paramétricos
discreto e continuo. Destaca-se o truncamento de uma distribuicdao que, segundo Rinne (2008),
estd associado a uma populagdo, no qual existe uma restricdo do seu suporte para um intervalo
menor de variagdo.

Na estatistica, uma distribuicdo truncada é definida como uma distribui¢cdo condicio-
nal que resulta da restricio do dominio da distribuicao estatistica (KANTAR; USTA, 2015). As
distribui¢des truncadas sdo aplicdveis a situagdes em que o intervalo de uma varidvel aleatdria é
limitado, comumente utilizada em aplicacdes de confiabilidade (ZHANG; XIE, 2011). Desta
forma, evidencia-se os tipos de truncamento existentes: superior (a direita), inferior (a esquerda)
e duplamente (ambos). Uma vez que a Weibull possui grande variedade de aplicacdes, o trun-
camento desta distribuicdo também tem contribuido para a pesquisa e anélise de dados. Dusit
e Cohen (1984) estudaram os pontos de truncamento da distribuicdo Weibull, considerando os
truncamentos superior e inferior. Kantar e Usta (2015) propuseram o uso da distribuicao Weibull
truncada superior a modelagem de dados de velocidade do vento, sugerindo-a como alternativa
para avaliacdo do potencial de energia edlica. Zhang e Xie (2011) estudaram as caracteristicas da
distribui¢ao Weibull truncada superior, além de discutir o uso desta para modelagem de falhas de
componentes ou sistemas. Wingo (1988) desenvolveu métodos matemdticos e computacionais
para ajustar a distribuicdo Weibull truncada superior a dados de vida ou sobrevivéncia. Maltamo
et al. (2004) apresentaram métodos de predi¢ao da altura de pequenas avores utilizando as

distribui¢cdes Weibull completa e Weibull truncada a esquerda.
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Motivacao

Em muitas situacdes a varidvel de interesse € obtida através da diferenca entre duas
taxas ou propor¢des em tempos distintos. Isso € feito com o intuito de capturar e quantificar
as mudancas de um determinado fendmeno, e a andlise dessas diferencas permite avaliar o
crescimento ou decréscimo da taxa (ou propor¢ao). Ademais, essa andlise nos permite avaliar o
impacto de uma politica piblica ou na comparacio de indicadores em diferentes periodos, como
feito em Abreu, Souza e Mathias (2018) que analisaram o impacto da lei seca na mortalidade
por acidentes de transito no estado do Parand no periodo de 1980 a 2014; Nascimento, Almeida
e Gomes (2014) estudaram a diferenca entre a taxa de mortalidade neonatal total e a taxa de
mortalidade neonatal por causas evitdveis, com objetivo de identificar padrdes espaciais da
distribui¢do da mortalidade neonatal nas microrregides do estado de Sdo Paulo; Monteiroa,
Romiob e Drezettc (2021) avaliaram a diferenga de raca/cor em relacao a taxa de feminicidio no
Brasil; Jones (2016) realizou um estudo para verificar a preferéncia politica presidencial, entre
os partidos democrata e republicano, e utilizou a diferenca entre as taxas de aceitagcdo entre os
dois partidos. Além disso, na drea econdmica existe uma metodologia chamada de difference-in-
difference (diff-in-diff) que compara a mudancga na varidvel dependente entre dois grupos antes e
depois de um evento especifico, como em Azuaga e Sampaio (2017) que utilizaram um modelo
diff-in-diff para avaliar o impacto da lei Maria da Penha sobre o feminicidio no Brasil.

Dessa forma, faz-se necessario utilizar um modelo probabilistico cujo suporte seja o
mesmo da varidvel em estudo, isto €, a diferenca entre taxas (ou proporc¢des), pois caso isso nao

seja levado em consideragdo, a predi¢do pode ndo pertencer ao suporte da varidvel.

Objetivos

O objetivo central consiste em avaliar a distribuicdo Weibull truncada a direita com

um deslocamento para o intervalo (—1,1).

Objetivos Especificos

1. Estudar as principais caracteristicas da distribuicdo Weibull truncada como: momentos,
funcao de distribui¢do, funcao quantil e a moda.
2. Estudar o desempenho dos estimadores de mdxima verossimilhanca para a distribuicao

Weibull truncada.
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3. Analisar a probabilidade de cobertura dos intervalos de confianga aproximados para os

parametros.
Contribuigdes

As principais contribui¢des do presente trabalho sdo:
1. E proposto um novo modelo de probabilidade cujo suporte estd no intervalo (—1,1);
2. Sdo obtidas expressoes analiticas para a matriz de informacdo de Fisher do modelo; e
3. Avaliacdes numéricas para averiguar os desempenhos do estimador de maxima verossimi-

lhanca e dos intervalos assintoticos para os parametros do modelo.
Organizacao da Dissertacao

Além desse capitulo, estd dissertacdo € composta por mais 8 capitulos. No Capitulo
2 é feita uma caracterizagdo da distribui¢cdo Weibull com as principais propriedades. Além disso,
€ proposto uma transformacdo e uma reparametriza¢do em termos da moda da distribuicao. No
Capitulo 3 ¢ feita uma descricao sobre o método da maxima verossimilhanca. No Capitulo 4 é
descrito o modelo de regressdao Weibull truncada modal e as inferéncias sobre os parametros. No
Capitulo 5 sdo descritos os métodos para andlise diagndstica do modelo. O Capitulo 6 apresenta
distribui¢des parametrizadas pela moda com o objetivo de compard-las com a distribui¢ao
proposta neste trabalho. No Capitulo 7 sao apresentados os estudos de simulacdo para diferentes
estruturas de regressdao. No Capitulo 8 € apresentado aplicacdes para o0 modelo proposto. Por

fim, no Capitulo 9 sdo feitas as consideracdes finais e propostas de trabalhos futuros.
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2 DISTRIBUICAO WEIBULL TRUNCADA A DIREITA

Nesta secao, caracterizaremos as propriedades da distribuicao Weibull truncada a

direita, apresentando sua defini¢do e principais caracteristicas.
Funcio de Densidade de Probabilidade da Distribuicio Weibull

Seja X uma varidvel aleatoria com distribuicao de probabilidade Weibull de dois
parametros, denotada por X ~ We(ct, 4). Sua fungio de densidade de probabilidade (fdp) é dada

por

—~
>l

—1 o
o) = %(%)a () x>0.a 1eR", @2.1)

no qual & representa o pardmetro de forma e A corresponde ao parimetro de escala. A funcio

de distribuicdo acumulada da varidvel aleatéria X € dada por
Flxla,A)=1—e(2)".
Funcao Densidade de Probabilidade da Distribuicao Weibull Truncada

A func¢do densidade da distribui¢do Weibull duplamente truncada € definida por

flxla, A)
(tr|l7 OC) _F(tl|/l7 OC)

frxla,A) = F ,parat; < x <t

A forma de fr(x|a,A) é determinada pela forma de f (x|, A4) no intervalo #; < x < f, (RINNE,
2008). Em que #; e t, representam os pontos de truncamento a esquerda e a direita, respectiva-
mente. Dessa forma, € de interesse do presente estudo especificar os pontos de truncamento para

t; =0et, =2, que resultam em

Q
i

g (i)a_l _( )oc
frixjo,n) = A2 ——, 0<x<2. (2.2)
1—e7<1)

Desse modo, a fungdo densidade da distribui¢ao Weibull truncada a direita € considerada um caso

especial da distribuicao Weibull duplamente truncada e possui as caracteristicas da distribuicao
Weibull ndo truncada, disposta na equagdo (2.1), em que fr(x|o,A) na equacdo (2.2) contém o

mesmo parametro de forma da Weibull usual de dois parametros (ZHANG; XIE, 2011).
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Transformacao

Seja X uma varidvel aleatéria com fdp f(x) e Y = g(X), no qual g é uma funcéo
monotona e sejam ¥ € Y os conjuntos suporte das distribui¢des de X e Y, respectivamente. Supo-
nha que f(x) seja continua em x e que g~ !(y) tenha uma derivada continua em y (CASELLA;

BERGER, 2021). Entdo a fdp de Y € dada por
. d _;
10) = 10| e 0] 23
Considerando-se a transformagdo ¥ = X — 1. Em que sua func¢do inversa é da forma
X=Y+1=g(y),

e a derivada da fungio inversa de g~ ! (y) é

d _

— =1.

‘ 0° (y)‘

Da equacdo (2.3) € obtida a funcdo densidade da transformacdo. A varidvel aleatéria
Y segue distribuicdo Weibull truncada a direita com deslocamento para o intervalo (—1,1) e

pardmetros o, A > 0, se sua fung¢do de distribuicdo é dada por

o (21) "7 ()"
fOlon) = H(%2) S—
1—e (A)

O pardmetro de forma € representado por & e o parAmetro de escala por A, baseando-se nas

Q

, para —1 <y < 1. 2.4)

carateristicas da distribui¢do Weibull da equacgdo (2.1), e os pontos de truncamento considerados
fixos, a funcdo densidade da varidvel Y também pode ser derivada a partir da distribui¢do Weibull
truncada com trés parimetros, denotada por Y ~ We(B,a,A),emquey > f3, B € R, a,A > 0.
Fixado o ponto de truncamento a esquerda (z; = f3), é possivel obter a distribuic¢do truncada a

direita, cuja fun¢ao de distribui¢do acumulada é (RINNE, 2008)

_(1=B\®
I—e (l)a,ﬁ<y<tr. (2.5)

F(y‘a7l7ﬁvtr) = T g\
l—e7<r7LB>

Funcio de Distribuicio Acumulada

Considerando a equag@o (2.5), em que 8 assume o valor do ponto de truncamento a

esquerda (f; = —1) da distribui¢d@o de Y, a funcdo de distribui¢do acumulada da Weibull truncada
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a direita € caracterizada como

1— ef(y_/‘l—l )(X
e (D)

McEwen e Parresol (1991) desenvolveram as expressdoes de momento da Weibull

F(yla,A) = (2.6)

com trés parametros nas formas: padrdo e com truncamentos. Em que os resumos das estatisticas
sdo derivadas a partir dos momentos da distribuicao em evidéncia. Para isto sdo utilizadas as
mesmas técnicas da distribuicdo Weibull padrio, obtendo-se as estatisticas: média, variancia,
assimetria, curtose, fun¢do quantil e moda. O k-ésimo momento amostral de uma varidvel
aleatoria Y com fdp, definida na equagao (2.4), € dado por

EYY = H;(i)af(lf)(—l)fzk—fy((k;j)Jrl,(%)a) 2.7)

=0\

Crénin (2015) fornece os célculos das expressdoes de momentos da distribuicao
Weibull truncada. Os momentos, média e varidncia sao expressos em termos da fung¢do gama
incompleta inferior, definida como y(a,x) = [yt le~'dt, paraa > 0. Os dois primeiros mo-
mentos populacionais da varidvel Y, sdo derivados a partir da equagdo (2.7), fazendo-se k = 1 e
k = 2, respectivamente. Assim, temos que a esperanga e variancia sao dadas, respectivamente,

por

Var(y) = ’1—2) y<%+1’<g>a)_yz($+l,(%)a>

derivagdo na funcéo log(f(y|ct,A)), no qual resultam em

a—1 /o
Moda(Y):m:—1+7L<T) , para oo>1, 1A >0. (2.8)

Os calculos da equacdo (2.8), bem como as fun¢Oes de momentos e variancia estdo disponiveis

no Apéndice A.
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DISTRIBUICAO WEIBULL REPARAMETRIZADA EM TERMOS DA MODA
Reparametrizacao

E considerada a reparametrizacio da distribuicio Weibull truncada 2 direita com
relacdo a sua moda e um parametro de forma. Em que a moda € representada pela equacio (2.8)

e o parametro de forma ¢ = o, para ¢ > 1e —1 <m < 1. Avalia-se a nova parametriza¢do com

0 1/¢
a:q)ek:(m—f—l)(ﬁ) :

Utilizando-se a nova parametriza¢do na fdp da equacio (2.4), é obtida a fdp da
distribui¢do Weibull truncada a direita em funcdo da moda (m) e de um parametro de forma (¢),
aqui denominada de Weibull truncada modal (WTM). Considere a notagdo Y ~ WTM(m,¢),

para representar a variavel aleatdria Y com distribuicio WTM com a seguinte funcio densidade
p—1 _ (o=t x+1)?
¢ o—1 +1 m
(7)) (54) (35) e () )
1— ef("’%‘)‘ZJ <%>
O k-ésimo momento amostral da varidvel aleatéria Y ~ WTM (m,¢) é dado por
Lok 1/e k—j 9 (9-1
£ GO (e (55) (G2’ (5))
k -
- SERICY |
l]—e ‘7! ¢

A partir da equacgdo (2.9) obtém-se o primeiro e segundo momentos da distribui¢do reparametri-

fOlm,¢) =

(2.9)

zada. A esperanca e variancia sdao dadas, respectivamente, por

/ .
E(v) (m+1) (q) 1> V(i;‘ 1+(1r>n2+1) (%)) 1
[(m“ *”L } 2\ (91
Var(Y) = T % ¢T> ]/( +1> (T))
y2<(;)+ (% (%)

dada

(2.10)
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254 Distribuicio Distribuicio

= (m=-0.03; ¢=4.0) — (m=05; ¢ = 25)

— (m=-065; ¢=20) _

— (m=-0.76; ¢ = 1.5)| g
(m=047; ¢ =7.0)
(m =055 ¢= 6.0)

— (m=05; ¢=20)
(m=05; ¢=3.0)
(m=05; ¢=35)
(m=05; ¢=40)

f(y)
fty)

0 1
y Y

(a) Funcao de densidade da distribuicio (b) Funcao de densidade da distribuicio

WTM para diferentes combinacoes = WTM para m = 0,5 e diferentes va-
de parametros. lores de ¢.

Distribuigdo Distribuigdo
— (m=-05; 9= 25)
— (m=-05 ¢=15)
— (m= ¢ =10.0)
— (m=-05; ¢=150)
— (m=-05 ¢=20)

(m=-05; ¢=4.0)

fty)
fty)

(c) Funcio de densidade da distribuicio (d) Funcao de densidade da distribuicao
WTM para m = —0,5 e diferentes = WTM para m = 0 e diferentes valo-

valores de ¢. res de ¢.
Figura 1 — Funcao densidade de probabilidade da WTM para diferentes cenarios.

Na Figura (1a) sdo apresentados cinco cendrios com o objetivo de avaliar a flexibili-
dade da distribuicdo, verificando-se que esta assume assimetria negativa e positiva, cuja funcao
densidade demonstra ser unimodal. As Figuras (1b), (1c) e (1d) apresentam a func¢ao densidade
de probabilidade da WTM para diferentes valores de ¢ e m fixo. Observa-se que para menores
valores de ¢ mais a distribuicdo € dispersa, ou de maneira complementar, quanto maior o valor
de ¢ mais a distribui¢c@o se concentra em torno da moda. Além disso, observa-se que a fdp da
distribuicao WTM possui variadas formas, dependendo, portanto, de um parametro de forma,
responsdvel pela aparéncia da densidade Weibull (RINNE, 2008), estabelecido por ¢. De acordo

com Casella e Berger (2021), o parametro ¢ é conhecido por influenciar no pico da distribuigao.
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3 ESTIMACAO DOS PARAMETROS

Um problema de estimagao envolve a escolha de um método de célculo a partir de
derivagdes estatisticas de uma amostra, que sao projetadas para estimar os valores dos parametros
de uma populacao hipotética (FISHER, 1922). Na estimac@o paramétrica, um método extensa-
mente empregado é o de maxima verossimilhanca. Proposto inicialmente pelo matematico Carl
Friedrich Gauss e investigado por Ronald Aylmer Fisher, esta teoria compreende um método

popular para derivar estimadores em inferéncia estatistica.

METODO DE MAXIMA VEROSSIMILHANCA

Seja Y = (Y1,Y»,...,¥,)" uma amostra aleatéria de uma populacdo ¥, em que
y = (¥1,Y2,...,ys) | representa a amostra observada, com fdp (ou funcio de probabilidade) dada
por f(y|@) e 8 = (6y,...,6,)" éo vetor de pardimetros. A funcio de verossimilhanga é definida
como

n

L(O‘y) = L(elﬂ"'79k|yl7y27"'7yn):Hf(yi’917"'79k)‘
i=1

O método da maxima verossimilhanca consiste na obtenc@o de informacdes sobre um vetor de
pardmetros 0, a partir do ponto y do espaco amostral através de L(0y), isto é, toda informacéo de
0 obtida de um experimento esta contida na fun¢do de verossimilhanca (BERGER; WOLPERT,
1988). Propriedades importantes do estimador de maxima verossimilhanga sdo apresentadas em
Cordeiro (1992), nas quais destacam-se: eficiéncia assintdtica, consisténcia e invaridncia. A
maneira mais conveniente de encontrar a estimativa de méxima verossimilhanca ¢ examinando

os maximos locais da verossimilhanca (COX; HINKLEY, 1979), solucionando as equacdes

d
—L = =1,...,k.
891 (9|y) 07 l Y Y

Considera-se uma amostra observada y da variavel aleatéria Y ~ WTM(m,§) com

vetor de pardmetros 6 = (m, (]))T. A funcdo log-verossimilhanga da distribuicao WTM € dada

0 - (i) e nga(20) ()5 55

por
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4 MODELOS DE REGRESSAO

Modelos de regressao sdo caracterizados por descreverem relacionamentos entre
varidveis através de um modelo matemadtico, cuja preocupagdo da andlise de regressdo estd
associada a dependéncia estatistica entre estas varidveis. Segundo Fahrmeir ef al. (2013) o
objetivo deste instrumento de estudo é modelar o efeito de um determinado conjunto de varidveis,
denominadas como explicativas ou covaridveis, sobre uma varidvel de interesse primario, deno-
minada de resposta ou dependente. Um modelo estatistico tradicionalmente usado na andlise de
dados, cujo propésito € avaliar esses relacionamentos entre varidveis através de uma equagao
linear nos parametros, € denominado de modelo de regressao linear (MRL).

A formulagdo mais usual deste modelo consiste em especificar uma distribui¢do
normal com média 0 e varidncia 6> para o componente aleatério (erros). A validagio de um
MRL permite realizar testes de hip6teses, fazer previsdes, construir intervalos de confianga. No
entanto, uma vez que ndo ha adequacdo do modelo, identifica-se sua limitacao a natureza do
estudo, tornando-se necessdrio o ajuste de novas técnicas que permitam conclusdes adequadas.
Uma alternativa € a aplicacdo de transformagdes, pois, de acordo com Gelman e Hill (2006)
nem sempre € apropriado ajustar um modelo de regressdo classico usando os dados em sua
forma bruta, as vezes, transformag¢des ndo lineares, como a logaritmica, podem ajudar no ajuste
do modelo. Porém, nem sempre a transformacgao dos dados consegue contornar os problemas
gerados pela suposicao de normalidade dos erros. Diante disso, a generalizacao de modelos,
como exemplo os modelos lineares generalizados, torna-se uma possibilidade para melhorar o
ajuste aos dados, visto que, unificam muitas abordagens de regressao com varidveis resposta que
ndo seguem, necessariamente, uma distribui¢do normal.

Modelos de regressao usuais, geralmente, modelam a média. No entanto, na pratica,
a utilizacdo dessa medida pode ndo ser apropriada devido sua grande influéncia aos dados,
tornando a andlise de regressao classica imprecisa. De acordo com Aristodemou (2014), na
presenca de outliers, a média é puxada na direcao da cauda, tornando a regressao a média um
método de analise menos representativo. Yao e Li (2013) propuseram uma nova ferramenta de
andlise de dados denominada modelo de regressdao modal, para explorar o relacionamento de
uma varidvel resposta e um conjunto de varidveis preditoras, caracterizada pela robustez a dados

discrepantes.
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MODELO DE REGRESSAO WTM

Assim como a média, a moda € também uma importante medida de tendéncia central,
que preserva caracteristicas fundamentais que a tornam uma alternativa eficaz na presenca de
outliers. A regressdo modal € uma abordagem alternativa para investigar a relagdo entre a resposta
mais provavel com covaridveis e pode, revelar estruturas importantes perdidas pelos métodos de
regressao usuais (MENEZES; CHAKRABORTY, 2021). Bourguignon, Ledo e Gallardo (2020)
destacam vantagens na utilizacdo da regressdao modal, como: robustez para outliers, distribuicdes
condicionais assimétricas e distribui¢des assimétricas dos ruidos. A distribui¢do proposta neste
trabalho € assimétrica, logo, é conveniente definir um modelo de regressao, cuja varidvel resposta

possui distribuicio WTM.
Definicao da Estrutura de Regressao

Sejam Y1,Y,,...,Y, varidveis aleatérias independentes, em que Y; ~ WT M (m;, ¢;)
parai=1,2,...,n. As estruturas de regressao para a moda (m;) e o parametro de forma (¢;) sao,

respectivamente, dadas por

gim)=m;=x{B e g(¢)=nu=1z]v. 4.1

em que B = (Bo,B1,..-.B,)" e v=(vo,V1,...,V,) " sdo vetores de parAmetros desconhecidos,
que representam os coeficientes de regressdo, considerados funcionalmente independentes,

B € R v € RIH! com p+ g +2 < n. Os preditores lineares sio representados por 1;; e

M, Xi = (1,x;1,- .. ,x,-p)T ez = (1,zi,... ,z,-q)T representam covaridveis conhecidas associadas
a i-ésima resposta. Assume-se que as matrizes de planejamento X = (1,xq,...,X,)' e Z =
(1,z1,...,2,) ", noqual 1 é um vetor de dimensio n x 1 em que todos os seus elementos sio iguais

a 1. As fungdes de ligagdo g1 : (—1,1) = Re g2 : (1,°0) — R devem ser estritamente mondétonas,
positivas e pelo menos duas vezes diferencidveis, de modo que m; = gl_] (M), oi =85 ! (N2:),
em que g, ' () e g, '(-) representam as fungdes inversas de gi(-) e g2(-), respectivamente.
(BOURGUIGNON; LEAO; GALLARDO, 2020).

Da equagao (4.1), nota-se que a variavel resposta esta relacionada ao i-ésimo preditor
por meio de uma fungdo, isto €, a formulagdo do modelo € estabelecida a partir de uma ligagao
entre a moda da distribuicao e o preditor linear. A escolha da funcdo de ligacdo resulta em um
modelo adequadamente ajustdvel, sob condicao de mapear apropriadamente o espaco paramétrico

dos pardmetros (m; e ¢;) para o conjunto dos nimeros reais (RPF1 x R4tD). Para uma discusséo
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mais detalhada das func¢des de ligacao, consulte McCullagh e Nelder (1989).
Considere a relagdo m; = (m’T“> As funcgdes de ligacdo que satisfazem as exigén-
cias do modelo, aplicadas a equacao (4.1), sdo:

* Funcdo logito

Funcdo probito

em que ®(-) representa a fungdo de distribui¢do de uma varidvel aleatéria normal padrio.

Complemento log-log

g(m;) =log{—log(1 —m;)}

Logaritmo

8(9:) = log(¢i)

¢ Raiz

g(d) = /o

A Tabela (1) apresenta as respectivas funcdes inversas das fungdes de ligacao:

probito, logito, complemento log-log, logaritmo e raiz.

Tabela 1 — Funcao de ligacao e sua respectiva funcao inversa.

Funcdo de ligag¢ao Funcdo inversa
Logito m=2 1.7.11111 -1
Probito m=2d(n;)—1

Complemento loglog m =2 (1 + e ) -1

Logaritmo ¢ =e™

Raiz o= (772)2
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Inferéncia sobre os parametros do modelo

Sejam Y1,Y> ..., Y, uma amostra de varidveis aleatorias independentes do modelo
T
de regressao proposto e 6 = (ﬁT, VT> o vetor de parametros da regressdo. A funcdo log-

verossimilhanga da distribuicilo WTM indexada pelos parametros m; e ¢;, corresponde a

0(0) =Y Lli(m,¢), (4.2)
i=1

em que

- 0 %=1\ v\ (w1 g1
im0y = tos (07 ) ioe () o ee (255) - (557) (%)

2 9 i
C log <1 _ o) (% )) (4.3)

A diferenciacdo da funcao log-verossimilhanga na equagao (4.3) com relacdo aos

parametros desconhecidos do modelo resulta na obten¢do da fungdo escore, representada por

U(e) = (Uﬁ(e)T,Uv(e)T)T, no qual

C ml7¢l dm; arlll .

Ug,(0) aﬁ, ; o dmis 3B, j=0,1,...,p. (4.4)
. « m17¢l doi M .

Uy (8) = ; o dmiav. = 0,1,...,q. (4.5)

A derivada da log-verossimilhan¢a com relagdo ao vetor de parametros da regressao
(B), corresponde ao cdlculo da equagio (4.4). Os termos que compdem a fungédo escore, sdo

dados por

no qual

e('"ii1>¢i<¢i¢;l>< 2 )¢'(¢_1)
b — mi+1 m;+1 _< 0 )

m;+1
yit 1\ (i1
+
m;+1 m;+1

A primeira derivada parcial da funcdo log-verossimilhanga com rela¢io ao pardmetro
86 (m,',(]f!i)
Bm,-

(4.6)

m; € denotada por e expressa pela equagdo (4.6). A diferenciacdo em funcao do preditor
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linear dm;/dn;; = 2/¢}(m}), em que g} representa a primeira derivada da fungdo de ligacdo
gi1(-) e dni;/dB; =x;j,para j=0,1,...,p, sob restricdio de x;o = 1, parai=1,...,n.

A primeira derivada da log-verossimilhanca em termos do vetor de parametros V,
corresponde ao cdlculo da equagdo (4.5). A determinacdo de cada termo desta expressao resulta

cm

1 1
Y 0) = 1 7 7\
Un(8) = Yoo

41 41\ 41 —1 4+1\% 1 1
o = o) - () e (o) (%) - () 5+ G)
m;+1 m;+1 m;+ 1 O; m;+ 1 0 o —1
2 9 (Z)i—l ¢ ¢
“\m; : 2 ! 2 ¢i—1 2 |
N 9i (g1
1o G) (%)

a derivada d¢;/dny; = 1/g5(¢:), a fungdo g} representa a primeira derivada da fungdo g»(-),

Zir,

Y

ONi/dV, = zir, parar =0,1,...,q, sob restricdo de z;o = 1, parai = 1,...,n.

Em forma matricial o vetor escore € estabelecido como Ug (6) = X"MbeUy (0)=
Z" ./ a, em que X é uma matriz de dimensio n x (p+ 1), cuja i-ésima linha é composta pelo
vetor X;, Z é uma matriz de dimensdo n x (¢ + 1), cuja i-ésima linha é composta pelo vetor
ziparai=1,...,n,a=(ay,...,ay) ,b=(b1,...,by) ", M= diag{2/g\(m}),...,2/g\(m})} e
M = diag(1/g5(91),---,1/85(9n))-

As estimativas de maxima verossimilhanga B , vV de B e v, respectivamente, sio
obtidos solucionando o sistema de equagdes Up,(0) = 0 e Uy, (0) = 0. Porém, as equagdes ndo
possuem uma forma fechada, impossibilitando a obten¢do das estimativas de maneira analitica.
Em contrapartida, uma alternativa € a utilizacdo de métodos numéricos. A segunda derivada da

fungao log-verossimilhanga (4.2) com relagdo a cada elemento de 6. Portanto, temos que
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U B 822(6) B Z”: d [dl(m;,¢;) dm; Iny;
b= 9B,0B lzlaﬁ dm;  dny; B
_ i[ mz,‘Pz dmz +a€i(miv¢i) J (dm’>:| dmix..x,
=~ 2 dnh am,- 0 dT[li dT[]i i
_0x(e) y 0 86 (m;, ¢;) dm; Iny;
Bjavr_aﬁjavr o l:lavr dm;  dny; &[3]
B i 9*i(mi, i) d¢i ] dmi
= «9m,a¢, dny | dmy
—_— 020(0) Z dli(m;, ;) do; My
Vf’v’_(?v_,-avr - l=1a" a(])z dTlZz 8Vr
n {826 (mi, ¢;) doi  Ili(mi, ;) 9 (dq&i)] de;
= Z 5 + =\ 5 | | 59— 2jZr-
P 9?7  dmi A I \dni /) | dm;

A matriz de informacao de Fisher € obtida a partir da segunda derivada da funcdo log-verossimilhanca
com respeito aos parametros do modelo, isto €, calculando a esperanca das segundas derivadas
parciais e multiplicando cada esperanga por —1, resultando nos elementos da matriz (RINNE,
2008). O desenvolvimento dos cdlculos dessas esperancgas estd posicionado no Apéndice A e

depende dos seguintes resultados.

<yl,+1)¢,-‘ (52) v(2.8(m, )

m; + 1 ( m17¢1)) ’

IV Y2 <m,,¢l>)+1og( 57 ) 7(2,8(mi,90)
(y )k,g(y ) - (6= (1 e¢1<'"“¢f>)2

A D\ (nIN] #(%) rto0g () 7 (2.5(ms. o
(mi—|-1) {Og<m,~+1>} B (1—e—5(m,-,¢1)[ Og(¢l—1> (2,0(mi, i) +

+ [log ((piqi 1)]27(15(%,%)) +7" (2,6(mi,¢i>)] ;

Y

em que a matriz € definida em termos da fun¢do gama incompleta inferior, por meio das
expressdes de esperanga, em que ¥ (2,8 (m;, ¢;)), ¥ (2,6 (mi, ¢:)) € ¥ (2,8(m;, ¢;)) denotam a
funcao gama incompleta inferior, primeira e segunda derivadas desta funcao, respectivamente,
na qual 8 (m;, ¢;) = (m,2+ : ) o (‘Ptq)l ) Resultados fundamentais sdo exigidos na obten¢do dos

elementos da matriz, destacam-se £ (%) =0ekE (%ﬂ) = 0. Alicercado nisto, obtém-

Se 0s componentes

(O)] &, (i(mi ) (dmi\?
—E [aﬁjaﬁl] = —gE( 57 )(dmi) Xi jXil “4.7)

1 1
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O formato matricial da equagio (4.7) é dado por —X " SM?X, em que S = diag(sy, ... , sy

M = diag{2/g} (m7),...,2/g)(my)}, para j,[ =0,1,....p.

Ademais, encontra-se os demais componentes

U8) o (Philmi )\ (do (dmi\
—F |:8ﬁ]avr:| ; ( 8ml8¢, )(dn2l> (dnli)ZIrxlj- (4.8)

O formato matricial da expressio (4.8) é dado por —X' MD.#Z, em que D = diag(dy,...,d,)",

M = diag{2/g} (m))...... 2/} ()} 4 = diag(1/gh(91).... 1/gh(9)). para j = 0,1,..., pe
r=0,1,...,q.

A expressdo do elemento Ky, ) da matriz € dada por

9%(() o (Pl(mi ) (doi P
_E {avjavj ZE( 297 )(dn2i> ZijZir- (4.9)

)T

O formato matricial da equagio (4.9) é dado por —Z"V.# 2Z., em que V = diag(vy,...,vy,
M =diag(1/g5(91),...,1/85(dn)) ", para j=0,1,...,per=0,1,...,q.

A matriz de informacao de Fisher para o vetor de pardmetros é denotada por K(0)

2

K K

Kuvp) Ky

os elementos da matriz correspondem a K g gy = —X"SM*X, K ) = K(Tv gy = ~X"MD.#Z
e Kyy = —Z"V.#*Z. Sob condi¢des de regularidade e para n suficientemente grande o
estimador de maxima verossimilhanca 6de 6 possui aproximadamente distribui¢gdo normal

multivariada com vetor de médias @ e matriz de covariancias K (9)_l (PAWITAN, 2001).

(3) 2§ 0

em que ~ representa “assintoticamente distribuido”, Np4+2 denota a distribui¢do normal de
dimensdo p+q+2, os EMVs de B e v sdo denotados, respectivamente, por B ev.

A distribuicdo assintética do EMV 6 de 6 justifica a constru¢do de testes para n
suficientemente grande, isto €, um teste aproximado baseado em uma estatistica que a medida
que n cresce (n — o), sua distribuicdo converge para a normal padrdo. Suponha que é de
interesse testar as hipéteses Hy : 6; = 91-0 versus H : 0; # 61.0, em que o teste de Wald pode ser
utilizado para testar essas hipoteses. O teste de Wald é um teste que possui propriedades de

—~ 2 ..
poder assintético, baseado em uma estatistica de teste W2 = (9,- — 91-0) /K", no qual k" é o i-

1
ésimo termo da diagonal principal da matriz de variancias e covariancias K (0) . Comumente

)T

9
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utiliza-se a raiz quadrada da estatistica de teste original de Wald, dada por
0. _ a0
W = 16 — 6; |
Vi
em que essa estatistica de teste busca quantificar a diferenca entre a estimativa e um valor hipoté-
tico do parametro desconhecido, ponderado por uma medida de precisdo representada pelo erro
padrao EP(é\,) = Vkii, Sob Hy e para n grande a estatistica de teste W segue, aproximadamente,
uma distribuicdo N(0,1) (PAWITAN, 2001). A partir da estatistica de teste é possivel obter
intervalos de confianga assintéticos para os parametros 6;, considerando-se um nivel de confianca

100(1 — &) %, para o € (0,1).

(51 —Z(l_a/z)\/ﬁ; §,~+Z(1_a/2)\/ﬁ> ,

em que zj_q/, denota o quantil da normal padréo CID(zl,a/z) =1-a/2.
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5 ANALISE DE DIAGNOSTICO

A escolha de um modelo que ajuste adequadamente aos dados exige uma anélise de
diagndstico, para que seja justificavel a selecdo deste modelo como uma representacao verossimil
da relacdo entre as varidveis em estudo, possibilitando-se uma aproximacao da realidade na apli-
cacdo do modelo de regressdao. A andlise de diagndstico engloba uma cuidadosa andlise de seus
residuos e tem como objetivo realizar uma investigagcdo na procura de discrepancias (presenca de
pontos influentes ou outliers), em evidéncias de violacdo na suposicdo da distribuicio da varidvel
resposta, na avaliacao da parte sistemdtica do modelo e na adequacdo da funcdo de ligacao.

As incongruéncias do modelo podem ser identificadas a partir de métodos de di-
agnoéstico que consistem em detectar padroes ao examinar o comportamento dos residuos,
identificando, a principio, por meio de técnicas informais: ferramentas graficas. Destaca-se
os principais graficos que permitem esta detec¢ao: grafico de residuos em relacao aos valores
ajustados, grafico quantil-quantil, grifico de indices versus residuos e graficos de valores obser-
vados versus valores ajustados. A partir da inspecdo dos residuos do modelo ajustado, € possivel
constatar sua adequabilidade. Destaca-se as formas residuais com frequente aplicabilidade na li-
teratura: residuo de Pearson (MCCULLAGH; NELDER, 1989), residuo de Pearson padronizado
(MCCULLAGH; NELDER, 1989), residuo componente da deviance (DAVISON; GIGLI, 1989)
e residuo quantilico aleatorizado (DUNN; SMYTH, 1996).

Com a finalidade de apresentar uma defini¢cao geral de residuos para modelos de
regressao que possuem respostas independentes, Dunn e Smyth (1996) propuseram os residuos

quantilicos aleatorizados, definidos por
r=a! (F(yi;ﬁ\ii,ai)> , parai=1,...,n,

no qual ®~!(-) denota a fun¢do quantil da distribui¢do normal padrdo e F (y;;;, 9;) denota a
funcdo de distribui¢do acumulada da varidvel resposta com distribuicdo WTM dada pela equagdo
(2.10), em que /; = 2g ™! (x?fi) —leg=g" (z;' V). Os residuos quantilicos aleatorizados
seguem, assintoticamente, uma distribuicéo N (0, 1) quando a distribui¢do proposta do modelo
ajustado esté corretamente especificada. Além disso, o grifico normal de probabilidades para os
residuos € recomendado na avaliacao de afastamentos da distribui¢do proposta para a resposta
bem como a presenga de observagdes aberrantes (PAULA, 2004).

As ferramentas que auxiliam nesta etapa da anélise compreendem os gréficos de

probabilidade, definidos como uma técnica informal para comparar visualmente os dados pro-

venientes de duas distribuicdes. Usualmente estas comparacdes podem ser efetuadas a partir
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dos quantis tedricos e amostrais, derivando-se o grafico também denominado quantil quantil
(QQ-plot). Quando a comparacao € decorrente dos quantis da distribui¢do normal, as observa-
coes comportam-se de maneira linear, aproximando-se de uma reta e sugerindo correspondéncia
das distribui¢des mediante a coincidéncia dos quantis. O grifico de probabilidade normal é
obtido por meio dos valores ordenados de um determinado residuo, diga-se r(1),7(2), - - - , () COM
ra) < r2) <... < F(n) DO qual r(;) Tepresenta a i-€sima estatistica de ordem, versus os valores
esperados das estatisticas de ordem Z ;) de uma distribui¢ao normal padrdo, ou seja, os pontos
(E (Z(,-)), r(,»)) , que constituem o gréfico descrevendo os quantis da distribui¢ao normal padrao
no eixo das abscissas. Utiliza-se a aproximagéo para E(Z(;)), detalhada a principio por Blom

(1958) como

.1 (i—3/8 )
E(Z(l.)):cp (m), i=1,...,n,

o grafico seminormal € obtido utilizando-se a aproximagdo, descrita por McCullagh e Nelder

(1989)

g [i+n+1/2 .
E(|Zy|) =@ I(W), i=1,...,n

A construcao deste grafico consiste em tracar os valores absolutos de um determinado
residuo ({r(i) ‘) versus as estatisticas de ordem esperadas de uma distribui¢do normal padrao, isto
é, significa que o grafico seminormal é constituido das coordenadas (E (!Z(i) |) , !r(i) ‘)

Uma técnica gréfica introduzida por Atkinson (1981), também denominada envelope,
¢ um método fundamentado em simula¢do para produzir bandas de confianca e adicioné-las a
um QQ-plot. Segundo Atkinson (1987) os envelopes simulados melhoram a interpretagdo de
um grafico diagndstico e mostra afastamentos da distribui¢do de referéncia. Atkinson (1982,
p. 36) relata: “graficos seminormais parecem mais eficazes do que graficos de probabilidade
normais na deteccao de valores discrepantes e observagdes influentes para amostras de tamanho
moderado, porém, espera-se que para amostras grandes o grifico de probabilidade normal seja
mais informativo”. Para um modelo adequadamente ajustado, os residuos permanecem dentro
dos limites do envelope. A obtencdo das bandas de confianca é executada via simulagdo de
Monte Carlo e segue a sequéncia de passos:

1) Ajustar o modelo de regressao WTM para obtengdo das estimativas 7 e {I)\ ;
2) Simular uma amostra aleatéria de tamanho n da varidvel resposta Y ~ WTM (i1, §);
3) Ajustar o mesmo modelo a cada varidvel resposta para os dados simulados com objetivo

de extrair os residuos quantilicos aleatorizados;
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4) Repetir os passos 2) e 3) t vezes, resultando em uma matriz com os residuos quantilicos
aleatorizados r; j,emque i=1,...,ne j=1,...,t. Composta pelos residuos originais e
simulados;

5) Ordenar de forma crescente os residuos, obtendo-se a nova matriz de residuos ordenados

6) Obter os limites rZ‘l.)y(l) = min; (ri ;). r?i)(t) = max; (r;,j) e mediana;

7) Plotar os residuos quantilicos ordenados versus ®~! ((i+n—1/8)/(2n+1/2)); e

8) Adicionar o envelope simulado ao grafico do item 7).
Selecao de modelos

Os modelos estatisticos tentam descrever a realidade para obtencdo de interpretacdes
precisas. Na existéncia de pelo menos dois modelos satisfatérios, busca-se selecionar o mais
adequado, fundamentando-se em técnicas de comparagdo entre um modelo considerado verda-
deiro e modelos candidatos. Para esta escolha considera-se, neste trabalho, a ferramenta analitica
intitulada critério de informacdo. Os critérios de informag¢do fornecem uma maneira de avaliar
o ajuste de um modelo com base no valor 6timo da funcdo log-verossimilhanca, apds aplicar
uma penalizacdo aos parametros que sao estimados no ajuste do modelo (WEST; WELCH,;
GALECKI, 2022). Akaike (1973) prop6s um método de selecao resultante da minimizacao da
distancia de Kullback-Leibler, denominado critério de informagdo de Akaike (AIC). Definido

por
AIC = —20(0) +2d,

a formulacdo desta técnica baseia-se na fung¢do de log-verossimilhanca acrescida de uma penali-
dade, representada por duas vezes a dimensao dos parametros de regressdo (d = p+qg+2). O
critério de escolha € definido pelo valor desta medida, isto €, destaca-se o modelo com menor
AIC comparado ao de outros modelos candidatos.

Como uma alternativa a técnica de Akaike (1974), outra abordagem para selecao
de modelos € apresentada por Schwarz (1978). Denominado critério de informacao bayesiano
(BIC), este método avalia o comportamento assintdtico de estimadores bayesianos, baseando-se

em uma classe especial de distribui¢des a priori, definido por
BIC = —20(8) + dlog(n),

este critério € calculado para cada modelo. De maneira semelhante ao AIC, a escolha do melhor

modelo pelo critério de informacao bayesiano € baseada no menor valor do BIC, em que sua
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formulacéo difere do AIC através da funcdo penalidade dlog(n), descrita como a multiplicagéo
da dimensao de 0 pelo logaritmo do nimero de observagoes.

Ademais, a qualidade do ajuste pode ser verificada por meio da anélise de diagndstico.
Segundo Ferrari e Cribari-Neto (2004) uma medida da variacao explicada pode ser obtida através
do pseudo R? (Rlz,), considerado como uma generalizacdo do R? para modelos cldssicos, definido
como o quadrado do coeficiente de correlagdo e utilizado para avaliar a relagdo entre 1) e g(y),
em que 0 < R%, < 1. E considerado o melhor ajuste aquele cujo modelo apresenta maior valor de
R

Outro critério de qualidade de ajuste, que também € obtido a partir da funcao de

verossimilhanca, foi proposto por Cox e Snell (1989), definido por
L(O 2/n
Rig=1— [—A)] : (5.1

no qual, observa-se que esta medida depende da razdo entre L(0), que representa a fungéo de
verossimilhan¢a do modelo com um intercepto (também chamado de modelo “nulo”) e L(@),
que representa a fun¢do de verossimilhan¢ca maximizada sobre B e V, referente ao modelo de
regressao ajustado. Percebe-se que a razao de verossimilhancas apresentada na equagao (5.1)
procura quantificar a diferencga entre os dois modelos, de modo que, quanto menor for o valor
desta quantidade, isto é L(a) > L(0), maior seré o valor de RZ, que no maximo serd igual a 1.

Por outro lado, se ambos os modelos ndo sdo muito diferentes, entdo o valor de R%S serd proximo

a 0. Em sintese, o modelo com melhor ajuste possui maior R%S.



36
6 COMPARACAO DE MODELOS

Menezes e Chakraborty (2021) forneceram uma colecdo de modelos de regressao
parametrizados pela moda, em que a varidvel resposta € limitada no intervalo unitdrio, compreen-
dendo as distribui¢cdes beta, Kumaraswamy, Gompertz unitdria € gama unitaria. A principio para
relacionar as distribui¢des mencionadas com a WTM, considera-se a transformagao ¥ = 2X — 1,
em que X € uma varidvel aleatdria cujo conjunto suporte pertence ao intervalo (0, 1).

Seja Y uma varidvel aleatdria com distribui¢do beta, sua funcio densidade de proba-

bilidade é definida por

1 y+ 1\ ! Y1\
b) = 2 1— (22— - —1 1
fla.0) B(a,b)( 2 ) { ( 2 ﬂ AL

para a,b > 1 a distribui¢do beta possui uma tinica moda, dada por

a—1
Moda(Y)=m=2| ———= | — 1.
oda(Y) =m (a—i—b—Z)

A fung¢@o de densidade beta modal, considerando-se b =1+ ¢ (1 —m) e a =1+ @m, para ¢ > 0,

¢ definida por

2I—

YO [ ey 100
fOlme) = (;(>1+(][11n,1<+fp(>1}—m)) »para —1 <y <.

Seja Y uma varidvel aleatéria com distribuicdo Kumaraswamy, sua funcio densidade

de probabilidade € definida por

1\ 1@
f(yla,b) =ab <)%> [1—()%) } 5 para —-1<y<l,

para a,b > 1 a distribuicdo Kumaraswamy possui uma unica moda, dada por

a—l l/a
Moda(Y) =m =2 -1
oda(Y) =m (ab—l)

A fungio de densidade Kumaraswamy modal é obtida considerando b = ¢! [1 +m=?(¢p — 1)}

ea= ¢, para ¢ >0, e é dada por

pom = Yoo (22)" - (222

Seja Y uma varidvel aleatéria com distribuicdo gama unitdria, sua funcao densidade

o [1+m=0(¢—1)] -1
, —l<y<l1.

de probabilidade é definida por

bt (y+1\"! y+1\147"1
- Yo “log (212 - 1 1
roled) = s (05) [Fee(P5)] gopm o<t
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para a,b > 1 a distribui¢do gama unitdria € unimodal, cuja equacdo € dada por

l—a

Moda(Y) = m = 2¢(5=1) 1.

A funcio de densidade gama unitdria modal é obtida utilizando b = [1 +1log(m) — ¢]log(m)~ ! e

a= ¢, para ¢ >0, e é dada por

FOlm, 0) :é{[1+log Inr(¢)log 1}¢ <%) (1—¢)log(m)~! [—log (erTlﬂd)l?

para —1 <y < 1.

Seja Y uma varidvel aleatdria com distribuicio Gompertz unitdria, sua funcdo densi-

dade de probabilidade ¢ dada por

—(b+1) +1\ b
f(y|a,b)—%ab (y—;l) e{fa[OT) 71]},para —l<y<l,

para a,b > 0 a distribui¢do possui uma tnica moda, cuja equacdo € dada por

1/b
Moda(Y):m:2< ab > ~1.

b+1
A funcdo de densidade Gompertz unitaria modal € caracterizada considerando b = ¢ € a =
¢~ 'm?(¢ +1), para ¢ > 0, e é dada por

o) )
rotme) =gt () O] <y

Uma abordagem cldssica para selecio de modelos concorrentes foi desenvolvida por Vuong
(1989), no qual é feito um teste de hipoteses para comparar os ajustes de dois modelos concor-
rentes, em que as hipoteses consideradas sao
* Hp: Os dois modelos sdo equivalentes.
* H;: Os dois modelos ndo sdo equivalentes.
O teste de Vuong € fundamentado na razao de verossimilhancas de Vuong, para

comparar modelos de regressao nao aninhados e possui a estatistica de teste definida por

y,|x,, )

w2\/‘ Zl (y,|x,,/)

N2 N\ 12
2 Iy (1o L0k 0) ) P L f O, 6)
@ n,:Zl <og g(ilxi,7) n,:Zl o8 g(vilxi,7) 7

em que f(-) representa a fdp (ou a func¢@o de probabilidade) para o modelo 1 e g(-) representa

no qual

a fdp para o modelo 2. Para n suficientemente grande a estatistica de teste (7"), sob Hy, possui
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aproximadamente distribui¢do normal padrao. Considerando um nivel de significAncia 100 x a%,
a hipdtese nula avalia a equivaléncia entre duas distribui¢des, na qual Hy serd rejeitada se
IT| >z /2, €M que Z4 > representa o quantil o /2 da distribui¢do N(0, 1) (MENEZES; CHA-
KRABORTY, 2021). Caso a hipétese nula seja rejeitada, deve-se verificar o sinal da estatistica
de teste. Se T > 0 entdo o modelo 1 é preferivel em comparagdo ao modelo 2, por outro lado, se

T < 0 entdo o modelo 2 é preferivel em comparagdo ao modelo 1.
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7 SIMULACAO DE MONTE CARLO

Um estudo de simulacao foi realizado com o objetivo de avaliar o desempenho dos
estimadores de méxima verossimilhanga para os parametros do modelo de regressaio WTM.
As inferéncias pontuais e intervalares sao obtidas pelo método de Monte Carlo, com o suporte
computacional do software R (R Core Team, 2023) para estimacao paramétrica. Foram geradas

n observagdes de Y ~ WTM(m;, ¢;), considerando-se as seguintes estruturas

gi(mi) = PBo+Bixi+-+ Bpxip,

2(0:;) = vo+Vvizi+---+ Vyzig,

em que i = 1,...,n, para a estrutura de regressdo da moda foram estabelecidas trés fungdes
de ligacdo: logito, probito e complemento log-log, enquanto para estrutura do parametro de
forma foi utilizada a fungdo logaritmica. As covaridveis associadas a i-€sima observagdo sao
geradas a partir de uma distribui¢do uniforme padrio, isto é, U(0, 1), devido a conveniéncia
numérica. Considerou-se R = 10.000 réplicas de Monte Carlo e trés cendrios para avaliar
o desempenho dos estimadores: cendrio (A): By = —1,0, 1 = 0,5, vp = 1,0 e v; =0,5,
cendrio (B): By = 0,5, 1 = —1,0, B = —0,5, vp = 1,5 e v{ = 0,5, cendrio (C): By = 2,0,
B1=—1,0, vy =1,5e vi =2,0. Foi considerado, para esta andlise, sete tamanhos de amostra
n € {20,30,40,50,100,200,500}, dois tamanhos para o vetor de parimetros B (p=1¢ p =2)

e um tamanho para v (¢ = 1). Obtendo-se para cada tamanho amostral as seguintes quantidades

~ 1ZR:A
Ouc = + ) 6
RS
~ 1 R
dp(Ouc) = =1 Y (6 — 6uc)?,
T =l

D>

VR(Ouc) = (T) 100%,

cam (6uc) = /a0* (Buc) +° (Auc).

As equagdes denotam, respectivamente, a média, o desvio-padrdo, viés relativo

D>
S )
a

(porcentagem) e raiz quadrada do erro quadritico médio, também serd apresentado a curtose e
assimetria, cujo valor verdadeiro do parametro é denotado por 0. A estimagao dos parametros é
efetuada através da fun¢do nlminb (), cujos valores iniciais para obtencdo das estimativas do
parAmetro B sdo obtidos pelo método de minimos quadrados de um modelo de regressdo linear,

a partir da transformacdo Y* = g; (%), os chutes iniciais para o vetor V sdo obtidos a partir
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do célculo da variancia Y*, dada por S? (Y*) (MELO; LOOSE; CARVALHO, 2021). Para cada
cendrio foi avaliado as estimativas de Monte Carlo: média, viés relativo, desvio-padrao, erro
quadrético médio, coeficiente momento de curtose (K), coeficiente momento de assimetria (CA)
e taxas de cobertura (TC), utilizando-se as func¢des de ligagdo: logito, probito e complemento
log-log.

Ao avaliar o cendrio A (Tabela 2) verifica-se que as estimativas do pardmetro B estéo
préximas dos valores especificados By = —1,0 e B; = 0,5. De maneira semelhante, analisa-se
uma concordancia entre as estimativas do parametro V e seus valores determinados. Portanto,
observa-se que com o aumento do tamanho amostral as estimativas obtidas pelo método de Monte
Carlo dos parametros do modelo se aproximam dos verdadeiros valores estabelecidos. Para o
tamanho amostral n = 20 o viés relativo de Vy chega a 10,20%, de modo que o viés diminui
gradativamente quando n aumenta, mantendo-se proximo de zero para n = 500. Além disso,
de acordo com a Tabela (2) as medidas de curtose e coeficiente de assimetria dao indicios de
normalidade assintética para os estimadores, pois, conforme o tamanho de n aumenta o valor do
coeficiente de assimetria das estimativas se aproxima de zero e o valor da curtose se aproxima de
3. Com o aumento de n, o desvio-padrao diminui e as taxas de cobertura estimadas se aproximam
de 1 — «, para os niveis de significancia previamente estabelecidos por & =0,01,0,05 e 0, 1. De
maneira complementar € possivel identificar nos grificos box-plots da Figura (2) que o aumento
de n implica na diminuicao da dispersdo e as estimativas de §MC dos parametros tornam-se mais
precisas.

Com auxilio das Tabelas (3) e (4) é possivel identificar concordancia entre o modelo
logito e os modelos probito e complemento log-log, caracterizados pelo baixo viés relativo
referente ao pardmetro B e gradativa diminui¢do do viés relativo relacionado ao pardmetro v, de
forma que, a partir do tamanho n = 200 os vieses de Vj e V; se aproximam de zero. Observa-se
que as medidas de curtose e coeficiente de assimetria indicam normalidade assintdtica para os
estimadores devido as estimativas se aproximarem dos valores 3 e 0, respectivamente. As taxas
de cobertura estimadas para ambos os modelos se aproximam do valor ideal com o aumento do
tamanho amostral. Os graficos box-plots das Figuras (3) e (4), referentes aos modelos probito e
complemento log-log, respectivamente, indicam diminui¢ao na dispersao e estimativas MC mais
precisas de acordo com o aumento de n.

Verifica-se pelas Tabelas (5), (6) e (7), referentes ao cendrio B, que tanto as es-
timativas do pardmetro B quanto as estimativas do parAmetro v estdo proximas dos valores

estabelecidos By = 0,5, By = —1,0, B, = —0,5e vo = 1,5, vi =0,5. Além disso, quando o



41

m*

Tabela 2 — Estudo de simulacéo para o cenario A: g;(m") = log (W) , para os tamanhos
amostrais n= 20, 30, 40, 50, 100, 200, 500, 3y = —1,0, B; = 0,5, vo = 1,0 e

Vi :0,5.
n  Estimador  Oyc VR(%) dp Jegm K CA  —550 OTgCS 59
Bo -0,9977 -0,2295 02300 02300 3,9015 -0,1916 08115 08756 0,9494
0 B 0,5005 0,1053 04016 04016 4,0979 00667 08022 0,8688 0,9462
o 1,1021 102097 03853 03986 472718 0,6078 0,8075 0,8802 0,9531
i 0,5445 8,8968 06923 0,6938 13,8685 -0,0850 07896 0,8712 0,9583
Bo -1,0001  0,0106 0,1753 0,1753 32643 -0,1774 0,8343 0,8989 0,9632
Bi 0,5088 1,7520 03009 03011 3,3504 0,0438 08311 0,8997 0,9635
30 o 1,0677  6,7700 02777 02859 4,1149 0,6079 0,8342 0,8994 0,9666
i 05306 6,1169 04948 04957 3,6065 -0,0607 0,8153 0,8835 0,9641
Bo -1,0002  0,0240 0,1465 0,1465 13,3979 -0,1627 08567 09160 09714
0 Bi 0,5037 0,7432 02541 02542 32680 0,0365 0,8408 0,9056 0,9683
0 1,0451 45085 02230 02275 3,7610 0,5190 0,8494 09108 09734
Vi 0,5346 69277 044015 04030 3,3857 0,0396 0,8318 0,8995 0,9667
Bo -1,0002  0,0185 0,1301 0,1301 3,1448 -0,1374 08590 09195 0,9767
5% Bi 0,5040  0,7925 02212 02212 32781 00128 08602 09168 0,9733
o 1,0391 39099 10,1954 0,1993 3,6334 04514 08521 09165 0,9749
2 05196 39151 03414 03420 33399 -0,0234 08477 0,9098 0,9734
Bo -0,9995 -0,0488 0,0890 0,0890 3,0932 -0,0879 0,8835 0,9384 0,9832
100 @ 0,5010 0,2046 0,1497 0,1497 3,0658 0,0070 0,8808 0,9318 0,9842
0 1,0189 11,8896 0,1254 0,1268 3,3347 0,3580 0,8787 0,9359 0,9848
i 0,5093 1,8675 02190 02192 3,2062 00175 0,8756 0,9306 0,9812
Bo -0,9995 -0,0454 0,0625 0,0625 3,0243 -0,0800 0,8908 0,9420 0,9875
200 [E] 0,5001  0,0248 0,1050 0,1050 3,0619 0,0254 0,8853 0,9389 0,9861
i 1,0084 0.8366 0,0847 00851 3,1142 02202 08918 0,9426 0,9888
i 0,5058 1,1664 0,1466 0,1467 3,0184 0,0104 0,8868 09417 0,9877
Bo -1,0000 -0,0042 0,0383 0,0383 3,0034 -0,0234 0,9015 0,9487 0,9894
<00 @ 05011 02220 00642 00642 29144 -0,0171 09012 09513 0,9904
o 1,0034 03445 00526 00527 3,1221 02134 08987 09477 0,9881
2 0,5026 05160 0,0910 0,0910 3,0142 -0,0472 0,8939 0,9438 0,9884

tamanho amostral aumenta os valores da curtose e coeficiente de assimetria se aproximam dos
valores 3 e 0, respectivamente, em que verifica-se a propriedade de normalidade assintética para
os estimadores dos modelos logito, probito e complemento log-log. As taxas de cobertura estima-
das para n suficientemente grande se aproximam de 0,9, 0,95 e 0,99. Os graficos box-plots das
Figuras (5), (6) e (7) elucidam a exatidao das estimativas e diminui¢do da dispersado, acarretada
pelo aumento de n.

A simulac¢@o associada ao cendrio C encontra-se no Apéndice B: considerou-se as
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Figura 2 — Box-plots das estimativas de Monte Carlo para o cenario A. Linha vermelha
representa o valor verdadeiro do parametro, em que ) = —1,0, 8; = 0,5,
vo=1,0 e vi =0,5 de acordo com o tamanho amostral (n), cuja funciao de

ligacdo € logito.

funcdes de ligacao logito, probito e complemento log-log, em que a propriedade de normalidade
assintética € verificada para o modelo logito, cujo comportamento das estimativas coincidem
com os demais cendrios destacados neste capitulo. Porém, para as fun¢des de ligacao probito e
complemento log-log, o viés relativo e desvio-padrio foram considerados altos, sobretudo, para
tamanhos amostrais pequenos, além da curtose e coeficiente de assimetria de B apresentarem
distancia dos valores 3 e 0. A func¢do de ligagdo complemento log-log foi considerada a menos

eficaz para o cenério C.
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Tabela 3 — Estudo de simulacdo para o cenario A: g;(m*) = ®!(m*), para os tamanhos
amostrais n= 20, 30, 40, 50, 100, 200, 500 em que 3, = —1,0, f; = 0,5, vo = 1,0

ev; =0,5.

n  Estimador Ouc VR(%) dp veqm K CA 090 (;F 9CS .99
Bo -0,9996 -0,0410 0,1123 0,1123 3,8260 -0,1946 0,8544 0,9120 0,9709
B 0,4981 -0,3827 0,2013 0,2013 3,8129 0,0749 0,8466 0,9044 0,9671
20 Vo 1,1068 10,6824 0,3619 03773 6,1375 0,8385 0,8208 0,8917 0,9674
\% 0,5006  0,1283 0,6403 0,6403 43593 -0,2051 0,8419 0,9066 0,9661
[?0 -1,0008 0,0841 0,0857 0,0857 3,2553 -0,1955 0,8676 0,9221 0,9761
10 By 0,5045 09053 0,1525 0,1526 3,2791 0,0257 0,8602 0,9214 0,9764
) 1,0713  7,1290 10,2695 0,2787 3,7842 10,6482 10,8442 0,9054 0,9688
Vi 0,5134  2,6729 04729 04731 34197 -0,1747 0,8534 0,9183 0,9783
BE) -1,0005 10,0454 0,0725 0,0725 3,1682 -0,1842 0,8694 0,9259 0,9792
40 [/3\1 0,5027 0,5455 0,1286 0,1286 3,1900 0,0432 0,8607 0,9220 0,9755
Vo 1,0494 49408 0,2204 0,2259 3,6424 0,5708 0,8575 09165 0,9738
Vi 0,5207 4,1462 0,3855 0,3861 3,2757 -0,0819 0,8561 0,9229 0,9811
Bo -0,9996 -0,0421 0,0633 0,0633 3,2449 -0,1530 0,8764 09311 0,9807
50 [jf:] 0,5016 03147 0,1119 0,1119 3,2437 0,0064 0,8739 0,9293 0,9796
Vo 1,0360 3,6045 0,1870 0,1904 3,5078 0,5135 0,8695 0,9252 0,9810
Vi 0,5240 4,8053 10,3311 0,3320 3,2907 -0,1004 0,8627 0,9265 0,9826
B\O -0,9998 -0,0194 10,0442 0,0442 3,0957 -0,0884 0,8774 0,9336 0,9823
100 [31 0,5008 0,1641 0,0772 0,0772 3,1095 0,0165 0,8813 0,9347 0,9832
Vo 1,0193 1,9280 0,1257 0,1272 3,1878 0,3314 0,8775 0,9337 0,9836
Vi 0,5102 2,0344 0,2184 0,2186 3,1406 -0,0153 0,8733 0,9294 0,9844
BE) -1,0002 0,0206 0,0304 0,0304 3,0197 -0,0758 0,8925 0,9405 0,9869
200 [E] 0,5011  0,2278 0,0528 0,0528 3,0075 0,0359 0,8914 0,9461 0,9882
Vo 1,0100  0,9994 0,0847 0,0853 3,1555 0,2770 0,8927 0,9443 0,9877
Vi 0,5026  0,5109 0,1473 0,1473 3,0470 -0,0003 0,8863 0,9424 0,9870
Bo -0,9999 -0,0129 0,0190 0,0190 3,0652 -0,0221 0,8963 0,9457 0,9901
500 @ 0,5000  0,0029 0,0330 0,0330 3,0224 -0,0121 0,8998 0,9500 0,9893
Vo 1,0036  0,3578 10,0521 0,0522 3,0015 0,1127 0,8990 0,9487 0,9902

Vi 0,5012  0,2396 0,0897 0,0897 2,9990 0,0383 0,8998 0,9514 0,9909
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Figura 3 — Box-plots das estimativas de Monte Carlo para o cenario A. Linha vermelha
representa o valor verdadeiro do parametro, em que ) = —1,0, 3; = 0,5,
vo=1,0 e vi = 0,5 de acordo com o tamanho amostral (n), cuja funcao de
ligacio é probito.
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Tabela 4 — Estudo de simulac¢io para o cenario A: g;(m*) =log(—log(1 —m*)) , para os
tamanhos amostrais n= 20, 30, 40, 50, 100, 200, 500 em que Sy = —1,0, 3; =0, 5,
vo=1,0ev;=0,5

n  Estimador Ouc VR(%) dp veqm K CA 0.90 (;1:;:5 0.99
Bo -1,0006 0,0638 0,2037 0,2037 4,0042 -0,2705 0,7998 0,8656 0,9420
20 [?1 0,5040 0,7926 0,3542 0,3542 4,2961 0,1242 0,7933 0,8588 0,9389
) 1,0952  9,5200 0,4066 04176 52177 0,6333 0,8062 0,8774 0,9513
Vi 0,5592 11,8497 0,7325 0,7349 4,4042 -0,1301 0,7764 0,8579 0,9517
Bo 10013 0,1339  0,1562 0,1562 32848 -0,2043 0,8258 0,8903 0,9620
B 0,5055 1,0952 02650 02650 3,4058 0,0683 0,8261 0,8850 0,9573
30 Vo 1,0565 5,6517 0,2917 0,2972 4,1740 0,4628 0,8308 0,8957 10,9650
Vi 0,5483 9,6516 0,5215 0,5238 3,8422 0,0453 0,8071 0,8792 0,9572
[?0 -1,0009 0,0857 0,1298 0,1298 3,2693 -0,1953 0,8493 0,9111 0,9689
10 [jf:] 0,5058 11,1572 0,2204 02205 3,3569 0,0303 0,8463 0,9071 0,9682
Vo 1,0404 4,0361 0,2330 0,2364 4,0154 0,4478 0,8520 0,9121 0,9733
Vi 0,5399 17,9883 04116 04135 3,5424 0,0264 0,8311 0,8960 0,9660
B\O -1,0010 0,1030 0,1148 0,1148 3,1655 -0,1745 0,8579 0,9185 0,9754
50 [?1 0,5043  0,8679 0,1932 0,1933 3,2959 0,0268 0,8588 0,9159 0,9725
Vo 1,0353  3,5318 0,2011 0,2041 3,6844 03315 0,8535 09172 09753
Vi 0,5255 5,1045 10,3495 0,3505 3,4601 0,0533 0,8463 0,9099 09735
BE) -1,0000 0,0010 0,0783 0,0783 3,1028 -0,1122 0,8819 0,9391 0,9833
100 Bj 0,5013  0,2593 0,1304 0,1304 3,0716 0,0124 0,8813 0,9319 0,9844
Vo 1,0171  1,7091 0,1278 0,1290 3,3342 0,2971 0,8793 10,9374 0,9855
Vi 0,5120 2,4075 0,2223 0,2226 3,2358 0,0544 0,8755 0,9302 0,9816
[?0 -1,0001  0,0122 0,0552 0,0552 3,0471 -0,0829 0,8828 0,9392 0,9875
200 @ 0,5018 0,3687 0,0917 0,0918 3,0903 -0,0102 0,8808 0,9386 0,9866
Vo 1,0081 0,8138 0,0860 0,0864 3,1225 0,2100 0,8926 0,9474 0,9877
Vi 0,5061 1,2186 0,1490 0,1492 3,1042 -0,0048 0,8884 0,9417 10,9870
BE) -1,0004 0,0413 0,0342 0,0343 3,0546 -0,0613 0,8950 0,9468 0,9879
[?1 0,5012  0,2412 0,0565 0,0566 2,9458 0,0099 0,8946 0,9468 0,9888
500 Vo 1,0034 0,3446 0,0531 0,0532 3,0549 0,1683 0,8974 0,9468 0,9901

Vi 0,5015 0,3087 0,0915 0,0915 2,9898 -0,0260 0,8963 0,9469 0,9888
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Figura 4 — Box-plot das estimativas de Monte Carlo para o cenario A. Linha vermelha
representa o valor verdadeiro do parametro, em que ) = —1,0, 3; = 0,5,
vo=1,0 e vi = 0,5 de acordo com o tamanho amostral (n), cuja funcao de

ligacdo é cloglog.
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Tabela 5 — Estudo de simulacdo para o cenario B: g;(m*) = log <lf’* : > , para os tamanhos

amostrais n= 20, 30, 40, 50, 100, 200, 500 ¢ 3, = 0,5, B; = —1,0, B, = 0,5,
vww=15ev;=0,5

n  Estimador  @yc VR(%) dp N 4 CA 550 OT,9CS 0.9
Bo 05073 14673 02620 02621 3,9323 -0.0092 0,8300 0,8908 0,9565
B -1,0142 14202 03154 03158 3,7685 -0,0726 0.8310 0,8943 0,9590
20 B, -0,5073 14549 03109 03110 4,0654 -0,0584 0.8295 0.8896 0,9590
Vo 1,6181 7.8736 04759 04903 4,7486 04147 07743 08500 0,9424
Vi 0,5527 10,5441 08912 0,8928 46265 0,1601 0,7810 0,8509 09121
Bo 0,5039 0,7845 0,1968 0,1969 33372 00052 0,8428 0,9096 09695
B -1,0063  0,6323 02338 0,2338 13,2838 -0,0906 0,8484 009115 0,9702
30 i -0,5074 14896 0,2298 0,2300 3,3710 -0,0673 0,8453 09089 0,9694
Vo 1,5798 53203 03324 03418 36464 03957 08141 08799 0,9559
Vi 0,5330  6,6063 0,5964 0,5973 36196 -0,0853 0,8271 0,8944 0,9629
Bo 0,5051 1,0254 0,1631 0,1631 32655 -0,0245 0,8590 09198 0,9746
il -1,0086  0,8583 0,1931 0,1933 32596 -0,0224 0,8617 09209 0,9764
40 i -0,5039  0,7861 0,1916 0,1917 3,3733 0,0391 0,8510 09122 0,9695
Vo 1,5544  3,6292 02677 02732 34484 04249 08344 08942 0,9633
Vi 0,5392  7,8304 04732 04748 33128 -0,1314 0,8326 09062 09723
Bo 0,5026 05153 0,1430 0,1430 3,1910 00313 08682 09223 0,9756
il -1,0040 03976 0,1683 0,1683 3,1834 -0,0586 0.8668 09245 0,9773
>0 B, -0,5018 03530 0,1642 0,1642 3,1698 -0,0120 0.8622 0,9233 0,9766
Vo 15466 3,1052 02293 02340 34448 04202 08467 09046 0,9669
Vi 0,5299 59738 04044 04055 3,1939 -0,0420 0,8406 0,9092 0,9745
Bo 0,5016 03181 0,0966 0,0966 3,1191 -0,0340 0,8811 09373 0,9842
By -1,0025 02542 0,1132 0,1133 3,0253 -0,0002 0,8773 09331 0,9829
100 i -0,5018  0,3547 0,1104 0,1104 3,1363 -0,0251 0,8763 09348 0,9838
Vo 1,5195 12997 0,1450 0,1463 3,1728 02140 0,8737 0,9299 0,9815
Vi 05193 3,8503 02522 02529 3,1456 -0,0309 0,8736 0,9303 0,9821
Bo 0,5016 0,3206 0,0676 0,0676 3,1291 -0,0789 0,8849 0,9380 0,9855
By -1,0027 02674 0,0787 0,0787 3,0394 0,0002 0,8835 09382 0,9853
200 i -0,5002  0,0497 0,0767 0,0767 3,1561 0,0099 0,8873 09404 0,9840
Vo 1,5100  0,6667 0,0979 0,0984 3,0788 02098 0,8866 09410 0,9863
Vi 0,5081 1,6165 0,1699 0,1701 3,0435 -0,0429 0,8861 09402 0,9850
Bo 0,5010  0,1975 0,0418 0,0418 3,0289 0,0525 0,8948 0,9458 0,9886
B -1,0013  0,1303  0,0485 0,0485 2,8840 -0,0285 0,8921 09459 0,9895
500 i -0,5006 0,1294 00475 0,0475 29909 00113 08950 09462 0,9892
Vo 1,5040 02696 00602 0,0603 3,0864 0,1118 08958 09459 0,9875

\% 0,5034 0,6882 0,1038 0,1038 3,0284 -0,0247 0,8916 0,9420 0,9876
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Figura 5 — Box-plot das estimativas de Monte Carlo para o cenario B. Linha vermelha

representa o valor verdadeiro do parametro, em que ) = 0,5, §; = —1,0,
B, =—0,5,vg=1,5e vi =0,5 de acordo com o tamanho amostral (), cuja
funcao de ligacao € logito.
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Tabela 6 — Estudo de simulacdo para o cenario B: g;(m*) = ®~!(m*), para os tamanhos
amostrais n= 20, 30, 40, 50, 100, 200, 500 ¢ 3, = 0,5, B; = —1,0, B, = —0,5,
vww=15ev;=0,5

n  Estimador  Oyc VR(%) dp Jegm K CA  —jgo 59(35 059
Bo 0,5015 02934 10,1603 0,1603 3,5785 0,0194 0,8664 0,9151 0,9619
i} -1,0053  0,5301 0,1862 0,1862 3,8097 -0,0797 0,8686 09131 09570
20 B> -0,5049 09736  0,1797 0,1798 3,9432 -0,0952 0,8732 0,9223 09684
Vo 1,5854 56933 04712 04789 50768 0,5563 0.8105 0,8812 0,9431
Vi 0,5917 18,3395 09078 09124 4,3801 0,1347 0,7637 0,8182 0,8700
Bo 0,5007 0,1427 0,1186 0,1186 3,3859 -0,0470 09009 0,9427 0,9792
B -1,0037 03653 0,1362 0,1362 3,4753 -0,0244 009085 0,9475 0,9799
30 i -0,5020 03983 0,1309 0,1309 3,3351 -0,0162 09020 09448 0,9838
Vo 1,5739 49251 03181 03265 4,1220 0,3637 0.8458 09137 0,9792
Vi 0,5128 25586 0,5858 05859 3,9043 0,0169 0,8477 0,9039 0,9544
Bo 0,5019 03861 0,0998 0,0999 32407 -0,0730 0,9150 0,9540 0,9860
B -1,0041 04132 0,1148 0,1149 3,1518 10,0230 09152 09534 0,9875
40 i -0,5017 03428 0,1075 0,1075 3,3405 -0,0093 009140 09541 0,9894
Vo 1,5587 39157 02630 02695 3,4847 03544 08538 09167 0,9785
Vi 0,5106 2,1206 04626 04628 34621 -0,0634 08757 0,9328 0,9779
Bo 0,5020 04081 0,0881 0,0882 3,1923 -0,0425 09137 0,9543 0,9879
B -1,0032 03216 0,0995 0,099 3,1520 -0,0576 09230 09624 0,9915
>0 B> -0,5022 04487  0,0961 0,091 3,3110 0,0227 09066 0,9496 0,9863
Vo 1,5515 34315 02236 02294 32887 03669 0,8652 09212 0,9793
Vi 05063 1,2633 03918 03919 3,3534 -0,1026 0,8846 0,9409 0,9842
Bo 0,5011 02268 0,0595 00595 3,0716 -0,0470 09188 0,9619 0,9924
il -1,0021 02058 00666 0,0666 3,1137 -0,0151 09251 0,9640 0,9932
100 i -0,5011 02187 0,0642 0,0642 3,0599 -0,0044 09116 009546 0,9921
Vo 1,5195 13021 0,1465 0,1478 3,1441 02292 08792 09349 0,9841
Vi 0,5156 3,1198 02548 02553 3,1202 -0,0585 0,8895 0,9460 0,9888
Bo 0,5013 02536 0,0416 0,416 3,1330 -0,0236 0,9188 0,9620 0,9924
200 B -1,0019  0,1913 00462 0,0462 3,0705 0,0234 09218 0,9616 0,9921
i -0,5004 0,0743  0,0439 0,0439 3,1322 -0,0027 09133 09601 0,9923
Vo 1,5104  0,6942 0,0986 0,0991 3,0447 02111 08886 09420 0,9864
Vi 0,5090 1,8073 0,1711 0,1713 2,9914 -0,0342 0,8907 0,9464 0,9896
Bo 0,4997 -0,0516 10,0256 0,0256 2,9527 0,0250 0,9259 0,9674 0,9945
B -1,0000  0,0025 0,0285 0,0285 3,0663 -0,0475 09253 09645 0,9951
500 i -0,4996 -0,0798 0,0270 0,0270 12,9830 0,0155 09221 0,9640 0,9950
Vo 1,5044 02922 0,0604 0,0605 3,0985 0,1051 0,8995 0,9490 0,9892

Vi 0,5030 0,6096 0,1033 0,1033 3,0677 0,0111 0,9038 0,9529 0,9904




50

1

|-
- -
|-

- | -

-
|-
1]

-

~ -
-

|
—

AR

Figura 6 — Box-plot das estimativas de Monte Carlo para o cenario B. Linha vermelha
representa o valor verdadeiro do parametro, em que ) = 0,5, §; = —1,0,
B, =—0,5,vg=1,5e vi =0,5 de acordo com o tamanho amostral (), cuja
funcao de ligacao é probito.
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Tabela 7 — Estudo de simulacio para o cenario B: g (m*) = log(—log(1 —m")), para os
tamanhos amostrais n= 20, 30, 40, 50, 100, 200, 500 ¢ 3, = 0,5, B; = —1,0,
Bz = —0,5, vw=1,5evi=0,5

n  Estimador Ouc VR(%) dp veqm K CA 0.90 (;1:;:5 0.99
Bo 0,5170  3,4071 0,2430 0,2436 4,5703 0,1978 0,7957 0,8634 0,9424
Bi -1,0243  2,4350 10,2900 0,2911 4,6076 -0,2841 0,7981 0,8663 0,9410
20 B -0,5126  2,5135 0,2812 0,2814 4,7590 -0,0855 0,7886 0,8592 0,9389
Vo 1,6083  7,2181 0,5287 0,5397 4,1132 0,1680 0,7491 0,8198 0,9178
\%1 0,5892 17,8431 0,9848 0,9888 4,5368 0,1784 0,7479 0,8305 0,9193
Bo 0,5119 2,3734 0,1791 0,1795 3,4605 0,1063 0,8250 0,8901 0,9612
b1 -1,0166  1,6591 02110 0,2116 3,4697 -0,1286 0,8281 0,8894 0,9601
30 B> -0,5075 1,4942 02026 0,2027 3,4193 -0,0290 0,8203 0,8849 0,9588
Vo 1,5691 4,6052 0,3618 0,3684 42116 0,3619 0,7985 0,8644 0,9482
\Z 0,5638 12,7517 0,6535 0,6566 3,9628 -0,0595 0,7811 0,8597 0,9528
Bo 0,5070  1,3940 0,1476 0,1477 3,3200 0,0450 0,8425 0,9085 0,9672
Bi -1,0119 11,1883 0,1734 0,1738 3,3991 -0,1531 0,8393 0,9036 0,9695
40 B -0,5042  0,8391 0,1682 0,1683 3,3724 -0,0430 0,8342 0,9015 0,9653
Vo 1,5510  3,3991 0,2862 0,2907 3,7368 0,2847 0,8212 0,8871 0,9595
\% 0,5477 9,5430 0,5084 0,5106 3,4528 -0,0131 0,8083 0,8796 0,9619
Bo 0,5065 1,3000 0,1304 0,1305 3,2741 0,0496 0,8487 09113 0,9706
Bi -1,0087 0,8662 0,1514 0,1516 3,1960 -0,0870 0,8443 0,9096 0,9760
>0 B -0,5055 11,0971 0,1455 0,1456 3,2419 -0,0408 0,8507 0,9089 0,9713
Vo 1,5387 2,5772  0,2416 0,2447 3,5233 0,2602 0,8363 0,8990 0,9676
\%1 0,5441 8,8135 0,4332 04354 3,4125 0,0176 0,8154 0,8845 0,9643
Bo 0,5033  0,6675 0,0862 0,0862 3,0968 0,0601 0,8743 0,9328 0,9821
Bi -1,0046  0,4562 0,0995 0,0996 3,1079 -0,0499 0,8784 0,9319 0,9840
100 B -0,5012  0,2359 0,0965 0,0965 3,1235 -0,0666 0,8740 0,9319 0,9803
Vo 1,5196  1,3059 0,1535 0,1548 13,1292 0,1580 0,8667 0,9230 0,9787
\%| 0,5214 42742 0,2683 02691 3,2122 0,08389 0,8557 09171 0,9762
Bo 0,5022 0,4371 0,0593 0,0593 3,0735 0,0133 0,8930 0,9439 0,9872
200 B -1,0030 0,2984 0,0687 0,0688 3,1042 -0,0357 0,8866 0,9403 0,9865
B -0,5012  0,2309 0,0662 0,0662 3,1062 -0,0256 0,8881 0,9408 0,9864
Vo 1,5083  0,5547 0,1029 0,1033 3,0587 0,1477 0,8831 0,9370 0,9875
\% 0,5121 24184 0,1769 0,1773 3,0964 0,0359 0,8769 0,9344 0,9838
Bo 0,5008 0,1632 0,0370 0,0370 3,0097 0,0176 0,8966 0,9455 0,9886
Bi -1,0009 0,0919 0,0427 0,0427 29641 -0,0103 0,8964 0,9470 0,9894
500 B -0,5006 0,1117 0,0410 0,0410 29554 -0,0224 0,8967 0,9492 0,9908
Vo 1,5022  0,1497 0,0622 0,0622 3,0634 0,0917 0,8980 0,9497 0,9884

\%1 0,5055 1,1083 0,1062 0,1063 3,0730 0,0055 0,8959 0,9463 0,9887
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Figura 7 — Box-plot das estimativas de Monte Carlo para o cenario B. Linha vermelha
representa o valor verdadeiro do parametro, em que ) = 0,5, §; = —1,0,
B, =—0,5,vg=1,5e vi =0,5 de acordo com o tamanho amostral (), cuja
funcao de ligacio é complemento log-log.
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8 APLICACOES EM DADOS REAIS

Neste capitulo, serdo apresentadas trés aplicacOes da metodologia detalhada anterior-
mente. A primeira aplicagdo € feita utilizando dados eleitorais das eleicdes para presidente do
Brasil nos anos de 2022 e 2018 no estado do Amazonas; na segunda aplicacao sdo utilizados
dados eleitorais estadunidenses, em que serd feito o ajuste do modelo de regressao WTM e
posteriormente serd avaliada a adequabilidade do modelo através da andlise dos residuos; e
a terceira andlise € referente a dados de pontuagdo de exames para o corpo de bombeiros em

Connecticut - EUA.

DIFERENCA ENTRE A PROPORCAO DE VOTOS DO CANDIDATO JAIR BOLSONARO
ENTRE 2022 E 2018

A eleicdo presidencial do Brasil é caracterizada pela forma de votacdo direta, ou seja,
¢ eleito o candidato que possui maior quantidade de votos da populacdo. A disputa do cargo de
presidente ocorre de quatro em quatro anos e a obrigatoriedade € estabelecida para quem tem
entre 18 e 70 anos e sabe ler e escrever, além de facultativo para as idades de 16 e 17 anos. Nas
elei¢Oes brasileiras o voto é considerado secreto e registrado através de urnas eletronicas. O
candidato em disputa necessita de mais de 50% dos votos vélidos, isto €, 50% mais um voto.

A eleic¢do presidencial no ano de 2022 foi caracterizada pela acirrada disputa entre os
candidatos ao cargo de presidente da reptiblica. No estado do Amazonas houve alguns cendrios
que culminaram na derrota de Jair Messias Bolsonaro, do Partido Liberal (PL). O mapa da Figura
(8a) apresenta o resultado, por municipio, da elei¢cao no 2° turno, referente a vitoria/derrota de
Jair Bolsonaro. Nota-se que dos 62 municipios do Amazonas 4 elegeram em sua maioria o
candidato do PL, cujas maiores vantagens foram nos municipios de: Manaus (capital), Apui,
Guajard e Boca do Acre. As demais cidades do Amazonas optaram pela eleicdo de seu adversario,
Luiz In4cio da Silva. Apesar da vitéria do Bolsonaro na capital, a configuragdo final foi de
derrota no estado do AM, com 48,9% dos votos validos. A eleicdo que antecedeu o mandato
presidencial de Jair Bolsonaro foi a do ano de 2018, representada pela Figura (8b). O mapa
mostra que o ex-deputado obteve maior vantagem sobre seu adversdrio em trés municipios:
Manaus (capital), Apui e Guajara. Apesar da derrota em 59 municipios do estado, os cendrios
configuraram vitdria para Jair Bolsonaro nas eleicdoes gerais do Amazonas, ponderado pela

vantagem dos votos vdlidos na capital amazonense.
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(a) Votacao para presidente no 2° turno (b) Votacao para presidente no 2° turno
do ano de 2022. do ano de 2018.
Figura 8 — Resultado da votacao presidencial do candidato Jair Bolsonaro, por municipio,
no estado do Amazonas.

Destaca-se no mapa da Figura (9) o comportamento da varidvel, que representa a
diferenca entre as proporcoes de votos de 2022 e 2018 para Jair Bolsonaro no Amazonas. A
varidvel em evidéncia, como visualiza-se na escala do mapa da Figura (9), possui conjunto
suporte no intervalo (—1,1). Destaca-se os valores proximos a zero, pois sdo proveniente de
municipios que ndo houve diferenca expressiva na porcentagem de uma eleicdo para outra, seja
para cendrio de vitdria ou derrota em cada cidade. Exemplificado pelos panoramas de Manaus
e Parintins: na capital do Amazonas o cendrio foi de vitéria em ambas as elei¢des, obtendo-se
uma propor¢do de 0,6128 em 2022 e 0,6572 em 2018, cuja diferenca entre as propor¢des foi de
—0,0444, ou seja, maior propor¢do em 2018. Ja em Parintins o cendrio foi de derrota em ambas
as eleicoes, obtendo-se uma proporc¢ao de 0,1744 em 2022 e 0,1750 em 2018, cuja diferenga
entre as proporgdes foi de —0,00055, ou seja, maior propor¢do em 2018. Valores negativos para
a diferenca indicam uma propor¢ao de votos maior em 2018, j valores positivos para a diferenca
indicam uma propor¢ao de votos maior no ano de 2022. Na Figura (9) estdo representadas as

diferencas entre as proporcdes de votos para todos os municipios do Amazonas.

‘) i Diferenca
[vancus |48
L :
n: 0.05
0.00
-0.05

2°S+

4°5 1

6°S -

8°S -

10°S4

T T T
70°W 65°W 60°W

Figura 9 — Mapa de diferenca da proporc¢ao de votos no 2° turno entre os anos de 2022 e
2018 do candidato Bolsonaro.
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A Figura (10a) apresenta o histograma da diferenca entre a proporcao de votos
sobreposto pela densidade da distribuicio WTM. A partir deste grafico é possivel observar um
bom ajuste do modelo WTM aos dados de elei¢do do Amazonas. Além disso, na Figura (10b) €
apresentado o grafico QQ-plot para a diferenca entre as propor¢des e observa-se que todos os
pontos estdo dentro das bandas de confianga, indicado que o modelo se ajusta bem aos dados.
Ademais, observa-se da Tabela (8) e Figura (10a) que a estimativa da moda é de 0,0677, bem

como a estimativa de ¢ € de 25,1741.
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(a) Variavel diferenca da proporcao de Quandl Tedrico

votos sobreposta pela densidade da (b) QQ-plot com envelopes simulados para os da-
WTM. dos da diferenca de votos.

Figura 10 — Um estudo descritivo da variavel diferenca da proporcao de votos.

O histograma ainda revela que a maior frequéncia desta varidvel apresenta valor
positivo, porém, proximo do valor zero, o que indica que em grande parte dos municipios do
Amazonas a proporcao de votos neste candidato em 2022 foi semelhante (relativamente maior)
a propor¢do de votos no ano de 2018, isto €, nao houve diferenca evidente na proporcao entre
2022 e 2018 em uma frequéncia maior de municipios para este candidato.

Tabela 8 — Estimativas dos parametros da distribuicio Weibull truncada modal.

Parametro Estimativa EP
m 0,0677 0,0058
0] 25,1741  2,3764
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ELEICOES PRESIDENCIAIS NORTE AMERICANA 2016

O processo eleitoral nos Estados Unidos € um sistema tradicional e consolidado,
caracterizado pela forma de votacao indireta. Este modelo segue algumas convengdes que o
tornam dependente do bipartidarismo, isto €, apesar da existéncia de diversos partidos politicos,
apenas dois possuem relevancia na disputa pela vaga da presidéncia, sdo eles: democrata e
republicano. Destaca-se algumas particularidades que ajudam a caracterizar esta bipolaridade,
em que cada partido possui uma cor como identificagdo: azul para os democratas e vermelho
para os republicanos. Além do mais podem ser reconhecidos através de simbolos: o burro é uma
ilustragcdo que representa o partido democrata, enquanto o elefante identifica o republicano.

O partido republicano, também denominado Grand Old Party (GOP) foi fundado em
1854 e compde o protagonismo politico nacional americano juntamente com o partido democrata,
fundado em 1824. Distinguem-se em ideologia, filosofia, economia e outros, enquanto o partido
democrata caracteriza-se por uma filosofia liberal, de maior interven¢do do Estado na economia
e defesa de politicas sociais assistencialistas, o republicano € identificado como um partido
conservador, que defende a redu¢@o de impostos e a defesa do Estado minimo, cujo perfil de seu
eleitorado € religioso.

A elei¢do estadunidense € baseada em um sistema denominado colégio eleitoral,
este sistema consiste em atribuir “pontos” a cada unidade federativa, cujo candidato eleito por
votacdo popular em um estado leva todos os votos. A distribui¢do de pontuacdo € baseada
na quantidade de representantes parlamentares de cada estado no congresso, isto significa que
estados mais populosos possuem maior quantidade de representantes, consequentemente, um
“peso’” maior serd atribuido aquele estado na votagdo presidencial. Os estados que compde o
pais norte-americano somam 50, além do distrito de Columbia. A Califérnia, como estado mais
papuloso dos EUA, possui 55 deputados ou senadores no congresso, logo, o candidato vencedor
neste estado acumulard mais 55 pontos. Historicamente os dois partidos possuem predominancia
em algumas unidades federativas, portanto, o periodo que antecede as elei¢des evidencia uma
preferéncia partidéria, ou seja, ha um favoritismo de determinado candidato naquele estado.

Um estudo realizado por Jones (2016) apontou que pela primeira vez apds 8 anos
o partido republicano (vermelho) superou o partido democrata (azul) na preferéncia politica
presidencial, observa-se na Figura (11) o resultado do mapa eleitoral para o candidato republicano
Donald Trump, em 2016. Esta pesquisa foi baseada em entrevistas telefonicas realizadas do

dia 1° de janeiro a 31 de dezembro de 2015, com uma amostra de 177.991 adultos com 18 anos
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ou mais, residentes em todos os estados do pais. Os nimeros de telefone foram selecionados
com base no método de “discagem de digitos aleatdérios”. A base de dados referente aos dados
de eleicoes presidenciais 2016 por estado estd disponivel no pacote Stat2Data, dispde de 4
varidveis preditoras: renda per capita (RPC), porcentagem de graduados no ensino médio (PGE),
porcentagem de graduados com ensino superior (PGR), porcentagem de pessoas com graus
avancados de escolaridade (PDA) e a varidvel resposta representada pela diferenca entre as taxas
de aceitacao entre os partidos democrata e republicana (DDR).

Destaca-se no mapa da Figura (11) os estados em que o candidato representante do
partido republicano, Donald Trump, venceu ou perdeu nas eleicdes de 2016. Como destacado
anteriormente, historicamente, hd um favoritismo de partidos politicos em determinados estados,
ou seja, vitdrias republicanas s@o frequentes nos estados do: Texas (TX), Utah (UT), Wyoming
(WY), Idaho (ID) e Kansas (KS). Os estados que tradicionalmente elegem um partido democrata

sao: Califéornia (CA). Nova Ioraue (NY). Colorado (CO) e Illinois (IL).

. Perdeu

Figura 11 - Eleicao presidencial nos Estados Unidos em 2016 - vitéria/derrota do candidato
Donald Trump em 50 estados.

A Figura (12) apresenta o mapeamento da variavel resposta DDR nos 50 estados do
pais norte-americano. Nota-se que a diferenga das taxas de aceitac@o dos partidos assume valores
positivos, maiores que 0,2, quando hd maior aceitacdo ao partido democrata, exemplificado pelos
estados: Califérnia, Nova lorque e Illinois. Por outro lado, nota-se que a DDR assume valores
negativos, abaixo de -0,2, em estados cuja predominancia partiddria € republicana, como: Utah,
Wyoming e Idaho.

A Figura (13a) representa o histograma da varidvel DDR sobreposto pela densidade

da distribuicao WTM. A partir deste grafico € possivel observar um bom ajuste dos dados
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DDR

Figura 12 — Mapa da diferenca entre as taxas de aceitaciao do partido republicano e partido
democrata.

ao modelo proposto neste trabalho. Consequentemente, verifica-se através de um grafico de
dispersao possiveis relacdes existentes entre a varidvel resposta e as demais varidveis da base
de dados. O grafico da Figura (13b) apresenta a relacdo da varidvel DDR com as variaveis:
RPC, PGE, PGR e PDA, na qual observa-se uma relacao ndo linear entre a varidvel resposta e as

variaveis RPC e PGE e notadamente uma relagao linear com a varidvel PDA. As estruturas de

-03 -01 01

40 50 60 70

N

Densidade

82 8 90

-

20 25 30 35 40

-0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2 0.3

810 14 18

T
-03 -01 01

(a) Ajuste do modelo WTM aos dados eleitorais (b) Relacionamento da variavel resposta e as varia-
norte-americanos. veis RPC, PGE, PDA e PGR.
Figura 13 — Um estudo descritivo das variaveis resposta e das covariaveis.

regressdo para a moda (m;) e para o parAmetro de forma (¢;) sdo dadas por

g1 (mf) = ﬁ() + ﬁl log (RPC)i + ﬁzPGEi + ﬁ3PGRi + ﬁ4PDA,‘,
g2 (¢;)) = wvo+ viPDA;+ v,PGE,,
parai=1,2,...,50. As funcdes de ligagcdo definidas para a moda m; sdo: logito, probito, comple-

mento log-log e estabelecida a funcdo logaritmica para o parametro de forma ¢;. Apresenta-se a

tabela dos ajustes e graficos de diagndstico com o objetivo de avaliar ndo somente a significancia
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das varidveis, mas também a adequacdo do modelo aos dados, pela andlise da qualidade de ajuste.
As medidas analisadas sao: R%S, AIC e BIC. Inicialmente € apresentado o ajuste do modelo
incluidas todas as varidveis da base de dados, para selec@o dos fatores que possivelmente estejam

relacionadas com a varidvel de interesse (DDR).

Tabela 9 — Ajuste do modelo de regressio WTM a dados eleitorais estadunidenses de 2016.

Parimetro Logito Probito Complemento log-log
Estimativa EP valor-p | Estimativa EP valor-p | Estimativa EP valor-p
Po (intercepto) 0,8313 1,0827 04426 | —3,7282 11,7995 0,0383 | —5,9078 1,2979 <0,01
B1 (PGR) —2,3466  3,5383 10,5072 | —7,0859  3,8080 0,0628 | —12,9645 12,7032 <0,01
B2 (PDA) 9,8837 5,7567 00,0860 8,3608 10,6924  0,4343 12,8123  6,1009 0,0357
B3 (PGE) —2,3589 1,9693 0,2310 2,6832 0,9334  0,0040 4,0068 0,2221 <0,01
Bs (RPC) 0,5325 0,4460 0,2325 1,6271 0,8988  0,0702 2,7711 0,7331 <0,01
Vo (intercepto) 15,0371  2,2578  <0,01 31,0199 2,1691 <0,01 28,9829 09734 <0,01
v; (PDA) —0,9324  4,9548 0,8507 15,4626 4,7198  <0,01 12,8050  4,0217 <0,01
v2 (PGE) —13,8980 29733 <0,01 | —35,0095 28167 <0,01 | —32,5424 0,7613 <0,01
RZ 0,9697 0,81630 0,7678
AIC 128,0362 37,9851 26,278
BIC 143,3324 53,2812 41,5741

Observa-se a partir da Tabela (9) que nem todos os parametros do modelo sdo
significativos para o modelo logito, destacado por possuir maior valor de R%S. Para a estrutura
da moda este ajuste apresenta significincia estatistica a 10% para o parametro associado a
varidvel PDA; para a estrutura do parametro de forma identifica-se significancia estatistica a 1%
para o intercepto (Vp) e para o pardmetro associado a varidvel PGE. Por outro lado, o modelo
complemento log-log foi o que apresentou menor R%S e assemelhou-se ao modelo probito em
relacdo as estimativas. Realizadas novas andlises, a partir do modelo especificado na Tabela (9),

derivam-se um novos ajustes em que todos os parametros sao significativas, dados por
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Tabela 10 — Ajuste do modelo de regressao WTM a dados eleitorais estadunidenses, apos a

selecao de variaveis.

Logito Probito Complemento log-log
Parametro
Estimativa EP valor-p | Estimativa EP valor-p | Estimativa EP valor-p
Bo (intercepto) 1,4110 0,4984 <0,01 0,8857 0,3118 <0,01 0,6675 0,3744 0,0746
B1 (PDA) 7,9977 1,4109 <0,01 5,0030 0,8778 <0,01 5,6571 0,9763  <0,01
B2 (PGE) —2,5494  0,6927 <0,01 -1,5985  0,4331 <0,01 -1,8479  0,5185 <0,01
Vo (intercepto) 15,1587  1,8846  <0,01 15,1644  1,8844 <0,01 15,3793  1,8740 <0,01
v (PGE) —14,2304 22222 <0,01 | —14,2373 22220 <0,01 —14,4848 22103 <0,01
Rés 0,96686 0,96684 0,96664
AIC 117,6288 117,6005 117,2973
BIC 127,1889 127,1607 126,8574

Todos os parametros associados as varidveis de todos os modelos apresentaram
significancia estatistica de 1% para as funcoes de ligacao logito e probito. Os critérios AIC e
BIC apresentaram valores aproximados para os modelos com funcao de ligacdo logito, probito e
compelemento log-log, no entanto, o logito, apresentou maior valor de R%S, considerado o melhor
entre os demais. Percebe-se que as estimativas de todos os modelos, aqui determinados, sao
proximas, até mesmo os sinais correspondem. A partir da Tabela (10) nota-se que o parametro
associado a varidvel PGE possui efeito negativo na moda da diferenca entre as taxas de aceitagdo
do partido republicano e o partido democrata, enquanto a varidvel PDA possui efeito positivo na

moda da diferenca entre as taxas de aceitacdo. Apresenta-se o ajuste do melhor modelo como

o{1,4110+7,997PDA—2,5494PGE}

y = 21 + ¢{1,4110+7,997PDA—2,5494PGE} -1

e{ 15,1587—14,2304PGE}

<)

Interpretacdo dos coeficientes significativos para a estrutura da moda:
* Quando a PGE e a PDA s@o guais a zero, a moda da diferenca entre as taxas de aceitacdo
. . , . 1,4110
dos partidos republicano e democrata € igual a 0,6078 ( W — 1> ;
* Para o aumento em 1% na PDA, a moda da diferenca entre as taxas aumenta, isto significa

que quanto maior a PDA maior a taxa de aprovacao do partido democrata, mantendo-se a

variavel PGE constante.
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* Para o aumento em 1% na PGE, a moda da diferenca entre as taxas de aceita¢do diminui,
isto significa que, quanto maior a PGE maior a taxa de aprovacdo dos republicanos,
mantendo-se a varidvel PDA constante.

Interpretacdo dos coeficientes significativos para a estrutura do pardmetro de forma:

* Quando a PGE ¢ igual a zero, a =3831244 (e1571587) . Indicando uma grande concentracio
em torno da moda.

e Para o aumento em 1% na PGE hd um decréscimo de 99,99% (e~ '423%4) na estimativa do
parametro ¢, ou seja, diminui a concentra¢do em torno da moda.

Apos a selecao do melhor ajuste, € de fundamental importancia a andlise da ade-
quacao do modelo escolhido, através da avaliacdo de seus residuos. As Figuras (14), (15),
(16) apresentam as ferramentas de diagndstico para andlise dos residuos quantilicos aleatoriza-
dos: QQ-plot com envelopes simulados, graficos de indices versus residuos, grafico de valores
observados versus valores ajustados e grafico da funcdo densidade estimada dos residuos.

As Figuras (14a), (15a) e (16a) representam os gréficos de probabilidade normal com
envelopes simulados baseados em 100 réplicas para os modelos logito, probito e complemento
log-log, respectivamente. E possivel observar no grafico referente ao modelo logito que a maioria
dos residuos encontram-se dentro do envelope simulado, restando apenas um ponto fora desses
limites. E importante ressaltar que os residuos dos modelos probito e complemento log-log, em
sua maioria, distribuiram-se dentro dos limites do envelope. Constata-se a partir deste grifico
um ajuste adequado referente ao modelo logito, sugerido pela aproximacao a distribuicao normal
dos residuos quantilicos aleatorizados.

Nas Figuras (14b), (15b) e (16b) nota-se nos graficos de indices versus residuos que
nao ha indicios de padrdes ou dependéncia entre as observagdes, pois 0s pontos encontram-
se distribuidos aleatoriamente em torno de zero e variando entre os limites de —3 a 3. Da
mesma maneira, as Figuras (14c), (15¢) e (16¢) indicam que para os modelos logito, probito
e complemento log-log as observagdes encontram-se dispostas em torno da reta identidade.
Adicionalmente, apresentam-se as Figuras (14d), (15d) e (16d) para visualizacdo da densidade
estimada dos residuos dos modelos logito, probito e complemento log-log, percebe-se um
comportamento semelhante ao da distribuicao normal padrdao. De modo geral, todas as andlises
graficas indicaram que os modelos forneceram bons ajustes, pois os residuos apresentaram um

comportado adequado.
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(c) Valores observados versus valores ajustados. (d) Funcao densidade de probabilidade.
Figura 14 — Graficos de residuos para o modelo de regressao Weibull truncado modal
utilizando a funcao de ligacao logito.
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(c) Valores observados versus valores ajustados. (d) Funcao densidade de probabilidade.
Figura 15 — Graficos de residuos para o modelo de regressao Weibull truncado modal
utilizando a funcao de ligacao probito.
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(a) QQ-plot com envelopes simulados para os resi-(b) Indices versus residuos quantilicos aleatoriza-

duos quantilicos aleatorizados.
Ajustado vs. Observados

0.2

o
N
1

Valores ajustados
o
=

014 o

03 02 01 0.0
Valores observados

0.1

0.2

Densidade

dos.

0.4 Densidade estimada
Normal Padréo

0.31

o
N}
N

0.14

0.0+

2 0 2
X

(c) Valores observados versus valores ajustados. (d) Funcao densidade de probabilidade.
Figura 16 — Graficos de residuos para o modelo de regressao Weibull truncado modal
utilizando a funcao de ligacao complemento log-log.
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Comparacao de modelos

A partir dos dados da Tabela (11), pode-se observar o ajuste da regressio WTM
em comparagdo com as regressoes: Gompertz unitaria (UGomp), gama unitaria (UGama), beta
e Kumaraswamy (Kuma) modais. Identifica-se que as estimativas foram préximas em todos
os cendarios de ajuste. Ademais, nota-se que o modelo de menor R%S observado foi o modelo
Gompertz, no qual, os modelos preferiveis foram: WTM e beta modal. Na Figura (17), estdo os
gréficos quantil-quantil seminormal para os residuos dos modelos. Pode-se perceber que ha um
afastamento da normalidade dos residuos para o modelo de regressao Gompertz (Figura (17¢)),
enquanto que para os demais modelos, ndo houve afastamento da normalidade (ver Figuras 17a,

17b, 17d e 17¢).

Tabela 11 — Resumo paras os ajustes dos modelos para os dados eleitorais. Em parénteses

o erro-padrao.
Parametro UGomp Kuma WTM UGama Beta
Bo (intercepto)  2,3422 (0,6487)  1,4110 (0,4937)  1,4110 (0,4984) 1,6040 (0,8096) 1,5943 (0,7900)
Bi1(PDA) 7,9124 (1,0669)  7,9977 (0,8612)  7,9977 (1,4109) 7,4680 (0,8930) 7,5559 (1,1294)
B>(PGE) -3,7941 (0,7719)  -2,5494 (0,5860)  -2,5494 (0,6927)  -2,7766 (0,9228)  -2,7746 (0,9677)
Vo (intercepto) 10,3054 (3,1456) 15,1587 (0,0028) 15,1587 (1,8846) 16,6342 (0,7400) 21,6171 (3,0093)
vi1(PGE) -9,0008 (3,5652)  -14,2314 (NA)  -14,2304 (2,2222) -14,0666 (0,8068) -18,9013 (3,3911)
Rés 0,9347 0,9667 0,9669 0,9666 0,9669

A Tabela (12) apresenta o resultado das comparagdes dos ajustes dos modelos de
regressao através do teste de Vuong. De acordo com esta tabela os modelos WTM, beta e UGama
sdo estatisticamente equivalentes. Além disso, o modelo WTM apresentou melhor ajuste quando
comparado aos modelos Kuma e UGomp. O modelo que apresentou melhor ajuste aos dados
eleitorais foi 0 modelo WTM seguido dos modelos beta, UGama e Kuma, ja o pior ajuste foi
considerado o modelo UGomp, uma vez que “perdeu” em todas as combinag¢des. Portanto, o
resultado da Tabela (12) reafirma a andlise grafica da Figura (17) e conclui-se que o modelo

UGomp nao estd bem ajustado aos dados, devido ao afastamento da normalidade dos residuos.
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Tabela 12 — Teste Vuong para comparac¢ao dos modelos WTM, Kuma, UGomp, UGama e
beta, para os dados eleitorais.

Comparagdo Estatistica de Vuong p-valor
WTM versus Beta 0,627 0,265
WTM versus Kuma 109,841 < 0,01
WTM versus UGomp 3,542 < 0,01
WTM versus UGama 0,790 0,215
Beta versus Kuma —0,617 0,269
Beta versus UGomp 9,612 < 0,01
Beta versus UGama 4,403 < 0,01
Kuma versus UGomp 3,532 < 0,01
Kuma versus UGama 0,783 0,217
UGomp versus UGama —8,904 < 0,01

~
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(c) Modelo UGomp modal. (d) Modelo beta modal.
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(e) Modelo UGama modal.
Figura 17 — Grafico seminormal com envelope simulado para os residuos quantilicos alea-
torizados dos modelos de regressao parametrizados pela moda.
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PONTUACAO DE EXAMES

O pacote Stata2Data dispde de um conjunto de dados com 118 observacdes, refe-
rente a pontuacdo dos exames de promo¢do de bombeiro, descrito como objeto de um processo
judicial denominado Ricci v.DeStafano, que trata de discriminagao racial. De acordo com Miao
(2010) a cidade de New Haven, Connecticut, administrou exames oral e escrito em novembro
de 2003 para bombeiros que esperavam se qualificar para a promog¢ao de tenente ou capitao do
corpo de bombeiros da cidade. Para computagdo da nota final do exame foi atribuido peso de
60% para a prova escrita e peso de 40% para a prova oral. Para cada pessoa que fez o exame, foi
registrado uma das etnias: afrodescendente, hispanico (HIS) ou branco (BRAN). Além do cargo
em disputa para tenente (TEN) ou capitdo, notas das provas oral e escrita, além da pontuacao

combinada.

Densidade

Quantil Amostral

-0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4
y -0.4

2 ) 0 1 2
Quantil Tedrico

(a) Variavel diferenca dos escores sobre-
posta pela densidade da distribuicao (b) QQ-plot com envelopes simulados
WTM. da distribuicao WTM.
Figura 18 — Um estudo descritivo da variavel diferenca de pontuacao de exames

A Figura (18a) apresenta o histograma da varidvel diferenca de pontuagdo de exames
sobreposta pela curva da densidade da distribuicio WTM, pondera-se que a estimativa da moda
€ de 0,1048 e a estimativa de ¢ € de 9,2765, valores positivos desta varidvel indicam que a
pontuacao de escrita foi maior para o participante, enquanto valores negativos indicam que a
pontuacdo oral foi maior para o candidato. De acordo com o histograma a frequéncia maior de
valores desta varidvel compreende valores positivos, revelando que a maioria dos participantes
obtiveram pontua¢do maior na prova escrita. Ademais, a Figura (18b) apresenta o grafico quantil-
quantil com envelopes simulados da distribuicdo WTM, nota-se que os dados comportam-se de
forma linear dispostos dentro do envelope, que sugere, de fato, que a distribuicdo WTM para a

varidvel denominada diferenca de pontuacdo de exames, se ajusta bem aos dados.
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Comparacao de modelos

A partir dos dados da Tabela (13), pode-se observar o ajuste da regressaio WTM em
comparacao com as regressdes: UGomp, UGama, beta e Kuma modais. A Tabela apresenta o
pseudo-R? do ajuste de cada modelo, cujo modelo mais adequado possui maior valor de R%S,
isto €, o modelo UGama e beta modais sdo preferiveis ao modelo UGomp modal. A Figura (19)
apresenta os graficos quantil-quantil seminormal para os residuos dos modelos. Percebe-se que
ha um afastamento da normalidade dos residuos para o modelo de regressio UGomp (Figura
19¢), enquanto que para os demais modelos, ndo houve afastamento da normalidade (ver Figuras

19a, 19b, 19d e 19e).

Tabela 13 — Resumo paras os ajustes dos modelos para os dados de pontuaciao de exames.

Em parénteses o erro-padrao.
Parametro U-Gompertz (EP) Kumaraswamy (EP) WeibulTM (EP) U-Gama (EP) Beta (EP)

Bo (intercepto)  -0,2582 (0,0597) 0,0241 (0,0501) 0,0241 (0,0497) -0,0926 (0,0597) -0,0914 (0,0580)
Bi (TEN) 0,0701 (0,0502) 0,1015 (0,0432) 0,1012 (0,0431) 0,1185(0,0479)  0,1190 (0,0477)
B> (HIS) 0,3841 (0,0769) 0,2230(0,0653) 0,2224 (0,0651)  0,3057 (0,0695)  0,2990 (0,0702)

B3 (BRAN) 0,1616 (0,0563) 0,1238 (0,0495) 0,1235 (0,0493) 0,1397 (0,0572)  0,1421 (0,0561)
¢ 7,5590 (0,5030) 9,8491 (0,7510) 9,8674 (0,6877) 31,5111 (0,9833) 67,2524 (NA)
R%S 0,8498 0,9266 0,9267 0,9302 0,9300

Conforme a Tabela (14) nao houve equivaléncias entres as distribui¢des comparadas
pelo teste de Vuong, pois p-valor < 0,01 em todas as combinacOes realizadas. Ademais, observa-
se que o modelo WTM foi considerado melhor ajuste quando comparado ao modelo UGomp. O
modelo que apresentou melhor ajuste aos dados de pontuagao de exames foi o0 modelo UGama,
seguido dos modelos beta, Kuma e WTM. O modelo que apresentou pior ajuste aos dados foi o
da distribuicio UGomp. Portanto, o resultado da Tabela (14) reafirma a anélise grafica da Figura
(19) e conclui-se que esse modelo ndo estd bem ajustado aos dados, devido ao afastamento da

normalidade dos residuos.
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Tabela 14 — Teste Vuong para comparacao dos modelos WTM, Kuma, UGomp, UGama e
beta, para os dados de pontuacao de exames.

Comparagao Estatistica de Vuong p-valor
WTM versus beta —3,896 < 0,01
WTM versus Kuma —170,340 < 0,01
WTM versus UGomp 4,912 < 0,01
WTM versus UGama —3,703 < 0,01
Beta versus Kuma 3,868 < 0,01
Beta versus UGomp 11,072 < 0,01
Beta versus UGama —13,538 < 0,01
Kuma versus UGomp 4,904 < 0,01
Kuma versus UGama —3,682 < 0,01
UGomp versus UGama —11,012 < 0,01
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(a) Modelo WTM. (b) Modelo Kuma modal.
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(c) Modelo UGomp modal. (d) Modelo beta modal.
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(e) Modelo UGam modal.
Figura 19 - Grafico seminormal com envelope simulado para os residuos quantilicos alea-
torizados dos modelos de regressao parametrizados pela moda.
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9 CONSIDERACOES FINAIS

O objetivo deste trabalho foi estudar a distribuicao Weibull truncada através de uma
reparametrizacdo de sua moda, por este motivo, chamada de Weibull truncada modal (WTM).
O deslocamento da varidvel resposta apds o truncamento garante que o conjunto suporte da
distribuigdo pertenga ao intervalo (—1, 1). Foram apresentadas as propriedades desta distribui¢do,
bem como descrito o comportamento probabilistico da varidvel aleatdria continua associada a
esta distribuicdo. A estimacao dos parametros do modelo de regressao foi realizada utilizando o
método de maxima verossimilhanga.

Um estudo de simulacdo foi desenvolvido com o objetivo de avaliar o desempenho
dos estimadores de maxima verossimilhanga para os parametros do modelo aqui proposto, a
avaliacdo das inferéncias pontuais e intervalares foi realizada através do método de Monte
Carlo com propdsito de investigar diferentes cendrios para os parametros do modelo, além de
demonstrar a propriedade assint6tica de normalidade dos estimadores de maxima verosimilhanca.
Destaca-se que o viés relativo e o desvio-padrao diminuem a medida que o tamanho da amostara
aumenta e as taxas de cobertura estimadas do intervalo de confianga se aproximam do coeficiente
de confianga (1 — o) verdadeiro.

Na primeira aplicagdo foi utilizada a diferenca da proporcdo de votos entre 2022 e
2018 do candidato Jair Messias Bolsonaro, em que avaliou-se a sobreposi¢ao da distribui¢ao
WTM a dados eleitorais do Amazonas. A segunda aplicacdo foi fundamentada no estudo
de Jones (2016), com o intuito de analisar as diferencas entre taxas partiddrias na elei¢ao
presidencial estadunidense de 2016. Foram realizados ajustes do modelo de regressio WTM
para avaliar possiveis fatores que influenciam na moda da diferenca entre as taxas de aceita¢do
dos partidos republicano e democrata, cuja varidvel resposta pertence ao intervalo (-1,1) e as
variaveis significativas do melhor modelo possuem conjunto com suporte no intervalo (0,1). O
melhor ajuste do modelo de regressio WTM constatou de maneira satisfatoria que as varidveis:
porcentagem de pessoas com graus de escolaridade avangcadas (PDA) e porcentagem de graduados
no ensino médio (PGE) possuem relagdo significativa com a moda da variavel resposta DDR,
estabelecida a fun¢do de ligacdo logito para esta estrutura de regressao. Concluiu-se que a
variavel PGE possui efeito negativo na moda da diferenga entre as taxas de aceitacao do partido
republicano e o partido democrata, enquanto a varidvel PDA possui efeito positivo na moda da
diferenca entre as taxas de aceitacdo. Diante do exposto no Capitulo 2, concluiu-se que com o

aumento em 1% da PGE h4 um decréscimo na estimativa do pardmetro ¢, ou seja, hd diminui¢do
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dos valores em torno da moda. Na terceira aplicacdo, foi utilizada uma base de dados referente a
um exame de promocdo de bombeiro, em que o modelo de regressio UGama forneceu o melhor
ajuste com base no teste de Vuong e o modelo WTM conseguiu ser melhor em comparagdo ao

modelo UGomp, no qual forneceu o pior ajuste.
Trabalhos Futuros

* Propor uma nova reparametriza¢do para o modelo de regressdo Weibull truncada modal
utilizando um parametro de precisao;

* Comparar o desempenho do estimador de maxima verossimilhanca na presenca de outliers;

* Realizar um estudo para correc¢do de viés do estimadores de médxima verossimilhanca dos
parametros da distribuicdio WTM;

* Propor medidas de influéncia; e

* Realizar um estudo de simulacdo de Monte Carlo em que as covaridveis sdo geradas a
partir de uma distribui¢do beta, com o intuito de explorar o impacto da assimetria das

covaridveis na estimacao.
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APENDICE A — Calculos

A func¢do gama incompleta € definida por

X
v(a,x) = /t“_]e_tdt, paraa > 0. (A.1)
0

No célculo da fungdes: esperancga, variancia, funcdo geradora de momentos e k-€simo momento,

funcdo escore e informacao de Fisher utiliza-se a fun¢do gama incompleta
Calculos da distribuicao Weibull truncada a direita

Apresenta-se o desenvolvimento das expressdes matematicas associadas a distribui-

¢ao Weibull truncada a direita.
Funcio de Distribuicio Acumulada

A funcao de distribui¢do acumulada € a probabilidade de que a varidvel aleatéria Y

assuma valores menores ou igual a y, denotado por F(y).

( )
1 O
F(y) = (1_66)(1)/0 e "du
_ 1 _ ()
F(y) - (1_6_(%)a> [_e }0
1 _ (Y@
o) = (1—e—(%)°‘> [e ') }
F(y) = e e (A2)
SR L |
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Funcio Geradora de Momentos

Definida por

or(r) = E(),

para todo #, —oo < t < oo, em que a esperanca seja finita. Para a varidvel aleatéria continua

devemos calcular:

a a—1
Fazendo-se u = (y;:_1> , sua derivada %du = (yj{—1> dyey= Aul/o 1.

1 1 o—1 (E)a
Yy o % w (YT L2
) = /1(1—e—<2/l>°‘)/16 ( ) ) ¢ ay

2/2)* A
vy % t(Autle_y Ay
E(e") 2o /0 e o du. (A.3)
Reescreve-se a equacdo (A.3) a partir da expansdo da fungdo exponencial em série de poténcia,
el =y~ 0 ( n,) , de modo que a fungdo geradora de momentos (FGM) da varidvel aleatéria Y

com distribui¢ao Weibull truncada € dada por

(2/A)* = tlul/a i
E() = 2/1 /0 Z pr ! ¢ e "du
[eS] )(X
Y _ n u
E(et ) - l—e 2/1 ZO I’l' / u /ae du
E(Y) = i Pty (M4, (2 ’
(1_e—<2/x>“>n20 ! a ' \2
1Y _ 1 o e’ n 2 % ’
E(e") = (1_((2/1)&)20 i Ay Rttt : (A.4)

K-ésimo momento

O K-ésimo momento amostral de uma varidvel aleatéria continua com func¢ao den-

1 (X
sidade de probabilidade definida em (2.4). Considerando-se a substitui¢do u = <>i> ,

A
o (y+ 1\ Va
du——)L (—/l ) ey=Au

by _ o Do (y+IN"T e
E(Y%) = A(l—e—(Z/M)a/ly < T ) () ay,
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o o (2/2)% e \FA
E(Y") = l(l—e(z/l))“/o (/'Lu 1) ¢ du
o 1 /(2/1)"‘ Ve \F
EOY = e | (Au 1) e~ du. (A.5)

Para resolu¢ao da expressao € utilizada a expansao binomial. A equacdo (A.5) pode ser reescrita

k

E(YH = W/O(Z/A)a Z (];) </1u1/a>kj(_1)j€_“du

j=0

1 ko k - r(2/2)¢ k—j
k - - o 1/a —u
H <1—e—<2/l>“>,§)(j)< D () e

B = (l—e_l(z//l)a) é(i‘)(—l)u"‘j /O(Z/Mau<@+l)‘le—udu

Esperanca

O valor esperado da varidvel aleatéria com distribuicao Weibull truncada € encon-

trado resolvendo

E(Y) = g_lw (5) /O(Z/W (%) (@ — 1)e"du

E(Y) — 1 [ (2//1)"‘}L e ,—ug (/)% —uy
Y) = —(1_67(2/1)0() _/o u'%e u—/o e u}

2/M)* (2/1)
E(Y) = ;/ lu(l/oﬁq)le”du—/ ulle”du]
0 0

(1= %) - a a
) = e e () ) (4G )
o) = g (e () (-]

o - G G))

1 —e(2/4)¢
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Variancia

A Variancia € obtida por meio do primeiro e segundo momentos.

Vo) - (zﬂ,(z)”)h(é“%%“ﬂz

(1= |7
Mediana

Para obtencao da mediana iguala-se a expressao (A.2) a % e resolve para y

l—e_(%)a B l
1—6_(%)(1 B 2
1_e_<%)a _ (1—6_(1))
. 2
1_1_e—(x) _ ()"
2
1—|—e_(1) _ ef(wl)a
2

Aplica-se o log

(y;t_l) _ [—log <1+e2(%)“>]1/“.

Encontra-se a expressao

>

y = —14+4

<1+e< >“>]”°‘
—log — .
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Moda

Aplica-se o log a fun¢do densidade da distribuicao Weibull truncada a direita (equa-

¢do 2.4), da forma

R et ROETE S R

em que derivando-se (A.6) com relagdo a y e igualando a zero

a—1 o /y+1\*!
RGO

€ possivel isolar y para obtencdo da moda,

1 /o
yz—l—i—?t(%) , para o > 1.

A segunda derivada parcial da log f(y) € obtida derivando-se a equagdo (A.7) em funcdo de y

resolvendo-se (1) pela regra do quociente e (II) pela regra da cadeia

92 (a1 ala—1) (y+1\*?
a—yzlogf()’)—_(y_l_l)z_ 22 ( A ) <0.

Calculos da distribuicao reparametrizada

Apresenta-se o desenvolvimentos das expressdes matemdticas associadas a dis-
tribuicdo Weibull truncada modal, como: K-ésimo momento, esperanga, variancia, func¢ao

log-verossimilhanga, matriz hessiana, fun¢do gradiente. Utiliza-se a substitui¢do y = (m; +

\T11/9 1 NG N 6
1) [u (%ﬂ —1,dy=ub% : (%) i (%) dueu= (—3}&) (%),bem como a fun-

¢do gama incompleta.

K-ésimo momento

2 \%/oi—1

Considerando-se 8 (m;, ¢;) = ( ) (‘Pl > . O k-ésimo momento da distri-
m;+ 1 o;

bui¢do reparametrizada permite obtencao da esperanca e variancia de Y.
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(9 y+1N
E(YY) = /lyk<mﬁ1> <¢;1) 91:12:1;) ( ¢ )<m+1> dy
|
= (1—8‘1‘3(’”"”) 6(07@ {M(¢¢1>}1/¢(m+1)1}ke du

Primeiro momento

Fazendo-se K =1

om0 (320) (1 G20° (52)) -7 (G200 (55)

E(Y) =
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Segundo momento
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Variancia

A variincia da Weibull truncada modal é calculada pela equacio Var(Y) = E(Y?) —

Método da Maxima Verossimilhanca

Considera-se uma amostra observada y da varidvel aleatéria Y ~ WTM(m,¢) com
vetor de parAmetros 8 = (m, )"

L(6) = _liﬂyi;m,m

- —1) (yit1)?
wo - | () (320)"" o ()5

Ao aplicar o log a L(0) é encontrada a log-verossimilhanca da distribui¢ao Weibull truncada

modal
yi+1)?
1 m-+1

0(8) = nlog (m;D +(9—1) ) log (ZE) - (%)

n

~



Derivada da funcio gama incompleta

Wingo (1989) apresentou a derivada da fungdo gama incompleta para a distribuicdo Weibull truncada a esquerda como

P (a,x) = /xt“_l(log(t))me_tdt.
0

Derivando a equagdo (A.1), obtém-se

J 9 et

%}/(a,x) = /%[I e '] dt
0

J _ f —t,—1 | jalog(r) !

%}/(a,x) = /e t [e }dt
0

J f —t,—1r1.a

Zy(ay) = / et [ log(1)] di
0

Y (ax) = / 1 Vog(t)e " dr.

0

—9

Bem como, ' (a,x) =

1/¢
a1 (log(t))ze_’dt. Outra alternativa: fazer W =t |:(mL+l) (%) }

x 1/61?
({ ,isso implicaquet =W [(miﬂ) <%) }

1/¢ - . o
e sua derivada dt = [ pr <¢T } dw, quando t = 0, w = 0 da mesma maneira quando ¢t = (m%rl)q) (%), w = 1. A integral por substituicao é

dada por
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y<b(mi+1)¢(%>) _ O/llw (qu) (¢@1)1/¢:¢] _e—w{(mil)(%l)‘/q
y(b,(miﬂ)(p(%)) _ O/Wb—l (mil)q)((b;l)_ e_W(%)d)(%)dw.

A derivada em funcdo de ¢ resulta na derivada de primeira ordem da fun¢do gama incompleta

NSO IR W (B CTT) PR

¢8



Derivadas
Derivadas de primeira ordem

A obtengdo do vetor escore decorre do cdlculo de derivadas. Destaca-se as derivadas de primeira ordem da ¢(m;, ¢;) em termos dos

parametros m; € ¢;. Levando em considerac¢do o parametro m;, obtém-se a primeira derivada da fun¢do log-verossimilhanga a partir da diferenciacdo da

equacdo (A.8) , também denotada por %

i

I(mi, ) _ 9 o oi—1\ yit 1\ (vt 1\ (-1

om: _ om [1°g<m,-+1)+1°g< o )+(¢1_1)10g(mi+1)_(mi+1> ( ¢ )
2 V0% (oi1

~ log (l—e_<mi+‘> (%))]_ (A8)

Derivando-se individualmente cada termo na equacgao (A.8)

2 fg( 0] - m&m,;l))l],

* Derivada do log

m;+ 1

i
d [ O; 1 . (mi+1)2
om; _log(mi+1)_ N

_ ] (miqiiﬂ)
aia,- :10g (mzq:l-lg - ((mi(jjl)z) (mi(;l)

= —— A.
mi+ 1 (&.9)
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* Derivada de um termo constante com relagdo a m;

* Derivada do log em funcdo de m;

d

8ml~ L

)

8ml~ L

)

8ml~ L

)

8mi L

d

= (‘Pi—l)aimi [10&’( .

i+ 1) i+ 1)1

0|3

8m,~

d

Bm,-

d

/
(vi+1) (mi+1)*¢}

it )% (mi 1)~

Bm,-

Bm,-

8m,~

(A.10)

(A.11)

(A.12)



* Derivada do log em funcao de m;

2 [ (1 (" C)) - A O (1) (o) (2
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0 s i i
O | qog (1 G (R )| = mitl) \mitl) (A.13)
o ( ()" (%
l—e i

ot) _ (b )+<¢i—1)<yi+1>¢f+e A A
am; N m;+ 1 mi+1) \mi+1 (2 \difg-1
(1_e ()™ ( ))

30(mi, ) _( o )+<¢i_1) <yi_|_1)¢i+€ #)‘”’(%1) <¢i¢—i1 |:<m,%i-l>¢i <m,¢i1)]
”w

om; m;+1 m;+1 m;+1

} . (A.14)

om; m;+1 m;+1 m;+1

2 K %l % (1
dL(m;, ) _( i )+<¢i—1)<yi+]>¢i+e (=) <¢>{<mi+l) (m_+1
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De maneira semelhante, deve-se encontrar a primeira derivada da funcio log-verossimilhanca, porém, com relagdo ao pardmetro de forma

olmi¢) 0 ¢i— 1 | yit1 yit I\ (¢i—1
g, 99 llog<mi+1)+10g< i )+(¢l_l)log<mi+1)_(mi+1> < i )
- 10g<1—e<’”i2“>[<¢i¢il)>]. (A.15)

Derivando-se cada termo na equagdo A.15 de forma independente, tem-se

;.

* Derivada do log com relagdo a ¢;.

i )/
ad | o; | _ m;+1
go e (0] = s
mi+1>
d -1 o; 1 B 1 m;+1
&_@_Og(ml-+1)_ - ml-+1>< o )
J | o \] 1
a_(Pi log(ml+1)_ = a (A.16)

* Derivada do log.

1
' (¢i_1>. (A.17)
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* Derivada em funcio de ¢;

* Derivada do produto

—_—

i | yi+1
8(]),‘ m

i | Vi
2¢; | \ m;
i | yi+1
8(]),‘ m;+1

_|_
+1
+1

* Derivada do log, regra da cadeia

y

i
i

yi+1 B yi+1

<m,-+1)} - 10g(m,~+1>' (A18)
¢ilog(%) ' o —1 yi+1 # o —1 '

() (55 () (%

(yINY il (=1 | (nit1\*

<mi+1) log<mi+1)( i >+(m,~—|—1> ¢’_,2]

Yt Nyl (9= (yit1\" 1

mi+1> log<mi+1)( ¢ >_(m,~—|—1> IYs (A1

16



ai llog (1 _e—(mfﬁ"(“’z:‘))] _e_(miil)%(%l) <m2+ 1)¢i10g (mi 1) (¢iqx 1) " <m2+ 1)% (#ﬂ .

(A.20)

As equagdes (A.16), (A.17), (A.18), (A.19) e (A.20) solucionam a primeira derivada da fun¢do log-verossimilhanga em fun¢do do parametro

@;, que € denotada por M(()Lw O resultado € detalhado como

6



Derivada de segunda ordem

Os elementos que compdem a matriz hessiana e a matriz de informacao de Fisher s@o obtidos a partir da diferenciacdo de segunda ordem
92 U(mi, ¢:) 9*(mi, ¢y) . 9L (m;, ;)
8ml2 ’ 8m,~8¢,~ 8¢i2

dos parametros desconhecidos. Deseja-se obter, inicialmente, as derivadas . Para obter a segunda derivada de

£(m;, ¢;) em funcdo de m;, iremos derivar a equacgdo (A.14) com relagdo a m;.

(2 \lifg i — 1 A |
920 (m;, ¢;) p) 0 oi—1 1\ e (mi+1> ( 9 ) <¢T) |:2¢l¢i<mi+l)_(¢z+l)i|
- 2 () (5 ()" )

ms m m;+ 1 m;+1 m;+ 1 T Vife
| <1—€ ( > ( ))

(A.21)

mi+1 0;

Resolvendo-se cada termo da equagdo (A.21) individualmente, € obtido

! ( ) B _aiu[(mﬁlﬂ
;ni - (ml,ﬂ) = —;ni [9i(mi+1)7"]
)
)

* Derivada da regra da cadeia em funcao de m;
P
8ml~

| = Glmit1)?
i

9| %
dm; ] (mi+1)*

* Derivada pela regra do produto

oi— 1Y (yi+1)*
m;+1 m; +1

d
8m,~

/
yi+1\?
m;+1

oi—1\ (yi+1\¥ [(¢i—1
(mi+1) (m,-+1) +(mi+1>

€6



yi+1

8m,~

(

¢ —1
mi—}—l) (

m;+1

yi+1

8m,~
d

(

¢;—1
mi—}—l) (

mi—|—1

yi+1

8m,~

(

¢i—1
mi—}—l) (

mi—|—1

* Derivada pela regra do quociente

:
’
)

/—/H/—/H

_<<

[mi+1)" }(

1) vi+1
m;+1

¢i—1

m,+

mi+l)

z><

yi+1
m;+1

yit 1\
m;+1

) + (Zl,+ 1) i+ 1)* [(miJrl)q)i]/}

¢ —1

m;+ 1

) )

)‘p’]

i
I Ak I P
) (mi+1)(Yt+1) (Pl( z+1) }

yi+1
m;+1

* Derivada pela regra do produto

2

[e—m)“’f(m (

/
%1
m,~—|—1 mi—l-l
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(%)
i

(A.23)

_ (i) o (@)
Multiplica-se a equacdo (A.23) por [ 1 —e \™i*! % /1. O resultado é

g6



- T ) ()] - () [(i’;i)
R (2 “’

)
e (2
<

|
) ()

¢
T
n; 1 (ml + 1) (
- 9 (¢ —
(m,-—l—l) m;+1 (m,+1)
_(L>
Por outro lado, derivaremos a equagdo [ 1 —e \™i*!

o; ¢;i—1
<¢,)) em funcdo de m; utilizando a regra da cadeia

9/

o) i ¢i—1
() (%)
TR
)

- /
29 (m; -+ 1)—¢,»]

i 1 g,
a’ani 1 —ei(#>

20 (m; + 1)_¢i_1]

) 2%0; (mi+1)" %!

e ,, (
O (1 CR)) o O () (L2 (L)
(

m;+1 m;+1

i - i i— ¢'i .
i 1 _ei(miilyp <¢l¢i1> — _ei<mi2+1>¢ <¢,¢il) 2 ) ((Pl —1 ) . (A25)
; m;+1

96



o B _(ﬁ)%(%ﬂ;l) ’ ¢i ¢l—1 .
Multiplicando-se a equagdo (A.25) por — ¢ e \"i i <m> (—) resultard em

m;+1
_ {<><> (2" (25 }{<><> (2" (25 }
mi—l—l mi—i—l mi—l—l mi—i—l

_ 2" () (L)m [(‘7”'_ I )r (A.26)

m;+1 m;+ 1

A obtenc¢ao do numerador da equacao (A.22) € efetuada pela soma das equacdes (A.24) e (A.26). A partir das simplificacdes obtém-se o

resultado da derivada da equacgdo (A.22).

) = R (L2 (B (000 (2 () (85

) (L20) () () e R (L2) " [,
el 0 () [ R

m; + 1
A segunda derivada da fung@o ¢(m;, ¢;) em relagdo ao pardmetro m; tem como resultado a expressao

(mi+1)°
*(mi, ¢i) i ¢i—1 yi+1\? ¢i—1 o; yi+1\? |
om}  (mi+1)? ((mi+1)2> (mi+1> a (mi—i—l) (mi-|—1> (mi+1) + hy (mi, ¢1)

1

L6



A derivada da expressao w com relagdo ao parametro ¢; resulta em
m;
i

*(mi,¢i) 0 0 oi— 1 (yit1\”
dm;d ¢; a 3_(]), _(mi+1>+(mi+1)(mi+1) + (2 V41
(1—6 (mi-‘rl> ( q)i ))

Portanto, deseja-se derivar a equacdo (A.14) com relagdo a ¢;. Calcula-se cada derivada individualmente

3G - 3]

e*<m,-2+1>¢i<¢[¢:l> <E) |:2¢i¢i<mi+1)_(¢i+l)i|

* Derivada em funcio de ¢;

d [0 B 1
99, {_ <m,~—|—1)] _(m,-+1>' (2D
* Derivada do produto
9 (o1 (vit1\"] oi—1\"(yi+1 ¢i+ ¢i—1 vt 1)
d¢; m;+1 m;+1 N m;+1 m;+1 m;+1 m;+1
- - yi+1\7’
d | [(oi—1\ [yit] "l gi—1\ [ yi+1 ¢i_|_ i— 1 ¢i10g<mi+1>
8¢i m;+1 m;+1 N m;+1 m;+ 1 m;+1 ¢
o [(oi—1\ (wit1\"] _ 1 Yt I\® (=1 (yit1)\* yit1
8_¢,~ (m,~+1> (m,--i—l) - {(m,—l—l) (m,~+1 + m;+1 m;+1 log m;+ 1 ' (A.28)

* Derivada do quociente
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(A.29)

(A.30)

pRERLY
(2"

%) (¢ —1 ; —(¢s - _ [ _ 2 () -1 2 \"( ¢ /
o) (i —1 ; —(¢; - _—m-iﬂ@d”;.' 2 \%/¢—1 /
" >< i ) [2¢¢i(mi+1) ((PH)} - (i) (%) (mi+1> <m,-+1)

A derivada da equacao (A.31) € resolvida pela regra do produto

[e—(nm%(%‘) ()" (&) - {(<><>)<m ) (Bh) e ()" 08)

(A.31)
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o B (9.1 O 0

0 — 1 —2(524)" (52 2 2 ¢ —1 2 ¢ —1
() () (s ) (m,+1>+e ) () e () (%) ) i)
%1 2 i — 1 2 2 \%1 /0 2\
¢_,~2( mi+ ) <m1+1) (m,-+1) ¢_,~2(mz-+1
i 2 ¢ — 1 (2 91 2 ;i 2 o —1
or (5 1) ()~ O () e () ()

¢'i 2 ¢)l_1 72% i (9

log <m1—|—]) (ml—|—1) —e ( 1+1> j

+e—(mf+n)¢"(‘”’@l)( 2 )¢( ! )_e—zw“"‘(%:)( 2 )¢( : ) (A33)
m;+1 m;+1 m;+1 m;+1

9
(-2 Si—1
Por outro lado, € necessario derivar a funcao (1 —e (’"i+ 1> ( % >> em relacdo a ¢;

* Derivada pela regra da cadeia
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2 \%[9;-1 ) i L 2 \%[¢;-1 i
C O (2 Y (2 ) (A1) IR (2

i

B %ﬂ 0 E o) o; (Pi 1 _ %H 0; E 2 0 2 (Pi -1 B miﬂ o; E 2 i 1
) (2 (B ) (2 e () (B2) e ) (2)
) (2 Y (2 ) (921) (871) a0 (2 )P (91 a3
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A soma das equagdes (A.33) e (A.35) € a solu¢do do numerador da equacdo (A.30), que dividido por <1 —e ('”i“) ( % )> resulta em
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A solucdo da derivada de segunda ordem da fun¢do W ¢ obtida a partir das equagdes (A.27), (A.28) e (A.36).
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A derivada parcial de segunda ordem da funcao log-verossimilhanga com relagdo ao parametro ¢; é dada por
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* Derivada em fungdo de ¢;.
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* Derivada de constante em fun¢do de ¢;
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* Derivada pela regra do produto
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Deseja-se derivar a expressao

h3(mi, ¢i) = —

hy(mi,¢i)) = - (A.41)

i (1_e<mf+l>"’f<"¢£ )

Para obtengdo de h3(m;, ;) é necessario calcular a soma das derivadas e multiplicd-las por (—1), como representado pela equagdo (A.41).

Utiliza-se a regra do quociente para derivagdo de ambas as expressoes.

(A.42)




« Utiliza-se a regra do produto para resolver
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(2 )% (et
Multiplicando-se a equagdo (A.44) por (1 —e <’”i+') ( % )> resulta em
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A multiplica¢do da equagdo (A.46) por [—e <’”i+1> ( 9 ) (%) log <L> (%) , resultard em
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A soma das equacdes (A.45) e (A.47) representa a solu¢do do numerador da equagdo (A.43), que resulta em
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De maneira semelhante, calcula-se a derivada pela regra do quociente da funcao
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* Pela regra da cadeia
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A soma das equacdes (A.52) e (A.54) representa o numerador da equagdo (A.50).
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A equagdo (A.56) representa o resultado da derivada (A.50). No entanto, como deseja-se encontrar h3(m;, ¢ ), deve-se somar as equacoes
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(A.49) e (A.56), além de multiplicd-las por (—1).
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(A.58).

A derivada de segunda ordem da log-verossimilhanca com relagdo a ¢; € obtida a partir das equacdes (A.37), (A.38), (A.39), (A.40) e
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Propriedades importantes
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1). Quando y = —1, u = 0, de maneira semelhante quandoy =1, u = <%> (ﬁ) . Em que Y representa a fungdo gama incompleta, Y representa
a primeira derivada da fun¢io gama e ¥y’ a segunda derivada da fungio gama incompleta.
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Matriz de Informacao de Fisher

A matriz de informacdo de Fisher € obtida a partir da matriz hessiana. Objetiva-se calcular —F {

d

Inicialmente calcularemos: E [

Eg’ﬁilé")i)} ,E [85%9%)} eE [ag(a#éf’)] a partir das seguintes quantidades
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Os elementos da matriz de informagao de Fisher

1

- R

=1 om? dny;

O formato matricial é dado por —X ' SM?X, em que S = diag(s,

f

-

1

82£ <m17¢l> d(bl dm; .
:1E< dm;d P > (dn2i) <dn1i> ZirXij
y 1
di irXij-
z; ( )) (gz(cb))z i

O formato matricial é dado por —X ' MD.#Z, em que D = diag(d|,
para j=0,1,...,per=0,1,...,q

dy) T, M =diag{2/g\(m?),...,2/g (m

A5 B )

=1 99? dm;
n 2

ZiiZir-
Yo ()

va) T, o = diag(1/g5(¢1),. ..

O formato matricial é dado por —Z"V.# 27, em que V = diag(vy,

I l/gl2(¢n))’ para ] = 07 17 .

m)}, para j,l=0,1,...,p

my)}, A = diag(1/g5(¢1),.

++1/85(9n)),

..,per=0,1,...,q

cl
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APENDICE B - Simulacéo

Tabela 15 — Estudo de simulac¢do para o cenério C: g;(m*) = log (%) , para os tamanhos
amostrais n= 20, 30, 40, 50, 100, 200, 500 e 3y = 2,0, ;1 = —1,0, vp =1,5e

Vi :2,0
. _ TC
n  Estimador Ouc VR(%) dp Veqm K CA 0.90 0.95 0.99
Bo 20040 0,985 02564 02564 233962 14306 08164 08796 0,9468
B, 11,0191 1,9071 03916 03921 14,7161 -0,6311 0,8287 0,8864 0,9497
20 Vo 14957 -02837 05362 0,5362 37573 0,1440 08146 08702 0,9359
v 20040 112019 09605 09863 43247 0,1554 08124 08644 009153
Bo 20011 00549 0,1777 01777 3.8676 -0,0022 0,8493 009062 0,9662
By 21,0093 09280 02675 02677 40314 -0,0663 08691 09186 09715
30 Vo 1,4900 -0,6679 03918 03919 34826 00120 08536 09112 0,9677
v 21548 7,7386  0,6684 06861 3,6086 0,1394 08628 009186 0,681
Bo 20006 00318 0,1488 0,1488 34364 00187 08608 09179 09710
B, 21,0071 0,7083 02200 02201 3,5345 -0,0697 0,8783 0,9289 0,9765
40 Vo 1,4852  -0,9844 03235 03238 3,1397 0,0539 08700 09238 0,9745
v, 21327 66330 05488 0,5646 3,1452 0,0542 08694 09311 009821
Bo 20013 00668 0,1312 0,1312 32642 00375 08666 09188 09727
B, 11,0068 0,6787 0,1925 0,1926 3,5328 -0,0813 08835 0,9357 0,9797
50 Vo 1,4854 -09742 02857 02861 3,1259 00066 08715 09269 09770
vi 21116 55795 04772 04900 32009 00914 08710 09315 09831
Bo 2,0008 00415 00878 0,0878 3,0962 -0,0028 08907 09418 0,9854
By 11,0039 03857 0,1273 0,1274 32178 -0,0403 0,8984 09474 0,9883
100 Vo 1,4944 03734 0,1930 0,1931 3,0314 0,0327 0,8845 09360 0,9825
vi 20524 26198 03225 03267 3,0971 00681 0,8788 09342 0,9832
Bo 20003 00165 00618 00618 3,0213 -0,0232 08909 009455 009871
200 By 11,0012 0,1233  0,0887 0,0887 3,0710 -0,0309 0,8966 0,9481 0,9889
Vo 1,4973  -0,1770 0,311 0,1311 2,9880 -0,0128 0,8969 0,9460 0,9877
vi 20250 12486 02181 02195 29691 0,0540 0,8885 009414 0,0883
Bo 2,0003 00150 00379 00379 209299 00534 009028 09559 0,9905
B, 11,0008 0,0764 00542 00542 29472 -0,0461 00043 09539 0,9921
500 Vo 1,4981 -0,1235 0,0838 00838 29911 -0,0295 08912 0,9439 0,9878

1% 2,0104 0,5211 0,1379 0,1383 2,9252 0,0583 0,8900 0,9434 0,9883
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Tabela 16 — Estudo de simulacdo para o cendrio C: g;(m*) = ®!(m*), para os tamanhos
amostrais n= 20, 30, 40, 50, 100, 200, 500 e By =2,0, B =—1,0evo=1,5e

vi =2,0
n  Estimador 8y VR(%) dp Jeqm K CA 090 0T9Cs .99
Bo 34786 73,9277 1114250 111,4348 9858,0605 98,9832 07100 07693 0,8469
B 22,4996  149,9601 113,9409 113,9508 9857,5313 -98,9771 0,7240 0,7878 0,8724
20 Vo 1,5023  0,1539 05806  0,5806 45189  0,5601 0,8220 0,8847 0,9473
Vi 22832 14,1616 10482 10858  4,6197  -03292 0,7679 0,8420 09276
Bo 2,1728 86410 20413  2,0486 25297727 42,1228 0,7608 0,8210 0,8936
B -1,1666 16,6625 29375 29422 2112,7296 9,1795 0,7705 0,8318 0,9141
30 Vo 14946  -03611 04287 04288 377075  0,2905 0,8460 0,9077 0,9668
Vi 2,1891 94558 07529  0,7763  3,6398  -0,1060 0,8084 0,8774 0,9530
Bo 2,0793 39631 08425 08462 2398,8288 38,4593 0,8022 0,8548 0,9196
B -1,0828 82816  1,6929  1,6949 49281528 51,2658 0,8029 0,8658 0,9338
40 Vo 14944  -03730 03523 03523 34051 02506 0,8617 0,9200 0,9750
Vi 2,1447 72357 0,6073  0,6243 34009  -0,1032 0,8284 0,8949 09648
Bo 2,0654 32692  0,6351  0,6384 23320654 36,2536 0,8242 0,8766 09344
B -1,0814  8,1390 07202  0,7248 1761,6139 -29,6809 0,8213 0,8812 0,9463
>0 Vo 14913  -0,5782 03028 03029 33082 02738 08748 0,9321 09793
Vi 2,1182 59104 055245 05376  3,3454  -0,1393 0,8425 09025 0,9707
Bo 20169 08441 011970  0,1977 64116  1,0363 08602 09121 0,9651
Bi -1,0241 24089 02509 02521 56114  -0.8731 08634 09159 0,9700
100 Vo 14984  -0,1045 02058 02058  3,0912  0,1355 0,8859 0,9399 0,9858
Vi 2,0533 26644 03425 03466  3,0203  -0,0038 0,8729 09314 09829
Bo 2,0067 03374  0,1290  0,1292  3,6234 04679 0,8817 0,9268 09747
200 B -1,0098 09816 01641  0,1644 34936  -0,4031 0,8773 0,9286 0,9767
Vo 14976  -0,1579  0,1416  0,1416  3,0052  0,1110 08912 0,9453 0,9882
Vi 2,0296 14809 02360 02378 29598  -0,0206 0.8817 09387 0,9865
Bo 2,0025 0,1228 00781  0,0781 3,1913 03030 0,8969 09462 0,9847
B -1,0033  0,3332  0,0994 0,994 31340  -02513 08944 0,9455 0,9859
500 Vo 14999  -0,0085 00884 00884 29313 00363 0,8981 0,9489 0,9900
Vi 2,0100 05020  0,1461  0,1465  3,0466  -0,0080 0,8920 0,9445 09876
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Tabela 17 — Estudo de simulaciio para o cendrio C: g;(m*) = g;(m*) =log(—log(1 —m*)),
para os tamanhos amostrais n= 20, 30, 40, 50, 100, 200, 500 e 3, = 2,0, B, =
“1,0evo=1,5ev; =2,0

n  Estimador  @yc VR(%) dp Jeqm K CA 390 oT,9Cs 0.95
Bo 24651 232571 13,2654 132736 38376516 54,3040 04895 05224 05793
By 0,0553 -105,5312 29,9555 29,9741 37157774 412591 0,5959 0,6440 07217
20 Vo 1,4995  -00318 05654 0,654 48270 05283 08320 08943 09566
Vi 23806 19,0293 10553 11219 42957  -0,1367 07527 08246 09138
Bo 28979 44,8040 34,3293 343410 66893787 77,4863 05372 0,5705 0,6240
B, L0,5408 -459195 36,3282 363311 54469327 -657121 06412 0,6862 0.7603
30 Vo 14993 -0,0476 04173 04173 38792 02381 08482 09110 09725
Vi 22426 12,1288 07694 08067  3.6569 00705 07977 08688 0,9450
Bo 20667 133344 47699 47773 4389420 172774 05667 06016 0,6561
By -0,0808 919156 12,8924 12,9251 19082804 33,5155 0,6618 0,7110 0,7834
40 Vo 1,5007 00452 03385 03385  3,6559 02322 08671 009294 09800
v 21769 8,8429  0.6235 06481 34157 00327 08288 08942 09592
Bo 26760  33.8025 14,8238 14,8392 24464994 449905 0,5847 06211 0,6795
By L0,6040 -39.6030 18,0004 18,0047 1398,5841 -18.4430 0,6777 0,7300 0,7993
50 Vo 14949 03379 02925 02925 33256  0,1304 08775 009339 09822
v 21462 73079 05357 05552 3,1805 00538 0,8393 09015 0,9690
Bo 25562 278109 12,8766 12,8886 49492582 64,0542 0,6643 0,026 0,7593
B, 20,6239 -37.6067 157086 15,7131 2471.8232 -312554 07328 0,7794 08431
100 Vo 1,5000  -0,0023  0,1955 0,1955  3,1444  0,1258 08892 00438 0,9875
v, 20667 33349 03593 03654 29913 00709 08708 09265 0,9807
Bo 23212 16,0598  2.8890 29068 5812800 19,6939 077401 077776 0,8323
200 B, -0,6828 -31,7233 15,5928 15,5960 8576,5418 89,1988 0,7773 0,8198 0,8747
Vo 1,5014 00930  0,1339 0,1330 31173 00741 08976 0,480 0,9893
i 20235 1,1762 02501 02512 29827 00462 08847 09367 09833
Bo 22056 102822 22178 22273 63692201 723142 08282 08625 0,9083
B, 07804 -21,9614 43838 43893 17148075 197079 0,8396 08769 0,9246
500 Vo 15014 00952 00836 00836 29723 00274 09040 09517 0,9911

Vi 1,9920  -0,3990 0,1674 0,1676 2,6756 -0,0084 0,8606 0,9279 0,9838
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