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Resumo

Em 2003 V. Bekkert e H. Merklen em [2] introduzem a categoria Bondarenko com o
objetivo de classificar objetos indecomponiveis na categoria derivada de algebras gentle,
posteriormente A. Franco, H. Giraldo e P. Rizzo usam as mesmas técnicas no caso de
algebras SUMP em [8|. No presente trabalho, realizamos pesquisas sobre a categoria
de Bondarenko, mostramos que um determinado quociente desta categoria possui uma
estrutura triangular e relacionamos triangulos da categoria de homotopia de projetivos
de uma &lgebra SUMP com triangulos de um determinado quociente da categoria de
Bondarenko associado & mesma algebra SUMP.

Palavras chave: Categorias trianguladas, funtores, algebras, matrizes por blocos



Abstract

In 2003, V. Bekkert and H. Merklen introduced the Bondarenko category in [2]
with the aim of classifying indecomposable objects in the derived category of Gentle
algebras. Subsequently, A. Franco, H. Giraldo, and P. Rizzo applied similar techniques
in the case of SUMP algebras in [8]. In the current study, we have conducted research
on the Bondarenko category. We demonstrate that a specific quotient of this cate-
gory possesses a triangular structure. Furthermore, we establish a connection between
triangles in the homotopy category of projectives of a SUMP algebra and triangles
in a particular quotient of the Bondarenko category associated with the same SUMP
algebra.

Keywords: Triangulated category, functor, algebras, block matrices
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Lista de Simbolos

A - algebra

k@ - algebra de caminhos

e; - caminho trivial associado ao vértice ¢ em Qg

s(V,k) - categoria de Bondarenko

k(Y,k) - categoria quociente de Bondarenko

C - categoria

k - corpo

Y - conjunto linearmente ordenado

Z - conjunto dos nimeros inteiros

Qo - conjunto de vértices

(1 - conjunto de flechas

M - conjunto de caminhos maximais

Pa - conjunto de todos os caminhos em ()

r(B;) - denotara o ntimero de linhas da faixa horizontal B;
¢(B?) - denotara o niimero de colunas da faixa vertical B’
o - involucao

O - matriz zero linhas e zero colunas

Cr - objeto associado ao morfismo 7" em s(), k)

@ - quiver



Introducao

As categorias trianguladas é uma ferramenta muito importante, pois permite ge-
neralizar alguns conceitos fundamentais e oferece uma valiosa estrutura abstrata para
compreender as relagoes entre areas da matematica.

Seguindo essa linha de raciocinio, questionamo-nos se a categoria construida por V.
Bondarenko e Y. Drozd em [3, 5| possui uma estrutura triangulada. Visto que neste
trabalho provamos que, em geral, essa categoria nao é abeliana. Tendo em mente que
essa categoria foi fundamental para V. Bekkert e H. Merklen em [2] para classificar todos
os objetos indecomponiveis da categoria derivada de &lgebras gentle, e considerando
sua conexao com a categoria derivada, que possui uma estrutura triangulada, é razoavel
pensar na existéncia de uma estrutura triangulada para a categoria de Bondarenko.

Essa categoria teve origem nas investigacoes dos Modulos Indecomponiveis de Harish-
Chandra que foi iniciada por D. Zhelobenko em [18]. Neste trabalho, o problema de
classificacao de modulos indecomponiveis sobre o grupo de Lorentz é condensado a
analise de representacoes 2-nilpotentes de um quiver composto por dois vértices e trés
flechas: a, b, ¢, sujeitas a relacao ab = ca = 0.

b
a C [ ] - [
Y
Este problema foi resolvido em 1968 por I. Gelfand e V. Ponomarev em [10]. Se-
guindo a mesma linha de raciocinio, no Congresso Internacional de Matemética em

1970, 1. Gelfand em [9] propds o problema de classificacao das representagoes indecom-
poniveis 2-nilpotentes do seguinte quiver!, de modo que ba = dec.

b d
B Y S
([ ] [ ] [
~—— ~
a c

Tal problema tem sua versao equivalente em matrizes e resolvida por L.A. Nazarova
e A.V. Roiter em [13], posteriormente V. Bondarenko e W. Crawley Boevey estendem
a classe de matrizes, de modo que conseguem descrever explicitamente todas as re-
presentacoes indecomponiveis do quiver de Gelfand, usando métodos completamente
diferentes (ver [4, 6]). Além disso, ressaltemos que no trabalho de V. Bondarenko e
Y. Drozd em [5] a categoria de Bondarenko ¢ usada para descrever representagoes de
algebras locais

{a,b:a*=b>=0,a* = (ba)"b)

sobre um corpo k e também usada com o objetivo de classificar representacoes de
grupos quasidiedrais que sao reduzidos para um problema matricial e que foi resolvido

'Depois chamado de quiver de Gelfand
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no artigo ja citado. Além disso, ha um caso especial que foi resolvido pelo préprio V.
Bondarenko em [3|, mas foi no trabalho de V. Bekkert e H. Merklen, em [2], que ganhou
o nome de categoria de Bondarenko denotada por s(),k). Em [2] e [5] foi comentado,
que esta categoria é aditiva. Uma demonstragao deste fato pode ser encontrada no
Capitulo 2 do presente trabalho.

O objetivo deste trabalho é mostrar que categoria quociente da categoria de Bon-
darenko ¢ triangulada. E por fim, mostrar que o funtor definido por V. Bekkert e
H. Merklen em [2]| é triangularizavel. Neste sentido, o trabalho esta estruturado da
seguinte maneira:

Inicialmente, no primeiro capitulo sao apresentados conceitos preliminares para o
desenvolvimento do trabalho, tais como &lgebras SUMP, Categoria de homotopia e
Categorias trianguladas. Tais técnicas apresentadas aqui serao ferramentas tteis para
o desenvolvimento de exemplos para uma melhor exposicao da teoria.

No segundo capitulo, vamos estudar a categoria de Bondarenko. Vamos comecar
com a definicao da categoria de Bondarenko e demonstrar que, de fato, é uma categoria.
Além disso, mostraremos de maneira explicita a sua soma direta e provaremos que tal
categoria é uma k-categoria e também que em geral esta categoria nao é abeliana. Por
fim, apresentaremos um algoritmo para construir um objeto associado a um morfismo
em s(V, k).

No terceiro capitulo, definimos a uma categoria quociente (Y, k) da categoria de
Bondarenko s(),k), também introduzimos um autofuntor [—|: k(Y k) — k() k)
e uma familia de triangulos. Finalizamos o capitulo mostrando que (), k) é uma
categoria triangulada.

No capitulo quarto definamos uma categoria quociente k() x Z, k) da categoria de
Bondarenko s() x Z,k), também introduzimos um autofuntor {1} sobre (Y x Z,k)
e uma familia de triangulos, finalmente mostramos que x(Y X Z,k) é uma categoria
triangulada.

Por fim, no capitulo quinto usando as técnicas abordas em |2, 8|, vamos construir
um poset associado a algebra SUMP A = k@Q/I, e uma involu¢do muito esperta sobre
o poset para definir a categoria de Bondarenko associada a algebra SUMP s()(A), k),
tal construgao nos permite definir o seguinte funtor F : Cb(projA) — s(Y(A),k). O
qual nos permitira relacionar triangulos distinguidos de K°(projA) com os triangulos
distinguidos de ®(Y(A), k).



Capitulo 1

Preliminares

Neste trabalho partiremos do pressuposto de que o leitor possui um certo conhe-
cimento em Teoria de Categorias. Vamos iniciar este capitulo, introduzindo notacoes,
terminologia e alguns conceitos fundamentais da teoria de categorias e categorias trian-
guladas. Em particular, exploraremos aspectos basicos sobre a categoria de complexos
de cadeias sobre uma &lgebra A.

Daqui em diante, neste trabalho, utilizaremos a notacao C para denotar uma cate-
goria, cuja classe de objetos ¢ representada por Obj(C) ou simplesmente por C. Quanto
aos morfismos, denotaremos f € Home(X,Y') ou simplesmente f: X — Y.

Para evitar ambiguidades, deixamos claro que, ao referenciar a composicao de mor-
fismos, utilizaremos fg em vez de f o g. A composicao sera tratada no sentido das
flechas, ou seja, dados f € Home(X,Y) e g € Home(Y, Z), entdo fg € Home (X, Z).

Por fim, para indicar a cardinalidade de um conjunto X, usaremos |X|, e para
indicar morfismo identidade sera usado Idy, para qualquer X € C. Utilizaremos k
para denotar o corpo qualquer. Para uma compreensao mais aprofundada da teoria de
categorias, recomendamos consultar fontes adicionais. [7, 12].

Definicao 1.1. Um objeto X € C é chamado de objeto zero se existe um wunico
morfismo saindo de X e um unico morfismo chegando em X.

Defini¢ao 1.2. Seja C uma categoria e f € Home(X,Y'), dizemos que f é:

(i) Um monomorfismo, se dado g,h € Home(W, X) com gf = hf tem-se g = h.
(i) Um epimorfismo, se dado g,h € Home (Y, Z) com fg = fh tem-se g = h.
(i1i) Um momno-split, se existe um g € Home(Y, X) tal que fg =1dx .

(iv) Um epi-split, se existe um g € Home(Y, X) tal que gf = Idy.

(v) Um isomorfismo, se é mono-split e epi-split.

Definicao 1.3. A soma direta (coproduto) de uma cole¢ao de objetos {Ci}icr, €
um objeto,

Do

i€l

junto com morfimos em C (chamados de inclusées) u; : C; — @, C; para todo
j € L, satisfazendo a sequinte propriedade universal: para qualquer Y € C e qualquer

12
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familia de morfimos g; : C; — Y em C, existe um tinico morfismo g : @,., C; — Y
tal que o sequinte diagrama € comutativo, para cada j € L

CJ’ S @ieL C;

Ve
gj -
l 7 3g
A

Y

Definicao 1.4. Uma categoria C é dita aditiva se:
(i) C possui objeto zero.
(i1) Para quaisquer X, Y € C, Home(X,Y) € um grupo abeliano.

(i1i) Para quaisquer morfismos f, f': X — Y eqg, g : Y — Z em C, tem-se:
(f+fg=fg+fg e flog+g)="Ffg+fg"

(iv) Para quaisquer X,Y € C existe a soma direta X @Y € C.
Observacao 1.5.
1. Uma categoria que satisfaz (i), (ii), (iii) é chamada Categoria pré-aditiva.

2. Uma categoria C € dita uma k-categoria se ela € aditiva e para quaisquer objetos
X eY emC, o conjunto de morfismos Home(X,Y') é um k-espago vetorial.

O seguinte teorema nos fornece uma ferramenta para mostrar que a soma direta
entre objetos da categoria C, ainda é um objeto na categoria C, quando C é pré-aditiva.

Teorema 1.6. Seja C uma categoria pré-aditiva. C admite soma direta (coproduto)
de seus objetos se, e somente se, para todo par de objetos X, Y € C, existe Z € C e
morfismos tx, Ly, Tx € Ty em C

Ux Ty
X—=—=7/—=Y
TX Ly
tais que ’Exﬂ'X = IdX, Ly/ﬁy = Idy (& TI'XZX + %yLy = IdZ

Demonstragao. Ver |7]. O

Defini¢ao 1.7. Sejam C uma k-categoria , T uma cole¢ao de morfismos e Z(X,Y) =
Home (X, Y)NZ. Dizemos que Z € um ideal bilateral em C quando satisfaz as sequintes
propriedades, para quaisquer X, Y, W e Z € C.

(i) O morfismo nulo 0 € Home (X, X) pertence ao Z.

(ii) Se f,g € T(X,Y) e c1,co €Kk, entdo 1 f +cag € T.
(i) Se f € Z(X,Y) e g € Home(Y, Z), entao a composicao fg € I(X,Z).
(iv) Se f € Z(X,Y) e h € Home(W, X), entdo a composicao hf € Z(W,Y).

Dado um ideal bilateral de uma k-categoria , vamos definir a categoria quociente.
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Definicao 1.8. Seja C uma k-categoria e seja I um ideal bilateral de C. A categoria
quociente C/Z € dada sequinte forma

(1) Obj(C/I) = Obj(C).

(ii) Home 7(X,Y) = Home(X,Y)/Z(X,Y), para cada X,Y € C.
Observacao 1.9. Sempre que C é uma k-categoria , C/Z também o é.
Definicao 1.10. Sejam C uma categoria aditiva e f : X — Y em C.

(1) O kernel de f é um par (K, k), em que K € C e k € Hom¢(K, X) tal que kf =0
satisfazendo a sequinte propriedade universal: Para qualquer par (K*,k*), em
que K* € C e k* € Home(K*, X) com k*f = 0, existe um dnico morfismo
u € Home(K*, K) tal que k* = uk, ou seja o diagrama comuta

K b X

S
N
E”’U,\\ %

K*

Denotaremos o kernel de f por ker(f) e dizemos que k € a inclusio associada.

(i) O cokernel de f é um par (Q,q), em que @ € C e ¢ € Home(Y,Q) tal que
fq = 0 satisfazendo a sequinte propriedade universal: Para qualquer par (Q*, q*),
em Q € C e g € Home(Y,Q*) com fq* = 0, existe um unico morfismo u €
Home(Q, Q%) tal que ¢* = qu, ou seja, o sequinte diagrama comuta

Denotaremos o cokernel de f por coker(f) e dizemos que q € a proje¢io associada.

Definicao 1.11. Uma categoria C € dita abeliana se ¢ aditiva, todo morfismo em C
possui kernel e cokernel, todo monomorfismo € o kernel de seu cokernel e todo epimor-
fismo € o cokernel de seu kernel.

Exemplo 1.12. A categoria de grupos abelianos denotada por Ab é uma categoria
abeliana, mas a categoria dos grupos (nao necessariamente abelianos) nao € abeliana.
Também tem a categoria modulos sobre uma k-dlgebra A, denotada por A-mod, a qual
também € categoria abeliana.

Defini¢ao 1.13. Sejam C e D duas categorias, um funtor covariante (respepectiva-
mente, contravariante) F' é uma aplicagio F : C — D que satisfaz:

(i) Se X € C, entao F(X) € D.

(i1) Se f € Home(X,Y'), entao F(f) € Homp(F(X), F(Y)) (respectivamente, F(f) €
Homp(F(Y), F(X))).
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(iii) Se f € Home(X,Y), g € Home(Y, Z), entao F(fg) = F(f)F(g) (respectivamente,
F(fg) =F(9)F(f))-

(iv) F(ldx) = Idp(x), para todo X € C.

Exemplo 1.14. Seja C uma categoria e Ab a categoria de grupos abelianos como
definida em 1.12

1. O funtor covariante Home(M,—) : C — Ab, € definido por Home(M, X) para
qualquer X € C e por Home (M, f) =: f*, onde para qualquer f € Home(X,Y).

f*: Home(M,X) — Home(M,Y)
U — nf

2. O funtor contracovariante Home(—, M) : C — Ab, onde Home (X, M) para
qualquer X € C e Home(f, M) =: *f para qualquer f € Home(X,Y)

*f: Home(Y,M) — Home(X,M)
B — fB

Definigao 1.15. Sejam F,G : C — D dois funtores. Uma transformacgao natural
U F — G éuma familia V = {Vx}xec de morfismos Vx : F(X) — G(X) em D
tal que, para qualquer f: X — Y em C o sequinte diagrama comuta

F(X) "% G(X)
F(f)l G(f)
F(Y) == G(Y)

Dizemos que VU é um tsomorfismo natural, se para qualquer X € C, se cumpre que
Uy : F(X) — G(X) € um isomorfismo em D, e o denotaremos por F = G.

Definigao 1.16. Sejam C e D duas categorias aditivas, um funtor F' : C — D €
chamado funtor aditivo se F'(0) = 0 € D e se dados dois objetos X,Y € C, existe
um isomorfismo F(X ®@Y) 2 F(X) @ F(Y).

1.1 Categorias Trianguladas

As Categorias Trianguladas foram introduzidas de forma independente por D. Puppe
em meados de 1962 (ver [14]) e J. Verdier em meados de 1963 (ver [17]). Embora, os
axiomas de Puppe fossem menos abrangentes, faltando o axioma octaedro TR6, Puppe
foi motivado pela categoria de homotopia estével, enquanto Verdier foi motivado pela
categoria derivada de uma categoria abeliana, a qual ele também definiu, desenvolvendo
ideias de Alexander Grothendieck. Nesta se¢ao, abordaremos as categorias triangula-
das, as quais estao munidas de um “funtor translacao”, e uma classe de “triangulos
distinguidos”. Vamos apresentar a definigao de categoria triangulada feita por J. Ver-
dier (ver [17]).

Definigao 1.17. Seja C uma categoria aditiva. Um funtor T : C — C é chamado
funtor translagao de C, se T' € um autofuntor de categorias.
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Definicao 1.18. Sejam C uma categoria aditiva e T um funtor translacao. Um
triangulo é uma sextupla (X,Y,Z, f,g,h), onde X,Y,Z sao objetos em C e [ €
Home(X,Y),g € Home(Y,Z) e h € Home(Z,T(X)) sao morfismos. Grdficamente

€ uma sequéncia da sequinte forma

X f

Y 27l T(X)

Definigao 1.19. Sejam (X,Y,Z, f,g,h) e (X", Y, Z' f',¢',h') tridngulos, um mor-
fismo de tridngulos

(X> Y7 Z7 fvgv h) - (X/7Y,aZ/>f/7g/7h/)

¢ dado por morfismos u: X —= X', v:Y—=Y' e w:Z——=27" em C, tal que
o sequinte diagrama € comutativo.

X y -7 T(X)
R
f g h

Denotaremos este morfismo por (u,v,w).
Os tridngulos do iltimo diagrama sao isomorfos se, e somente se, u: X —= X',
v:Y——=Y" e w:Z——=27" forem isomorfismos em C.

Agora estamos prontos para a definicao de Categoria triangulada.
Defini¢ao 1.20. Uma categoria triangulada é uma tripla (C,T,T), em que
(i) C uma categoria aditiva.
(i) T é um funtor translagao.

(i1i) T € uma familia de tridngulos chamados de tridngulos distinguidos, que cum-
prem as sequinte condigoes:

TR1 Qualquer tridngulo isomorfo a um tridngulo distinguido € distinguido.

Idx

TR2 Para qualquer X € C, o tridngulo da forma X X 0 T(X) é dis-

tinguido.

TR3 Para qualquer morfismo f : X — Y em C, existe um tridngulo distinguido da
forma X Ty 2.7-*% T(X) .

TR4 O triangulo X Ly 2.7 "% T(X) é distinguido se, e somente se,

—T(f)
) —>=

y 2Lz lsT(X T(Y)

€ um tridngulo distinguido.
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TR5 Sejam (X,Y,Z, f,g,h) e (X', Y',Z' f',¢',h') tridngulos distinguidos, dados os
morfismos u: X —= X' e v:Y —=Y' emC, tal que fv =uf’, entao existe
w:Z——=2", de modo que

(u,v,w): (X,Y,2) — (X", Y', Z')

seja um morfismo de tridngulos, ou seja, o sequinte diagrama € comutativo.

Y 27 T(X)

|
R
Y

X' Y’ 7! T(X')
f/ g/ hl

TR6 (Azioma do octaedro)

Se (Xa }/a X/a fvph d1)7 (Xa Za Y/7 fg’an d2) € (Y7 Z7 Z/a g9, P3, d3) 540 tridngulos
distinguidos, entao existe triangulo distinguido (X', Y, Z' u,v,dsT(p1)), de modo
que o sequinte diagrama comuta:

f

X y 2 X T(X)
|
Idxl gt Ju | LT(IdX)
/9 D2 Y d
X Z Y —2 - T(X)
|
fl Idzl Jul LT(f)
v
Y g Z p3 ZII ds T(Y)
dsT(p1) | /
% T(p1)
T(X')

Observacgao 1.21.
(i) Uma categoria que satisfaz TR1-TR5 € chamada de Categoria Pré-Triangulada.

(i) O dltimo axioma é chamado Axzioma do Octaedro, porque pode ser representado
na forma de um octaedro
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Triangulos distinguidos vs Sequéncias exatas curtas

Daqui em diante veremos alguns propriedades das categorias pré-trianguladas e
denotaremos o funtor translagao por 7.

Proposigao 1.22. Seja C uma categoria pré-triangulada. A composi¢ao de morfismos
consecutivos em tridngulos distinguidos € zero.

Demonstracao. Seja (X,Y, Z, f, g, h) um triangulo distinguido em C, vejamos que fg =
0. Para este fim, consideremos o seguinte diagrama

onde o triangulo (X, X,0,Idy,0,0) é um triangulo distinguido pelo TR2 e como no
diagrama acima o primeiro quadrado é comutativo, pelo TR5 existe u : 0 — Z tal
que o seguinte diagrama comuta:

X X 0 0 0 T(X)
|
Idxt fl wl lT(IdX)
\i
XY —— 72— T(X)

Portanto, fg = Ou = 0. Por outro lado, usando o TR4 temos que (Y, Z,T(X), g, h, —=T(f))
¢ distinguido em C e serd o mesmo raciocinio para gh = 0. ]

Definigao 1.23. Seja C uma categoria pré-triangulada e A uma categoria abeliana.
O funtor F' : C — A € dito Funtor Cohomoldgico se F associa todo tridangulo
distinguido

f

X y —4 7z — " . 7(X),

de C a uma sequéncia exata longa da forma

n n n n+1
no caso F covariante, respectivamente, da forma
n+1 n n n
e X)) D gy T gy 9 ey

para o caso F contravariante. Onde F™ = FT™, para todo n € 7.

Observacao 1.24. E de se notar que do TR4, para que F seja um funtor cohomoldgico,
¢ suficiente provar que para qualquer triangulo distinguido (X,Y, Z, f, g, h) tem-se que
a sequéncia

F(f) F(g)
) —=F(Y)—

F(X F(Y F(Z)

€ exata.
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Com a seguinte proposicao, vamos mostrar que os funtores definos no Exemplo 1.14
sao cohomologicos.

Proposigao 1.25. Seja C uma categoria pré-triangulada. Para todo M € C,
Hom¢(M,—):C — Ab e  Home(—,M):C — Ab
sao funtores cohomoldgico.

Demonstragao. Pela Observagao 1.24 é suficiente mostrar que para qualquer triangulo
distinguido X L T By T(X) a sequéncia

*

Home(M, X) Home(M,Y) —— Home (M, Z)

é exata. Pela Proposicao 1.22 temos que fg = 0, entao f*¢* = 0, isto implica que
Im(f*) C ker(g*). Para a outra inclusdo, seja u € ker(¢g*) C Home(M,Y), logo ug =0
assim temos o seguinte diagrama comutativo

S / S R, J——; 1.7 )
u] l[)
X ———Y —5— 2 ———T(X)

onde (M, M,0,1d,;,0,0) é um triangulo distinguido por TR2. Agora, por TR4 e TR5
existe v : M — X tal que o seguinte diagrama comuta

vl ul Ol lT(v)
Y
XY — 7 T(X)

Portanto, f*(v) = u, entdo u € Im(f*). Logo, se prova que Hom¢(M, —) e um funtor
cohomologico. O]

O seguinte corolario é considerado o Lema dos 5 para triangulos.
Corolario 1.26. No axzioma TR5, se u,v sao isomorfismos, entao w € um isomorfismo.
Demonstracao. Do TRb temos o seguinte diagrama

f

X Y g Z . T(X)
ul v] wt LT(U)
! g h

Agora, aplicando os funtores cohomologicos Home(Z',—) e Home(—, Z) obtemos as
seguintes sequéncias exatas

Home (7, X) ——> Home(Z, V) —— Home (7', Z) — > Home (2, T(X)) —s Home (2, T(YV))

u*l v*l w*L T(U)*l lT(U)*

Home(Z', X7) = Home(Z',Y') —— Home(Z', Z') — Home(Z',T(X")) I Home(Z',T(Y"))
9
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Home (T(Y), Z) —% Home(T(X), Z) —— Home (7, Z) —2— Home(Y, Z) —2— Home (X, Z)

*T(’L))T *T(u)T *wT *UT ]*u

Hom¢(T(Y'), Z) e Home(T(X'"), Z) THomC(Z’,Z) ——— Hom¢ (Y, 2) *—f/>Homc(X’, Z)
, 9

Como os funtores sao invariantes por isomorfismos, temos que
* * * * ok * * *
u' vt T(w)", T(0)" w0, T(w)," T'(v)

sao isomorfismos na categoria Ab e pelo Lema dos cinco para categoria de grupos
abelianos, obtemos que w*,* w sao isomorfismos em Ab. Portanto, existem p,q €
Home(Z', Z) tais que w*(p) = Idz/, *w(q) = Idz, o qual implica que w é um isomorfismo
em C. m

Defini¢ao 1.27. Sejam (C1,11,T1) e (Ca, T, T2) duas categorias trianguladas. Um
funtor aditivo F' : C; — Cy € dito triangularizdvel, se existe um isomorfismo natural
n:FolTy——=Ty0F e a imagem de cada tridngulo em T1 via o funtor F' é um
triangulo T9.

1.2 Algebras SUMP

Ao longo desta secao, serao apresentadas algumas definigoes preliminares de ex-
trema relevancia para o desenvolvimento do Capitulo 4. Por fim, ao final desta secao,
serao fornecidos exemplos estratégicos que serao usados ao longo do trabalho.

Seja Q = (Qo, Q1) um quiver, onde @)y é o conjunto de vértices e ()1 é o conjunto
de flechas. Se w ¢ uma flecha, s(w) denotara seu ponto de partida e t(w) denotara seu
ponto final. Um caminho a de comprimento [(a) = n > 1 é uma sequéncia da forma
a = ajas - - a,, onde cada a; é uma flecha tal que t(a;) = s(a;4+1), 1 <i<n—1, vale
a pena destacar que o ponto de partida do caminho é s(a) = s(ay) e o ponto final do
caminho é t(a) = t(a,), graficamente por a : s(a) — t(a). Também associaremos a
cada vértice i € g um caminho e; de comprimento 0 (também chamado de caminho
trivial).

O k-espaco vetorial com base o conjunto de todos os caminhos do quiver () tem es-
trutura de algebra associativa, a qual ¢ chamada de dlgebra de caminhos e denotada
por k@), com produto descrito da seguinte forma:

a_b:{ ab, se t(a) = s(b)

0, caso contrario.

onde ab é a concatenagao dos caminhos.

Ao longo do trabalho, todas as nossas k-algebras serao sempre da forma k@ /I e de
dimensao finita. Para mais detalhes, recomendamos consultar [15].

Agora, seja A uma k-dlgebra e {ey,es,...,€e,} um conjunto completo de idempo-
tentes ortogonais primitivos. Dizemos que A é béasica se os A-moddulos projetivos a
esquerda de P, = Ae; e P; = Ae; nao sao isomorfos para todos ¢ # j. A k-algebra
A = kQ/I é bésica e os projetivos P, = Ae; com i € (o sdo todos os projetivos
indecomponiveis.

O seguinte lema estabelece uma base para o conjunto de homomorfismos de A-
modulos Homy (P, P;) em fungdo dos caminhos w : i — j néo nulos em kQ/I.
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Lema 1.28. O k-espago vetorial Hom4(P;, P;) tem como base todos os homomorfismo

pw): P — P,
u — plw)(u) = uww.

com w : 1 — j nao nulo em kQ/I.
Demonstragao. Ver |16, Corolario 2.12, p. 45|. ]

Denotemos por Pa o conjunto de todos os caminhos em () que nao se anulam em
k@/I, respectivamente, denotaremos por Pa>; o conjunto de todos os caminhos nao
triviais em () que ndo se anulam em kQ/I.

Defini¢ao 1.29. Um caminho w nao nulo em A = kQ/I é dito maximal, se para
todo a,b € Q1, tal que t(a) = s(w) e t(w) = s(b) temos que awb € I. Denotemos por
M o conjunto dos caminhos maximaszs.

Observagao 1.30. Um caminho nao trivial w em Q) pertence a Pa se, e somente se, e
um subcaminho de um caminho maximal W que ndao esteja em I (isto €, um elemento de
M). Este caminho mdzximo tem a forma w = www, onde w e w € Pa. Para referéncia
futura, o caminho w € Pa € chamado de completacao a esquerda de w.

Defini¢ao 1.31. A dlgebra A = kQ/I ¢é chamada de dlgebra string se satisfaz as
sequintes condicoes:

(i) Para todo vértice i € Qg existem no mdzimo duas flechas que comegam (respecti-
vamente, terminam) em 1.

(i) Dada uma flecha a € QQq, existe no mdzimo uma flecha b € Q1 com s(b) = t(a) e

ab ¢ I.

(11i) Dada uma flecha a € Qq, existe no mdzimo uma fleha ¢ € Q1 com s(a) = t(c) e

ca & 1.
(iv) O ideal I € gerado por caminhos de comprimento igual ou maior que dois.

Na proxima definigao seré apresentada uma nova classe de algebras conhecida como
algebras gentle, a qual foi introduzida por Assem e Skowroriski em [1].

Definigao 1.32. Uma dlgebra string A =kQ/I é chamada dlgebra gentle se satisfaz
as sequintes condigoes:

(i) Dado uma flecha a € Q1, hd no mdzximo uma flecha b € Q1 com s(b) = t(a) e
ab e I.

(i) Dado uma flecha a € @1, hd no mdzimo uma flecha ¢ € Q1 com s(a) = t(c) e
ca € 1.

(i1i) O ideal I é gerado por caminhos de comprimento dois.

Uma propriedade das algebras gentle é que dois caminhos méximais diferentes nao
podem ter uma flecha comum, veja |2, Lemma 3|. Motivados por essa propriedade, os
autores em 8| consideraram outra classe de éalgebras que contém a classe das algebras
gentle, permitindo estender diversos resultados do artigo [2]. Vamos definir tal algebra.
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Definigao 1.33. Uma dlgebra string A = kQ/I ¢ chamada dlgebra SUMP! se A tem
a propriedade de que todo caminho se estende por um unico caminho maximal.

Exemplo 1.34.
1. Seja Q) o quiver dado por,
a Cc

== 2 ==
@ b d 3

com as relagoes I = (ac,bd). Entao kQ/I serd uma dlgebra gentle, SUMP e
string com o conjunto mazimal M = {ad, bc}.

2. [8] Para o sequinte quiver

k@ serd apenas um dlgebra string que nao € gentle e nem SUMP, pois M =
{ab, ac}, note que a flecha a aparece em dois caminhos maximais. Mas, se I =
(ab,ac), entao kQ/I serd SUMP com o conjunto maximal M = {a,b,c}, mas
nao € gentle porque ac e ab estao em 1.

1.3 Categoria de Complexos e de Homotopia

Esta secao abrange as definigoes fundamentais acerca de categorias de complexos
de cocadeia, suas propriedades e alguns resultados técnicos que servirao para o desen-
volvimento do Capitulo 4. Para mais detalhes recomenda-se consultar as referéncias
[11, 12]. Ademais, assumiremos que C é uma categoria aditiva.

Defini¢ao 1.35. Um complexo X* consiste de duas sequéncias (X")nez € (0% )nez,
onde cada X" é um objeto em C e cada 0% : X" — X" (chamado de diferencial)
€ um morfismo em C sujeito a condi¢ao 0}8}“ = 0 para todo n € Z.

ot ol

X - Xn—l X" Xn+1
Um morfismo do complezo X® para o complexo Y* € a sequéncia f* = (f")nez de

morfismos f" € Home(X™, Y™) tal que o sequinte diagrama comuta:

ot on

X - . anl Xn X Xn+1
f.j fn—ll/ fnL LJMH—I
Y* - R Y1l — Yn _ Y+l

oy oy

Observagao 1.36. Os complezxos sobre C e os morfismos entre esses complexos formam
uma categoria chamada de categoria dos complexos que serd denotada por C(C).
Além disso, se C é uma categoria aditiva, entio C(C) também serd aditiva.

ISUMP ¢ uma abreviacao do inglés de String Unique Maximal Property.
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Exemplo 1.37.

1. Qualquer objeto M em C, torna-se um complexo concentrado na componente n
da sequinte forma

M*:--. 0 0 M" 0 0

onde M™ = M. Note que M* é um objeto em C(C).
2. Considere o sequinte quiver,
R
@ b d
com as relagoes I = (ac,bd). Dado que os projetivos indecomponiveis da dlgebra
gentle A=kQ/I sao:

P, = Ae; = span,{e; },
P2 = A€2 = Span]k{627 a, b}7
Py = Aes = spany{es, ¢, d, ad, bc},

podemos definir um morfismo de complezos em C(A-mod). da sequinte forma

p(a) p(b)

0—2 - p P, P—2-0

(plen) p(aco)l p(e2>l lmeg)

0
00—k (p<0a>)P2 p(b) Py —5>0

3. Considere o quiver,
Q:1—"2-2 —=

com as relagoes I = (ab,ac). Os projetivos indecomponiveis da dlgebra SUMP
A=kQ/I sao:

P, = Ae; = span{e; },
Py = Aey = spany {es, a},
Py = Aes = spany{es, b, c}.

Podemos definir o complezo C(A-mod) da forma

oY 92
P.Z —>O—>P1@P2—>P2@PQ—>P3@P3—>O—>

2-( ) (D)

Todos os morfismos de P* para P* em C(A-mod)

onde

oL 2
P.Z —>0—>P1€BP2—>P2@P2—>P3@P3—>0—>

R N

P.Z —>O—>P1@P2?P2@P2?P3@P3—>O—>
P P
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sao da sequinte forma

do (P e () e e (50

em que o, 8 ey € k.

Para ver isto, note-se que

_ P(el)@n p(a)a12 _ B Bz _ Y11 M2
e ( 0 plea)ans ) 2= pler) ( Bo1 B2 ) 3= ples) ( Y21 V22

para alguns auj, Bij, vi; € K, 1,5 =1,2. Do fato que dpp* = p'0p € que
0 oL — p(€1)0611 p(a)a12 p(a) 0 _ p(a)a11 p(a)alg
! 0 plez)an 0 ple) 0 plea)agy )’

Doy = ( pla) 0 )p(eg) ( B P2 ) _ ( pa)Bu pla)pbiz )
F 0 p(€2) Bar Boo p(e)ﬁm p(€2)522 ’
temos a1 = P11, Q12 = P12, Qoo = Pag, P21 = 0. Por outro lado, da condicao
Ipp® = ©*0%, e que

et =y (B 02 ) (PO B0 ) (200 w0

D25y — ( p%b) p(OC) ) ples) ( ’;; ’sz ) _ (p(b)m vgp(cwm p(b) 712 Jorp(C)’m

seque-se Y11 = P11, 72 =0, Y22 = Bu1, Y21 = 0. Portanto, tomando oy =
a, 19 = B € g = 7y, podemos concluir que

(i) ema(3 ) < oemal3 )

A seguir, apresentaremos os elementos da categoria de complexos que sao essenciais
para o Capitulo 4. Entre eles, destacam-se os complexos limitados inferiormente e
superiormente. Além disso, forneceremos defini¢oes para o funtor translacao, cone,
bem como algumas nogoes relacionadas a complexos radicais.

Complexos limitados inferiormente e superiormente

e Seja X* um complexo sobre C. Dizemos que X* é um complexo limitado in-
feriormente (respectivamente, superiormente) quando existe m € Z, tal que
X™ = 0 para todo n < m (respectivamente, n > m).

e Um complexo é dito limitado quando é limitado inferiormente e superiormente.
e Um complexo é dito concentrado de grau n quando X" = 0 para todo m # n.

Denotaremos por C’(C) a subcategoria plena de C(C) cujos objetos sdo complexos
limitados.
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Funtor translacao

Sejam X* um complexo em C(C) e p € Z. Podemos definir um novo complexo
X*[p], o qual chamaremos de p-ésima translacao de X*, da seguinte forma:

X"[p] := X" e 8?([];] = (—1)pa}+p,

ese f*:X* — Y* é um morfismo de complexos, também podemos definir um novo
morfismo f*[p] de X*[p] em Y*[p| da seguinte forma:

frp) = .
Assim, podemos definir o seguinte funtor [p] : C(C) — C(C), o qual seré chamado
de funtor translagao por p.
Notemos que [p] ¢ um autofuntor de C(C), pois [p|o[—p| = [-p|o[p] = Id¢(c). Além
disso, [p] ¢ um autofuntor quando restrito a subcategoria de complexos C?(C).

Cone do complexo

Sejam X* e Y* objetos em C(C) e f* : X* — Y* um morfismo. O cone do
morfismo f* é o seguinte complexo em C(C), o qual para cada n € Z, tera a seguinte
configuragao:

n n+1 n n _a§(+1 fn+1
O complexo descrito acima sera denotado por C(f)®. Além disso, C(f)* ¢é relacionado
com X°[1] e Y* via os seguintes morfismos: } : Y* — C(f)°, onde ¢f = (0 Idyn)

. ° . n Idxn
e mxp : C(f)* — X*[1], onde 7)) = < )6 H) :

Exemplo 1.38. Vamos considerar os projetivos no item 2 do Fxemplo 1.37. Conside-
remos os complexos

X®:.. 0 | i 0

comP"= P e
n—1

Yoo prt Y _pn g

com P"1 = P, e ¢! = p(a). Notemos que X* e Y* sio objetos em C’(projA), onde
projA € a subcategoria plena dos modulos projetivos de A-mod. Agora, definamos o
morfismo de X* para Y* em Cb(projA),

X : e 0 P" 0

f’l l lldpn j

Y*: s P! — pr 0
oy

Logo, o complexo C(f)® € da sequinte forma,

apt

P 0---

C(f)*: —=0—=PrgPprl
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Homotopia

Sejam f* ¢g* : X* — Y* morfismos em C(C). Dizemos que f* e ¢g* sdo homoto6-
picos, ou seja, f* ~ ¢°, se existe uma familia (s"),cz de morfismos s" : X" — Y"!
em C satisfazendo a seguinte condigao:

fn _ gn — Sna}@fl + a}8n+1

para todon € Z. Assim, diremos que a familia (s"),cz de morfismos é uma homotopia
de f* e g*. Graficamente, temos:

X* = xnt B xR e AT
e S
Y- yr-l Y" Yl

8;71 8;7} 8}711#»1

113 7

Notemos que “~” é uma relacao de equivaléncia. Agora, definamos o seguinte
conjunto
H(X.,Y.) = {f. S HOmc(C)(X.,Y.) ‘ f. ~ O.} .
tal conjunto H(X*, Y*) munido da soma, sera um subgrupo abeliano de Home ) (X*, Y*).
Vale notar que para nos, o complexo zero ¢ denotado por 0°, equanto o morfismo nulo
entre dois complexos quaisquer serd denotado por 0°.

Definicao 1.39. Dizemos que o morfismo f* € Homge)(X*,Y*®) € uma equivaléncia
homotdpica, se existe um morfimo g* € Homgey(Y*,X*), tal que f*g* ~ Id% e
g°f* ~1dy.

Explicaremos melhor essa definicao com o seguinte exemplo:

Exemplo 1.40. Vamos considerar o complezo C(f)® construido no Exemplo 1.38,

(5

C(f).—>0—>P2@P1 P2 0

Considere o sequinte diagrama comutativo:

Z° e 0 P 0 0
q° l (=p(a) pler)) j (,;((e;))) l

C(f)*: = 0——=PRoP P, 0
‘| () l
Z° e 0 P 0 0

Reparemos que, g*h® = 1d%,, por outro lado temos,
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()

C(f).l —>0—>PQEBP1 P2 0
. 0
h l (p(e1))l l
YA e 0 P 0 0
g‘l (—p(a) p(e1))l l
C(f)": == 0——=P o Py 0
@
p(a)
Para ver que h*g® ~ 1dg, ), basta considerar s" = (p(ez) O)
(p(62))
° p(a)
C(f) — PQ P P1 P2
. _pe e (52) 0
o (53 o) (ien 0)|"
C(f).: PQ@Pl P2

p(e2)
(p(a))
Portanto, tanto g* quanto h® sao equivaléncias homotopicas.

Agora, iremos introduzir uma nova categoria, a qual é chamada de categoria de
homotopia e a denotaremos por K(C). Esta sera definida da seguinte maneira:

e Obj(K(C))) = Obj(C(C)).
e Homk)(X*,Y*) := Homg()(X*, Y*®)/H(X®, Y*), para todo X*,Y* em K(C).
Os triangulos standard em C(C) sdo da forma

e % mXq)

Y* C(f)

Denotemos por A a colegao de triangulos em K(C) que sao isomorfos a um triangulo
standard em K(C).

X.

X*[1] .

Teorema 1.41. A categoria K(C) € triangulada, com autofuntor [1] e familia de tri-
angulos distinguidos /.

Demonstragao. Veja em [11, |. O

A categoria de homotopia de C°(C) sera denotada por K°(C).

Observe que, no Exemplo 1.40, o complexo Z°* é homotopicamente equivalente ao
complexo C(f)*. Em outras palavras, Z*® ¢ isomorfo ao complexo C(f)® em K°(projA).
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Complexos minimais

O radical de um A-mo6dulo X ¢é a intesercao de todos seus submodulos maximais e
seré denotado por radX. E dizemos que um homomorfismo f : X — Y de A-mo6dulos
¢ um morfismo radical se Imf C radY.

Com a noc¢ao de morfismo radical, podemos definir um complexo radical.

Definigao 1.42. Seja X* um complezo em Cb(projA). O complexzo X*® é dito mini-
mal, se Im(9%) C radX"™ para todo n € Z.

Com a definigao acima, podemos construir a categoria dos complexos projetivos
minimais p(A), da seguinte forma:

e Obj(p(A)) = Colecao de todos os complexos projetivos minimais.
e Homy(4)(X*, Y*) := Homeb(proj4)(X®, Y*), para quaisquer X*,Y*® € p(A).
Ou seja, p(A) é uma subcategoria plena de C?(projA).

Exemplo 1.43. Do Ezemplo 1.40, temos que o complexo Z°* é um complezo em p(A),
mas C(f)* nao é um objeto em p(A).



Capitulo 2

Categoria de Bondarenko

Neste capitulo, definiremos classes especificas de matrizes, destacando algumas de
suas propriedades. Além disso, estabeleceremos que essas matrizes determinam uma
categoria, a qual sera chamada de “categoria de Bondarenko” e sera denotada por
s()V, k). De agora em diante, ) denotara um conjunto linearmente ordenado.

Definicao 2.1. Seja B uma matriz por blocos nao necessariamente quadrada, na qual
todas as entradas de todos os blocos pertencem ao corpo k. Dizemos que B é uma
matriz indexada por ), se ¢ da forma:

onde i e j sao elementos de ) (pode ser infinito). Denotaremos tal matriz por B =
(B)ijev-

No presente trabalho, as matrizes em questao serao sempre finitas. Nao esté des-
cartada a possibilidade de existirem faixas horizontais (que denotaremos por B;) ou
verticais (que denotaremos por B) vazias. No decorrer deste trabalho, todas as ma-
trizes por blocos terao a propriedade adicional de que, todas as submatrizes na mesma
faixa horizontal tem o mesmo nimero de linhas e todas as submatrizes na mesma faixa
vertical tem o mesmo ntmero de colunas

Ademais, para uma compreensao mais clara da definicao anterior, apresentaremos
a matriz B no formato de uma tabela, na qual os elementos do conjunto linearmente
ordenado serao exibidos em azul, enquanto os blocos da matriz B serao destacados em
preto.

Exemplo 2.2. Considere o sequinte poset Y = {1 < ag < az}. Alguns exemplos, de
matrices indexadas por Y sao:

aq Qa2

| a1 | o | oo | o1 | as
aq Cal Ca2 D

= (&3] a3 e a1 aq = al a2
B aq Bal Ba1 5 C o Oal Oa2 ) (05) DOZl Doq
ag || Bal | Bg: — Qo s || DY | Doz
1 a2 a2 a9

(6%} Ca3 Ca3

Agora, repare que a faiza horizontal B, da matriz B € vazia.

29



30

A seguinte defini¢ao nos permitiréa realizar uma analise de quando matrizes indexa-
das por ) sao compativeis, ou seja, quando é possivel realizar multiplicacao por blocos
entre essas matrizes. No entanto, antes de prosseguir, vamos estabelecer algumas no-
tacoes.:

Notacao 2.3. Seja B = (B]); jey wma matriz por blocos indexada por Y. Para cada
i €Y fizado:

(i) r(B;) denotard o nimero de linhas da faiza horizontal B;.
(ii) c(B") denotard o nimero de colunas da faiza vertical B'.

Definicao 2.4. Sejam B e C' duas matrizes indexadas por Y. Dizemos que B ¢ Y-
compativel com C, se a faiza vertical de B é compativel com a faixa horizontal de C,
ou seja, se r(C,) = ¢(B*) para cada v € Y. Em outras palavras, podemos multiplicar
por blocos B por C.

Definicao 2.5. Seja B uma matriz indexada por Y. Dizemos que B é uma matriz
Y-autocompativel se for Y-compativel consigo mesma.

Exemplo 2.6. Do Exemplo 2.2, a matriz D € Y-autocompativel. Mas, a matriz B nao
¢ Y-autocompativel, pois ¢(B**) = r(Ba,,) = 0, enquanto r(B,,) # 0 e ¢(B*®) # 0.

Definicao 2.7. Seja 0 uma involugao sobre Y e B uma matriz indexada por Y. Di-
zemos que B € uma o-matriz se, para quaisquer x ey em Y, tal que o(z) =y, as
sequintes condigcoes sao satisfeitas:

r(By) =1(By) e c¢(B®) =c(BY).

Exemplo 2.8. Consideremos o poset ¥ = {a; < as < az} como no Ezxemplo 2.2,
defininamos a involug¢io o sobre Y, dada por o(ay) = ag, e o(az) = as. A matriz D
¢ uma o-matriz, se 7(Dgy,) = 1(Dq,) = c(D*) = ¢(D*?).

Defini¢ao 2.9. Seja (Y, 0) um poset com involugio. Denominaremos uma matriz B
como uma matriz de Bondarenko se:

(i) B € uma Y-autocompativel.
(i) B é o-matriz.
(iii) B? = 0.

No trabalho de V. Bekkert e H. Merklen em [2], as matrizes de Bondarenko sao
chamadas de Y-matriz.

Exemplo 2.10. Do Exemplo 2.8

[ or |

D=1\ o | D3| D3
aq (e %)

(6] Da2 IDC‘{2

¢ uma matriz de Bondarenko se, Dg! = DGl = D2 = 0.
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Defini¢ao 2.11. Seja (Y,0) um poset com involugio. Uma o-matriz B € dita de
o-matriz especial quando satisfaz as sequintes condicoes:

(i) Se j <1, entao Bf =0, onde < € a relagao de ordem no poset Y. Ou seja, todos
0s blocos abaizo da diagonal (por blocos) principal sio 0.
(i) Se o(x) =y, entio By = B}.
Exemplo 2.12. Seja Y = {ag < ag < ag}, com a involugdo definida o(ay) = o,
o(ag) = aq e o(ag) = as. A matriz indexada por Y
Lo | o | oy
B=|"ai| By | B2 | B
as || B, | Ba; | Bas

serd uma o-matriz especial, quando Byl = Bg? e Byl =0, isto é

[ a | a2 |
B =\ i [ Bl [ Ba: [ Biy

a, | 0 | B[ B

[e%1

Neste exemplo destacamos com vermelho a diagonal por blocos.

Definigao 2.13. Para um Y e involu¢ao o sobre Y fixados, a Categoria de Bonda-
renko s(Y,k) € definida da seguinte forma:

e Obj(s(V,k)) = Todas as matrizes de Bondarenko.
e Homyy i) (B,C) = Todas as matrizes T' tais que

(i) T é uma o-matriz especial.
(ii) B é Y-compativel com T e T é Y-compativel com C.
(iii) BT = TC.

E a composta de morfismos sendo a multiplicacao de matrizes por blocos. Vale a pena
frizar no fato que, a composta serd no sentido das flechas.

Observacgao 2.14.

(1) Uma vez que as matrizes T sao triangulares superiores por blocos, para ter um
isomorfismo T na categoria s(),k), € necessdrio e suficiente que os blocos dia-
gonais T} de T sejam todos invertiveis.

(i) Na Proposi¢ao 2.22, mostraremos explicitamente a soma direta em s(Y,k).
Neste trabalho denotaremos por O a matriz com zero linhas e zero colunas.

Observagao 2.15. O ¢ um objeto em s(Y, k), além disso, é vacuamente o objeto zero
em s(V,k). Para ver que O € s(¥,k), notemos que

(1) Para cada x € Y, temos que r(Q,) = 0 = ¢(O%), logo a parti¢ao vertical de O €
compativel com particao horizontal de Q.

(it) Para cada x,y € Y tal que o(x) =y, temos r(Q,) = 0 =r(Q,).

(ii1) Por vacuidade, podemos concluir que Q2 = 0.



32

2.1 Aditividade de Bondarenko

Em [2] e [5], é afirmado, sem apresentagdo de prova, que a categoria de Bonda-
renko s(), k) é uma k-categoria. O proposito desta segdo é demonstrar essa afirmagao.
Para alcangar esse objetivo, comecaremos mostrando que a categoria é pré-aditiva e
concluiremos apresentando a operagao de soma direta entre dois objetos em s(Y, k).
Finalmente, demonstraremos que, de forma geral, a categoria s(), k) nao é abeliana.

Lema 2.16. Sejam T,S € Homyyu)(B,C), entio T + S € Homyyu)(B,C) com a
soma de matrizes.

Demonstracao.

(i) Visto que T' e S sao morfismos, podemos afirmar que r(7,) = ¢(B*) = r(S,), o
que implica que r((T + S),) = ¢(B”) para cada x € Y. Dessa forma, concluimos
que B é Y-compativel com T + S. (O mesmo raciocinio se aplica a C).

(ii) Dados os morfismos BT = TC e BS = SC, segue que BT + BS = TC + SC,
resultando em B(T + S) = (T + 5)C.

(iii) Se j < i, entdo T = 0, S! = 0, logo (T + S)! = 0. Além disso, se o(x) = ¥,
segue-se que Ty = TY e S7 = SY, assim (T'+ S); = (T + S)}. Portanto, podemos
afirmar que 7'+ S é uma o-matriz especial.

Portanto, T'+ S é morfismo. H

Proposicao 2.17. A categoria s(),k) é pré-aditiva com a soma usual de matrizes.

Demonstragao. Sejam B e C objetos em s(), k). Precisamos considerar dois casos:

(i) Quando B = O ou C = O, neste caso, dado que O ¢é o objeto zero em s(), k), a
soma em Homyy i) (B, C) seré definida de maneira trivial, ou seja, O + O = Q.
Assim, Homy(y ) (5B, C) ¢ um grupo abeliano.

(ii) Por outro lado, quando B, C # O, a soma em Hom,y (B, C) é a soma usual de
matrizes. Das propriedades da soma de matrizes, concluimos que Homyy i) (5B, C)
¢ um grupo abeliano. Além disso, pelas propriedades do produto de matrizes por
blocos, o produto distribui com a soma de matrizes. Pelo Lema 2.16, temos que
a soma de morfismos em s(),k) ¢ um morfismo.

]

Denotaremos o morfismo nulo em Homy i) (5, C) por 0% ou simplesmente por 0
quando nao houver confusao. Além disso, para qualquer B € s(), k), neste trabalho
representaremos o suporte de B por Supp(B) := {z € Y | B, # 0}.

Notacao 2.18. Para qualquer morfismo T € Homyyw)(B,C), definimos a matriz

Cr= <(CT)f)

, onde cada (i, j)-ésimo bloco tem a forma

, B} T
Cr)l = AN
o= ( opy &)
Para cada i,5 € Supp(Cr) = Supp(B) U Supp(C), podemos visualizar tais blocos na
tabela a sequir

1,]€
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B 1)
(e

J € Supp(B) N Supp(C)

Jj € Supp(B) \ Supp(C)

Jj € Supp(C) \ Supp(B)

i € Supp(B) N Supp(C)

i € Supp(B) \ Supp(C)

i € Supp(C) \ Supp(B)

_B 717
(omy &)

(-8 1)

2

((0g) )

(o)
(-8

(02)]

(¢)
()

(<)

Observe que, para o morfismo identidade Idg : B — B, todos os blocos da matriz

Cia, sao da forma

—B] (Idp)]
(03); B

)z‘,jey

Lema 2.19. Cy ¢ um objeto em s(Y,k), para qualquer T' € Homyy i) (A, B).

Demonstracao.

(i) Cr ¢ Y-autocompativel, pois para cada x € ), temos que r((Cr),) = r(B:) +
r(Ce) = ¢(B”) +¢(C") = ((Cr)").

(ii) Cr é o-matriz, porque para cada x,y € )Y com o(x) =y, temos que r((Cr),) =
r(Bz) +1r(Cy) =1(By) +r(Cy) = r((Cr),). O mesmo para a faixa verticial.

(iii) Por fim, C% = 0, pois B2 =0, C2 =0, TC = BT e

ahi- (%

key

J

= {om:

~—

Bk TF

-B] T}
08) Cf )\ (08 Ci

)-(4%

(TC — BT)]
()]

(VA

)

(05)!
)

3> BB
key )

para todo 7,5 € ). Portanto, Cy é um objeto em s(), k).

5 ko - B

> Ckcy )
key

]

Notagao 2.20. Em termos da Notacao 2.18, serao introduzidas as sequintes matrizes
associadas aos pares ordenados de objetos (B, C)

o= (s (09) )0y tc=( (0B

o=

(Idp)!
(08)]

) ‘
1,j€EY

Por exemplo, o (i, j)-ésimo bloco de tp é
(7p)! = ( (dg)! (05)] )

e tem r(B;) linhas e ¢(B?)+c(C?) colunas. Parai € Supp(B) e j € Supp(B)USupp(C)
podemos ilustrar com a sequinte tabela os blocos:
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| (@dp)i (0%)! ) ]| j € Supp(B) NSupp(C) | j € Supp(B) \ Supp(C) | j € Supp(C) \ Supp(B) |
[ icSwpB) [ ((@dp); (05)7) | (Idp)] | (05)] |

Da mesma forma, para os outros (i, j)-€simos blocos.

O seguinte Lema iré fazer uma analise de quando estas matrizes sao morfismos em

s(V, k).
Lema 2.21. Se T' € Homyy (B, C). Entao,
e € Homy(y 0y (C, Cr) e g € Homyy i) (Crp, —B).
Além disso,
tp € Homy(y (=B, Cr) e 7o € Homyy ) (Cr, O)
se, e somente se, T'=0.
Demonstra¢ao. Mostraremos apenas para (¢, porque para g a prova é analoga.

(i) Vejamos que C' é Y-compativel com 1o e que 1o é Y-compativel com Cp. Para
todo z € Y, temos que ¢(C*) = r((tc)z) € c((te)*) = ¢(B*) + ¢(C*) = ¢((Cr)*)
por construcao de tc. Logo, C' é Y-compativel com (o e 1o é Y-compativel com
Cr.

(ii) to é o-matriz especial, pois dado i < j € ), temos que (Lc)g = ( (Og)f (Id¢)! ) =
((08)] (0%)] ) e se o(z) =y, tem-se que

(o) = ((02); (de)z ) = ((02); (de)y ) = ey,
Logo, tc € uma o-matriz especial.

(iii) As propriedades de Y-compativel e o-matriz especial da defini¢ao de morfismo em
s(V, k), decorrem da ultima construgao. A igualdade C'tc = 1o Cr é consequéncia
dos seguintes calculos

(Cie) =3 CF((08) ey )=l ( (08)] (de)) ) =( (08) )
key

_ . Bl T _Bi T .
=( (0B) (Id,~)¢ (U R BYE (14~ )k k. ko) = J
para todo 7,5 € ). Portanto, ¢tz é morfismo em s(), k).

Por outro lado, aplicando o mesmo raciocinio e o fato que

(Bip) = > B ( (dp)h (05)] ) = B! ( (dp)] (05)] ) =( B! (09! )

key

= j_ k Ok Bl7c T,i = i Cyi BZ TZ]
(T5Cr)] ,;y( (Idp)¥  (05)! )( 02 i ) ( (dg)i (03); )( (0B) ¥ >
=(B] 1)

temos que tp é morfismo se e somente se 7' = 0. Da mesma forma para 7.
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Por fim, iremos mostrar que s(),k) é fechado por soma direta.

Proposigao 2.22. Sejam B, C objetos em s(Y, k). A soma direta em s(),k) entre B

e C, € dada por _ A
B! (0%)]
B fas C = ( Bl . B/i )
(00)5 Czj i,jEY

Demonstragao. Sejam B e C' dois objetos em s(),k). Denotemos por Co o objeto

J CyJ
Coc, = ( OBBi ; (OCBj)’ ) em s(Y,k) (Lema 2.19). Sob as notagdes do Lema 2.21
( C)i i i,jeY

e o Teorema 1.6 é suficiente mostrar que
’LVB%C = 0, Lot = 0, ’LVB’R'B = IdB, Lc%c = Idc e 7TB’LVB + %C’LC = Idco,

o qual segue por multiplicagao de matrizes, permitindo concluir que Cgy com inclusao
ip, Lo, € projegoes mp e o € a soma direta de B e C' em s(Y, k).
]

Corolario 2.23. s(),k) ¢ uma k-categoria .

Demonstra¢ao. Como as operagdes de soma e composi¢gao em s(), k) sao definidas
sendo a soma e o produto usual de matrizes, entao segue claramente que Homgy i) (B, C)
¢ um k-espago vetorial para todo B,C € s(), k).
Além disso, s(), k) é pré-aditiva pela Proposi¢ao 2.17 e pela Proposicao 2.22 s(), k) é
fechada por soma direta.

m

Observacao 2.24. E importante notar que, em geral, s(V,k) nao € uma categoria
abeliana. Por exemplo, consideremos um poset (Y, <) com no minimo 3 elementos, a
saber ay < ag < ag, munido de uma involugao tal que o(ag) = az e

ola;) =a; (i=1,2) ou o(ar) = .
Agora, considere o sequinte morfismo em s(), k),
as a1 | O
T= 0 |:B= 010 | —C= (—“&>

! ! « 0
as || 1 as || 010 3

e suponhamos que a categoria s(Y,k) € abeliana.

o Vejamos que T' € um epimorfismo em s(Y, k). De fato, para qualquer 7 : C' — @

. ap | 0
em s(V,k) tal que Tm =0, tem-se 1 = 0. Para isso, tome G = < )

Q3 0 1
um matriz indexada por Y e note que m = GT'w = 0. Logo, cokernel de T é Q.
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e Seja 1 o morfismo de K = (Ji) para B em s(Y,k), descrito da forma

(0%} 0

Qy | &g . ‘
L = ( o ) Dado que T = 0, vejamos que o par (K, 1) satisfaz a
a1

propriedade universal do kernel de T

Considere o par (K*,1*), onde K* € uma matriz em s(),k) cujo tamanho énxn
comn # 0 e * é um morfismo de K* para B satisfazendo *T = 0. Da dultima
1qualdade seque que

| o1 Jas
i || (¢F)it | 0

o ig || (¢5)5t | 0
T s ()] 0
i || (F)i ] 0

com Y cyr((¢9)i) = n e c((t7)) = c((¢*)*?) = 1. Note que, existe um tinico
morfismo u : K* — K tal que o sequinte diagrama comuta:

K - B-L-C
N
AN
H'U\\ /
K*
onde
aq
Z.l (L*)iail
| o @)
u = is (L*)%l
iy <[/*)Z‘O;1

Logo, kernel de T' é o par (K, ).

o2 ‘ .
Como coker(T) = O e ker(T') = (4“*) com inclusao
(o5} 0

ol a ay | G2
< S ) cker(T) — [ a; ] 0] 0
arfl 1|0 a | 010

aq

e tal inclusao € mono-split com inverso | oy || 1 |, logo T € epi-split. Isso contradiz

o7 042>'

&%)
o fato de que nao existe um morfismo nao nulo em s(,k) da forma (

Portanto, s(Y,k) nao € categoria abeliana.



Capitulo 3

O quociente ()Y, k) da categoria de
Bondarenko

Neste capitulo, apresentaremos uma nova categoria, denotada por (), k), a qual é
uma categoria quociente de s(),k). O objetivo ¢ demonstrar que (), k) ¢ uma cate-
goria triangulada. No entanto, antes de avancarmos nesta discussao, estabeleceremos
uma relacdo sobre os morfismos em s(Y, k).

Definicao 3.1. Sejam S,T € Homyyy)(B,C) dizemos que T = S se, e somente se,
existe uma matriz K satisfazendo:

(k-i) B € Y-compativel com K e K € Y-compativel com C.
(k-it) T — S =BK+ KC.
(k-iii) Sei>je Y, entaoK]—O
(k-iv) Se o(i) = j, entao K} = KJJ

Um ponto importante a ser observado aqui, é o fato de que, em geral K nao é
necessariamente um morfismo em s(), k) pelo item (k-i7). A matriz K que satisfaz as
condic¢oes acima, serd chamada de k-matriz.

Lema 3.2. = ¢ uma relacao de equivaléncia.

Demonstragao. Vamos verificar apenas a transitividade. Sejam 7,5,V € Homyy 10y (B, C),
tais que T'= S e S = V, entao existem rk-matrizes K; e Ky de modo que T'— S =
BK;+ KCeS—-V =BKy+ KyC. Somando as parcelas obtemos,

Portanto, T'= V. O

Lema 3.3. O conjunto ¥ := {T morfismo em s(Y,k) | T'= 0} € um ideal bilateral em
s(V, k).

Demonstrag¢ao. A demonstracao iré seguir os passos da Defini¢ao 1.7:

(i) 0 € X, pois 0 = 0.

37
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(ii) Sejam F,G em X(B,C) e uy, ps em k. Como F, G = 0%, entao existem x-matrizes
K1 e K, tais que

F:BKl—f-KlC € G:BKQ—f-Kgc

Agora, multiplicando a igualdade acima pelas constantes ji; e o, respectivamente,
temos
piF = BKy + i K1C e G = paBKy + pp Ko C,

as quais ainda estdo em (B, C), e além disso, como Homyy (B, C) é um k-
espago vetorial, tem-se pu1 F + pusG € (B, C).

(iii) Sejam F em (B, C) e G em Homyy ) (C, D). Dado que F' = 0 existe r-matriz

K tal que

F=BK+ KC.
Do fato que CG = GD e da multiplicacao por G a direita na igualdade acima,
temos

FG=BKG+ KCG = BKG + KGD = BK + KD,

onde K = KG é uma k-matriz. Dessa forma, podemos concluir que FG = 0%.
Portanto, FG € Y(B,D). O mesmo raciocinio, pode ser usado para caso a
esquerda.

Portanto, ¥ é um ideal bilateral em s(), k). O
A seguir definiremos uma categoria quociente da categoria de Bondarenko s(), k).
Definig¢ao 3.4. (), k) € uma categoria da sequinte forma:
e Obj(k(Y,k)) = Obj(s(V. k)).
e Hom,(y ) (B,C) = Homyy (B, C)/3(B,C), para cada B,C € s(Y, k).

E importante notar que k(Y, k) é uma k-categoria e também nao é uma categoria
abeliana para este fim, é suficiente adaptar a Observagao 2.24.

3.1 Estrutura triangulada para x(), k)

Nesta se¢ao, daremos uma estrutura triangulada para a categoria x(), k), mas antes
definamos o seguinte autofuntor sobre s(), k).

—]: s(V.k) — sV k)

B — [B] =-B
Tl l[T] _ (3.1)
C — [C] =-C

Defini¢ao 3.5. Um tridangulo é dito standard em s(Y,k), se é da sequinte forma

B—' ~c—* sC,—™ B

onde T : B — C' é um morfismo em s(V,k) e vc, mp sao como definidos na Notagao
2.20.
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Dado que (Y, k) é uma categoria quociente de s(), k), ou seja, k(Y. k) = s(V,k)/%

existe um funtor projegao de s(), k) g

grama comuta.

k(Y, k) , de modo que o seguinte dia-

sV k) — - 5V, k)

KV, k) —— (k)
Isto significa que o autofuntor [—| é bem definido em (), k). Agora, definamos a
seguinte familia de triangulos distinguidos.

Definigao 3.6. O triangulo (X,Y, Z,u,v,w) € dito tridngulo distinguido em x(), k),
se € isomorfo a um triangulo standard em k(),k). Em outras palavras, existe o sequinte
isomorfismo de triangulos em k(Y, k)

Xty Yoz . [X]

TB

onde T : B — C € um morfismo em s(Y,k). A familia de triangulos distinguidos em
k(Y(A), k) serd denotada por T.

A seguir, iremos enunciar o resultado princiapal do capitulo.

Teorema 3.7. A categoria k(Y,k) com o autofuntor [—| e a familia de triagngulos T
é triangulada.

Demonstracao.

TR1 Dados dois tridngulos isomorfos (X,Y, Z, u,v,w), (X', Y',Z' f',¢',h') em que
(X,Y, Z u,v,w) é um tridngulo pertencente a familia 7, pela transitividade de
isomorfismos, segue que (X', Y’ 7’ f' ¢, 1) pertence a familia T .
(03)] (03] ) :
L % tal matriz
J B\Jj

(IdB>’L (OB>Z i,jeY

satisfaz as condigbes (k-i), (k-iii) e (k-iv) por construgao, restando apenas ve-

rificar que K satisfaz (k-1i). Para este fim, lembremos o cone da identidade na
Notagao 2.18, notemos que
_ ( (1dp)! (05)]
LB op)

;o —BF (1)} \ [ (0B), (0

(Crap K)j = Z( (0B)k BEZ;“ ) ( (159)2 (0%
Bk —Bl (dp), \ _ ( (0B)] (05)]
B>f>(<0§>i B] ) <—Bf <IdB>?)

key
i_ (03)F (0
(KCIdB)i - ];} ( (Idl;)ic (Og

TR2 Vejamos que Idc,,, = 0 com a k-matriz K = <

)
)

.

para todos 7, j € Y. Portanto, (Crq, K)} + (KCla,)! = (Idey,, ).
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Por fim, como Idg,,, = 0, entdo Ci, = O em k(V, k). Consequentemente,
temos o seguinte isomorfismo de tridngulos em (Y, k).
B Idp B LB CIdB Uy:] [B]
IdB\ IdBL ol lIdB
B I B 5 O 5 [B]

Segue das definigoes 3.5 e 3.6.

Primeiramente, vejamos que, para qualquer morfismo 7" € Homyy k) (B, C) as

matrizes

| | 4 (02)]
L= (=T (dp)] (05) ),,ep ¢ To=[ (1dp)] ,
i,j€Y

(08)!

sao morfismos com I'y € Homyyu)([B],C,,) e I's € Homyy ) (C,,,[B]). Para

este fim, lembremos que

Supp(C,.) = Supp(C) U Supp(Cr) = Supp(C) U (Supp(C) U Supp(B)) = Supp(C) U Supp(B)

cuja matriz por blocos é descrita (ver Notagao 2.18) por

; , e/l
(=Y [ geh
%= ( gy mﬂzhﬁy‘($g§

_ij Tz'j
08); ¢

(08)! (1dc)] )

i,jEY

Notando que Supp(C') \ Supp(Cr) = 0, da Notagao 2.18, podemos visualizar

melhor os blocos (C,,)] nas seguintes tabelas

-7 o)l
< (Ogcl)]; ((CCT))ZJ" > J € Supp(C) N Supp(Cr)

J € Supp(Cr) \ Supp(C)

—c v )
i € Supp(C) N Supp(Cr) < (Ogcz)j ((CCT))ZJ >

i € Supp(Cr) \Supp(©) | (0] (€}l )

(te)]
(Cr)!

(cni)

Equivalentemente, usando as notagoes 2.18 e 2.20

~C1 (08)]  (de)]
(0%); -B] T J € Supp(C) N Supp(B) J € Supp(C) \ Supp(B) | j € Supp(B) \ Supp(C)
0g); (g7 ¢

i € Supp(C) N Supp(B) 0% -B! T/

—-C? (0B)) ()]
%), (08 !
-c! (08)] (do)]
087 (8, ¢

i

1 € Supp(C) \ Supp(B) <

i € Supp(B) \ Supp(C’) (g -8 1)

(02)!
,BZJ
(02)!
(08)!
(08);

(-#)




e Vejamos que I'y € Homy(y ) ([B], C,,,): Dado que

Li=( -1/ (dp)] (05)])
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i,J€Y
onde os blocos estao descritos na tabela abaixo
| (-7 adp)! o) [| JeSuwp(B)nSupp(©) | j € Supp(B)\Supp(C) | j € Supp(C) \ Supp(B) |
| icSupp(B) | (-7 s 097 | (ldp): (- 09 ) |

Para todo =z € Y, temos r((I'1),) = 7(B) = ¢(B*) e ¢((I'1)*) = ¢(C*) +

c((Cr)*) = r(Ce) + 7((Cr)a) = 7((Cic)a)-

Y-compativel com I';, e I'y é Y-compativel com C,_..

Assim, concluimos que [B] é

Para ver que I'y é uma o-matriz especial, notemos que (Fl)g = 0 para todo
j <, pois T' e Idg sdo morfismos, analogamente para o (i) = j observamos
que (T1); = (T1)}, devido & construgao da matriz I'y.

Finalmente, [B]T'; =T';C,,,

(—=BTy)] =Y —-Bf (T, =Y —Bf (-1} (dp), (0%)] )

key

keY

pois BT = TC, e dos seguintes calculos.

= ( YCpey BFT] Yiey—BFdp), (05)! )= ( (BT)Y -B! (05))
S rey(TE(Ide)], — dp)FTY) )

= ( Zkey Tikclz

:Z(_Tik

key

= (Flcbc )37

(Idp);  (05)7

Zkey _(IdB)fBi

I

By
(021

—C] (0B (1de)i
(05)1
(08)7,

T

|

= Z (Fl)f(cbc )?c

para todos 7,5 € ). Logo, [B]I'y = I'1C,,. Portanto, I'y é morfismo.

e Vejamos que I'y € Homy(y ) (C,., [B]): Dado que

.

(08)!
(Idg);
(08)]

>Z,]€y

onde os blocos estao descritos na tabela abaixo

(08);
( (IdB); ) Jj € Supp(B)
(08)]
02)]
i € Supp(B) N Supp(C) (IdB)g
(08);]
i € Supp(B) \ Supp(C) || ((1dp)?)
By
i € Supp(C) \ Supp(B) ( Eggé >

Para todo x € Y, observamos que r((I's),) = r(C,) + r((Cr).) = ¢(C*) +

c((Cr)?) = c((Cuo)”) e ¢((I'2)") = r(Bx).

com I'y, e T'y é Y-compativel com [B].

Portanto, C,, ¢ Y-compativel

Para ver que I'; é uma o-matriz especial, notemos que (Fg)g = 0 para todo
j < i, pois Idg ¢ morfismo, analogamente para o(i) = j observamos que
(T2); = (')}, devido & construcao da matriz I'y.
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Por fim, verificamos que C,.I's = I'y[B], conforme demonstrado nos calculos
a seguir.

_ _ (08)F _ (0Z)]
(-ToB) =Y —(Mo)iB=-> | (dp)f |Bi=-| B}
kEY key \ (0B)k (0B)

—CF(0p)F (1de)t \ [ (081 |
=> Eg&g%g (gffk (T;-Q (Idp), | =D (Cio)i(T2)]
Cli CcJi 3
= (CLCF2)z
para todos i, € Y. Logo, I'h[B] = C,.I's. Portanto, I'y ¢ morfismo em
s(V, k).

Continuando com a demonstracdo, consideremos (X, Y, Z, u, v, w) um triangulo
distinguido, desse modo existe T': B — C' em s(), k) tal que

B

T : jZ Lo [X] = Y]
€'~ Cr —~ [B] - [C]

sao isomorfos em (), k). Agora, basta provar que (C,Cr,[B],tc,mg, —[T]) é
um tridngulo distinguido. Consideremos o seguinte diagrama em s(), k)

Como I'y : [B] — C,, e I'y : C,, — [B] sao morfismos em s(Y, k).

e Vejamos que I'1I'y = Idg. Com efeito, para todos ¢,7 € ) temos:

| (08), |
(i) = o ( ~TF (1dp)? <og>f)<<1di>2)=ad3>z.

key (083

e Vejamos que Idg,, = T'2l'y, com r-matriz

(0%)]  (08)! (05!
K= (057 (05 (05)] :
(Ide)!  (08)] (08)! ijeY
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K satisfaz as condigoes (k-i), (k-iii) e (k-iv) por construgao. Restando
apenas provar que satisfaz (k-ii). Fazendo a composi¢ao I'xI'

. (08)F ‘ } , (0%)7  (08)!  (0S)!
(ol => | (dp)k | (=7] (dp), (05)] )=| -7/ (@dp)! (0%)!
key \ (0B)F (08)] (08)] (0%)]

e dos seguintes calculos

, (08);  (02); (0g)f ~Ci (08);, (Ide);,
(KCo)] =Y (05)F (05)F (05)r (0%);. —-Bi T}
key \ (Ide)f (02)F  (0G)F (05), (0B,  ¢¥
(08); (08)] (0g)!
=| (0%); (05); (%) |,
=C] (08)] (lde)]

—CF (0B)F (Idc)} (05),  (08)] (0S)]
(CeK) =) | 05F -BF  TF 05, (08), (051
ey \ (09)F (08)F  cF (Idc), (08), (0S)1
(Idc)]  (08)] (08)!
= 7 (0B (09 |,
¢l (08) (%)

para todos 7,7 € ). Temos
} (Ido)]  (02)]  (08)] , (Ide)]  (02);  (0%);]
(KC,. +C,.K) = T/ (08)] (09! |, (Idc,, —Tal1)] = ) (08)] (0%)!
(02); (08)! (Idc)] (02)] (08)! (Idc)]
Finalmente, IdCLC —ILlI'h = KC,, + C, K, e entao K & uma k-matriz.
Portanto, C,. = [B] em x(Y, k).

e Vamos verificar a comutatividade do diagrama

(02, ~
O (1)t (09 N N
& (0n)! <Idi>f)(( P )( (02)/ ) =i

(08)1

para todos 7,7 € Y. Por outro lado, mg = —I'9T, com k-matriz K da

zjey

P
(&)
forma, K = 0%); . Logo, o diagrama é comutativo. Portanto, o
(Ide)
Z,| w, —[u]) é um tridngulo distinguido em x(), k).

triangulo (Y,

TR5 Como (X,Y, Z,u,v,w) e (X', Y, Z' ', v w') sdo tridngulos em T, entdo exis-
tem T : B — CeT : B — C' em s Y, ]k) de modo que sao isomorfos
aos seguintes tridngulos (B C,Cp,T,1c,7p) € (B B,Cp, T’ 1cr, ), Tespecti-

)
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vamente, em (), k) desse modo, o seguinte diagrama é comutativo em (), k)

///

~
-0

X ¢ [X]
F‘ G ‘
B/ C’ Lot CT/
' V / \
X’ - Yy’ Z’ - [X7]
u w

onde F e G sao representantes dos morfismos ¢y f(p1)™" e ¢ag(ps) ™! em s(V, k),
respectivamente. Para um melhor entendimento, acima foi destacado os triangu-
los standard em vermelho, enquanto seus respectivos isomorfismos estao destata-
cados em azul. Agora, vamos construir o morfismo ¢ : C; — Cypv, de modo que
o seguinte diagrama comuta em x(Y, k).

B —=(C'—Cyp

Como FT" = TG, existe uma k-matriz K. Notemos que, Supp(Cr) = Supp(B)U
Supp(C') e Supp(Cy+) = Supp(B’)USupp(C’), entao podemos descrever os blocos

de ¢ da seguinte forma,
FI K
(= ( BN ) :
(OC )z Gz i,jeY

Vejamos que com efeito, ( € Homyy ) (Cr, Cyv). De fato, as condicoes de Y-
compativel e o-matriz especial seguem da construcao de ¢. Por fim, Cr( = (Cp

segue do fato que F 1" — TG = BK + KC', BF = FB' ¢ CG = GC' e dos
seguintes calculos

©:01=3 ( (ops gz)((o?)i gk )(‘(gﬂ’;) (TG)<gé_c:§fK)g )

key ci

corr=% (o o ) (aty &)= e ™),

key v i

para todos 7,7 € V. Logo, Cr( = (Cyp/. Portanto, ( é morfismo. Agora, vejamos
que o diagrama seguinte comuta em s(J, k)
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(Gie)l =37 (G) ((08)] (denf) = (&7) (08)] (de)]) = (08 &)

key
= ((02): (Idc)zi)< (0?>g gj >=I§]((05)5 (Ide)¥) < (ogé)i gﬁ:f )
= (te0)},
<”BF>5:§((<13§>)¢§ )= (o) : 1= ()= oty ) ()
- ,?;( ((g);.f g: ) <(<I§§'>)§ )
= (¢l

para todos 7,7 € ). Portanto, o diagrama acima é comutativo. Agora, podemos
definir o morfismo h = (¢3) " 'Cp3: Z — Z' em (Y, k).

TR6 Como (X7 Y) Xl? u, CZlapl)» (X7 Z7 Y/a ug, QQaPQ) € (K Z7 ZI) g, Q37p3) triangulos dis-
tinguidos em (Y, k), podemos considerar o seguinte diagrama comutativo em

k(Y. k)

B—° 00— sCcy—"" [B]
1 P2 P3
1
X u Yy q1 X/ P1 [X]
Idp T Idp

B D—"° ~cy,—F 1B
X ug 7 q2 y! P2 [X]

S Idp S

C T.D L . Cy " [C]
e Z 7' Y]

g q3 p3

Para um melhor entendimento, acima foram destacados os triangulos standard
em vermelho, enquanto seus respectivos isomorfismos estao destatacados em azul.
Agora, para provar o axioma do octaedro vamos nos concentrar no seguinte dia-

grama
B 5 c © sy —E B]
|
IdB] Tl arF | lIdB
% ) v 75
B D Cv 1B]
|
S] Idp l 3G | l S
%
C D Cr———[C]

T LD
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Primeiramente, vamos mostrar que existem morfismos F' € Homyy 1) (Cgs, Cy) e
G € Homyy ) (Cy,Crp) tais que o diagrama acima comuta em (), k). Como

ST =V existe uma k-matriz K. Do item (k-ii) temos que ST —V = BK+ KD.
Também para evitar confusao, 7p e Tg denotam o morfismo tp : D — Cy e
7p : Cy — [B] definido no Lema 2.21, considere as matrizes

dp)! K ) < S K7 )
F = ( ( i L e G = i Vi '
0By T/ ey (0%); (1dp)! iJEY

Vejamos que F' € Homyy ) (Cs, Csr), a prova para G € Homgy k) (Csr, Cr) €
analoga. As propriedades de )-compativel e o-matriz especial da definicao de
morfismo em s(), k), seguem do fato que T e Idg sao morfismos em s(Y,k) e
K ser uma k-matriz. A igualdade CgF = F'Cy é consequéncia dos seguintes
calculos

<CsF>i=Z((0§§ g )((xdmj; Kg'):( fsz (ST); ~ (BK); )

B :
key Cli (OC)k Tlg

: Idp)f K )( -B] V! ) ( -B] V{4 (KD)] )
FCv) = ( B)q i k. k. _ i i )i
ey %( op)f 1+ ) Cogy o) \ogy by )
e a comutatividade segue dos seguintes calculos
: Idp) K - ; ;
Ger) =3 (O ot ) (o8 B ) = (& 1) =1 (0B ()] )
key k key
= (Tp)],

((08)] (Wp)] ) = (p)l,

o)=Y (opt k) (S K} )

key

et (ol o ) (fapt )= (T ) =

@ncrl =3 (aioe came ) (o ) = (o )= 5 (o )=

key

para todos 7,7 € ).

Finalizaremos a demonstragao provando que (Cg, Cy, Cr, F, G, mctc) € um tri-
angulo distinguido. Para isto, vejamos que

) (Ide)!  (08)

i I (08)]  (02)]
)i (05)] (03

p ’ ) € Hom,(y 1 (Cr, Cr)
)i (IdD)z i,jEY
e o seguinte diagrama comuta em (), k)

F G

Cs Cy

|
ldcg l Idg,, l 37| LIdCS
\i

Cs Cy Cr [Cs]

F LCV 7\'CS
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Da mesma forma, as propriedades de )-compativel e o-matriz especial da defini-
¢ao de morfismo em s(), k), decorrem do fato de que Idg, e Id¢, sdo morfismos
em s(), k). A igualdade CyA = ACp é consequéncia dos seguintes célculos

o) (08)k >( —(Cs), Fl )
2)¥ (1dp)f (0e5);,  (Cv)i
Bl -8i (dp)] K
;Z (Og)i> (08), —Ci (0g), T}
¢ (Idp); (03);. (0%), -B. V!
(08), (0%);. (03);. Dy

0
0

_<<o€>z -c! (02)] T>

(08), (05)) (08)] DI

_ —cf Tk 02)] (dc), (02), (02)]
k;(mgﬁ Df) 0B). (05). (0B)) <IdD>;>
= (CrA)!

para todos i,j7 € Y. Agora, a comutatividade é direta pela multiplicagao de
matrizes

_ s i) _ Sy —Kf (08)], (1dc), (0B), (0B
tov =6y = (080 4o ) Z;(( Do aanit ) Clog @OF 08 (o
<<0§>£ (05)] (1dp)! ( ) ( j s7 o (0B) —Kﬁ,)
(05)! (05)! (0B)! IdD (05)! (0B)! (1dp)!
:< (08) —si (IdB>§? )
(05)! (05)! (0B)!
_( -B! (0%)] (0B) (OD B/ -S! (1dp)] K]
_(<0§%£ (05)! (0%)! (0B)! >+<<0€)§ (05)  (0B)! (ogﬁ)
_ (—Bf W)((Ids)?; (0%),  (0B) (OLB’)i)
&\ (00)F Dj (05)  (05)% (03);. (0B)

(Idcs)
(02 (o)t (0B (0): i
s )i = %((0%)5 O (of)k Gyt ) 0% i )
(IdB)k (Og)i
_s (O ek oph 0Bk )| 087 do)
2 op) 06 Bk ado)t )| ) (0%
05 (05)
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para todos 7,7 € V.

Do TR1 ao TR5 temos que a categoria x(),k) é pré-triangulada e como Idcg,
Idc,, sao isomorfismos em (), k), pelo Lema 1.26 para categorias pré-trianguladas
A é isomorfismo. Logo, (Cg, Cy, Cr, F, G, mctc) € um tridngulo distinguido.

Portanto, x(),k) com o autofuntor [—| e a familia de tridngulos distinguidos T ¢é
triangulada. O



Capitulo 4

O quociente k() x Z,k) da categoria
de Bondarenko

Neste capitulo, comecemos fixando o poset ) com involucao . Consideremos o
poset YV x Z com ordem anti-lexicogréfica, ou seja,

[u,i] < [v,j] se, e somente se, i < jou (i =jeu<v),

e com involucao oyyz definida da seguinte maneira:
oyxz([u,i]) = [v, j] se, e somente se, i = j e o(u) = v.

Dessa maneira, temos naturalmente a categoria de Bondarenko s()) x Z,k). Nosso
objetivo neste capitulo é estudar categoria quociente de s() x Z,k) denotada por
R(Y x Z,k) e demonstraremos que k() x Z,k) é uma categoria triangulada com um
autofuntor diferente ao do Capitulo 3. No entanto, antes de avancarmos nessa discus-
sao, estabeleceremos uma relagao sobre os morfismos presentes em s()Y x Z, k).

Definicao 4.1. Sejam S,T € Homyyxzx)(B,C). Dizemos que S ~ T se, e somente

se, existe uma matriz K indexada por Y X Z satisfazendo:
(k-i) B é Y X Z-compativel com K ¢ K €Y x Z-compativel com C.
(R-i)) S —T = BEK + KC.

(R-ii)) Sei>j+1ou(u>vei=j—+1), entdo K" = 0.

[w]

(R-iv) Se oysz(u,il) = [v, 5], entio K[} = K"

Vale destacar que ~ é uma relagao de equivaléncia. Nesse contexto, é importante
notar que, de forma geral, K nao é necessariamente um morfismo em s(Y x Z, k) devido
ao item (k-i7). A matriz K que satisfaz as condigoes acima, serd chamada de k-matriz.

Lema 4.2. O conjunto S := {T morfismo em s(¥ x Z,k) | T ~ 0} é um ideal bilateral
em s(Y x Z,k).

Demonstracao.

(i) 0 € &, pois 0 ~ 0.

49



(ii)

(iii)

50

Sejam F, G em Z(B C) e 1, pz em k. Como F, G ~ 0%, entao existem A-matrizes
K1 e Kg tais que

F=BK +KC ¢ G=BEK,+ K.
Multiplicando a igualdade acima pelas constantes i e o, respectivamente, temos
i = BKy + i K C e G = e BKy + pa KO,

as quais ainda estao em E(B (), e além disso, como o Homs(yxzk (B, C) é um
k-espago vetorial tem-se p1 F' + pusG € E(B ('), com K-matriz ,u1K1 + ugKg

Sejam F em S(B,C) ¢ G em Homy(yxz)(C, D). Dado que F ~ 0%, existe uma
k-matriz K tal que L
F=BK+ KC.

Do fato que C'G = GD e da multiplicagao por G a direita na igualdade acima,
temos N N N N B R

FG=BKG+ KCG=BKG+ KGD =BK + KD,
onde K = K G, vejamos que K é uma R-matriz. As condicoes de (k1) e (k-iv)
sao satisfeitas pelo fato de K ser uma k-matriz e G ser um morfismo. Restando
por provar apenas (k-iii).

Para ver que K[u ]] =0, sempre que ¢ > j+1ou (u > v ei=j+1), analizaremos

cada parcela da segulnte soma

gl Pk e
K= ) Kpiauhy
[w.k]eYxZ

Comegemos assumindo que ¢ > j 4+ 1. Notemos que

_ S {u0,k] o] Rl
[uz] = Z K,y Gl + Z K, G 0,

i<k+1 i>k+1
wey wey
pois na primeira parcela G %3}1} = (0 e na segunda parcela K [[;Uﬁ} = 0.

Por outro lado, assumindo que ¢t = j + 1 e u > v, temos que

o] _ k] o] k] o] k] o]
Kyl = >0 Kuy'Guig+ Y- Kujaniy+ >0 Kpan)

i=k+1 z<k+1 z>k+1
wey
_ w,k] ~[v,j] [w,k] ~[v.]]
= Kl *_E:‘KMHGWH+'§:‘K Gl
wey i<k4+1 i>k+1
wey wey

_ >[w,j] v J] w,k] ~[v,4] 7> [w,k] ~[v,]]
= > KRG+ Y K G+ Y0 Kiaiih+ Y Kl

u<we)y uSweY i<k+1 i>k+1
wey wey
Logo, KM . Z] = (, pois na primeira e terceira parcela Gl ’jll] = 0, enquanto para
segunda e quarta parcela K, [[;Uf = 0. Portanto K é uma k-matriz.

Dessa forma, podemos concluir que F'G ~ 08, o que implica que FG € i(B, D).
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(iv) Analogamente, podemos concluir que ¢ ideal & esquerda.
Portanto, & é um ideal bilateral em s(Y x Z,k). O

Observagao 4.3. Repare que, a relagao ~ € sutilmente diferente da relagao = da
Definigcao 3.1. Claramente, X ¢ ¥ e X C X, onde ¥ = {T morfismo em s() x Z,k) |
T = 0}. Dessa maneira, podemos definir a sequinte categoria.

Definigao 4.4. k() x Z,k) € uma categoria dada por:
e Obj(R(Y x Z,k)) = Obj(s(Y x Z,k)).
o Homgzyxzik (X, Y) = Homyyxzi (B, C)/i(B, (), para cada B,C € s(Y x Z,k).

Note que, a partir da Observacao 4.3, a categoria k() x Z, k) é distinta da categoria
K(Y X Z,k).

Funtor translacao para s() x Z,k)
Seja B um objeto em s(Y x Z,k) e k € Z. Podemos definir um novo objeto B{k}
em s() x Z,k), o qual chamaremos de k-ésima translagao de B, da seguinte forma:

B{k}{zz]] = (—1)’“352?1,?, para todos [u, 1], [v,j] € Y X Z.

Para cada morfismo T : B — C em s() x Z,k), também podemos definir um
novo morfismo T{k} : B{k} — C{k} em s(Y x Z,k) da seguinte forma:

T{k}{zz] T[:jjfkﬁ], para todos [u, ], [v,j] € Y x Z.

Repare que a k-ésima translagao age nas faixas horizontais e verticais tanto de B
quanto de T. Especificamente, se k é positivo (negativo), o funtor desloca a faixa
horizontal de B para cima (baixo) e a faixa vertical de B para a esquerda (direita).

Assim, obtemos um funtor {k} : s() x Z,k) — s(Y x Z,k), o qual sera chamado
de funtor translacao por k. Notemos que {k} é um autofuntor de s() x Z, k), pois
{k} o {=k} = {-F} o {k} = ldsyxz1):

Notemos que, para cada objeto B em s(Y x Z,k) existe um morfismo Idg; :

—B{1} — B tal que (Id{l})i’ﬁ = (IdB){Z:ZLl] para todos [u,i],[v,j] € Y x Z. Neste
morfismo, as faixas horizontais sdo indexadas pelo Supp(B{1}), enquanto as faixas

verticais sao indexadas por Supp(B).

4.1 Estrutura triangulada para k() x Z,k)

Na presente se¢@o, nosso principal objetivo é demonstrar que k() x Z,k) é uma
categoria triangulada. Para este fim, lembremos que para cada morfismo 7': B — C'
em s(Y x Z,k), o Lema 2.19 garante que Crq,,7 ¢ um objeto em s(J x Z,k), o qual

denotaremos por Cr, e que em termos da Notagao 2.18 os ([u, ], [v, j])-ésimos blocos
sao da forma:
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[v,7] [v,5] [v,541] [v,4]

——[v,]] B {1}[%1'] T[u,i} _B[u7i+1] T[u,+1]
(O = BN i) | it gl | (4.1)

v,] v,] B\ [v,j v,j

(0c )[u,ﬂ C[u,i] (OC)[u,i] C[u,z‘}

Como eventualmente sera mostrado que k() x Z, k) tem estrutura tridngulada, seu
cone é da forma descrita acima. Para nao deixar a notacao muito carregada, vamos
denotar os elementos [u,i] em ) X Z, por u;. Dessa maneira, o (u;,v;)-ésimo bloco é
da forma:

v _Bzzill TQZJH
(Cr),, =
(08)u™" Cul

Definig¢ao 4.5. Um triangulo é dito k-standard, se é da sequinte forma

TB{1}

B—T .o .C;

B{1}

para algum morfismo T : B — C em s() x Z,k), onde 1c e Ty sio como definidos
na Notac¢ao 2.20.

Dado que R(Y x Z,k) ¢ a categoria quociente s( x Z,k) /S, existe um funtor pro-

jecio de G : s(Y x Z,k) —=R(Y x Z,k) , de modo que o seguinte diagrama comuta.

s(V x Z, k) —

s(V x Z,k)

Q)
Q)

R(Y x Z,k) T)EO) x Z,k)

Isto significa que o autofuntor {1} é bem definido sobre k() x Z, k). Agora, definamos
a seguinte familia de triangulos distinguidos em k() x Z, k).

Definigao 4.6. Um tridangulo (X,Y,Z,u,v,w) serd chamado de tridngulo distin-
guido em k(Y X Z,k), se € isomorfo a um tridngulo k-standard em ®(Y x Z,k). Em
outras palavras, eziste o sequinte isomorfismo de triangulos em k() x Z,k)

X—tey sz X{1}

el

B—~C —Cr—= B{1}

T tc

para algum T : B — C em s(Y x Z,k). A familia de triangulos distinguidos em

AN

k(Y X Z,k) serd denotada por T .

Agora, iremos apresentar um dos principais resultados do capitulo. A demonstracao
de tal resultado é totalmente analoga a do Teorema 3.7.
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Teorema 4.7. A categoria k(Y X Z,Kk) com o autofuntor {1} e a familia de triangulos
T € triangulada.

Demonstracao.

TR1 Dado dois triangulos isomorfos (X,Y, Z u,v,w), (X", Y',Z' f'.¢',h/) em que
(X,Y, Z u,v,w) é um tridngulo pertencente a familia 7. Pela transitividade

de isomorfismos, segue que (X' Y’ Z' f'. ¢', h') pertence a familia T

_ OF)1ifs  (0F)uls.
TR2 Vejamos que IdC/m; ~ 0 com k-matriz K = ( N . ) , tal
1dp)" (0D ) o ey
matriz K satisfaz as condigoes (R-i), (R-iii) e (R-iv) por construcdo. Restando
apenas verificar que K satisfaz (k-ii). Para este fim, seguem os célculos

- —Brs, (Wdp)gr, (0F)ui" (05
(Cank)i = _
wieyxz \ (0B)wr (Idp)u"  (03)u)

(Idp)uis OB vi+1
B BUi+! OB UJ

fam - s (PR OB (o
Idp uji:
weeyxz \ (Idp)y*  (0F)yF (05)d"  Bu,
OB OB,
—B;Z-H (IdB)UJ

para todos u;,v; € Y x Z. Portanto, (CIdBK) (KCIdB)uZ = (Id

Uj

Crag

Por fim, como Idg— ~ 0, entao Ciq;, = O em k(Y x Z, k).

ldp

TR3 Segue das defini¢oes 4.5 e 4.6.

TR4 Primeiramente, vejamos que, para qualquer 7" € Homgyxzx) (B, C) as matrizes

(08)ut)
Iy = ( -T2 ()it (05),, )Ui,UjEyXZ7 Iy=| (Idg)ut!
08

ui,’UjEyXZ

sao morfismos 'y € Homs(yxzyk)(B{l},ab\c) eIy € Homs(yxzk)(CLC,B{l}).
Para este fim, lembremos que

Supp(C...) = Supp(C{1}) U Supp(Cr) = Supp(C{1}) U (Supp(B{1}) U Supp(C)),

cuja matriz por blocos é descrita (ver Notagao 4.1) por

_ (Vi1 OB Vj41 Id vj

clity Gol Ciii (08)il ()il

Coo=| oy, 0, _ | gun o
( Cr )i (Cr)u, -

Ui, V4 X v v v

y (0&)ul™ (08 Cul e
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o' € Homs(yxz,k)(B{l},(/ZZ). De fato, para todo u;, € Y x Z, temos
r((C1)w,) = r(B{1},,) = c(B{1}") e c((T1)") = (C{1}") + c((Cr)™) =
r(C{1}a,) + r((C1)u,) = r((C.p)u,)- Logo, B{1} é ¥ x Z-compativel com
'y eI’y € Y X Z-compativel com (/3;

Agora, para ver que I'; é oy, z-matriz especial, notemos que (I';),, = 0 para
todo v; < u; em Y x Z, pois —T{1} e Idp(} sao morfismos, analogamente

para oyyz(u;) = vj observamos que (I'1)% = (I'y),, devido & construcao da

matriz I';.
Por fim, vejamos que B{1}I'; =I'1C,,, o que decorre dos célculos
(B{LIT)2 = > -BY (T (gl (09, )

wr €Y XZ
=( (BT —Bulli (05)u. )
=Cui (08)w (Ide)d,

= > (-TEe @p)e, (09w, )| (09 -BuP T
wrEYXZ

) (0B Cu
S @)E(Cn)y = (TCn)Y

Wy EY XL

para todos u;,v; € Y X Z. Logo, B{1}I'; = Fl(/jz. Portanto, I'y é morfismo
em s(Y x Z,k).

o[y € Homs(yxz,k)((i;,B{l}). De fato, para todo v; € Y X Z, temos

c((T2)¥) = e(B{1}") = r(B{1}y;) e r((T2)y,) = r(C{1};) + r((Cr)y;) =
c(C{1}")4+c((Cr)%) = ¢((C,.)"). Logo, I'y ¢ Y x Z-compativel com B{1}
e 6; é Y X Z-compativel com I's.

Agora, para ver que I'; é oy,z-matriz especial, notemos que (I'y),, = 0
para todo v; < u; em Y X Z, pois Idpy;y é morfismo, analogamente para
oyxz(u;) = v; observamos que (I'2)4 = (Ty)., devido & construgao da
matriz I's.

—

Por fim, vejamos que C,.I'y = I'yB{1}, o que decorre dos célculos

(02):

Ui+1
(T2B{1}), = Z (La2)urB{1}, = — Z (Idp)yr, | But
Wi EYXZ W EYXZ
(02w
(08)uit)
— 7ij+1
Uit1
(08)u™
_Cg}i’il (Og);fik+1 (Idc)i’ll (Og)z’]’:rl
= > (0G)we ,  —Bwr T g1y
wrEY XL
w w w B{1}\vj
0G)wr  (0F)w  Cw (0o

ST (Co)ur (D) = (CuTa)i,

wrEY XL
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—_

para todos u;,v; € Y xXZ. Logo, —I';B{1} = C,_I's. Portanto, I'y é morfismo
em s(Y x Z,k).

Continuando com a demonstragdo, consideremos (X, Y, Z, u, v, w) um tridngulo
distinguido, desse modo existe T': B — (' tal que

v w

X Y Z X{1}
B—5>C —>Cr - B{1}

sao isomorfos em R(Y x Z,k). Observe que temos o seguinte isomorfismo de
triangulos em k() x Z, k)

v w

z x{ Uy gy

l NI S

Cr = B{1} c{1}

Lo —7{1}

Agora, basta provar que (C, (/J\T, —B{1}, ¢, mpy, —T{1}) € um triangulo distin-
guido. Consideremos o seguinte diagrama em s(), k)

. — —-T{1
c—o ;2 py W oy
Idc\ ez l Idey1y
€ —Cr ——Coo =7 C{1}

Como existem morfismos I'y : B{1} — 6; ely: 6; — B{l} em s(Y x Z,k).

e Vejamos que I'I'y = Idgq1y. Com efeito, dos seguintes calculos temos

(02
M)y = > (=T, We)ps, (05)%s, ) | Mdeapw | = (dg)ii
wi EYXZL
(Og{l})"’j+1
Wk
para todos u;,v; € Y X Z.
e Vejamos que Idg— ~ I'oI'; com a k-matriz
ze]
08)wiiy  (02)wiy (08 )l
K=1 (0g)ul: (03)ul (0%)dln
(de)i™ (02)u™ (0% ) o v

K satisfaz as condigoes (k-i), (k-iii) e (k-iv) por construgao. Restando provar
que satisfaz (k-ii). Fazendo composic¢ao I'sI'y,
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(OB)wk

Ui41

Lol = > | (d)wr, | (—Tui (dp)ul* (05)d )

Wi EY XL
(08)3x

(0G )ity (08)wls (0@ )iy,

- ';)Zrll (IdB)quii (OC)UJH-l
(Ide)u™ (02)u™ (08)u)

dos seguintes célculos

(09)ek,  (OF)ih, (0%, —Crt OB (o),

~ ——\"Vj . .

(RCo)” = > | 09k, OBk, 0Dk, || ©9u -BE T
o wy, EYXZ

(de)ir  (0f)iF ()i (095 (0BT C,

Vg U4
08)fr  08)f  (08)uls,

V4 Vi
= (O%)ujlii (Og)ujzii (OC) Wig1 ’

_Csi_”rl (OB 'UJ+1 (IdC)ZJl

—Cik, (0B)uE,  (do)ik, (095 (0Bt (09)i,,
(Cok)’= > | gk, -BIE, T, O OPET (08,
e 0%)uk  (08)uF Cut (Ide)u™ (02" (08)d]

(o)t (08N (09)i,,

= TOE OB (09,

Gl (08T (08)

para todos u;,v; € Y x Z. Temos
(Ide)ulls  (08)d3h  (08)uly.

(KCo + Cok)yy = | Tl (OR)il (09)il, | = (g — o),

(08)ur™"  (02)u™  (Ide)w,

entdo K ¢ R-matriz. Portanto, 6; = B{1} em k(Y x Z,k).

e Por fim, vamos verificar que o diagrama comuta, o que decorre dos calculos

(OB)”J+1
(OC) Uit (IdB)uz+1 (Oc)u;f+1

t=To)ul = Idg)gtt

( Cr Jui Z 0%\ Wk 0B\ %k Id )Pk (dz)uy

wy €Y XL ( C)ui ( C)“i ( C)u,;

(OB)”J-H

Wi
= (WB{1})Z{:

para todos u;,v; € Y x Z. Por outro lado,
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(08 )urts
ey ~ —I9T{1} com k-matriz da forma K = (09
(Id )’Uﬁ-l

uiﬂ)jEyXZ

Sendo assim, o diagrama é comutativo em k() x Z,k). Portanto, os trian-

gulos

(07 6;; B{1}7 lc, TB{1}, _T{]-}) (C CT: CLca Zed) LC 77TC{1}>

sao isomorfos em k(Y x Z, k).

TR5 Como (X,Y, Z, u,v,w) e (X', Y', Z' ', v/, w') sdo tridngulos distinguidos, entao

existem T : B — CeT' : B — (' em s() x Z,k), de modo que sao isomorfos
aos seguintes triangulos (B,C, Crp, T, 1o, mpy) € (B',C', Cp, T, 1cv, Tprq1y ), Tes-
pectivamente, em (Y x Z, k), desse modo temos o seguinte diagrama comutativo
em k(Y X Z,k)

TB{1}

B C B{1}
V 7 / /
X Ly v v x{1)
F G ‘ F{1}
B T < Cr g
P1 P2 P3
XV e 7 x1)
u v w

1 1

onde F' e G sao representantes dos morfismos ¢1f(p1)~" e ¢ag(p2)~"' em s(Y x
Z,k), respectivamente. Para uma compreensao mais clara, os triangulos standard
foram destacados em vermelho, enquanto seus isomorfismos correspondentes fo-
ram destacados em azul. Agora, vamos construir o morfismo ( : CT — CT/ de
modo que o seguinte diagrama comuta em k() x Z, k).

B T C Lo é;‘ TB{1} B{l}
|
F‘ G‘ ¢! F{1}
B
/ ! /
B T/ C Lc/ CT/ WB/{I}B {1}

Como FT' ~ TG, entao existe uma k-matriz K. Notemos que, Supp((/J\T) =
Supp(B{1}) U Supp(C) e Supp(Cr/) = Supp(B’{1}) U Supp(C’), entdo podemos
descrever os blocos de ¢ da seguinte forma,

Py K2 Er K
C: =
(Ve (0g)s G

¢ Ui, EY XL U4, 0 EY XL

Em termos da Notagao 2.18 temos que para cada u;,v; € Supp(() a seguinte
tabela
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F T Ry
Ui41 Ui41
( vj € Supp(B'{1}) N Supp(C’) | v; € Supp(B'{1}) \ Supp(C’) | v; € Supp(C’) \ Supp(B’{1})
B/ \Vj+1 vi
(08 ), G,
Ti+F1 =07 Ti+1 >V
Fuiiy Kuigy Fuily Kujiy
i €S B{1})nS C
u; € Supp(B{1}) N Supp(C) R iy B v v
(08 ), Gy (08 )y G,
) Vj+1 Vg Vi+1 K,
u; € Supp(B{1}) \ Supp(C) ( Fuyiy Ky i1 ) ( Fuiiy ) (K 1+1)
7 . . AN 1 v
u; € Supp(C) \ Supp(B{1}) ((©8Hwt e ) (08)3) (6 )

Vejamos que com efeito, ¢ € Homgyyz k) ((/J\T, (/3;) As condigoes de YV-compativel

segue da construcao de (.

Para ver ¢ ¢ uma oyxz-matriz especial, notemos que (¢).;, = 0 para todo v; < u;,
pois I {1} e G sao morfismos em s(Y xZ, k), e também note que a faixa horizontal
de Ku esta sendo indexada pelo Supp(B{l}) ou seja, a propriedade (k-iii) se
reduz a j <iou (u>vei=j),entdo Ky = 0. Logo, (¢)s = 0, analogamente

Up

se 0yxz(u;) = v; observamos que (¢)3

(¢)+, devido & construgao da matriz ¢.

Vamos apenas verificar se Cy( = QCT/ _a qual segue B{1}F{1} = F{1}B'{1},

CG = GC', F{1}T' —

TG =B {l}K + KC' e decorre dos calculos

(Cro) = P e A
weeyxz \ (08)wr  Cwn (0wt G,
~(BF)u (TG - BR)Y,,
o2t oy )
(G = we, Rue O\ [ CBOWT (T),
wreVxz \ (08 )ur Gk (&) (€M),
~(FB)3t (FT'+ KB,

(02" (cear

para todos u;,v; € Y x Z. Logo, (/Z\TQ = Cé;.

Portanto, ¢ é morfismo. Agora,

vejamos que o diagrama seguinte comuta em s() X Z,k), o que decorre dos

calculos
(G = > (Gue) (083 (de)i,) = (08"
W EYXZ
Foitt Ky
= > (& adey) |
W EY XL (Og )Z)J:l G;Jk
(dg)yr . Fult
(e F{1}). = Fgtt = L
w,eyxZ \ (0F)w (05"
w 7w U]+1
weeYXT (Og/)gk ng (OB/)’U]+1

G2)

= (tc€),

= (Cmpr{1})-
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para todos u;,v; € Y x Z. Portanto, o diagrama acima ¢é comutativo. Logo,
temos o morfismo h = (¢3)'Cp3: Z — Z' em R(Y x Z,Kk).

TR6 Como (XY, X' u,q1,p1), (X, Z,Y" uv,qo,p2) e (Y, Z, 7', v, q3, p3) tridngulos dis-
tinguidos em %(Y x Z,k), podemos considerar o seguinte diagrama comutativo
em k(Y X Z,k)

B C > Cy B{1}
b1 b2 b3
b1
X u Y q1 X, D1 X{].}
Idp T Idp{1y
B V. p—™ _Cy M gy
fdx (fl/ v Q:/ (y ldx 1y %
X w7 2y 2L x{1}
S Idp S{1}
C '.D ‘L . Cr e oy
/
Y . VA - 7z — v{1}

Para uma compreensao mais clara, os tridngulos standard foram destacados em
vermelho, enquanto seus isomorfismos correspondentes foram destacados em azul.
Agora, para provar o axioma octaedro vamos nos concentrar no seguinte diagrama

S Lc o TB{1}

B c Cs B{1}
[
Idg T Jr | lIdB{l}
o % S
B v D D Cy — 2 - B}
[
s Idp Eled lS{l}
¥
C——s——D—7—Cr ———C{1}

Primeiramente, vamos mostrar que existem morfismos F' € Homs(yxzk)((/}\g, a/)
e G e Homs(yxzk)(é;, é}) tal que o diagrama acima comuta em k() x Z,k).
Como ST ~ V, entdo existe uma K-matriz K. Do item (7-ii) temos que ST —
V = BK + KD. Também para evitar confusao, i¢c e Tp(1y denotam o morfismo

tp: D — a/ e Tpay} a/ — B{1} definido no Lema 2.21. Considere as
matrizes:

(IdB)Ziii KZ:+1 Sﬁfif _Kggﬂ
F= e G =
B\Vj+1 V; C\Vi+1 vj
(OC)uz TU1 Wi, 0 EYXTL (OD)ul (IdD)Uz i, 0; EYXL

Vamos mostrar que F' € Homg(yyz k) ((/3\3, G\ST), aprova para G € Hom,(yyz ) (G\ST, (/3})
é analoga. As propriedades de ) x Z-compatibilidade e oy«z-matriz especial da
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defini¢ao de morfismo em s(Y x Z, k), segue do fato que Teld B{1) sao morfismos

em s(Y x Z,k) e K ser uma R-matriz. A igualdade CsF = FCy ¢ consequéncia
dos segulntes calculos

S —Bufy,  Sul (dp)ut K, -BAT (SThi,, — (BR)G,,
(CsF)i = Y = ,
(

wpeyxz \ (0B)uF  CuF (023 Tul 05).:1 1)

= U 4 V4 v
(F(/]\)v Z ( (IdB) Ujt1 K:j:l:q ) ( _Bwj;l Vwi ) ( —-B Zj: 1+1 +(KD) Uj41
Viuw; = = .
(

wy EVXZ (Og Z’lk T;ﬂik (OB)UJ-H DZ)Jk Og v4+1 (TD)ZJL

e a comutatividade segue dos calculos

(Id )UJ+1 I?g)ak
(eFy =Y (08w (do)w )

Wy EV XL (055 Tu
=((08n" T )= > T ( (08" (dp)d, )
W EYXZ
:(CZLD)ZL
Suft —Ry,

@Gy = > ((0B)w (Idp)wr )

wiEYXZ (0%)5)]:1 (IdD)Z)jk
= ( (05)w™ (Idp)d, ) = (tn)ii,

S (dp)is, Kix,\ [ (ds)i” (1dp)iit] .
(FTB())w, = Z ., = = (mp(y)Y
W EYXZ (Og)ik Tﬂqﬁk (OB)wf—l (OB) AR
(&
S Ry, | ( de)i?
(Greqy)i =
weeyxz \ (05)wx (dp)ix ) \ (051,
Sulfi (Idg)e: |
= — Svj+1 — 75 ’UJ
(0B)u+ 2 B we - = (TBS).
D/ui W EY XL (OC)ui

para todos u;,v; € Y X Z. Terminaremos esta prova mostrando que

(CS7 CV7 CT7 F7 G7 71-C'{I}I/C'{l})
¢ um triangulo distinguido. Para ver isto, vejamos que

(02)257 (de)aty (08)ity (02)ul,, o
A= € Hom,(yxzk) (Cr, Cr)

(05)ur™  (05)u™  (05)i™  (Idp)it ), cyuz
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em k(Y x Z,k) tal que o diagrama a seguir comuta em

x 7, k)
G T Gy G gy rewen g
s v T s{1}
[
c o c o
S Vv — F — S{1
- = o (1)

Da mesma forma, as propriedades de ) x Z-compativel e o-matriz especial da
defini¢ado de morfismo em s() x Z, k), decorrem do fato de que Idg; e Idg; sao

morfismos em s()Y xZ,k). A igualdade (/J;A = Aé} é consequéncia dos seguintes

célculos para todos u;,v; € Y X Z

s (02)3{11 (IdC)Zik«H
wreyxz \ (0B)yk (2
Z (Og)gﬁl (IdC)gﬁl
weeyxz \ (0P)uf  (0F)u}
By A
O o
Ui V4
0B)w ™ (0%)d"
08)u ™ (05)
087 —Cully (08}
0F)*  (05) (08)™
705)@'?#1 T:lliil (Og
weey \ (05)uf  Dut (o3
= (CrA),

X — vj v
08)ul,  (08)uk, Cs{hd,  Fu
Cslihyv; A=\
©ORur  dp)r )\ (0gstMh (Gv,
08)ul,  (08)uk,
(0w (dp)uf
(Idp)d" K,
v U4
08 Tu
—ij};l Vin
©P)w" D,
i
Tui
Dy’
)2 o)t (08)d (08)d),
)l ® (D) (0B)T (1dp)u,

A comutatividade é direta, dos seguintes célculos, para todos u;,v; € Y x Z

(2 Vi Vi Vi U4 U U4 U
A 0P f: 08wy (dp)il;  (0B)uly, ORI Saln (05 —Kuly,
L= — = -
(CV )“z B\Yi+2 C\Yji+1 B\Yj+1 Vi B\Yi+2 C\Yi+1 B\Yji+1 Vj
(0D)w (05)w (0p)] (Idp)] (OD)ui (OD)ui (OD)ui (Idp ),
Vg U U4 SUs
0P —Suly  WMp)il, Kl
V4 v v v
03)w;™  (05)u)™ (0B)u}™  (0B)u]
—Bul, Vil () (05w (0F)" (0B,
wieyxz \ (03)uf  Duf 0832 (093 (0B)4  (0D),
(IdB)giﬁi—l (Og)zlf+1 (Og)$7k+1 (Og)$7k+1
+
weeyxz \ (05)af  (0%)uf (0B (0B)uf
B —SF (dp)att R,
U4 U4 Vi U4
(08w, —Cuw,"" (08w, Tuj,
OB (09 —Bu™ Vui
Vi Vi Vi V4
0P)w " (05) (0B)w,"  Duj,

= (CvK +KCp)./,
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onde a kK-matriz é da forma
N (Idg)i i (05)uy  (0B)at (08)ul,,
K:
(05)u  (05)™ (05)i™ (00wt /. ey

Por outro lado,
(dg)uy®  (05)u,

(AT‘-Cs{l}):Z = Z

(Og ;f’ik‘f*l (IdC);fikJrl (Og)gilil (Og)iﬂwﬁl (Og ij:z (IdC)ijf:rl
wy €Y XL

v v
(OB i+2 (Og)wjk-f—l

03)uf  (0F)ur  (0F)wF  (dp)uf Bk

OF)d" (05)w"

(Og):zi? (IdC)Ziii (Idc)gﬁrl vits vy
= = > ( (0B)3r? (o)t )
Wy EYXZ

j j C\WEk
©F)w™  (05)u™ (0D )ufis

Vi
Wi

= (moq1yteqiy)

para todos u;,v; € Y x Z. Do TR1 ao TR5 temos que a categoria k(Y x Z,k) é
pré-triangulada, como Idg: e Idg— sdo isomorfismo em k(Y X Z,k), pelo Lema
1.26 para categorias pré-trianguladas A é isomorfismo em k() x Z, k).

AN

Portanto, k() x Z,k) com o autofuntor {1} e a familia de tridngulos distinguidos T ¢
triangulada. |



Capitulo 5

A categoria s(Y(A), k)

No capitulo 4, provamos que <7%()) x 7,k), {1},?) é uma categoria triangulada
(Teorema 4.7). Motivados por isso, neste capitulo iremos construir um poset associado
a algebra SUMP (ver Definigao 1.33) A = k@ /I com uma involugdo bem esperta,
introduzida por V. Bekkert e H. Merklen em [2] a qual denotaremos por Y(A), para
definir a categoria de Bondarenko associada a algebra SUMP s(Y(A),k) e estabelecer
uma relacao entre os triangulos distinguidos da categoria de homotopia K®(projA) com
os triangulos distinguidos de k()Y (A), k) via o funtor introduzido em [2]. Neste capitulo,
usaremos os conceitos, notagoes e propriedades apresentadas nas segoes 1.2 e 1.3.

De agora, em diante todas as dlgebras serao consideradas SUMP, todos os quivers
sdo conexos, ou seja, existe pelo menos um caminho entre cada par (i,j) € Qo e M
serd o conjunto dos caminhos maximais da algebra (ver Definigao 1.29).

Definicao 5.1. Seja M o conjunto de caminhos mdximais da dlgebra A. Para cada
m € M, definamos o poset associado ao caminho m por

Vm = {es(m) < Es(m)U1 < E5(m)ULU2 < C5(m)U1UU3 <+ -+ < m} )
onde m = €4(m)UiUgUz * * * Uy, .

E importante observar que, caminhos triviais podem pertencer a dois caminhos
maximais distintos. Nesse caso, é necessario considerar as duas ocorréncias como sendo
diferentes. Desta forma se impusermos uma ordem sobre M, obtemos o poset J,,cng Ym
cuja uniao disjunta.

Para maiores esclarecimentos apresentaremos os seguintes exemplos:

Exemplo 5.2. Seja A =kQ/I a dlgebra SUMP do Ezemplo 1.5, onde
Q: 1?2?3, I = {ac, bd)

Note que o conjunto de caminhos mazimais é M = {ad,bc}. Consideraremos os se-
guintes posets

yad = {es(ad) <a< ad} e ybc — {es(bc) <b< bC} .
Estabelecendo a ordem ad < bc sobre M e e,(4q) =+ €s(bc), L€mos

yadmybc:q) € yaduybc: {es(ad) <a<ad<€s(bc) <b<bC}

63
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Exemplo 5.3. Seja A =kQ a dlgebra gentle [2, Exemplo 2/, onde

Q: 1—=2

Como M = {a, b} € o conjunto de caminhos maximais. Agora, vamos impor a < b, e
desta maneira

ya U yb = {es(a) <a< €s(b) < b} .

Notemos que e = ey4) = esp), mas dentro da unido Y, U Yy serao considerados
diferentes.

Dado w € Pa, é importante lembrar que um caminho trivial nao determina um
caminho maximal, como exemplificado anteriormente, em que um caminho trivial e,
pode pertencer a dois caminhos maximais distintos. No entanto, um caminho nao
trivial w determina um caminho maximal w = www, em que W e w pertencem a Pa
sao as complementagdes a esquerda e direita, respectivamente, (ver Observagao 1.30).

Lema 5.4. Seja A = kQ/I uma dlgebra SUMP. Dois caminhos u,v € Pa com o
mesmo ponto de partida, em que & = U e l(v) > l(u) > 1, determinam um nico
caminho w € Pas; tal que v = uw.

Demonstracao. A existéncia de w segue naturalmente das hipoteses. E, a unicidade
segue do fato que se wy, ws € Pas; sao caminhos tais que v = uw;, = uwy e wy # ws,
entao uw; e uwy nao estdao em I, o que contradiz o fato de A ser string.

m

Até aqui, introduzimos um poset, a saber UmeM Ym. Para continuar com nosso
raciocinio estabelecido no Capitulo 4, precisamos definir uma involugao sobre este
poset. No entanto, antes disso, é necessario demonstrar que existem no méaximo dois
caminhos nao triviais distintos, u e v, em (J,,cpq Vim» tais que t(u) = t(v), quando A ¢é
SUMP, tais resultados sao do artigo de A. Franco, H. Giraldo e P. Rizzo (ver [§]).

Proposicao 5.5. Seja A = kQ/I uma dlgebra SUMP e sejam u, v, w trés caminhos nao
triviais em | J,,cpp Ym que s@o, respectivamente, sub-caminhos dos caminhos mawimais
u,0,w de M e tal que t(u) =t(v) = t(w) (ou s(u) = s(v) = s(w)). Entao, pelo menos
dois dos caminhos u,v,w devem ser iguais.

Demonstragao. Nesta, demonstrac¢ao iremos nos concentrar no caso t(u) = t(v) = t(w),
pois para o caso s(u) = s(v) = s(w) é analogo.

Primeiro, se A é uma algebra SUMP e temos dois caminhos nao triviais u,v €
Umem Vim» onde @ # 0 e t(u) = t(v), entdo u e v sdo diferentes e nao tem uma flecha
em comum. Agora, se tivermos trés caminhos distintos, u, v e w, onde cada par difere
em pelo menos uma flecha, o mesmo ocorre com os caminhos maximais correspondentes,
U, U e w, e portanto também sao distintos dois a dois. Como t(u) = t(v) = t(w) e A é
uma algebra SUMP, entao no minimo dois caminhos de u, v e w devem compartilhar
a ultima flecha. No entanto, isso contradiz nossa primeira observacao. O

Para definir uma involugao sobre o conjunto |J,,.p Vi vamos nos concentrar em
cada vértice ¢ do quiver (), como no lema a seguir.
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Lema 5.6. Para cada © € Qo € possivel definir uma involu¢ao o; sobre o conjunto

Si = {u € Upent Y | t(u) =i}

Demonstracao. Seja ¢ um vértice fixo. Da Definicao 1.33 de algebra SUMP, temos as
seguintes consequéncias:

¢ No maximo, existem quatro flechas distintas que passam pelo vértice i, especifi-
camente, no maximo duas flechas chegando e duas saindo.

e Existe um subconjunto {I,m,n,p} de M que passa pelo vértice i.

Observe que |{l,m,n,p}| = d, onde d = 1,2, 3,4, e cada valor de d é possivel. Para
cada um dos d caminhos maximais ¢ € {l,m, n, p}, fixamos um subcaminho & esquerda
x, € )Y, satisfazendo t(x,) = i. Isso implica que | = x;T;, m = 2, T, N = T,Tp, €
P = TpTp, COM Tf, Ty, T, Tp € Pa. Dado que o quiver ) é conexo, entao nenhum dos
elementos em {l,m,n, p} pode ser caminho trivial.

Da Proposigao 5.5, ha no méximo dois caminhos distintos no conjunto {z;, T, Tn, T, }
que nao sao triviais. Vejamos que ha no maximo dois caminhos triviais no conjunto
{z1, T, Tn, xp}. Isto serd evidente quando d = 1,2, portanto, assumiremos que d = 3
ou 4. Dado que o conjunto {z;, Z,,, Tn, z,} tem no maximo dois caminhos distintos e
que nao sdo triviais, os caminhos restantes ou sao iguais aos primeiros (aqueles dis-
tintos e nao triviais) ou s@o triviais, porém a primeira situa¢do nao pode acontecer,
caso contrario existiria em {x;, z,,, Tn, T, } um caminho que é um subcaminho de dois
caminhos maximais distintos do conjunto {l, m,n, p}, o qual contradiz o fato de A ser
uma algebra SUMP.

Suponhamos, sem perda de generalidade, que os caminhos triviais sejam =z, =
€s(n) € Tm = €s(m)- O conjunto »; é um conjunto com no maximo quatro elementos
(possivelmente menos). Definimos a involugao o; sobre o conjunto 3; da seguinte forma:
oi(xy) =z € 04(Ty) = Ty

O

O Lema 5.6 permite definir a seguinte involugao.

Definicao 5.7. Seja M um conjunto de caminhos maximais. A involugdo on sobre
U,pent Yo € definida como on(u) = o;(u), onde i = t(u)

A seguir definiremos um poset associado a uma algebra SUMP.
Definig¢ao 5.8. Seja A =kQ/I uma dlgebra SUMP. Definamos o poset
Y(A) = < U J)m> X 7,
meM
cuja a ordem € anti-lexicogrdfica, ou seja,
[u,i] < [v,j] se, e somente se, i < j ou (i=j e < V) ou (i=j, & =10 e l(u) <I(v)).

A seguinte definigao ird tratar da involu¢ao sobre o poset Y(A), onde A é uma
algebra SUMP.
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Definigao 5.9. A involugao sobre Y(A) € definida da sequinte maneira
o:Y(A) — Y(4)
onde o([u,i]) = [v, j] se, e somente se, i = j, t(u) =t(v) e op(u) = v.
Vejamos um exemplo para facilitar o entendimento.

Exemplo 5.10. Do Exemplo 5.3, obtemos o sequinte poset,
y(A) = {es(a) <a<eggp < b} X 7
com involugao dada por

o: YA — Y(A)
[63(5),j], se [x,j] = [es(a)hﬂ
[,5] — o(lz.j]) =
.51, se[z,j]=[a.j]

Agora, temos todos os elementos para definir a categoria de Bondarenko associada
a uma algebra SUMP, a qual sera denotada por s(Y(A), k).

5.1 O Funtor

Nos trabalho de V. Bekkert e H. Merklen [2]|, e estabelecida uma relagao da ca-
tegoria p(A) dos complexos projetivos minimais (Definigdo 1.42) com a categoria de
Bondarenko s()(A), k) para o estudo de objetos indecomponiveis por meio de um certo
funtor. Nesta se¢ao, iremos definir um funtor

F: Cb(projA) — s(V(A), k)

como sendo uma adaptagao do funtor definido em [2] os quais coincidem quando res-
tringimos F sobre a categoria p(A).

Comegemos com um complexo

n+1 n+m—1
o, o oy

Pn-‘rm

P”+1 Pn+m—1

| A 0 P"
em CP(projA), onde n,m € Z.

Dado que cada componente P? do complexo P*, ¢ uma soma direta finita de modulos
projetivos indecomponiveis P; com ¢ € )y, denotemos por d;; o nimero de vezes

e I ; dij .
que apacere o projetivo P; na decomposicao de P7. Em outras palavras, P, é a

componente de P? envolvendo o indecomponivel P;. Portanto, podemos escrever o
complexo P*® como

N pdin 9B pdini 98 N pds
--ﬁ-O—)-@f)il‘nﬁ-®f)iz‘n+l @_Piz’nerﬁ-O—)--n
=1 i=1 i=1

onde Qo = {1,2,3,...,t} (sem perda de generalidade). Claramente, cada diferencial
9, : PI — Pt do complexo P* é dado por uma matriz em blocos de tamanho

S P
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> icqo %ig X D ieq, dij+1- Portanto, cada bloco associado ao diferencial corresponde

a cada par de indecomponiveis correspondente ao morfismo Prd m Psd >+l Para
representar o diferencial ag; como uma matriz, sabemos que para cada par de indecom-
poniveis o homomorfismo p(w) : P, — Ps com w € Pa tal que s(w) = r e t(w) = s,
dado por u — v = uw forma uma base para o espago Hom4(P,, Ps) segue do Lema
1.28. Isto permite que qualquer morfismo de P, para P; seja associado a combinacao
linear dos p(w).

A representacao do complexo P*® é determinada pela representagao da sequéncia de
morfismos 8{;, j=mn,...,n+m—1 (e vice-versa). Por sua vez, cada sequéncia de 8?;
¢ dada pelo bloco da matriz A = (Aig“), o qual depende das “multiplicidades” do

morfismo p(w) em 0%. Precisamente, cada 0} é representado da seguinte forma:

O Y p(w)Ayy,
wePa
onde A, ; denota o bloco que é expresso das “multiplicidades” do morfismo p(w) no
diferencial 0. Deixe-me explicar em datalhes. ‘
Fixemos a posi¢ao j do complexo P*. A componente do diferencial 9} partindo de

P para PJ*7* ¢ representada pela matriz ( por bloco).
AT € Mat(dyy x oo K((p(wn). ... plun)).

onde, os caminhos w;s sdo paralelos aos caminhos de r para s. Entdo, temos que
k({p(w1),...,p(w;))) é o k-espaco vetorial com base {p(wy),...,p(w;)}. Além disso, o
bloco Ai:j+1 é escrito de maneira Gnica como

l
AN =) p(w)Au,
i=1

com A, ; € Mat(d, ; x ds j+1;k). Deve-se ter em mente que a nossa convengao na repre-
sentagao matricial de &% : P/ — P! as somas indecomponiveis em P correspondem
a linhas, e as somas indecomponiveis em P7*! correspondem a colunas.

Portanto, para cada complexo P* € Cb(projA) definimos F(P*) € s(J(A),k) por

F(P*)

[ud —

[%J’]_{Aw,i sej=1+1,v=uwew € Pa;

0 caso contrario.

Observe que tal w € Pa é determinado unicamente para cada par u,v € YV,
porque, se v = v, entdo w é um caminho trivial. E, quando u # v, como A é uma
algebra SUMP, existe um caminho tnico w € Pas; tal que w = vw e v = uw, segue
do Lema 5.4.

Além disso, a condi¢ao de que todos os produtos 8{;8{;“ sejam iguais a zero pode
ser traduzida como a exigéncia de que todos os produtos entre blocos consecutivos
sejam nulos, ou seja, F(P*)2 = 0 em s(Y(A),k). Em outras palavras, ¢ necessario que
a matriz resultante seja uma matriz quadrada com quadrado igual a zero.

Vamos agora entender os morfismos: Um morfismo ¢* : P* —s P* em C’(projA)
é, em cada posicao j, um morfismo do projetivo P? para o projetivo ﬁj, consequente-
mente, ¢ uma matriz bloco entre somas diretas de indecomponiveis, ou seja,

Y pw)du,

wePa
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do diagrama comutativo

. o o 0p i
P : Ce P] P] P]
@.l L‘D‘jll (pjl j¢j+1
Pr. . Pl PPt
o o
P P

obtemos a condicao ¢’ 8% = 95, ™! e sob as notagoes acima, temos que:

Z p(w)¢w17jAw2J = Z p(w)Aw37j¢w4,j+1 (5'1)
Wiw2=w W3W4 =W
w1, weEPa w3, wy€Pa

Finalmente, temos a definicao do funtor F .

Definigao 5.11. Seja F : C’(projA) — s(V(A),k) o funtor definido da sequinte
maneira:

o (F(P* mjj])
( ( )[u,l] [u,i],[v,5]€V(A)
dados por

para cada complezo P* em CP(projA), cujos blocos sio

[ud] —

F(P-)[v,jl _JAy sej=i+1,v=uw ,we€Pa
0 caso contrdrio,

Onde, o bloco F(P*)(,; (respectivamente, F(P*)) tem dy); linhas (respectiva-
mente, colunas) € 03 = Y cpa P(W) Ay € 0 diferencial P — PI+1,

, para cada morfismo ¢* em CP(projA) cujos blocos sdo

(Pl
dados por

) [w,i],[v,5]€Y(A)

F(¢*)

[ud]

[v.g] _ ¢w,i7 se .] =1 , U =Uw, w e Pa7
0, caso contrdario .
Observagao 5.12.

(i) Note que ao fazermos a restrigio de ¥ a subcategoria plena p(A), obtemos o
funtor original

Floay - p(A) — s(V(A), k)

como definido em [2] e [8]. No qual, em objetos, a correspondéncia é dada por,

o | A sej=1i+1, v=uw, we Pas,
Flya) (P >[“’i] B { 0, caso contrdrio .

E, em morfismos, a correspondéncia € dada por,

o\[v.j] _ (b’w,’h se .7 = 7:7 V= Uw, W E Pa,
Floa (9 )[u’i] B { 0, caso contrdrio .
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(i) Observe que F preserva a composi¢ao no sentido das flechas devido as convengoes
que escolhemos sobre a agao das matrizes ¢,,; no dominio de @; e a conveng¢ao
de composicao das flechas no quiver Q), ou seja, F € um funtor covariante.

Exemplo 5.13. Seja A =kQ/I a dlgebra SUMP do Ezemplo 1.34, onde
Q: 1—a>2%37 I = (ab, ac).
Dado que Pa = {ej, es,€e3,a,b,c} e M = {a,b,c}, vamos impor a < b < c. Assim

y<A> = {es(a) <a < esp) < b < €s(c) < C} X 7

e sua involugdo o € dada por,

o(les), J]) = lesw) ], olla, j]) = [a, 7], o(leswy,d]) = [es@,d] e a(lb,j]) = [c, ]

para todo j € Z. Consideremos o morfismo ¢* € Homes (proia) (P*, P*)

ol 2

Pe: —>0—>P1@P2—>P2@P2ﬁ-PgEBP3—>O—>

g . =

Pe: —>0—>P169P2—1>P269P2—2>P3€BP3—>0—>
o5, 2

onde

4-(9,0) « 5-(0 )

Primeiro, calculemos F(P*®). A representacao dos diferenciais sio dadas por

0% : pler)Ae, ; + pla)Ag; + ples)Ae, ; + p(b)As; + p(c)Acj + plez)Ae, ;.
com

Op : p(e1)0 +pla) (1 0) +p(e2) (0 1) + p(b)d + p(c)d + p(es)0,

0% s plen+ p(a)d +p(e)0 +50) (g o) +9(0) (o o)+ plea

onde () indica que esta matriz de bloco estd vazia. Entao nds temos

° CL,2 ° 0,2 ° [es 72} ° [esc 72}

F(P )Ls(l),u = (1 0) ) F(P ){a,l} =F(P )[6352,1} =F(P )[esici,l} = (0 1) J
b3 (10 a3 (01

F(P )[es(b)vz} - (0 0) ! F(P )[es(c)vz] B (O O ’

[v.1]

e 0s outros casos para F(P‘)[u i

sao blocos zero ou blocos vazios. Lembre-se que o bloco

F(P*)u, (respectivamente, F(P*)"1) tem dy,); linhas (respectivamente, colunas). Es-
pecificamente, dy); = 0 para todos i #1,2,3 e
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’ [U, Z] € y(A> H [es(a)a Z] ‘ [CL, Z] ‘ [es(b)a Z] ‘ [bv Z] ‘ [es(c)a Z] ‘ [C, Z] ‘

dl,l =1 d271 =1 dgjl =1 d371 =0 d271 =1 d3’1 =0

di(u),i dip=0|dyo=2|dyo=2|d32=0]|da2=2|d32=0

d173 =0 d273 =0 d273 =0 d373 =2 d273 =0 d373 =2

Portanto, obtemos a sequinte matriz de Bondarenko
H [es(a)a 1} ‘ [(L, 1] ‘ [es'(b)v 1] ‘ [e.s((:)7 1] ‘ [0‘7 2] ‘ [es(b)u 2} ‘ [es(c)v 2] ‘ [b7 3} ‘ [Cﬂ 3}

esta), 1] 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0] 0 0] 0 0
[a, 1] 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0] 0 0| 0 0
ety 1] 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0] 0 0| 0 0
este), 1] 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1] 0 0] 0 0
[a,2] 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0] 0 o] 0o o0
. 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o] o ol o o
F(P*) = | TTexr). 2] 0 0 0 0 0 o0 0 0 0 0 1 0| 0 o0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 o] o ol o o
[ex(e)s 2] 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0] 0 0| o 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 o]l o o/ 0o o
[,3] 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0] 0 0] 0 o0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 o] o ol o o
[c,3] 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0] 0 0| 0 o0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 o o o o o

Agora, para calcular a matriz F(o®), observe que, do Exemplo 1.37 item 3 todos os

morfismos de Endy(P*®) sao da forma
ol = (p(eol)@ p(a)B )7 (p2:p(62)( ) and 903217(63)((3 2)

ple2)y
onde v, 3,7 sdao escalares. Visto que, a representacao de cada morfismo ¢’/ é dada por

a B
0 ~

@ i per) e, j + p(a)da; + p(e2) ey + P(b) b + p(C) e + D(€3)Pey s

o o i pler) (@) +pla) (B) + plea) () + p(b)D + p(c) + ples)d,

o pe)+ p@+ plen) (5 7) + 00+ o+ plea)

©® : ple1)D + p(a)d + ple2)d + p(b)0 + p(c)D + p(es) (g 2) :

Entao teremos

F(90.>{Z;2),1] - (5) ’

o\ [es(e):2] a B o\[0,3 o\ [c3 a 0
riioi=(5 ) ¢ reki=res= (5 o).

o\ [€s(a)»1]
P o =

(@),

e\ [a,2 o [€s(b)2]
F(p*)oa = F(9") o =



Finalmente,

H [es(a)vl} ‘ [av 1} ‘ [es(b)vl] ‘ [es(c)vl] ‘ [av 2] ‘ [es(b)72] ‘ [65(6)72] ‘ [bv 3]
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[ lc, 3]

0

R

[es(a,) ’ 1]

[a, 1]

[es(b) ’ 1]

[es(c) ) 1}

[a,2]

F(Lp.) = [es(b),Q]

[es(c) ) 2}

oo o|o o|o R|o|o|lo|o

[b,3]

[c, 3]

O oOlo oo oo oo o|ooR|™
o

o ojlo oo oo oo orR|o|o|o
O Olo oo oo OR ™ o|lo|o|o
O Olo OO0 OR o o|o|o|o|o
o oloo|loR|o oo ololoolo
oo oloR|o oo oo ojolo|jo|o

O Olo OR ™o oo ojo|o|o|o

O oloolooloR|oo|lojo|o|lo

O OO OO0 OO0 OO0 O|oo|o
O OO OO0 OO0 Ol OloR|O

O OlR O|lo o|jo ojo o|o|o|o|o

O R|lo oo ojo ojo o|o|o|o|o

Observagao 5.14. Como CP(projA) ¢ uma categoria aditiva, temos o segquinte dia-

grama com suas respectivas inclusoes e projecoes candnicas

P <—L> P* o f" <_—15> f) .
T L;;
NOt@mOS que F(Z‘P) — ZF(P')) F(%%) = %F(IB.); F(L.P) = LF(P') e F(ﬂ-.ﬁ) = ﬂ-F(f")

Provemos apenas as duas primeiras igualdades, pois as demais serao andlogas. Para

este fim,
+~ — [v,5] F(P*)\[v,]]

Por outro lado, sabemos que os diferenciais de tgpsy sao da forma

sz = (Idpj 0) : (ZejGPap<€j>¢ej’j 0>

sabendo que

qﬁem) sej=1,v=ue ,e € Pa

0 caso contrdrio,
= (Idg(ps)) ()

com o bloco ¢.,; € a matriz identidade.

Aplicando o funtor F(i%) = (F(Z?D){Z:]z:]})[u,i],[v,j]ey(A); com os blocos da forma

4
<¢6i7i O> sej=1,v=ue ,e €Pa
F(Z})[U’]]—

[ui —

\ 0 caso contrdrio,

;

( (IdF(p-))[U’ﬂ 0 > sej=1,v=ue , e €Pa

[14,7]

0 caso contrdrio,

Q Olo oo oo oo o|o|o|o|o
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v,j F(P* v,J
Portanto, F(I'p) = trps).

Agora, para

F(P*)\[v,j]
B (OF(P-))[U,]Z‘}
BE (0]
_ )l
(IdF(P°)>[u,i] [u,i],[v,5]€V(A)
Por outro lado,
0

i 0 ) _
: ( Pl ZejGPap<ej)¢ej:j

sabendo que

(gbei,i) sej=1,v=ue ,e € Pa

0 caso contrdrio,
_ [v,4]
= (IdF(f"))[u,]i}
com o bloco ¢.,; € a matriz identidade.
Aplicando o funtor F(7%) = (F(%I’D){Z’z]])[u,i]mj]eym) com os blocos da forma

0
sej=1,v=ue; ,e €Pa
FEE) = \ Geus
U caso contrdrio,
R
(1)

e dessa forma obtemos F(7%) = Tppey-
Proposicao 5.15. O funtor F € um funtor aditivo.

Demonstracao. Primeiro, note que o objeto zero 0° em Cb(projA) nao tem componen-
tes projetivas nao nulas, e portanto F(0°®) é uma matriz de zero linhas e zero colunas,
ou seja, F(0°) = O em s(Y(A), k).

Consideremos P* & P*® em C?(projA), mostremos que F(P* & P*) = F(P*) ¢ F(P*)
em s(Y(A),k). Para isso, consideremos as inclusoes e projegoes candnicas
P*—=P oP —=P.

o o
ﬂ'P Lf’

o
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Da Observagao 5.14 temos que F(ip) = ippe), F(T%) = Tpp.), Fltp) = trpe) e
F(7%) = Tp(p.). Dessa forma temos o seguinte diagrama
R(P) ~ Tp(Be) ~
F(P*) F(P* o P*) F(P*)
TF(P*®) Lr(pe)

Notemos que, da Observagao 5.14

Idp(pe [v,5]
(Tp(pe) TR (Pe )[v,j] _ Z ((Id . )[w,k] (OE-)[w,k]) (Idw ))[w,k]  deo
F(P*)TF(P*®) ) [u,] F(P*))[u,i] Be/[ui] oo o] F(P*)
[ KIEV(4) (0%
(0Z%)
(L X )[w‘]_ Z (OP')[w,k] (Id ~ )[ka] RS = Id.. =
F(P*)"F(P®)/[ud] — P/ [uy] F(P*)/[u,i] [0.4] T TUF(Pe)
[w KleX(4) (Idpe)) g
e
. (g2l (OEDETY (OB (OB
(WF(PO)ZF(PO) + %/ Pe L Pe )’Z’l - +
R e pesdl B\l P[] vl
(05.) (05.) (0%.) (Idppe)
P/ [ui] Pe/ [ui] P/ [ui] F(P*)/ [uyi]

(IdF(P°))[U’j] (ng)[m]

[w,7] [w,7]

P[] [l
O ) (e

IdF(P'@f")'

Portanto, do Teorema 1.6 tem-se que F(P*@®P*) ¢ a soma direta de F(P*) com F(P*)
em s(Y(A),k).

[
Proposicao 5.16. Seja f* € Homep pro4) (P, 13) Se pr L ape 2o C(f)° Sy Pe[1]
¢ um triangulo standard em C°(projA), entdo via o funtor F o tridngulo
o FU*) o=, FOR) . F(mhny) .
F(P*) ——F(P*) —=F(C(f*)) F(P°[1])

¢ um tridngulo k-standard em s(Y(A), k).
Demonstracao. A demonstracao sera feita em 3 etapas:
Etapa 1: Vejamos que o seguinte diagrama comuta,

C*(projA) s(Y(A),k) (5.2)

(1] {1}
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e Em objetos: Seja P* € Cb(projA), entao por um lado temos (F(P'){Zﬁ){ L leya)
’ u,i],[v,7]€V(A
cujo os blocos sao da seguinte forma

[ud

F(P*)"] = Ayi sej=i+1l,v=uw,wecPa
0 caso contrario,

aplicando o funtor {1} em F(P*), com os blocos da forma

; ; —A,; sej+1=1+2,v=uw, w € Pa
° v, o\ [v,j+1 w,i+1 J ) )
F(P*) {1}/ = —F(P*)"I "] {0 .
caso contrario,
Por outro lado, sabemos que

P/ = P e gy = —0p" 1 = ) plw)Augn,

wePa

assim (F(P‘[l])[”’j] cujo os blocos sao da forma

[u,i]) [w,i],[v,5]€EV(A)

F(P.[l])[v,]:} _ —Aypit1 sej+l=i+2, v=uw,wePa
] 0 caso contréario,
o\ [v,7+1

Portanto, (F P°[1 [U’j]>
B i) e

= (®E){139)

[w,i],[v,5]€V(A)
e Em morfismos: Seja f*® € Homcb(projA)(P',f"), entao por um lado te-

mos que ((F( f.)F;Z]] cujo os blocos s@o descritos da forma

)> [u,d],[v,5]€V(A)

P — Guwi, sej=1i,v=uw, weE Pa,
] 0, caso contrario .

aplicando o funtor {1} em F(f*), os blocos ficam da forma

sej+1=1+2,v=uw, w € Pa,

0, caso contrario .

° v,]j o\ |v,7+1 ¢w,i 1,
F(/{} ] =P = { ’
Por outro lado, sabemos que

Fl) = Z P(W) P j+1

wePa

assim <(F(f‘[1])5i]])) i o]y com os blocos da forma

F(f g =

° 'U,. 1

i ) Pwit1 sejt+l=i+1,v=uw,wePa
0 caso contrario,
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Portanto, (F "1 W‘]>
(f [ ])[u,z] [w,i],[v,5]€V(A)

= (D) .

[u,i],[v,7]€V(A)
Logo, o diagrama 5.2 é comutativo.

Etapa 2: Para qualquer f® € Homcb(projA)(P',f"), vejamos que F(C(f)*) = Cg(ye).
De fato, por um lado temos
o\ |v,7+1 o\ [V,]
I s ¢ 0 i T T
Cre) =

F(P*)\ [v,j+1] e\ [v,7]
0\ . F(P .
( F(P’))[uvz] ( )[u,l] [u,i],[v,5]€V(A)

E por outro lado, sabemos que os diferenciais de C(f)*® sao da forma
] _aj+1 fn+1 o ZwEPa p<w)Aw:j+1 ZwePa p<w)¢W,j+1
_ P :
ajC(f) - ( 0 o™ ) ~
P 0 ZwEPa p('lU)Aw,j
Também sabemos que

—F(P’)[”’jH] B {—AWH sej+1=i+2,v=uw,w e Pa

+1] — (.
fu,i+1] 0 caso contrario,

[ud

F(f)o)[v,j] . Aw,i Se]:Z+1 , U= uw ,wEPa
0 caso contrario,

F(fo)[v,]:—i-l] _ ¢w,i+1 S€j+1 =i1+1,v=uw, w € Pa
eit1] 0 caso contrario,

Ao aplicar o funtor cada sobre C(f)® temos que F(C(f)*) = <F(C(f)'){zz}]> il gV
) u,il,|v,7]€

com o ([u, 1], [v, j])-ésimo bloco da seguinte forma

;

Ayt Qujin
sej=1+1,v=uw,we Pa
o 0 -wa,‘
F(C()M) = ’
L0 caso contrario,
o\ |v,7+1 o\ (V)]
“FP By
0 (P[]

—

pela Etapa 1, sababemos que F o [1] = {1} o F. Logo, F(C(f)*) = Cg(se).
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Etapa 3: Por fim, aplicando o funtor F no seguinte triangulo standard

pr I PP iy pep
com f* € Homgp(proja)y(P*, f”), temos que o tridngulo
R(PY) " BB R (O()) - F (R
o qual pela Observacao 5.14 e etapas 1, 2 é da forma
F(P*) SV L p(Pe) 22U Cpie) — 00 p(P*) {1}
e portanto, é um triangulo k-standard em s()(A), k). O

Agora, vejamos que a relagdo ~ em CP(projA) é compativel com ~ em s()(A), k)
via o funtor F, ou seja,

(] ~ o N F [ ] ~ F [ ] ,
/ cb(projA)g via F / s(Y(A) k) (9°)

para alguns f*, g* € Homgp(proja)(P*, f") Isso nos motiva a enunciar o seguinte Lema.
Lema 5.17. Se f* ~ 0° em CP(projA), entio F(f*) ~ F(0*) =0 em s(Y(A),k).

Demonstracao. Sejam f*,0° € Homcb(projA)(P’,f") e como f® ~ 0° , entao existem
(5")iez morfismos s' : P — P! em A-mod, tal que f' = siaiﬁ_l + 0%s 1. Também

podemos reescrever (s%);cz = (Zwepap(w)qgw)iez. Logo, pela Equacao 5.1 temos

Zp(w)¢w,i: Z p(w)éwl,i;&wg,ifl"i_ Z p(w//)Awg,iQ;wzx,iJrl

wePa w1 w=w W3wW4=w
wi, w2€Pa w3, wyaEPa

Agora, aplicando o funtor teremos:

‘ Gw,i, sej=1, v=uw, wE Pa,
()R =
0, caso contrario .

(bwl,iAwg,ifl + Awg,i¢w4,i+17 Se j = i, v =uw, w c Pa,
0, caso contrario .

. . . [’U,j] . A
Assim, podemos carecterizar os blocos da matriz (S[u,i] )il [o.jlev(4) associada a sequén-
cia de morfismos (s');cz, da seguinte maneira:

&w’i, 862_1:37U:uw,wepa7
S[Uhj] —

[ui] —
0, caso contrario.

Vejamos que & é uma k-matriz:
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(ki) Claramente, F(P*®) ¢ Y(A)-compativel com S e & é Y(A)-compativel com
F(P*), por construgao.

(R-ii) Vejamos que F(f*) = F(P*)S + SF(P*). De fato, como

F(f')[”’j] _ ¢w,ia sej =1, v=uw, we Pa
“ 0, caso contrario .

Gy iAwsic1 + A iOwyit1, s€J =1, v=uw, wE Pa,

0, caso contrario .
o\ [V1,k] olv,j va,l De\ [V,]
= > (FEesi s EEn )
[’Ul,k}},[’vg,l]Gy(A)
[v,4]

- (F(P’)S + SF(f”))

[14,d]
(k-ti1) Sei>j+1lou(u>vei=j+1), entéoS[[Z’g = 0. De fato, se i > j + 1,
entio 8”7 =0 por construcao, agora se (u > v e i = j + 1), entao claramente

[u1,7] :
nao existe w € Pa tal que v = uw, logo S[[Z’g]] =0.

(k-tv) Sejam [u,1],[v,j] € V(A), onde o([u,i]) = [v,]], logo S[[Z,’Z]] = 8[[;),?]]7 pois a
matriz S ¢ indexada pelo Supp(F(f*)).
Portanrto, S é k-matriz. m

O Lema 5.17 nos garante a existéncia de um funtor de K®(projA) para #(Y(A), k).
Tal funtor é definido da seguinte maneira

Definigao 5.18. Seja F: K®(projA) — ®(V(A),k) o funtor definido da seguinte
forma:

= (PP

para cada complexo P* em

o (F(P* [v’]:]> )
( B [, [0.7]€V(4) [} [o.71€X(4)

K®(projA).

[u,1]

° (f‘(@')[”’j]>[ L dlevia)’ para cada morfismo @°* em K°(projA) onde cada bloco é
u,i),[v,5]€Y
dado por

il = )]

ﬁ(—-)[w’] B gbw’i, sej=1,v=uw, w E Pa,
0, caso contrdrio .

tal funtor € bem definido pelo Lema 5.17.
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Observacao 5.19. O seqguinte diagrama comuta,

K®(projA)

K(Y(A),k)

(1] {1}

K (projA) ————R(V(4). ¥

o 'm objetos, seque como na Proposicao 5.16 Etapa 1.

e E'm morfismos: Seja 7. € Home(projA)(P°,fN’°), entao por um lado temos que

[w.1]

((F(f')[v’j])> cujo 0s blocos sao descritos da forma
[u,i],[v,5]1€V(A)

il )0

F(T.)[W] B 511),1" sej=1,v=uw, w € Pa,
0, caso contrdrio .

aplicando o funtor {1} em F(?.), 0s blocos ficam da forma

—e v, —o [0+l aw’i , sej+1=i+2,v=uw, w e Pa,
PP = RO = i,
0, caso contrdrio .
Por outro lado, seja f* um representande do morfismo [ em CP(projA), disso
sabemos que
P =) pw)gu i

wePa

assim <(F(f‘[1])§z}]))[u sy com os blocos da forma

F(f.[l])[v’ﬂ _ ¢w,i+l $€j+1:/&—|—1 , U =uw , w € Pa
1] 0 caso contrdrio,

_ F(fo)[v,j-i-l}

[u,i+1]

Port t,(F_°1[”’]f]> :(F_' 1[”’?]) ,
ortanto, \F(/ 1)1, [u,d],[0.7]€V(A) (O i) [, [, 7] €V (A)

A partir da Definigao 5.18, surge a seguinte questao: Dado que, de acordo com o
Teorema 4.7, a categoria k(Y (A), k) = s(Y(A),k)/E possui uma estrutura triangulada,
é razoavel questionar se este funtor permitira estabelecer uma relagao entre o conjunto
de triangulos distinguidos de K®(projA) com &()(A), k). Nos motivando a enunciar o
seguinte Teorema.

Teorema 5.20. O funtor F ¢ triangularizdavel.
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Demonstracao. Considere,
ARG T — === ]

X.
um triangulo distinguido em K°(projA), entao existe ¢® € Homcb(projA)(P‘,f’°) tal

que temos o seguinte isomorfismo de triangulos:

x I .y s y A X°[1]
gl %J . E
PP Clpr Pl

Aplicando os funtor f‘, também pela Observagao 5.19 e Proposicao 5.16 temos o se-

guinte isomorfismos de triangulos em k()Y(A), k)
F(h*) e
F(X*){1}

:/E\‘(X.) F(f*) :/E\‘(Y.) F(g*) :/E\‘(Z.)
F(P*) = F(P*) —— CFW')WF(P.){”

Portanto, o funtor Fé triangularizavel.
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