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Resumo da Dissertacdo apresentada a IComp/UFAM como parte dos requisitos

necessdrios para a obtencdo do grau de Mestre em Informédtica (M.Sc.)

A TORRE DE MANAUS E OUTROS JOGOS DE TORRES: PROPRIEDADES EM
GRAFOS E ALGORITMOS

Lia Alessandra da Silva Martins

Outubro/2024

Orientadora: Rosiane de Freitas Rodrigues

Co-orientador: Jonas Costa Ferreira da Silva

Nesta dissertacdo é proposto um novo jogo baseado em torres, o Jogo da Torre de Manaus
(ToM), sendo uma variagdo do jogo cldssico da Torre de Hanoi (ToH), com restri¢des nas capaci-
dades dos pinos. Assim, dada uma estrutura com 3 pinos e n discos, 0 primeiro pino suporta todos
os n discos, enquanto o segundo e o terceiro pinos suportam no maximo n — 1 e n — 2 discos,
respectivamente. O objetivo do jogo consiste em, partindo de uma configuracdo inicial aleatéria,
mover todos os discos para o primeiro pino respeitando-se tanto as restricdes de capacidade quanto
as regras do jogo da ToH, de sempre mover um disco por vez e nunca colocar um disco maior em
cima de um menor. Dependendo da configuracdo inicial, o objetivo pode ndo ser alcangdvel, o
que resulta em um modelo de grafos ndo conexo. Assim, é dada a caracterizacdo do grafo da
ToM, que modela todas as configuragdes possiveis do jogo como vértices, e as transicdes vélidas
entre elas como arestas. Sao exploradas propriedades desse grafo, como o niimero de vértices e de
componentes conexas. E, também, proposto um algoritmo para solucionar o jogo quando possivel,
apresentando-se para isto um algoritmo para decidir se o objetivo é alcangével a partir de uma dada
configuracdo ou ndo. Adicionalmente, é apresentada uma compilacdo de modelagem em grafos
e aspectos algoritmicos das principais variagdes da ToH encontradas na literatura. Dentre elas,
as Torres de Londres e de Oxford, que eram conhecidas apenas como testes neurocognitivos, sao
formalizadas neste trabalho como jogos combinatérios. Por fim, é proposta uma formalizagdo da
construcdo recursiva do grafo da ToH, usando-se apenas elementos de Teoria dos Grafos, o que

ainda ndo se conhecia na literatura.

Palavras-chave: algoritmos, caminhos, complexidade computacional, jogos combinaté-

rios, teoria dos grafos, Torre de Hanoi.
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Abstract of Dissertation presented to IComp/UFAM as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Master of Science (M.Sc.)

THE TOWER OF MANAUS AND OTHER TOWER PUZZLES: PROPERTIES IN
GRAPHS AND ALGORITHMS

Lia Alessandra da Silva Martins

October/2024

Advisor:  Rosiane de Freitas Rodrigues

Co-advisor: Jonas Costa Ferreira da Silva

In this research, the puzzle game Tower of Manaus (ToM) is proposed, which is a vari-
ation of the classic Tower of Hanoi (ToH) with capacity constraints on the pegs. Thus, given a
structure with 3 pegs and n disks, the first peg supports all n disks, while the second and third
pegs support at most n — 1 and n — 2 disks, respectively. The goal is, starting from an arbitrary
initial configuration, moving all disks to the first peg, respecting both the capacity constraints and
the ToH game rules, always moving one disk at a time and never placing a larger disk on top of a
smaller one. Depending on the initial configuration, the goal may not be achievable, which results
in a nonconnected graph. Thus, the characterization of the ToM graph is given, which models all
possible configurations of the game as vertices, and the valid transitions between them as edges.
Properties of this graph, such as the number of vertices and connected components, are explored.
An algorithm to solve the game when possible is also proposed, presenting an algorithm to de-
cide whether the goal is achievable from a given configuration or not. Additionally, a compilation
of graph modeling and algorithmic aspects of the main variations of ToH found in the literature
is presented. Among them, the Towers of London and Oxford, which were known only as neu-
rocognitive tests, are formalized as combinatorial games. Finally, a formalization of the recursive
construction of the ToH graph is proposed, using only elements of Graph Theory, which was not

yet known in the literature.

Keywords: algorithms, combinatorial games, computational complexity, graph theory,

paths, Tower of Hanoi.
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Capitulo 1

Introducao

Um conjunto de estados ou configuragdes, um conjunto de regras ou movimentos possi-
veis, estado inicial e estado final, sdo caracteristicas que definem um jogo como um jogo
combinatério [Berlekamp, Conway e Guy 2001]]. Geralmente, os jogos combinatdrios
possuem mais de um jogador, mas podem ser de jogador unico [Hearn e Demaine 2009].
As informagdes do jogo sdo completas, ou seja, os jogadores t€ém acesso a todas as in-
formacgdes relevantes sobre o estado do jogo e as ac¢des dos outros jogadores. Por fim, os
jogadores podem ser perfeitos ou imperfeitos, no sentido de sempre realizarem o melhor

movimento possivel [[Cormen 2017].

Neste trabalho sao abordados jogos combinatdrios na forma de uma ou mais torres
(ou pilhas), como o jogo classico da Torre de Hanoi (ToH). Os jogos envolvendo torres sao
quebra-cabecas de raciocinio l6gico e normalmente sdo utilizados para medir habilidades
de planejamento e desempenho na execugdo de tarefas [Milla et al. 2019]. Nesse sentido,
esses jogos exigem que o individuo resolva um problema especifico usando o minimo de

movimentos.

O jogo da ToH, o mais conhecido dentre os jogos baseados em torres, possui uma
base contendo trés pinos, em um dos pinos, denominado origem, s@o dispostos discos uns
sobre os outros, do maior para o menor. O objetivo do jogo é mover todos os discos do
pino origem onde se encontram, para um pino destino, obedecendo a duas regras simples:
s6 pode mover um disco de cada vez e um disco maior ndo pode ser colocado em cima de

outro menor.

Vale ressaltar que estes jogos baseados em torres possuem um potencial enorme



de aplicacao em psicologia, como € o caso da Torre de Londres (ToL), uma variacdo da
ToH, que foi projetado para avaliar a capacidade do individuo de planejar e solucionar
problemas [Such et al. 2011]. A ToL possui 3 esferas de mesmo tamanho, uma base
retangular com 3 torres (ou pinos) de tamanhos diferentes: a primeira € a mais longa,
suporta 3 esferas, a segunda apenas 2 esferas e a terceira € mais curta das torres, sO
sustenta 1 esfera. O estado inicial da ToL sdo 2 esferas na primeira torre e 1 esfera na
segunda torre. A ToL. vem com uma cartela de cartdes-problemas que representam o
estado final do jogo. O objetivo da ToL € atingir este estado final (que varia a cada desafio

do jogo) com o menor nimero de movimentos.

Nesta pesquisa foram investigados jogos combinatdrios baseados em torres, com
o proposito de explorar estratégias algoritmicas, assim como uma nova variacao desses
jogos, para analisar as estruturas em grafos, conforme essas modificagdes forem sendo
aplicadas. Desse modo, como questao de pesquisa desta Dissertacdo de Mestrado tém-
se:

(1) E possivel caracterizar teoricamente uma varia¢io do jogo da Torre de Hanoi clds-
sico que apresente uma jogabilidade diferente, interessante e que resulte em de-
safios tedricos relacionados a modelagem em grafos e estratégias algoritmicas de
resolucio? E possivel definir propriedades em grafos para esta nova possivel ver-
s@o do jogo classico?

O objetivo geral desta dissertacdo € caracterizar teoricamente uma variacao do
jogo da Torre de Hanoi, aplicando ferramental de teoria dos grafos e algoritmos que apre-
sente propriedades matematico-computacionais diferentes do jogo original. Os objetivos
especificos sdo: investigar variacdoes conhecidas do jogo da Torre de Hanoi que diferem
pela estrutura do jogo e/ou por inserir/relaxar regras; analisar e caracterizar teoricamente
o teste da Torre de Londres e outros possiveis e, finalmente, determinar o modelo em

grafos da variacao do jogo da Torre de Hanoi proposto.

A visao geral da metodologia utilizada para encontrar respostas as questdes de
pesquisa relacionadas é apresentada na Figura [[.T| Foi desenvolvida uma pesquisa de
natureza essencialmente basica, com geracio de conhecimento tedrico sobre o jogo com-
binatério baseado em torres proposto, tendo como base toda a fundamentacdo tedrica

existente para o jogo cldssico da Torre de Hanoi.

Em relac@o ao objeto de pesquisa, inicialmente, foi produzida uma pesquisa ex-
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Figura 1.1. Visao geral da metodologia cientifica aplicada.

ploratéria, com o intuito de proporcionar uma maior familiaridade com a ToH e as varia-
coes ja existentes. Isso abrangeu o levantamento bibliogréfico e a andlise dos jogos com-
binatorios baseados em torres, a qual foi realizada por meio de revisao da literatura em
bases de dados tais como: IEEE, Springer, Scorpus e Elsevier. Em seguida, foi praticada
uma pesquisa descritiva com o propésito de descrever as variagdes da Torre de Hanoi,
caracterizando-as como um jogo, analisando-as computacionalmente e realizando a mo-
delagem em grafos. Por fim, gerou-se uma nova variagdo do jogo da ToH e realizou-se
uma pesquisa explicativa onde foram definidos os fendmenos que podem ocorrer nesse

novo jogo.

Além disso, foi utilizada a estratégia de constru¢do do conhecimento, por meio do
método dedutivo. Para tanto, baseou-se nas caracteristicas e no grafo da ToH e das va-
riacdes do jogo, tais como: generalizagdes matemadticas, algoritmos recursivo e iterativo,
para elaborag¢do da nova versdo que esta sendo proposta. Ademais, foi utilizado o mé-
todo indutivo para se apoiar nos conhecimentos obtidos, ao analisar a ToH e as variagdes

estudadas, para elaboracao das especificidades do novo jogo.

Como principal contribuicao desta pesquisa estd a proposta do jogo da Torre de
Manaus (ToM), um jogo que une as caracteristicas da Torre de Hanoi (ToH) e a Torre de
Londres (ToL). Esse jogo foi definido com restri¢des, objetivo € um algoritmo recursivo
para resolvé-lo. Foi produzido, adicionalmente, o grafo que representa todos os estados
do jogo, e a estrutura desse grafo foi caracterizada. Realizou-se, também, a generalizacao
da construcao do grafo da ToH usando somente estruturas em grafos, com um algoritmo
desenvolvido para sua formagao recursiva. Por fim, foram adaptados alguns testes neuro-
cognitivos existentes, tais como: a ToL e a Torre de Oxford (ToO) e definidos como jogos

combinatodrios.
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O restante desta dissertagdo estd estruturada da seguinte maneira: No Capitulo[2] é
apresentada a fundamentacdo tedrica necessdria ao entendimento deste trabalho. No Ca-
pitulo[3] o jogo da ToH é explorado, abordando-se aspectos matematicos e algoritmicos, a
complexidade computacional, modelagem em grafos e, finalizando, com aplicacdes pra-
ticas do jogo. No Capitulo [] ¢ feita uma compilagdo da literatura sobre jogos baseados
em torres, destacando as principais variagdes da ToH, além de explorar os algoritmos e a
modelagem em grafos. No Capitulo [5] é apresentado o novo jogo denominado Torre de
Manaus. No Capitulo [6] sdo apresentados resultados adicionais desta pesquisa, incluindo
a generalizacdo do grafo da ToH usando estruturas em grafos, as contribuicdes para algu-
mas variagdes da ToH, e uma anélise comparativa das variagdes discutidas neste trabalho.
No Capitulo [/} sdo tecidas as consideracdes finais e relacionados possiveis trabalhos fu-

turos.
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Capitulo 2

Fundamentacao Teorica

Neste capitulo se discorre acerca das principais definicdes bésicas necessarias para o bom
entendimento deste trabalho. Inicia-se com a teoria dos jogos combinatérios, abordando
seus objetivos principais e as condi¢des necessdrias para um jogo ser considerado um jogo
combinatorio. Além disso, sdo apresentados os principais conceitos em teoria dos grafos

e, por fim, é comentado a respeito de algoritmos e complexidade computacional.

2.1. Jogos Combinatérios de um Jogador

A teoria dos jogos pode ser definida como a teoria dos modelos matemadticos que estuda a
escolha de decisdes 6timas sob condicdes de conflito. Existem alguns exemplos cldssicos
de problemas modelados na drea de teoria dos jogos, tais como: o dilema dos prisioneiros,
jogos com escolhas simultaneas, roteamento por provedores de servico, batalha dos sexos

e cara ou coroa [Miyazawa 2014].

Esta pesquisa foca em jogos combinatérios de um jogador. No entanto, é impor-
tante destacar que, na teoria dos jogos [Ferguson 2000], existem termos fundamentais que

estruturam e analisam situagdes estratégicas, entre os quais se identificam:

* jogo: um modelo formal, o que significa que a teoria dos jogos envolve descri¢des
e analises técnicas;

* interacoes: as acOes individuais de cada agente afetam os outros agentes;

» agentes: qualquer individuo ou grupo de individuos tem capacidade de tomar
decisdes que afetam outros agentes. O agente no contexto da teoria dos jogos é

denominado jogador;
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* racionalidade: assumindo que todos os agentes sdo racionais, significa que eles
utilizam o método mais adequado buscando a satisfacdo dos seus desejos;

* comportamento estratégico: isso significa que cada jogador leva em considera-
cdo o fato de que todos os jogadores interagem entre si. Dessa maneira, a decisao

tomada ird gerar consequéncias aos outros jogadores.

A teoria dos jogos tradicionalmente estuda interacdes estratégicas entre dois ou
mais jogadores, em que cada um procura maximizar seu beneficio, considerando as pos-
siveis agcdes dos outros. Esse campo abrange principios que ndo sdo explorados neste
trabalho. No entanto, ha uma categoria especifica de jogos chamada jogos combinatérios
de um jogador. Esses jogos sdo frequentemente conhecidos como jogos de paciéncia ou
quebra-cabecas. Apesar de ndo haver competi¢do direta com outro jogador, esses jogos
ainda exigem decisdes estratégicas baseadas em regras, com o objetivo de alcancar um es-
tado final especifico. Assim, podem ser observadas algumas caracteristicas [Berlekamp,

Conway e Guy 2001]:

 informacao perfeita: o jogador tem acesso a todas as informag¢des necessarias,
sabe todas as regras e condi¢des do jogo;

* movimentos discretos e finitos: ha um nimero limitado de movimentos possiveis
e de estados do jogo;

* objetivo especifico: o jogador busca alcancar uma condi¢io de vitdria ou resolver

o desafio, como organizar pecas de um certo modo ou limpar o tabuleiro.

Jogos interessantes como o Sudoku, o Solitaire e os jogos baseados em torres
abordados nesta pesquisa, sdo exemplos de jogos combinatdrios de um jogador. Nesses
jogos, embora ndo haja outro jogador, sua natureza combinatdria e estratégica faz com
que eles se encaixem na categoria de jogos combinatérios, com o jogador competindo

essencialmente contra as regras e a estrutura do jogo [Demaine 2001]].

Existem, ainda, jogos combinatdrios que incluem também os autdmatos para ne-
nhum jogador, como o Jogo da Vida de Conway. Embora na defini¢do mais estrita, possa-
se dizer que jogos exigem mais de um participante, por isso, no caso, as designacdes de
quebra-cabeca e autdmato para os casos especiais de um ou nenhum jogador [Hearn e

Demaine 2009].
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2.2. Conceitos Importantes em Teoria dos Grafos

Esta subsecao apresenta os conceitos de teoria dos grafos que orientam a pesquisa e em-
basam as andlises subsequentes, baseando-se nos autores: [Szwarcfiter 2018||, [[Diestel
2017]], [Benjamin, Chartrand e Zhang 2017]]. Conceitos mais especificos sdo referencia-

dos in loco.

Um grafo G = (V, E') é um conjunto finito ndo-vazio, onde V' (G) é um conjunto
de vértices e F(G) é um conjunto de arestas. Dessa maneira, cada elemento e no conjunto
E € um par 7j que indica que o vértice ¢ ¢ adjacente ao vértice j (ou seja, 7 € j s@o
adjacentes e a aresta e incide em ¢ e j). Assim, o grafo € dito ndo-direcionado quando
0s pares que representam as arestas sdo nao-ordenados, isto é, ij = j7. Um exemplo de

grafo ¢ mostrado na Figura[2.1a

O ndmero de vértices de um grafo G € dito ordem de GG e o nimero de arestas é
o tamanho de GG. O grau de um vértice v do grafo equivale a quantidade de arestas que
incidem em v. O grau maximo do grafo, denotado por A(G), é o valor do maior grau
dentre todos os vértices de G. De maneira similar, o grau minimo, denotado por §(G), é

definido como o valor do menor grau de G.

Um subgrafo um grafo H é um subgrafo de um grafo G quando V(H) C V(G) e
E(H) C E(G). Dois exemplos de subgrafos da Figura[2.Ta]sdo mostrados nas Figuras[2.Tb|
el.Id

(a) G nao- (b) Subgrafo de G. (c) Subgrafo de G.

direcionado.

Figura 2.1. Exemplo de grafo G em (a) e subgrafos de G em (b) e (c).

Um grafo completo, denotado por K, é aquele em que cada vértice € vizinho
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de todos os demais, ou seja, cada par de vértices é adjacente entre si, um exemplo é o

K5 apresentado na Figura 2.2af O grau de todos os vértices de um grafo completo é

n(n—1)
5 -

exatamente igual an — 1. A quantidade de arestas é dada entdo por m =

Um caminho, Figura é uma sequéncia de vértices P = {v;, vy, ...,v,} de
tal forma que 2 vértices sdo adjacentes se e somente se forem consecutivos na sequéncia.
Desse modo, o comprimento ou tamanho de P, denotado por |P|, é o nimero de arestas
de P, ou seja, |P| = n — 1. Um ciclo C), (para n > 3) é um grafo simples cujos vértices
podem ser dispostos em uma sequéncia ciclica de tal forma que 2 vértices sao adjacentes
se s@o consecutivos na sequéncia e ndo adjacentes em caso contrario. O primeiro e dltimo
vértices coincidem. Um exemplo de um ciclo Cy é mostrado na Figura[2.2¢| O tamanho

de um ciclo é o numero de suas arestas. Um ciclo de tamanho & é chamado de k-ciclo.

(a) ks. (b) Ps. (c) Cy.

Figura 2.2. Exemplos de grafos: em (a) um grafo completo com 5 vértices - k5, em (b) um grafo

caminho com 4 vértices - P, e em (c) um grafo ciclo com 4 vértices -Cj.

Um grafo é conexo se quaisquer que sejam os vértices distintos u e v de GG, existe
sempre um caminho que os une. Um grafo que ndo é conexo é chamado desconexo.
Um grafo que pode ser representado no plano de forma que suas arestas nao se cruzam €

chamado de grafo planar. Um exemplo de grafo planar é mostrado na Figura[2.Ta|

Dois grafos sdo considerados isomorfos se existe uma correspondéncia um-para-
um entre seus vértices e arestas que preserva as conexoes entre os vértices, ou seja, pos-
suem a mesma estrutura, mesmo nimero de vértices e arestas € 0 mesmo grau de vértices.
Formalmente, dois grafos G e H sdo grafos isomorfos se os vértices de G puderem ser
renomeados para produzir H. Por exemplo, os grafos G, Figura[2.3ae H, Figura[2.3b]
sdo isomorfos, pois se renomeados os vértices a, b, ¢, d e e em GG com (respectivamente)

1,2,5,3 e 4 obtem-se H.

Um emparelhamento )}/ ¢ um subconjunto de arestas duas a duas ndo adja-
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Figura 2.3. Grafos isomorfos G e H.

centes. As arestas pertencentes a M sdo ditas M - emparelhadas, ou simplesmente
emparelhadas, enquanto que um vértice incidente a alguma aresta M - emparelhada

¢ dito M - saturado, e aqueles ndo incidentes as arestas de M sdo M - expostos.

O emparelhamento M é maximal se qualquer aresta ndo emparelhada por M
possuir uma das extremidades em M. Isto é, ndo existe emparelhamento M’, tal que
M’ > M. Além disso, se M for o emparelhamento de maior cardinalidade do grafo,
entdo M ¢é mdximo, Figura[2.4al Sendo assim, ndo existe emparelhamento M’, tal que
|M'| > |M]|. Finalmente, diz-se que emparelhamento perfeito, Figura 2.4b] ¢ quando
todo vértice do grafo for saturado por M. Naturalmente, todo emparelhamento perfeito é

maximo e todo emparelhamento méximo é maximal.

<L XX

(a) Maximo. (b) Perfeito.

Figura 2.4. Tipos de emparelhamento: em (a) um exemplo de emparelhamento maximo e em (b) um
exemplo de emparelhamento perfeito, onde todos os vértices sao saturados por M.

O grafo cobra-triangular (triangular snake) - T,,, Figura [2.5] é obtido de um
caminho P, substituindo cada aresta do P, por um ciclo C'3 [Seoud, Farid e Anwar 2022]].
O grafo cobra-triangular também pode ser chamado de cacto triangular, cujo ponto de
corte do bloco é um caminho. Nesse contexto, o grafo borboleta (butterfly) ¢ o nome

dado ao grafo T3, grafo cobra-triangular com 5 vértices.
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Figura 2.5. Exemplo da classe de grafo Cobra-triangular - 75.

Um grafo relacionado com o cobra-triangular, é o cobra triangular alternada
(alternate triangular snake) - A(T,,), que é obtido de um caminho uy, ua, ..., u, juntando
u; € u;11 (alternadamente) a um novo vértice v; [Jeyanthi, Maheswari e Vijayalakshmi
2019]. Ou seja, cada aresta impar do caminho € substituida por um ciclo com 3 vértices -

(5, conforme apresentado na Figura [2.6]

A2n+1 A2n42 Aon43

a1 ag as g as Qg

Figura 2.6. Exemplo da classe cobra-triangular alternada - Ag.

2.3. Algoritmos e Aspectos de Complexidade Computacional

Os conceitos aqui abordados sdo baseados nos livros dos autores Garey [Garey e Johnson

1979] e Cormen [Cormen et al. 2012].

Um algoritmo é qualquer procedimento computacional bem definido que recebe
algum valor ou conjunto de valores (instancia ¢ de P’) como entrada e produz algum valor
ou conjunto de valores (solu¢do ¢ de P) como resultado. Algoritmos diferentes criados

para resolver o mesmo problema muitas vezes diferem em termos de eficiéncia.

A complexidade computacional estuda os recursos (tempo e espaco) necessarios
para executar algoritmos e resolver problemas computacionais. Estes recursos sao ge-
ralmente medidos em funcdo do tamanho da entrada do problema. A efici€éncia de um
algoritmo depende do tamanho n da entrada. A operagdo bésica do algoritmo € a que
mais influencia no tempo de execugdo do algoritmo e que consome mais tempo. Portanto,
analisar a eficiéncia de tempo de um algoritmo € contar quantas vezes a operagcao bdsica

¢ executada para uma entrada de tamanho n.
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Para a andlise de eficiéncia de tempo de um algoritmo sdo usados conceitos e
definicbes matematicas, tal como, a andlise do crescimento assint6tico de funcdes, que
tem como objetivo simplificar a andlise de complexidade de tempo de execucdo dos al-
goritmos, eliminando detalhes que podem ser afetados por fatores de implementacio ou
hardware, avaliando como o tempo de execucdo do algoritmo cresce com o tamanho da

entrada n, considerando um n muito grande. As principais notagdes sao:

* O: representa o limite superior do tempo de execucdo ou uso de memoria do
algoritmo. Indica o pior caso, ou seja, determina o maior nimero de passos que o
algoritmo pode executar;

* (): representa o limite inferior do tempo de execucdo ou uso de memoria. Indica o
melhor caso, ou seja, determina o menor nimero de passos que o algoritmo pode
executar;

* O: representa o crescimento assintdtico exato, combinando tanto o limite superior
quanto o inferior. E obtido com base numa distribui¢io de probabilidades sobre o

conjunto de entradas n.

Os algoritmos podem ser classificados de acordo com a notacdo O, da seguinte

maneira:

* constante O (1): o tempo € constante, neste caso, as instrugdes do algoritmo sao
executadas um nimero fixo de vezes;

* logaritmica O (logn): o tempo de execu¢do aumenta de forma proporcional ao
logaritmo do tamanho da entrada, o que significa que pode ser considerado menor
do que uma constante grande;

* linear O (n): o tempo de execu¢do aumenta de forma proporcional ao tamanho
da entrada. Nessa classe, normalmente, uma pequena operacdo ¢é realizada em
cada elemento, representando a melhor situacdo possivel para um algoritmo que
precisa processar n elementos;

* quadritica O(n?): o tempo de execugdo cresce proporcionalmente ao quadrado
do tamanho da entrada. Algoritmos dessa classe, geralmente, surgem quando os
dados sdo processados em pares, como ocorre em estruturas de algoritmos que
envolvem um loop dentro de outro;

» exponencial O(2"): o tempo de execucdo cresce de forma exponencial com o

tamanho da entrada. Essa classe de complexidade ocorre, tipicamente, em proble-
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mas cuja solugdo exige a aplicacdo de forca bruta, explorando todas as possibili-

dades para encontrar a resposta.

Essa classificagdo auxilia na compreensdo do comportamento de um algoritmo a
medida que o tamanho da entrada cresce, permitindo compara-los teoricamente e aju-

dando na selecdo de algoritmos apropriados para resolver problemas especificos.
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Capitulo 3

O Jogo da Torre de Hanoi

Este capitulo apresenta os aspectos matemdticos e computacionais da Torre de Hanoi,
sua estrutura e regras. Em seguida, sdo apresentados algoritmos para resolucao do jogo
em diferentes cendrios. Por fim, apresenta-se o grafo do jogo baseado no Tridngulo de

Sierpinski, seguido de algumas aplicacdes da ToH.

3.1. O Jogo, Estrutura e Regras

A Torre de Hanoi foi inventada pelo matemaético francés Edouard Lucas em 1883

lardice e Fraser 1883]]. Sua origem foi inspirada em uma lenda hindu [Hofstadter 1983|],

apresentada na Figura que fala de um templo em Bernares, cidade sagrada da India.

%} "No grande templo de Brahma em Benares, numa bandeja de metal
a cipula gue marca o centre do munde, teés agubhas de diamante seruem de
pilar a sessenta e quatre discos de oure pure. Incansavelmente, os
sacerdotes tranaferem os discos, umdecadave, de agutha para agubha,
cbedecendo sempre a lei imutivel de Brahma: nenhum discosepoderd 7
sobrepot @ um menaok.

No inicio do mundo tados 04 sessenta e quatro discas de owro, foram
dispostas na primeira das trés agulhas, constituinde a Joree de Brahma.
No memento em que o menor dos discos for colocado de tal modo que se
forme uma ver mais & Jorre de Brahma numa agubha diferente da inicial,
tanto a torre como o templo seréo transformades em po e o tibombar de um

traudo assinalard o fim do munde’ . §

Figura 3.1. Lenda que inspirou a estrutura e regras do jogo da Torre de Hanoi.

Sobre o nome Torre de Hanoi, pensa-se logo na capital do Vietnd, Hanoi. No

entanto, quando Lucas comegou a comercializar o jogo com apenas 8 discos de madeira,
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os jornais estavam cheios de relatérios de Tonkin. Na verdade, Hanoi havia sido tomada
em 1882, mas durante o verdo de 1883 estava sob cerco constante por tropas da provincia
chinesa de Yunnan. Mas, em 25 de agosto desse mesmo ano, o tratado de Harmand es-
tabeleceu o governo da Franca sobre Annam e Tonkin. Adicionalmente, ainda em 1883,
Parville publica uma variacdo da ToH, onde discos de didmetros crescentes foram subs-
tituidos por pimamides ocas de tamanho decrescente, e a chama de “questdo de Tonkin”
e comenta o fato de que os discos da ToH de Lucas eram de madeira em vez de ouro,
como sendo mais prudente porque diz respeito a Tonkin. Entdo, Lucas selecionou o nome
Hanoi, porque estava nas manchetes na época [Parville 1884 apud [Hinz, Klavzar e Petr

2018]J.

A Torre de Hanoi possui uma base com o conjunto de pinos P = {po, p1,- - -, Pk},
para algum natural £ > 3, e o conjunto de discos D = {dy,ds,...,d,}, onde n € N,
como apresentado na Figura [3.2a] Neste trabalho, considera-se apenas a versido da ToH

tradicional com trés pinos verticais, ou seja, k = 3.

0 1 2
MENOR &, I
\

MAIOR
< “
P )

= PINO

~=»BASE | |

(a) Estrutura da ToH. (b) Resolugado do Jogo com 3 discos.

Figura 3.2. Torre de Hanoi: (a) representacao tangivel do jogo com 3 pinos, com o menor disco,
na cor verde, no topo da pilha e o maior disco, na cor azul, na base; (b) demonstracao da
solugdo do jogo com 3 discos, onde os discos sdao movidos de py para p2, até que o objetivo

do jogo seja alcancado.

As configuracdes do jogo da ToH podem ser classificadas em trés tipos de estados,
adaptados de Hinz et al. [2018]: regular, perfeito e irregular, que serdo explicitados nas

Defini¢des[I] [2] e [3] respectivamente.

Definicao 1 (Estado regular). Um estado regular é aquele em que a distribuicdo dos n

discos, nos 3 pinos, respeita as regras do jogo.

Definicao 2 (Estado perfeito). Um estado perfeito é um estado regular em que todos os

discos se encontram em um unico pino.

21



Definicao 3 (Estado irregular). Um estado irregular é uma distribuicdo de discos entre

os pinos, em que, pelo menos uma regra do jogo é violada.

No estado perfeito inicial do jogo, todos os discos estdo empilhados no pino p na
seguinte ordem: dy,ds, ..., d,, sendo que d; estd no topo da pilha. O objetivo do jogo
¢ alcancar o estado perfeito final, ou seja, colocar todos os discos em p, nessa mesma

disposi¢do, obedecendo as seguintes regras [Er 1983|:

1. em cada movimento, somente o topo de um dos pinos pode ser movido;

ii. o disco d; s6 pode ser colocado sobre d;, se i < j.

O ndmero minimo de movimentos para solucionar o jogo da ToH depende do nu-
mero de discos. A Figura[3.2b|tem a ilustragdo e resolugdo do jogo com 3 discos, usando
o menor nimero de movimentos. Na Tabela 3.1 pode-se acompanhar o nimero minimo
de movimentos para o jogo com 1, 2, 3, 4, ..., n discos. Assim, observando a generaliza¢ao
matematica, € possivel notar que, seguindo as regras descritas anteriormente, 0 nimero
minimo de passos para mover todos os discos do estado perfeito inicial ao estado perfeito

final do jogo é 2" — 1, em que n € o nimero de discos.

Tabela 3.1. Torre de Hanoi: calculo matematico para encontrar o nimero minimo de movimentos com
1,2,3,4,5,...,n discos.

N° de N° Minimo Generalizacio
Discos | de Movimentos | Matematica

1 1 2'-1=1

2 3 22-1=3

3 7 22-1=7

4 15 24-1=15

5 31 25-1=31

n X 2"-1=x

Para 64 discos, como na descri¢do original do problema apresentado na Figura
B.1] sdo necessdrios 18.446.744.073.709.551.615 movimentos. A menor sequéncia de
movimentos que leva do estado perfeito inicial ao estado perfeito final do jogo é chamada
de caminho 6timo [Romik 2006]. A tarefa da Torre de Hanoi Classica para n discos tem

uma dnica solu¢do 6tima [Scorer, Grundy e Smith 1944]].

Para solucionar o jogo com o menor nimero de movimentos move-se o disco

maior (d,,) apenas uma vez. Entdo, isso se d4 da seguinte maneira: os n — 1, primeiros
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discos, serdo movidos de py para p;; em seguida, move-se o disco d,, de py para ps e

depois os n — 1 discos serdo movidos de p; para ps.

3.2. Aspectos Algoritmicos

O algoritmo para resolver a ToH pode ser recursivo, como exibido no Algoritmo [I] ou
iterativo, como o exposto no Algoritmo[2] O Algoritmo [I|realiza duas chamadas recursi-
vas € um movimento no caso geral e um tinico movimento no caso base, o que pode ser

expresso pela seguinte recorréncia:

Algoritmo 1: Torre de Hanoi - Algoritmo Recursivo.

Entrada: d;,ds,...,d, e pg, p1, p2 de mesma capacidade. Estado inicial: todos os n discos

empilhados em py.
Saida: Estado final: todos os discos empilhados em po.

1 Hanoi (n»pOaPQ»Pl)

2 se (n = 1) entdo

3 MoveDisco(1, pg, p2)

4 senao

5 Hanoi (n — 1, po, p1,p2)
6 MoveDisco(n, po, p2)

7 Hanoi (n — 1, p1,p2,p0)
8 fim

9 fim

1, sen=1

2T'(n—1)+1, sen>1

T(n) =

Resolvendo a equacao de recorréncia, conclui-se que a fun¢do de custo do Algo-

ritmo[1]é T'(n) = 2" - 1, para n > 1, do qual obtém-se a complexidade de tempo O(2").

O algoritmo iterativo, exibido no Algoritmo[2} segue uma direcdo certa para mo-
ver os discos de acordo com a paridade do nimero de discos n. Essa direcdo pode ser
entendida como uma lista circular, em que o ultimo elemento esta logicamente conectado
com o primeiro, formando um ciclo. Assim, se o nimero de discos n € par a direcdo certa
do d; € no sentido anti-horario, enquanto, se n for impar serd no sentido horario. Por
exemplo, se n for par e d; estd em py, ele serd movido na sequéncia: pi, ps, Po, - ., P2 €

se n € impar, a sequéncia sera: ps, p1, Po, - - - , P2 [Er 1986]. E conhecido que o algoritmo
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iterativo da ToH (Algoritmo [2)) soluciona o jogo com o nimero minimo de movimentos,

isto é, resultando na complexidade O(2") [Hinz, Klavzar e Petr 2018].

Algoritmo 2: Torre de Hanoi - Algoritmo Iterativo.

Entrada: d,,ds,...,d, e po, p1, p2 de mesma capacidade. Estado inicial: todos os discos
empilhados em pg (origem).

Saida: Estado final: todos os discos empilhados em py (destino).

1 inicio

2 repita

3 mover d; uma posicédo a frente na diregdo certa
4 realizar o tinico movimento possivel

5 até rodos os discos estejam em ps;

6 fim

Assim, os algoritmos recursivo e iterativo solucionam o jogo da Torre de Hanoi
levando os discos de py para p». Porém, se alguém iniciar o jogo e por algum motivo
precisar parar, o jogo estard em um estado regular s, para continud-lo apresenta-se no
Algoritmo 3] que determina qual o primeiro movimento necessdrio para continuar solu-
cionando o jogo com o menor nimero de movimentos possiveis [Hinz, Klavzar e Petr
2018|]. Dessa forma, dado que s é um estado regular que se encontra no caminho 6timo
e d; é o menor disco no topo de um dos pinos, sendo d; # d;, o jogador tem que decidir
mover d; ou d;. A direcdo certa de d; — também se dard de maneira ciclica — na dire¢ao
oposta a d; se ¢ for par e na mesma direcdo de d;, caso contrario. Entdo, o Algoritmo
primeiro verifica se mover d; na direcao certa ¢ um movimento legal. Em caso afirmativo,

significa que o jogo foi abandonado apés um movimento de d;.

Ap6s executar o primeiro movimento 6timo de um estado abandonado, Algoritmo
Bl chama-se o algoritmo iterativo e prossegue com a resolugio do jogo até que todos os

discos estejam no pino de destino, ou seja, em p,.

Outra situacdo que pode ocorrer, € por exemplo, uma pessoa estar brincando e
nao conhecer nenhum algoritmo de solug@o do jogo. Nesse caso, € muito provavel que o
estado em que o jogo se encontre, caso as regras sejam seguidas, seja um estado regular
fora do caminho 6timo. Entdo, Hinz et al. [2018] tem um algoritmo baseado em um autd-
mato que detecta se 0 jogo se encontra no caminho 6timo, baseando-se neste algoritmo,

propde-se o Algoritmo [ para detectar se o estado regular, em que 0 jogo se encontra, estd
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Algoritmo 3: ToH - 1° Movimento Otimo de um Estado Abandonado.
Entrada: dy,ds, ..., d, e pg, p1, p2 de mesma capacidade, s estado regular no caminho
6timo.
1 inicio
2 seja d; o menor disco superior de s diferente de d
3 se o movimento legal de d; estd na direcdo certa entiao
4 ‘ mover disco d; na dire¢do certa
5 senao
6 ‘ mover o disco d; na direcdo certa
7 fim
8 fim

no caminho 6timo para solucionar o problema.

Como no jogo cléssico da Torre de Hanoi s6 existe uma tnica solugdo 6tima [[Sco-
rer, Grundy e Smith 1944], ou seja, s6 existe um caminho 6timo, entdo, propde-se o Algo-
ritmo ] para descobrir se o jogo da ToH estd no caminho 6timo. Inicialmente o Algoritmo
E| verifica se d,, estd em p;. Pois, na solu¢do 6tima do jogo d,, se move exatamente uma
vez, ou seja, de py para p,. Entdo, d,, tem que estar em p, ou ps, qualquer estado que d,,
esteja em p, este ndo estd no caminho 6timo. Logo, o algoritmo retorna "NAO". Se em
s, d,, estd no pino inicial, d,,_; também deve estar no pino inicial ou no pino auxiliar. Da
mesma forma, se d,, estiver no destino, d,,_; também deve estar no destino ou no auxiliar.
Nesse caso, o algoritmo retorna “SIM”. Caso contrdrio, deve informar que s “NAO” est
no caminho 6timo. Dessa forma, o Algoritmo El faz no maximo uma chamada recursiva,

ou seja, esse algoritmo € linear no ndmero de discos.

3.3. Formas de Representacao de um Estado do Jogo

Na literatura sdo encontradas algumas rotulagdes de um estado do jogo da ToH, como por
exemplo, a Representacdo Bindria (Apéndice [A]) e o Cédigo Gray (Apéndice [B). Porém,
nesta dissertagdo, para melhor adequacao as restricdes de todas as variagdes, optou-se por

utilizar a nomenclatura abordada na Se¢do[3.3.1]
3.3.1. Rétulo de um Estado
Os rétulos de H;; foram definidos como sendo sequéncias de ntimeros tal que:

* o primeiro nimero indica o disco que estd no topo da pilha;
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Algoritmo 4: ToH - Deteccio de Desvio do Caminho Otimo.
Entrada: d;,ds, ..., d,; 3 pinos de mesma capacidade: pg, p; € p2; € s um estado regular
do jogo.
Saida: "SIM", est4d no caminho 6timo ou "NAO", nfo estd no caminho 6timo.
1 ehOtimo (po, p1, p2,n)
2 se (d,, € p1) entao
3 retorna "NAO"
4 senao
5 se (n = 1) entao
6 retorna "SIM"
7 senao
8 se (d,, € po) entao
9 ‘ retorna ehOtimo (pg, p2, p1,n — 1)
10 senao
11 ‘ retorna ehOtimo (p1, pg, p2,n — 1)
12 fim
13 fim
14 fim
15 fim

* a“/” (barra) indica que os nimeros seguintes estao no proximo pino/pilha;

e ¢ assim, sucessivamente.

Por exemplo, o rétulo “12/3/” indica que d; e dy estdo em pg e d3 estd em p;.
Assim como “1//23”, demonstra que o disco d; estd em py e os discos ds € d3 estdo no

Dp2.

3.4. Grafo da Torre de Hanoi Baseado no Triangulo de Sierpinski

O grafo H; serd apresentado nesta se¢do como € tradicionalmente visto na literatura,
ou seja, definido com base no Tridngulo de Sierpinski [Scorer, Grundy e Smith 1944] e
na Secdo [6.1] serd proposta uma definigdo recursiva do grafo da Torre de Hanoi que se

restringe ao dominio da Teoria dos Grafos.

O grafo da ToH caracteriza todos os estados regulares possiveis no jogo, bem
como 0s movimentos que podem ser feitos de um estado para outro [Zhang et al. 2016].
Denota-se H, o grafo da ToH com n discos e p pinos. O conjunto de vértices de H,) sdo

os estados regulares do jogo e as arestas sao as transi¢oes entre esses estados. Adicional-
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mente, H tem p" vértices e 3 (%) @™ - (p — 2)") arestas [Eppstein, Frishberg ¢ Maxwell
2022|]. Dois vértices (isto é, estados regulares) sdo adjacentes se forem obtidos um do

outro por um movimento legal de um disco.

O Triangulo de Sierpinski El ¢ uma figura geométrica fractal, estudada pelo mate-
matico poloné€s Waclav Sierpinski, em 1915 [Sierpinski 1913]], cuja construgdo € realizada
por um processo iterativo de divisdo de tridngulos. E uma das formas elementares da ge-

ometria fractal por apresentar algumas propriedades [Hinz, Klavzar e Petr 2018]]:

ter tantos pontos como o do conjunto dos ndimeros reais;
* ter drea igual a zero;
* ser autossemelhante (cada parte sua € idéntica ao todo);

* ndo perder a sua defini¢do inicial a medida que € ampliado.

Os estados do jogo da ToH foram nomeados, conforme o rétulo abordado na Se¢ao
[.3.1] O Grafo, apresentado na Figura[3.5b] permite observar que a medida que o niimero
de discos aumenta, o grafo se torna cada vez mais parecido com o grafo do Triangulo de
Sierpinski. Sendo que, h4 uma aresta entre cada H., onde esse espaco é chamado de o e

que se tender « a zero, o grafo H3' tende ao Tridngulo de Sierpinski.

A correspondéncia de Lucas afirma que a medida que n se torna grande, H3 se
torna um fractal com uma notédvel semelhanca com a estrutura de Sierpinski e o tridngulo

de Pascal de médulo 2, todos com dimensao fractal [og,3 [[Poole 1994].

Para caracterizar H, Poole [1994] propde a Proposicao I}

Proposicao 1 (Propriedades do grafo H3'). Para todos os inteiros positivos n, H3 é um
grafo planar, biconexo, hamiltoniano de ordem 3", de diametro de 2" — 1, com exatamente

3 vértices de grau 2 e todos os outros vértices de grau 3 [Poole 1994)].

Para o0 jogo da ToH com apenas 1 disco tém-se 3 estados possiveis, como mostrado
na Figura[3.3a/e no grafo da Figura[3.3b] o disco estd em py, o disco estd em p; ou o disco

estd em po.

Na ToH com 2 discos, percebe-se que cada posi¢ao no jogo com 2 discos corres-

onde a uma sequéncia de dois algarismos, como na Figura[3.4al H? tem 32 = 9 vértices.
3

10 processo de construgio do Tridngulo de Sierpinski e mais informagdes sobre ele, encontram-se no

Apéndice E}

27



1//

/ﬁ“\
| L] |
/1/ /1

(a) Jogadas possiveis. (b) H§

Figura 3.3. Torre de Hanoi com 1 disco: (a) estados possiveis do jogo; (b) a representagao grafica

desses pontos (estados) no grafo, formando assim, o grafo /1.

(a) Jogadas possiveis (b) H §

Figura 3.4. Torre de Hanoi com 2 discos: em (a) todos os estados possiveis do jogo e em (b) a
representacéo grafica do grafo H2.

Observa-se que, como 0s movimentos possiveis no jogo da ToH sdo reversiveis, os grafos
da torre nao sdo direcionados. Além disso, como € “legal” caminhar de qualquer vértice
para qualquer outro vértice usando arestas adjacentes, o grafo H?2, exibido na Figura[3.4b)

€ conexo. E como ndo ha cruzamento de arestas, o grafo também € planar.

Para solucionar o jogo com o menor nimero de movimentos possivel, deve-se
pegar o caminho para a direita do grafo HZ. O comprimento desse caminho corresponde
a 3 arestas, o que torna consistente com o que jd foi demonstrado na Tabela 3.1 O
grafo H? é formado por um caso especial da familia cobra triangular, o cobra triangular

alternada - A(7Tg).

Sendo assim, obedecendo as regras do jogo com 3 discos, pode-se montar o grafo
H3 com 27 vértices. Portanto, H3 fica como na Figura [3.5b, ao observar este grafo,
percebe-se que ele é formado por trés copias de um grafo menor(de fato, H3 - Figura

3.4b)), ligadas por trés arestas. Similarmente, o grafo H3 - Figura[3.4b| também é formado
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por trés copias de HJ - Figuram Por fim, H3 possui um caminho de qualquer vértice

para qualquer outro, como afirma o Lemal[I]

A_l.é. N é | ﬂl J123/ 2301 2/3/1 1275/ 12/ /3 2/1/3 /125 /125
(a) Jogadas possiveis. (b) H3.

Figura 3.5. Torre de Hanoi com 3 discos: em (a) todos os estados possiveis do jogo e em (b) a
representacéo grafica do grafo H3.

Lema 1 (Caminho em H?). Para todos os inteiros positivos n, existe um caminho em H3

entre qualquer par de vértices distintos [|Scorer, Grundy e Smith 1944|].

Em 1944, Scorer, Grundy e Smith provaram o Lema [I|que, independente do valor
de n, sempre existird um caminho entre qualquer par de vértices. Logo, H3 € um grafo
conexo. Assim, o caminho minimo do estado inicial para o estado final corre em linha
reta ao longo de uma das margens do grafo (123//, 23//1,3/2/1, 3/12/, /12/3,1/2/3,
1//3, //123), tendo a dimensdo de 2" — 1, como apresentado na Figura

I Inicio I
(2] 123/, u
Estado ) Estado
Per_fr?lto BN 23//1 Per.felt
Inicial o Final

J128/ f23/0 2/3/1 12/8/ 12//3 2/1/3 /23 /123

Figura 3.6. H3: Caminho do exemplo da solugéo do jogo, com o menor niimero de movimentos, no
grafo.
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Portanto, analisando as Proposi¢des dispostas no estado da arte, como apresentado
na Proposicao I} chega-se a conclusdo de que HY, é um grafo hamiltoniano, simples, ndo
direcionado, biconexo, de ordem 3", de didmetro de 2" — 1, com exatamente 3 vértices de
grau 2 e todos os outros vértices de grau 3, baseado no tridngulo de Sierpinski, para todos

0s inteiros positivos n > 2.

3.5. Aplicacoes da Torre de Hanoi

Ha diversas aplicagdes do jogo da ToH indicadas na literatura [Martins et al. 2022], sendo
utilizadas em processos de ensino-aprendizagem de contetidos de matemdtica, como por
exemplo, nos conteidos de fungdo exponencial [Oliveira e Calejon 2016, potenciacao
[Oliveira, Brim e Pinheiro 2019|], progressdo geométrica, geometria plana e descritiva.
Em computacio, é usada para aprendizagem de forma lidica de algoritmos recursivos
[Santiago e Kronbauer 2016] e iterativos [[Andrade et al. 2016]], com suas estruturas de

dados em vetores, pilhas e listas circulares.

Ainda em computagdo, pode-se explorar aspectos de complexidade computaci-
onal de problemas, em que o jogo da ToH se configura como sendo exponencial, pois
sdo necessdrios O(2") movimentos para soluciond-lo. No cendrio atual, a ToH tem sido
muito utilizada no desenvolvimento da l6gica [Pinho et al. 2016] e da disseminacao do

pensamento computacional [Silva, Limberger e Pellanda 2014] [Freitas et al. 2019].

Na industria, problemas baseados em torres ou problemas de empilhamento (do
inglés, pile problems), sdo encontrados, principalmente, em processos logisticos, como
no armazenamento e no transporte de produtos, nos quais a carga tem restricdo quanto
a altura do empilhamento, prioridade de descarregamento, diferenca de tamanho/peso
ou, ainda, a fragilidade da mercadoria [Hempel, Schmiedel e Kimmerer 2006[]. Nesses
problemas, deve-se encontrar solugdes para realizar o transporte da carga de forma a satis-
fazer as condigdes estabelecidas previamente e, principalmente, maximar a utilizagdo do
espaco para a realizacdo do transporte adequado [[Huang e Lin 2012]], tais como nas cargas
e descargas de caminhdes, navios ou trens [Schulz 1989] e no armazenamento de produ-
tos, sendo, geralmente, problemas de otimiza¢do combinatéria NP-dificeis [Kammerer e

Hempel 1997].

Ademais, tém-se, ainda, varias presencas da Torre de Hanoi na Cultura Popu-

lar, onde podem-se apontar varios filmes, tais como: ‘“Now Inhale” ("Agora Inspire") de
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Eric Frank Russell, "The Celestial Toymaker"("O fabricante de brinquedos celestial") de
Doctor Who em 1966, "A Ascengdo do Planeta dos Macacos"de 2011 e em "Star Wars:
Knights of the Old Republic". O objetivo da empregabilidade do jogo, nesses filmes,
foi incentivar o pensamento computacional e/ou o raciocinio 16gico dos personagens na
historia.

Portanto, muitas situacdes na vida real apresentam uma configuragdo de itens em-
pilhados, formando uma torre, que precisam ser transferidos para outra, com a ordem dos
itens diferentes e prioridade de tamanho e/ou pesos [Martins et al. 2022]. O Apéndice
aborda esses problemas e o Apéndice [E| mostra um exemplo de aplicacdo na drea de

Tecnologia da Informacao (TI).
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Capitulo 4

Outros Jogos e Testes Baseados em

Torres

Este capitulo traz os principais trabalhos encontrados na literatura, relacionados aos jogos
de torres que serdo explorados nas secdes posteriores. Nesse sentido, para cada um desses

jogos, sdo explicadas as regras, objetivos € modelos em grafos.

4.1. Classificacao por Caracteristicas Estruturais e Jogabilidade

De acordo com a classifica¢io das variagdes do jogo da Torre de Hanoi explorada através
da Tabela[.T] a complexidade computacional permite comparagdes com os trabalhos cor-
relacionados no estudo tedrico envolvido com as Torres de Hanoi e as demais variagdes,

devido as aparentes semelhangas em suas estruturas e demanda de solucdes.

Foram encontradas algumas correlacdes significativas, no que diz respeito a estru-
tura, como: o ndmero de pinos, a capacidade dos pinos, as regras do jogo, os algoritmos,

a complexidade computacional e o modelo em grafos.

Desse modo, para considerar um jogo como uma variante da Torre de Hanoi,
definiu-se a classificacdo da seguinte forma: estrutura, regras do jogo e aspectos tedricos,

a partir da anélise das caracteristicas pontuadas abaixo:
i. nimero de pinos;
ii. capacidade dos pinos;
iii. ndmero de discos;

iv. discos de tamanho/cor diferente;
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Vi.
Vii.
Viii.

1X.

X1.

se move um disco por vez;

se o disco maior ndo pode ficar em cima do menor;

se permite discos adjacentes de mesma cor;

se s6 € possivel mover os discos para pinos adjacentes;

se possui algoritmo;

. qual a complexidade do problema;

se possui modelo em grafos.

Embora as convengdes acima parecam bastante restritivas, elas oferecem um

grande numero de variagdes, por exemplo: pode haver um nimero arbitrario de pinos;

os pinos também podem ser distinguidos por suas capacidades, isto €, pelo nimero de

discos que eles podem sustentar; os discos podem ser diferenciados em tamanho e/ou cor;

mais de um disco superior pode ser movido em um tnico movimento; pode haver restri-

coes ou relaxamentos adicionais nos movimentos; e qualquer combinacdo dos anteriores.

4.2. Torre de Bucareste

A Torre de Bucareste (ToB) dispde de uma estrutura igual a da Torre de Hanoi, como

pode ser visto na Figura[f.Tal mas possui uma regra de movimento [Herter e Rote 2018]],

como € especificado na Proposigdo 2] .

Proposicao 2 (Regra de movimento da ToB). Descri¢do dos movimentos na ToB:

1.

Na Torre de Hanoi, existem trés movimentos possiveis a partir de qualquer posi-
¢do, exceto quando todos os discos estdo no mesmo pino: nesses casos, hd apenas
dois movimentos possiveis.

Na Torre de Bucareste, existem dois movimentos possiveis a partir de qualquer
posigdo, exceto quando todos os discos estdo em py ou po: nesses casos, hd apenas

um movimento possivel.

Como visto no Capitulo [3] o Algoritmo 2] para resolver o jogo da ToH segue o

sentido hordrio ou anti-horério. J4 a Torre de Bucareste nao admite solucdo nesse formato

circular, pois a Torre de Bucareste consiste em trés regras bdsicas:

1l.

1il.

. em cada movimento, somente o topo de um dos pinos pode ser movido;

o disco d; s6 pode ser colocado sobre d;, se i < j;
um disco s6 pode ser movido para um pino adjacente, ou seja, de py ndo se pode

mover o disco para py, nem de p, para py.
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MENOR “i

MAIOR .
Q\? = BASE

(a) Estrutura da ToB.

Figura 4.1. Torre de Bucareste: (a) representacao tangivel do jogo com 3 pinos, com o menor disco,
na cor verde, no topo da pilha e o maior disco, na cor azul, na base; (b) demonstracao da

solucao do jogo com 3 discos, onde os discos sdao movidos de p0 para p2 obedecendo as

(b) Exemplo de uma rodada do jogo.

regras, até que o objetivo do jogo seja alcancado.

Como na ToH, o nimero de movimentos, na ToB, depende do nimero de dis-
cos. Na Figura [4.Tb| tem-se a demonstragdo do funcionamento do jogo com 2 discos.
Na Tabela .2 pode-se acompanhar o nimero minimo de movimentos para o jogo com
1,2,3,4,...,n discos. Observando a generalizacdo matemdtica € possivel ver que o nu-

mero minimo de passos para mover todos os discos de py para po € 3" — 1, onde n € o

numero de discos.

Tabela 4.2. Torre de Bucareste: calculo matematico para encontrar o numero minimo de movimentos

com1,2,3,4,5,...,n discos.

N° de N° Minimo Generalizacao

Discos | de Movimentos | Matematica
1 2 B—1=2
2 8 3P—-1=38
3 26 3 —1=26
4 80 31—1=280
5 242 35 —1=242
n T '—1l=u

4.2.1. Aspectos Algoritmicos

Aplicando-se a regra em que o movimento de disco sé pode ser feito entre pinos adjacen-
tes, o algoritmo iterativo da resolucdo da ToB, como exibido no Algoritmo E[, ¢é similar

ao Algoritmo 2] mas sem a necessidade de tratar o caso do nimero de discos ser par ou

impar, isto simplifica o algoritmo.

O jogo da ToB também pode ser solucionado recursivamente com o Algoritmo [6]

35




Algoritmo 5: ToB - Algoritmo Iterativo.

Entrada: n discos de tamanhos diferentes; e 3 pinos (pg (origem), p; (auxiliar), po
(destino)) de mesma capacidade. Estado inicial: todos os n discos empilhados em
po (origem).

Saida: Estado final: todos os discos empilhados em py (destino).

1 inicio

2 repita

3 mover d; 2 posi¢des possiveis (horario ou anti-horario)
4 realizar o proximo movimento possivel

5 até rodos os discos empilhados em ps;

¢ fim

Algoritmo 6: Torre de Bucareste - Algoritmo Recursivo.

Entrada: n discos de tamanhos diferentes; e 3 pinos (pg (origem), p; (auxiliar), po

(destino)) de mesma capacidade. Estado inicial: todos os n discos empilhados em
po (origem).
Saida: Estado final: todos os discos empilhados em p, (destino).

1 Bucareste (n, po, p1, p2)

2 se (n > 0) entdo
3 Bucareste (n — 1, pg, p2, p1)
4 Bucareste (n — 1, p1, po, p2)
5 mover o disco do topo de py para o topo de p;
6 Bucareste (n — 1, pa, po, p1)
7 Bucareste (n — 1, p1, po, p2)
8 mover o disco do topo da p; para o topo de p2
9 Bucareste (n — 1, po, pa2, p1)
10 Bucareste (n — 1, p1, p2, po)
11 fim
12 fim

Sao necessarios 3" — 1 movimentos para solucionar o jogo da ToB [Herter e Rote
2018]. Sendo assim, a complexidade de tempo é O(3"). Portanto, o algoritmo desse jogo
¢ exponencial, pois 0 nimero de movimentos para solucionar o jogo é exponencial.

4.2.2. Modelagem em Grafos

O jogo da ToB também pode ser associado a um grafo B = (V; E), no qual n € o niimero

de discos e p equivale ao niimero de pinos no jogo. O conjunto de vértices representa os
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estados regulares no jogo e E as arestas que correspondem aos movimentos permitidos
entre os estados regulares do jogo. Os estados do jogo sdo nomeados conforme a Secdo

[3.3.1]e as propriedades do grafo desse jogo sdo expressas na Proposigdo 3]

Proposicao 3 (Propriedades do grafo BY). E um grafo simples, ndo direcionado, conexo,
planar, tem sempre 2 vértices de grau 1 e os demais sdo de grau 2, grau mdximo 2 e é um

grafo do tipo caminho.

Para embasar a Proposicdo [3] inicia-se com a ToB com 1 disco - B3, apresentado
na Figura[d.2a] tem 2 vértices de grau 1 e 1 vértice de grau 2, o que o torna um caminho
P;3. Adicionando mais 1 disco, no caso, o grafo B2, o que pode ser observado na Figura

B.2b] o grafo passa a ter 9 vértices, continuando 2 de grau 1, mas agora com 7 vértices de

grau 2.
123//
3/2/1
3//12 3/12/
13//2 13/2/
/3/12 /12/3
1/y /13/2  /2/13
1/23/ 1//23
/1/ //1 /12/ 172/ 1//2 /712 /123/ /23/1 2/3/112/3/ 12//3 2/1/3 /1/23 //123

(a) Bi. (b) B3. (c) B3

Figura 4.2. Grafos da Torre de Bucareste.

Analisando o grafo B3, exposto na Figura este grafo possui 27 vértices e 26
arestas, que formam um caminho, onde os discos sio levados do p, para o p,, dispde de

25 vértices de grau 2 e somente 2 vértices de grau 1, sendo portanto, de grau maximo 2.

A partir desse contexto, B, possui algumas caracteristicas tais quais ao grafo da
ToH - H, dentre elas, a principal € o numero de vértices: 3", que corresponde as formas
possiveis de atribuir os discos aos pinos py, p; € P2, ou seja, o nimero de estados regulares

possiveis no jogo.
Um exemplo do jogo da ToB com 3 discos é demonstrado na Figura[4.3] no qual
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123

[ 2 ] Inicio ¢ L 2
Estado 2971/ r r 23/ /1 Estado
Perfeito Perfeito
Inicial 3/1/2 3/2/1 Final

3/ /12 3/12
13//2 13/2
1/12 12/3
1/3/2 13/2 /2713 1/2/3
1/23 2/13 2/7/13 1//23
Fim

123/ /23/1 2/3/1 12/3/ 12//3 2/1/3 /1/23 /123

Figura 4.3. Grafo Bg com exemplo de uma jogada com 3 discos, em amarelo o caminho percorrido

do estado inicial até o estado final do jogo.

se pode observar o estado perfeito inicial e o estado perfeito final. Logo, fica visivel o
Caminho Hamiltoniano, em amarelo, formado pelos movimentos para solucionar o jogo,

pois, parte-se do estado inicial perfeito e passa por todos os vértices de B3.

4.3. Torre de Londres

Em seu estudo, de 1982, sobre os défices de planejamentos exibidos por pacientes com
lesdo do lobo frontal, Shallice propds uma variacao da classica Torre de Hanoi e como
um nativo da Inglaterra, a apelidou de Torre de Londres (ToL) [Berg e Byrd 2002]. Esse
jogo é amplamente utilizado para avaliar planejamento e resolu¢do de problemas [Such et

al. 2011].

A ToL, como apresentada na Figura .44 possui 3 esferas de mesmo tamanho e
cores diferentes, uma base retangular contendo 3 pinos de tamanhos diferentes: pg, p; €
P2, sendo que o mais curto sustenta apenas 1 esfera e o mais longo 3 esferas [[Shallice
1982]]. O objetivo do jogo é mover as esferas da posigdo inicial, Figura.4a] até chegar

a configuragéo do cartdo-problema, Figura [#.4b] obedecendo sempre as duas regras do

jogo:

i. mover uma esfera por vez;
ii. uma esfera sé pode ser movida para um pino se ele ndo tiver atingido a sua capa-

cidade maxima. A capacidade de po = n, p1 =n — 1 e po = n — 2 esferas.
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N Problema 1
4 == PINO

_ BASE

¥
&7

(a) Posig¢ao inicial. (b) Cartao problema.

Figura 4.4. Apresentacao da ToL: (a) representacao tangivel do jogo com 3 pinos de tamanhos dife-
rentes, com 3 esferas de mesmo tamanho, demonstrando a posic¢ao inicial do jogo; (b) um
exemplo de cartao-problema do jogo.

Ao jogador, cabe reproduzir as configuragdes do cartdo problema, Figura {.4b]
o que lhe € dito de antemdo, movendo uma esfera de cada vez, com o ndimero minimo

de agdes, como exibido na Figura[f.5] Uma resposta correta significa que a solug@o foi

alcangada com o nimero minimo de acdes [Souza et al. 2001]. A cada rodada um novo

cartdo-problema € apresentado. Além disso, o jogador sempre saird da posi¢@o inicial
e devera solucionar o problema proposto. Ademais, os cartdes problemas tém ordem

crescente de dificuldade.

Figura 4.5. ToL: demonstracao da solucao do jogo partindo da posicao inicial e seguindo os passos
até chegar no estado final determinado pelo cartao-problema.

A Torre de Londres, dessa forma, é aplicada em tratamentos neurocognitivos, neu-
rolégicos e até mesmo neuropsicoldgicos, sendo pouquissimas vezes trabalhada e/ou pes-
quisada para fins computacionais. Portanto, para tal, foi necessario realizar algumas adap-
tagdes para que a mesma fosse estudada como um jogo combinatério, com o qual pode se

gerar algoritmo e modelagem em grafos.

A mudanca realizada foi retirar a questdo do jogo vir com uma cartela de proble-
mas. Entdo, definiu-se que, para iniciar o jogo, deve-se realizar uma distribui¢do aleatéria
das esferas, como as apresentadas na Figura[4.6] assim, o estado final do jogo sempre serd
todas as esferas em p, (origem). Sendo que, deve seguir a ordem das cores das esferas

(verde, vermelho e azul), como apresentado na Figuraf.7al

No jogo da ToL, o nimero minimo de movimentos depende da distribuicio alea-
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Estado inicial M Estado inicial M Estado inicial M Estado inicial M

.L|_L
7 5
7 8
3 8
1 4 2 7
6 6 4 6
2 I 4 8 5

Figura 4.6. ToL: possiveis estados iniciais do jogo e o M - numero minimo de movimentos para atingir

-
i3

3 FF

o estado final do jogo.

113
FEF
33

(a) Estado final. (b) Exemplo de uma rodada.

Figura 4.7. ToL: (a) Estado final do jogo definido pela sequéncia de cores verde, vermelho e azul e (b)
demonstragao da solucao do jogo, mostrando todos os passos, até que o objetivo do jogo
seja alcancado.

toria realizada inicialmente. No exemplo abordado na Figura[d.7b} o jogo foi solucionado
com 8 movimentos. Na Figura[d.6|sdo apresentados os nimeros de movimentos minimos

para todas as distribui¢des possiveis dos discos nos pinos py, p1, Pa-

4.3.1. Aspectos Algoritmicos

Seja um jogo da ToL com trés esferas de cores diferentes, como nos exemplos utilizados
neste trabalho: azul, vermelha e verde. De maneira geral, o Algoritmo [7] considera as
cores das esferas como indices dos discos, ou seja, d; representard a esfera verde, ds a

esfera vermelha e d3 a esfera azul. Portanto, o estado final deste sera “d;, d», ..., d,”.

Dado que o jogo da ToL. tem como entrada um estado em que os discos se encon-
tram distribuidos de forma aleatéria, o Algoritmominicia verificando onde esta o disco d,,,

pois, dependendo de sua localizagdo, o jogo serd solucionado de forma diferente. Esse al-
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goritmo possui internamente 3 fun¢des embutidas para auxiliar na resolugdo: desenterra,

libera e move.

A fungdo Desenterra(n, p;, p;) ¢ chamada para deixar o disco d,, no topo do seu
respectivo pino. Ela recebe 3 parametros, o primeiro € indice do disco que se pretende
deixar no topo da pilha. O segundo pardmetro € a pilha onde o d,, se encontra. J4 o
terceiro, € a pilha ao qual os discos que estdo “enterrando” d,, devem ser movidos. Entdo,
por exemplo, a fun¢do desenterra busca o disco d,, na pilha py, movendo todos os discos
que estdo nesta para p;. Quando ela encontra o disco d,,, ela para e retorna a pilha py com

o disco d,, no topo.

A funcdo Libera(p;, p;) é chamada quando se precisa mover algum disco para
uma pilha, entretanto, ela precisa estar vazia. Essa funcdo recebe 2 parametros. No
primeiro, a pilha que precisa estar vazia e o segundo € a pilha que servird de auxiliar,
recebendo os discos que ndo serdo organizados agora. Entdo, a fun¢do esvazia po, por

exemplo, movendo todos os discos para p;.

Por fim, tem-se a funcdo MoveDisco(d,,, p;, p;). Essa fung¢do é chamada quando
se precisa retirar um disco de uma pilha e inserir em outra. Ela recebe 3 parametros. No
primeiro, o disco d,,, o qual se deseja mover. No segundo parametro, a pilha a qual ele se

encontra e deve ser removido. No terceiro parametro, a pilha que ele deve ser inserido.

Apesar do jogo da ToL ser por padrido apenas com 3 discos (esferas), o Algoritmo
[7]soluciona o jogo para n discos. Para um nimero de discos pequenos, tal como 2, 3, ..., 6,
ele resolve no menor caminho. Porém, nao foi testado para mais de 6 disco, portanto, ndo
pode-se afirmar se € o algoritmo 6timo para solucionar o jogo. Pois, quando a quantidade
de discos é grande, ndo € realizado nenhum tratamento nas pilhas para diminuir o esfor¢o

de execucdo.
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Algoritmo 7: ToL - Algoritmo Recursivo

1

2

3

4

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

Entrada: dq,ds, ..., d, e 3 pinos de capacidade diferente (pg = n discos, p; = n — 1 discos
e po = n — 2 discos). Estado inicial: os n discos distribuidos de forma aleatoéria.
Saida: Estado final: todos os discos empilhados em py.
Londres (n, po, p1,p2)
se (d,, € pol0]) entdo
Londres (n — 1, pg, p1,p2)
senao
se (d,, € po) entao
se (d,, ¢ poltopo]) entdo
‘ Desenterra(n, pg, p1)
fim
se (p2 ¢ &) entdo
‘ Libera(p2, p1)
fim

MoveDisco(d,,, po, p2)
fim
se (d,, € p1) entao
se (po € D) e (d,, € p1[topo]) entdo
MoveDisco(d,,, p1, po)
Londres (n — 1, pg, p1, p2)
senao
se (p2 ¢ ) entdo

Libera(p, po)
fim

Desenterra(n, p;, po)

MoveDisco(d,,, p1, p2)
fim

fim

se (d,, € p2) e (d, & pa[topo]) entdo
Desenterra(n, ps, p1)

fim

Libera(po, p1)

MoveDisco(d,,, p2, po)

Londres (n — 1, po, p1, p2)

fim

fim
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4.3.2. Modelagem em Grafos

O jogo da ToL pode ser associado a um grafo L;; = (V, E), onde: p € o ndmero de pinos,
n o namero de esferas, V' € o conjunto de vértices com os estados regulares do jogo e £

as arestas representando os movimentos permitidos entre os estados regulares.

Obedecendo as regras do jogo da ToL com 2 esferas, tem-se o grafo L2, conforme
a Figura Na ToL com 3 esferas, tem-se o grafo da ToL L3, conforme a Figura
Os estados do jogo sdo nomeados conforme a Segdo [3.3.1] e as propriedades desse grafo

sdo definidas na Proposigdo 4

1/32/

s1z/y

2317/

1275/ 2/%/1 123/ a1z

Figura 4.8. Grafos da Torre de Londres.

Proposicao 4 (Propriedades do grafo L%). E um grafo simples, ndo direcionado, conexo,

ndo é planar (n > 4) e é composto por subgrafos borboletas.

O grafo L2, Figura € um grafo planar e € composto por 2 subgrafos borboleta
(butterfly), unidos por 2 arestas. L3, apresentado na Figura ¢ equilibrado em graus
no sentido de que tem 12 vértices de cada um dos graus 2, 3 e 4, totalizando 36 vértices,

o que pode ser comprovado pelo Teoremal ]

43



(n+1)(n+2) _4

Teorema 1 (Nimero de vértices de Lf). O grafo Ly possui (<~

)n! vértices,

quando n > 3.

Demonstragdo. Contar o nimero de estados do jogo da ToL € possivel por meio de
sua nomenclatura, contando de quantas maneiras pode ser representado um estado e
subtraindo-se os estados irregulares. Entdo, basta contar de quantas maneiras diferen-
tes é possivel inserir as duas “/” entre as esferas do jogo. Considerando inicialmente que
todas as esferas sdo da mesma cor, tem-se (n+ 1) formas de inserir a primeira “/”. Entao,
onde serd inserida a segunda “/” depende da posi¢do da primeira. Se a primeira “/” for

colocada na posicao i, sobra (n + 1) — i posigdes. Dessa forma, faz-se:

Z?:o(n +1)—i= Z?:Jrlli = eréﬂ

Mas, dada a capacidade dos pinos, deve-se retirar os estados que sao irregulares

no jogo. Retira-se os estados:

/di,ds, ... dy/
//di,ds, ... d,
di//ds, ..., d,
/di/da, ... dy

Portanto € preciso subtrair esses 4 estados. Agora, falta levar em consideracdo que
no jogo as esferas sio coloridas, entdo cada esfera pode estar em qualquer uma dessas

posi¢des. Entdo, multiplica-se todas as possibilidades por n!.

|VL| _ ((n+1)2(n+2) o 4)n'

(n+1)(n4+2) 4

5 )n! vértices, quando n > 3. O

Logo, O grafo L} possui (

Todos os movimentos para a resolu¢io do jogo, no grafo L3, com o mesmo estado
regular inicial demonstrado na Figurad.7b] sdo apresentados na Figura[4.9] destacando em
amarelo, o caminho percorrido para solucionar o jogo com menor nimero de movimentos

possiveis, respeitando todas as regras.

4.4. Torre de Oxford

O jogo da Torre de Oxford (ToO), como apresentada na Figura [4.10a], possui trés discos

de mesmo tamanho: (di,dy e d3) e uma base retangular contendo trés pinos de mesmo
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\ii Fim ()

21

Estado s/m 23/ Estado
Regular Perfeito
Inicial Final

Figura 4.9. Torre de Londres: exemplo do caminho de uma jogada no grafo L.

tamanho: (pg, p1 € p2). O jogo da ToO foi criado com o objetivo de realizar uma compa-
racdo com uma variagao semelhante, a ToL. no caso. Porém, relaxando algumas restri¢des
na estrutura da ToL e realizar analise dos resultados [[Unterrainer et al. 20035] e sua apli-

cabilidade continuou sendo no estudo de neuropsicologia, tal qual a ToL.

Para resolver o jogo, diferente do jogo cldssico da Torre de Hanoi e de muitas

variacoes, na Torre de Oxford, deve-se obedecer apenas uma regra:
1. mover um disco de cada vez.

O objetivo do jogo € mover os discos de uma posi¢do inicial, como no exemplo
apresentado na Figura 4.10a] até chegar a configuragdo final, como proposto na Figura
[|.10b] obedecendo sempre a regra do jogo. Ao jogador, cabe reproduzir a estrutura suge-
rida como problema, tal qual a anunciada na Figura .10 o que lhe ¢ dito de antemdo,
movendo um disco de cada vez, com o nimero minimo de acdes, como exibido na Figura
4.10c} Uma resposta correta significa que a solucdo foi alcangada com o nimero minimo

de movimentos.

Assim como na ToL, a cada rodada um novo problema € proposto. O jogador
sempre saird da mesma posicao inicial e devera chegar ao estado do problema proposto.

No exemplo abordado na Figura[.10c] o jogo foi solucionado com 3 movimentos.

Porém, nesta pesquisa, para a Torre de Oxford ser estudada como um jogo com-

binatorio, gerando algoritmo e modelagem em grafos, decidiu-se trabalhar com duas ver-

45



(a) Estado Inicial. (b) Problema. (c) Exemplo de uma rodada.

Figura 4.10. Apresentacao da Torre de Oxford.

soes dessa torre. Na primeira, definiu-se um estado inicial, como apresentado na Figura
M.TT4d| e baseando-se na Torre de Hanoi, determinou-se que o objetivo do jogo serd levar
todos os discos de py (origem), para py (destino), sem se preocupar com a ordem, mas

guardando a sua esséncia que, no caso, € ter apenas uma regra:

1. mover um disco de cada vez.

(a) Estado inicial (b) Exemplo de uma rodada.

Figura 4.11. Apresentacao da Torre de Oxford Verséo 1.

Dessa forma, este jogo combinatério torna-se o mais rapido e mais simples de ser
resolvido, como mostra a Figura f.1Tb] Sendo necessdrios no maximo n movimentos

para solucionar o jogo.

Para a descri¢do da Torre de Oxford Versao 2, definiu-se que o estado inicial, tal
como na ToL, serd uma distribuicdo aleatéria dos n discos e um estado final, como na
Figura[d.12ae novamente seguindo o modelo da ToL, decretou-se que o objetivo do jogo
¢ levar todos os discos para py, porém na pilha final os discos devem estar na ordem de

cores predefinida e permanecendo com a regra de mover apenas um disco por vez.

No jogo da Torre de Oxford versdo 2, o nimero de movimentos depende do n e da
distribuigdo aleatéria inicial. Na Figura .12b] temos a demonstragdo do funcionamento

do jogo com 3 discos.
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(a) Estado final. (b) Exemplo de uma rodada.

Figura 4.12. Demonstracao do jogo da ToO Versao 2.

4.4.1. Aspectos Algoritmicos da Torre de Oxford Versao 1

Para resolver esta versao do jogo, o jogador s6 precisa mover disco a disco para o pino de

destino (p2), como demonstrado no Algoritmo @

Algoritmo 8: Torre de Oxford Versaol - Algoritmo Iterativo.

Entrada: n discos de tamanhos e cores iguais; e, 3 pinos (pg, p1, p2) de mesma capacidade.

Estado inicial: todos os n discos empilhados em pg.

Saida: Estado final: todos os n discos empilhados em p.

1 inicio

2 parai =1 até i = n faca
3 mover d; de py para ps
4 fim

5 fim

Ao analisar o algoritmo [8] retira-se a fungdo de custo 7'(n) = n, paran > 1.
Esse algoritmo € trivialmente O(n), portanto, pertence a classe de problemas lineares,
apresentando o melhor cendrio possivel para um jogo combinatdrio que precisa processar

n discos.

4.4.2. Aspectos Algoritmicos da Torre de Oxford Versao 2

O algoritmo de resolucdo da Torre de Oxford Versdo 2, como exibido no Algoritmo [9]¢é
muito similar ao Algoritmo[7]da ToL, porém com menos restri¢des, dado que na ToO os

pinos tém a mesma capacidade.

Desse modo, a principal diferenca entre os Algoritmos[7]e[9é quando d,, estd em
p1. No Algoritmo|/} d,, tem que ser movido para p, para p; funcionar como auxiliar para

liberar pg, pois em p, ndo é garantido que caberd os dy, . . ., d,,_1 discos. J4 no Algoritmo
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[l ndo hé esse problema, pois todos os pinos suportam os dy, . . .

dy, ...

,d,, discos. Entdo, os

, d,,—1 discos sdo movidos para ps e d,, € inserido em pg diretamente.

Algoritmo 9: ToO - Algoritmo Recursivo

Entrada: dq, ds, ..

Saida: Estado final: todos os discos empilhados em py.

discos distribuidos de forma aleatdria.

1 Oxford (n,po, p1,p2)

2

3

4

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31 fim

se (d,, € pp[0]) entdo

fim

Oxford (n — 1, po, p1,p2)

senao

se (d,, € po) entao

se (d,, ¢ poltopo]) entdo
Desenterra(n, pg, p1)

fim

MoveDisco(d,,, po, p2)

fim
se (d, € p1) entdo
se (po € &) e (d,, € p1[topo]) entdo
MoveDisco(d,,, p1, po)
Oxford (n — 1, po, p1,Dp2)
senio
se (py ¢ &) entdio
Libera(pg, p2)
fim
Desenterra(n, p1, p2)

MoveDisco(d,,, p1, po)

Oxford (n — 1,po, p1,p2)

fim

fim

se (d,, € p2) e (d, ¢ pa[topo]) entdo
Desenterra(n, ps, p1)

fim

Libera(po, p1)

MoveDisco(d,,, p2, po)

Oxford (n — 1, po, p1,p2)

., dy, € 3 pinos de mesma capacidade (pg, p1 € p2). Estado inicial: os n
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4.4.3. Modelagem em Grafos

Para modelagem dos grafos, a partir daqui, quando se falar em Torre de Oxford (ToO) es-
tard sendo considerada a versado 2, explorada anteriormente. Versao essa escolhida devido

ao seu maior grau de dificuldade.

O jogo da ToO tem ndmero finito de posi¢des e, portanto, pode ser associado a
um grafo O} = (V, E), em que p é o niimero de pinos do jogo, n € o nimero de discos,
V' sdo os vértices que representam os estados regulares do jogo e £ as arestas que sdo
os movimentos permitidos entre os estados. Os vértices sao nomeados conforme a Sec¢ao

[.3.1]e as propriedades desse grafo sdo definidas na Proposi¢do 5

Proposicao 5 (Propriedades do grafo O%). E um grafo simples, ndo direcionado, néo

planar (n > 3), conexo e é composto por subgrafos borboletas.

Para fundamentar a Proposi¢ao [5] comeca-se analisando o jogo da ToO com ape-
nas 1 disco. Esse grafo tem 3 estados possiveis, igual ao jogo da ToH, como mostrado na
Figura [3.3b] Pode-se movimentar o disco para qualquer pino. Portanto, a representagao

de Oj fica como na Figura [3.3b, um grafo Cj.

Na ToO com 2 discos, tem-se o grafo O2, como apresentado na Figura ol
corresponde ao disco da cor azul e o 2 refere-se ao disco vermelho. O grafo O, € planar
e fortemente conexo, tem ordem 12 e € equilibrado em graus, pois possui 6 vértices de
grau 2 e 6 de grau 4. Acrescentando mais um disco ao jogo da Torre de Oxford, pode-se
observar, na Figura que o grafo O3 possui 18 vértices de grau 2, 36 vértices de grau
4 e 6 vértices de grau 6 e sua ordem aumenta bruscamente, passando de 12 para 60, o que

¢ demonstrado no Teorema 2l

Teorema 2 (Nimero de vértices do Of). O grafo Of possui (W)n' vértices,

quando n > 3.

Demonstragdo. Assim como na ToL, pode-se encontrar o nimero de vértices do grafo

5, basta contar de quantas formas pode ser representado um estado. Assim, precisa-se
saber de quantas maneiras diferentes é possivel inserir as duas “/” entre os discos do jogo.
Considerando, inicialmente, que todos os discos sdo da mesma cor, t€ém-se (n + 1) formas

de inserir a primeira “/”. Entdo, onde serd inserida a segunda “/” dependerd da posicéo
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Figura 4.13. Grafos da Torre de Oxford.

da primeira. Se a primeira “/” for colocada na posi¢do i, sobra (n + 1) — i posigdes.

Dessa forma, faz-se:

S (A1) =i = Y = )

Como a ToO nio possui restri¢cdo nos pinos, agora so falta levar em consideragao
que no jogo os discos sdo de cores diferentes. Entdo cada disco pode estar em qualquer

uma dessas posi¢des. Assim, multiplica-se todas as possibilidades por n!.

|VO‘ _ ((n+1)2(n+2) )n'

(n+1)(n+2)

5 )n! vértices, quando n > 3. O

Logo, O grafo OF possui (

O desenho do grafo O apresentado na Figura[d.13b| ndo € planar, mas isso ndo é

uma caracteristica apenas desse desenho como se pode ver pelo Teorema 3]

Teorema 3 (Sobre a planaridade do OF). O grafo OF ndo é planar [Hinz et al. 2009],

para todon > 3.
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Demonstragdo. O Teorema de Kuratowski [Diestel 2017] mostra que um grafo € planar,
se somente se, ele ndo possui um subgrafo que seja uma subdivisdo de k5 ou k(3 3). Dado
que o grafo O3, Figura pode ser representado como na Figura Assim, consi-
derando cada componente induzido pelos vértices de graus 2 e 4 do grafo (destacadas em
amarelo na Figura [d.14) como um super-vértice, é possivel observar que cada vértice de
grau 6 do grafo O3 é conectado aos 3 super-vértices. Essa estrutura € mais simples e ja
ndo € planar, pois possui um K3 3 como subgrafo. Como em geral o Of tem O5~* como

subgrafo, o OF possui essa estrutura ndo planar para todo n > 3.

Figura 4.14. Grafo O3.

]

No jogo da ToL. com n discos, se 2 discos forem fixados na base de p,, os demais
n — 2 poderdo ser movidos livremente sem violar nenhuma capacidade. Isso implica que

OP é subgrafo de L3, Logo, do Teorema segue o Corolario

Corolario 1 (Sobre a planaridade do L%). O grafo L% ndo é planar [Hinz et al. 2009],
para todon > 4.

Um exemplo do jogo da ToO com 3 discos é dado na Figura .15 onde pode-se
observar o estado inicial e o estado perfeito final do jogo. Em amarelo estd evidenciado
o caminho percorrido pelo jogador, demonstrando os 5 movimentos realizados, ou seja, o

ndmero minimo de movimentos necessarios para solucionar o jogo.
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Capitulo 5

Proposta do Jogo Torre de Manaus

Neste capitulo € apresentada a nova variacao da ToH, a Torre de Manaus. Inicia-se explo-
rando sua estrutura, jogabilidade e regras. Depois, t€ém-se os algoritmos para a solucao do
jogo. Seguido das propriedades do grafo desse jogo e a sua caracterizagdo. Continuando,
expoe-se as aplicacdes do jogo e, por fim, enfatiza-se os trabalhos relacionados com essa

nova variagao.

5.1. Unindo Caracteristicas dos Jogos da Torre de Hanoi e da Torre de
Londres

O jogo da Torre de Manaus (ToM) consiste em n discos dy, ds, . .., d, com diferentes
tamanhos empilhados aleatoriamente em 3 pinos py, p1, p2. Os discos em cada pino, de
baixo para cima, sdo dispostos em ordem decrescente de tamanho, e pg, p1, p2 t€m capa-
cidade médxima n,n — 1,n — 2 respectivamente. O objetivo € mover os n discos para

po [Martins e Freitas 2023]], como mostra a Figura[5.Ta]

|
—» PINO I
- é 1 & I 1 5| | I
~»BASE P S LS

(a) Estrutura da ToM. (b) Exemplo da resolugdo do jogo com 3 discos.

i

MENOR < I

MAIOR [ ]

DN
&

Figura 5.1. Torre de Manaus: (a) representacao tangivel do jogo com 4 discos, com o menor disco,
na cor verde, no topo da pilha e o maior disco, na cor amarela, na base; (b) demonstracao da
solucao do jogo com 3 discos, partindo de um estado regular inicial e empilhando todos os

discos em ordem decrescente de tamanho em pg.

Quanto as regras do jogo da ToM, tém-se:
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i. em cada movimento, somente o topo de um dos pinos pode ser movido;
ii. odisco d; s6 pode ser colocado sobre d;, se i < j;
iii. um disco sé pode ser movido para um pino, se esse pino, ndo tiver atingido a sua

capacidade maxima. A capacidade de py =n, p1 =n — 1 e p, =n — 2 discos.

No jogo da ToM, um estado regular € um estado em que nenhuma regra do jogo
estd sendo violada, o estado inicial é qualquer estado regular, o estado perfeito final sdo
todos os discos empilhados em p,, tendo os discos em ordem decrescente de tamanhos
e um estado irregular ¢ um estado em que pelo menos uma regra € desrespeitada. Nesse
jogo, o jogador parte de um estado regular qualquer e deve terminar sempre no estado
perfeito final. A Figura[5.2]trds todos os estados regulares possiveis para o jogo ToM com

3 discos.

Estado Inicial M Estado Inicial M Estado Inicial M Estado Inicial M

FY
JaalS
S 28O

3333;
FEHE
FEFF

O
O
Q
\

Figura 5.2. ToM com 3 discos apresentando todas as possibilidades de estados regulares iniciais do
jogo. Sendo que, a coluna M mostra o nimero minimo de movimentos necessarios para o
jogador que iniciar o jogo nesse estado possa solucionar o jogo ou o simbolo vermelho que
indica que partindo daquele estado, ndo é possivel solucionar o jogo sem violar as regras.

Dadas as regras, o nimero minimos de discos para praticar o jogo sio 2. Pode-se
visualizar na Figura [5.1b] um exemplo do jogo da ToM, partindo de um estado inicial e
finalizando com o empilhamento de todos os discos no primeiro pino. Apesar do jogo ter

3 discos, dado o estado inicial, ele precisa de apenas 2 movimentos para ser concluido.

O nimero minimo de movimentos para solucionar o jogo depende do numero
de discos e do estado regular que inicia o jogo, conforme a Figura [5.2] que apresenta o
numero de movimentos para todos os possiveis estados regulares da ToM com 3 discos.

Sendo que, existem alguns estados regulares que, respeitando as trés regras do jogo, ndo
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¢é possivel alcangar o estado perfeito final, portanto, os estados regulares estdo divididos

em bons ou ruins, conforme a Defini¢ao d]e a Definigdo [5]

Definicao 4 (Estado bom). Um estado bom é um estado regular do jogo em que pode-se

chegar ao estado perfeito final.

Definicao 5 (Estado ruim). Um estado ruim é um estado regular, mas, que partindo-se

dele ndo é possivel chegar ao estado perfeito final do jogo sem quebrar as regras.

Os estados iniciais possiveis para o jogo da ToM com 4 discos s@o todos apresen-
tados na Figura[5.3] Explorando os estados ruins observa-se nas Figuras 5.2] e [5.3] que
todas as vezes que o disco maior estd em p; 0 jogo ndo tem solucdo. Isso é verdade de

maneira geral, como demonstrado no Teorema 2}

Estado Inicial M Estado Inicial M Estado Inicial M Estado Inicial M | Estado Inicial M Estado Inicial M Estado Inicial M

333933
FEEEEEE
CFEEREE

3

2

Q10 0
3

33

k;

FEEE

133373
233343

43
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o

3
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g

Figura 5.3. ToM com 4 discos apresentando todas as possibilidades de estados regulares iniciais do
jogo. Sendo que, a coluna M mostra o nimero minimo de movimentos necessarios para o
jogador que iniciar o jogo nesse estado possa solucionar o jogo ou o simbolo vermelho que
indica que partindo daquele estado, nao é possivel solucionar o jogo sem violar as regras.

Lema 2 (Condi¢ao para ser um estado ruim). Na ToM, se no estado inicial do jogo d,, €

p1, entdo, esse estado é ruim, para todo n > 2.

Demonstracdo. Para resolver uma ToM com n discos, se d,, estd em p; € necessario
mové-lo para py. Supondo que isso seja possivel, considere o movimento que leva d,,

para pg. Para tal, t€m-se duas formas:



1° caso: se d,, estd em p; e po estd vazio. Para mover d, para p, os discos
dy,ds, . ..,d, 1 devem ser inseridos todos em p-, mas isso ndo é possivel, uma vez que

viola a capacidade de po;

2° caso: se d,, estd em p; e py estd vazio. Para mover d,, para p, diretamente sem
passar por ps, seria necessario que todos os discos dy, ds, . . ., d,,—1 fossem movidos para
P2, como no 1° caso. Outra forma, seria passando d,, por p,. Entdo, para mover d,, para
p2 € necessario mover os discos dy, ds, ..., d,_1 para py, mover d, para p, e depois 0s
discos dy, ds, . . ., d,_1 para p;. Porém, nesse caso, para mover o disco d,,_; de p, para p;,

€ necessario que todos os outros discos estejam em p,, violando assim sua capacidade.

Logo, ndo € possivel mover d,, para py. 0

Lema 3 (Condicao para ser um estado bom). Na ToM, se no estado inicial do jogo d,, €

Do, entdo, esse estado é bom, para todo n > 2.

Demonstragcdo. Seja um estado da ToM, onde d,, € py. Como d,, ja estd em py SO 0s

discos dy, ds, d,,_1 precisam ser movidos para p,, para solucionar o jogo. Entdo, analisa-

se 3 casos: d,,_1 € pg, dp_1 € proud,_1 € po:

No 1° caso, como d,,_; ja estd em pg, para mover todos os discos dy, ds, ... d,_2
para po ndo haverd restricdo nenhuma, pois todos os pinos terdo capacidade para receber

esse conjunto de discos, se for necessario no decorrer do processo, até chegar a solugao;

No 2° caso, o disco d,,_; estd em p; e precisa ser movido para py. Antes de
mover d,_; a primeira vez, o mesmo precisa ser liberado. Para isso, somente (n — 2)
discos precisam ser manipulados até que di, ds, . . . d,,_5 estejam em p,, 0 que ndo viola a

capacidade de p;. Apds mover d,,_; para p, volta-se ao 1° caso;

No 3° caso, o d,,_; estd em p,. Suponha que para chegar a solucdo do jogo seja
necessdrio acrescentar k discos em py. Considere que £ é o maior nimero de discos que
serd acrescentado em p,. Se € necessario mover k discos para po, obrigatoriamente nao é
possivel usar py ou p; como auxiliar. Isso implica que tem um disco fora de p- diferente
de d,, impedindo de utilizar py ou p; como auxiliar. Pois, como d,,_; estd em po, tanto py
quanto p; teriam capacidade suficiente para acrescentar k£ discos. Logo, k < n —3ea

capacidade de p, ndo serd excedida com a manipulacao destes discos.

Portanto, se d,, € pg 0 jogo sempre terd solugdo. [
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Teorema 4 (Caracterizacao dos estados regulares). Seja s um estado regular da ToM com
n discos. Se d,, € py, s € bom. Se d,, € p1, s é ruim. Se d,, € p,, seja d;, o maior disco

fora de ps, entdo:

i) sébomsed; € poen —1iéparoused; € p en—iéimpar;

ii) séruimsed; € poen —iéimparoused; € p en — i é par.

Demonstracdo. Os casos em que d,, estd em py ou p; seguem dos Lemase Sed, € ps

para demonstrar que as assertivas i) e i7) sdo validas, t€m-se trés casos a seguir.

No 1° caso, considere que 7 > 2 e que existe pelo menos um espago disponivel
em py. Suponha que d,, estd em py e j € {0, 1}, seja o indice do pino em que d; se
encontra. Neste caso, € possivel colocar os discos d, ds, ..., d;—1 sobre d; em p; de modo
que d; 1 esteja no topo de po, e, py esteja vazio, onde £ = 1 — 5. Dessa forma, é possivel
mover d; ., para pj e, agora, o maior disco fora de p, € d;,; e hd pelo menos um espaco
disponivel em p,, ou seja, também é possivel colocar os discos di, ds, ..., d; sobre d;
em pi. Repetindo todo o processo, todos os discos serdo movidos para 0 mesmo pino
e se, ao final, todos estiverem em pg, o estado inicial € bom. Caso contrario, se todos
estiverem em p;, o estado inicial € ruim. Observe que quando o estado inicial é bom os
discos estardo em py se 7 = 0 e n — ¢ € par ou estardo em p; se j = 1 e n — ¢ é impar,
conforme a assertiva 7). Nos casos opostos, isto é, quando o estado é ruim, j = 0,n — i é

impar ou j = 1 e n — i € par, conforme assertiva 7).

No 2° caso, ¢ > 2 e py estd inicialmente cheio. Existem duas possibilidades: na
primeira, os dois discos fora de p, estdo em p;, j € {0, 1}, isso quer dizer que é possivel
mover o topo de p, para pg, Kk = 1 — j, e, na segunda possibilidade, d; estd sozinho em
um pino, e pode-se mover o disco menor que d;, que estd fora de p,, para cima de d; para
alcancar o mesmo estado da primeira possibilidade. Isso atinge o 1° caso desta prova,

onde hd um espago vazio disponivel em p,. Deste modo, se conclui i) e i7) também.

No 3° caso, 1 = 2 e py estd inicialmente cheio. Assim como no 2° caso, existem
duas possibilidades: na primeira, d; e ds estdo em p;, j € {0, 1}, isso quer dizer que é
possivel mover d3 para pi, k = 1—j, e, na segunda possibilidade, d5 estd sozinho, e pode-
se mover d; para cima dele para alcancar o mesmo estado da primeira possibilidade. Isso
também atinge o 1° caso desta prova, sendo que d; = ds, portanto, ¢ > 2. Deste modo,

também se conclui i) e 7). O
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5.2. Aspectos Algoritmicos

Obedecendo as regras, para jogar com a ToM é importante saber se o estado inicial € um
estado bom do jogo, ou seja, saber se o jogo tem ou nao solugdo. Para tal, elaborou-se a
fun¢do exposta no Algoritmo que retorna “SIM” caso o estado seja bom ou “NAO”

caso o estado do jogo seja ruim.

Algoritmo 10: Torre de Manaus - Identificagao do Estado.

Entrada: d;,ds,...,d,; e 3 pinos de capacidade diferente( pg = n discos,p; =n —1

discos e po = n — 2 discos). Estado inicial: estado regular (discos distribuidos de
forma aleatdria).

Saida: "SIM"o estado é bom ou "NAO"o estado é ruim.

1 ehBom (n7p0>p17p2)

2 se (d,, € pg) entao
3 retorna “SIM”
4 senao
5 se (d,, € p1) entdo
6 ‘ retorna “NAO”
7 senao
8 ‘ retorna ehBom (n — 1, p1, po, p2)
9 fim
10 fim
1 fim

Observe que o Algoritmo [10[ tem como direcionamento a posi¢ao de d,, no jogo.
Dado o TeoremaEl, se d,, estd em p; esse estado é ruim. Entdo, o Algoritmoveriﬁca se
d,, estd em py ou p;, nesse caso para e retorna. Se d,, estd em po, ele chama novamente a
func¢do ehBom(n — 1, p1, po, p2), passando como o maior disco agora o d,,_1, pois, quando
d,, estd em p,, no estado inicial, quem determina se o estado é bom é o pino onde d,,_;
se encontra. Nesse caso, para ser um estado bom, d,_; precisa estar em p;, por isso

inverte-se a posi¢ao de py e p; na chamada da funcao.

Dado que a entrada do algoritmo € um estado regular do jogo, nesse cendrio, em
P2 SO terd no maximo n — 2 discos. Entdo, sempre existird pelo menos 2 discos fora de
p2. No pior caso, a posicdo do disco d; serd o critério de parada e definird se o estado é

bom ou ndo e encerrara o algoritmo.

Ap6s descobrir se o estado inicial € bom, a fung¢do para solucionar o jogo estd
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implementada no Algoritmo [TT} Essa fungdo recebe o estado bom, que jé foi verificado
no Algoritmo ﬂlj[, e inicia verificando se n = 1, em caso verdadeiro, move d; para py.
Se n é diferente de 1, verifica se d, estd em p;. Em caso afirmativo, chama a funcado
novamente, mas agora passando (n — 1) discos e passa-se po como destino e p, como
auxiliar. Seguindo, verifica se d,, estd em p,. Em caso positivo, chama a funcdo solucao-
Manaus(n — 1, py, po, p2), passando (n — 1) discos, mas com p; como destino e p; como

auxiliar. Por fim, move-se o disco d,, para py.

Algoritmo 11: Torre de Manaus - Resolucdo de Um Estado Bom.
Entrada: dq,ds, ..., d,; e 3 pinos de capacidade diferente: destino - pg : n discos, auxiliar -

p1 = (n — 1) discos e auxiliar - py = (n — 2) discos). Estado inicial: estado bom.
Saida: Estado perfeito final: todos os discos empilhados em pq (destino).

1 solucaoManaus (n, po, p1, p2)

2 se (n == 1) entio
3 move(dy, po)

4 retorna

5 fim

6 se (d,, € p1) ou (d,, € po) entéio

7 ‘ solucaoManaus (n — 1,p2, p1, Po)

8 fim

9 se (d,, € p2) entdio

10 ‘ solucaoManaus (1 — 1, p1, po, p2)

11 fim

12 move(d,,, p)

13 solucaoManaus (n — 1, pg, p1, p2)
14 fim

O(1), sen=l
T(n)=

2T'(n—1)4+ 0O(1), sen>1

O Algoritmo [IT] tem a equacdo de recorréncia acima. Entdo, conclui-se que a
complexidade de tempo desta funcdo é a mesma da ToH, ou seja, O(2"). Portanto, o

algoritmo deste jogo também € exponencial.

O Algoritmo [I2] por meio das fun¢des apresentadas no Algoritmo[I0]e no Algo-
ritmo [T} soluciona o jogo. Inicialmente recebe um estado regular, verifica se o estado é

7

bom, se “SIM”, soluciona o jogo. Sendo, informa que é “IMPOSSIVEL”.
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Algoritmo 12: Torre de Manaus - Algoritmo Recursivo.
Entrada: dq,ds, ..., d,; e 3 pinos de capacidade diferente( pg = n discos, p; =n — 1

discos e p; = n — 2 discos). Estado inicial: estado regular (discos distribuidos de
forma aleatéria).
Saida: Estado perfeito final, caso o estado inicial seja bom, ou mensagem
"IMPOSSIVEL"caso contrério.
1 Manaus (n, pg, p1,p2)

2 se (ehBom(n, py, p1,p2) == "SIM") entao
3 ‘ solucaoManaus(n, pg, p1, P2)

4 senao

5 ‘ imprime “IMPOSSIVEL”

6 fim

7 fim

5.3. Modelagem em Grafos

O jogo da Torre de Manaus pode ser associado a um grafo M) = (V, E), em que p € o
ndmero de pinos, n € o nimero de discos, V' s@o os estados do jogo e F s@o as transicoes
possiveis entre os estados. Adicionalmente, os vértices de V' sdo particionados em: V}, e
V.., onde V}, sdo os vértices bons, ou seja desse estado € possivel alcancar o estado final

do jogoﬂe V.. sdo os vértices ruins, partindo deles ndo € possivel chegar ao estado perfeito

final do jogﬂ

Para representar o grafo da ToM, os rétulos dos vértices foram definidos conforme
descrito na Secdo [3.3.1] Esses rotulos consistem em uma sequéncia de nimeros em que:
o primeiro numero indica o disco que estd no topo da pilha; a barra "/ "separa os nlimeros
que representam os discos no proximo pino/pilha; e o padrio continua dessa maneira para

os demais pinos.

O grafo M, ndo existe, pois como dito anteriormente, 0 jogo ToM s6 é possivel
de ser jogado com no minimo 2 discos, devido as suas regras. Entdo, para embasar a
proposi¢do |§|, parte-se da andlise do grafo M3 apresentado na Figura

Proposi¢do 6 (Propriedades do grafo MI). E simples, planar e desconexo.

Ressaltando o que foi indicado na Proposicdo [6} a Figura [5.4a| apresenta o grafo

'Nas ilustracdes, os V} aparecem na cor verde.
?Nas ilustragdes, os V;. sdo representados na cor vermelha.
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M2, onde observa-se que ele é simples, tem ordem 3, 0 grau mdximo 1 e o minimo é 0.
Adicionalmente, investigando o grafo do jogo com 3 discos, M3 da Figura possui
ordem 19, sendo que, possui 10 vértices com estados bons e 9 vértices com estados ruins.
M3 tem o grau méximo 3 e o minimo 1. Analisando o grafo do jogo com 4 discos -
A . . - 3
M3, apresentado na Flgura possui as mesmas caracteristicas do grafo M3, exposto na
Figura[5.4b] e a principal delas é que este é um grafo desconexo, ou seja, ele sempre terd
2 componentes, o que ¢ demonstrado no Teorema[5] O grafo M# é um subgrafo de HY e

s .

herda as suas caracteristicas. Portanto, //3' € simples, planar e desconexo.

23/1/ @@ 23//1
12/, 3/1/2@ @ 3/2/1
@ @ @3/
13//2 13/2/
2/1, 12/3@
J13/2
1/32@—@ @ 1/2/3
1/23/ @ @ 2/13/
@ e & @ @ @
1/2/ J23/02/3/112/3) 12//32/1/3
b) M3.
(@) (&) M
M2,

Figura 5.4. ToM: em (a) M§ e (b) M:if, de verde os vértices que representam estados bons e de

vermelho os vértices que representam estados ruins.

Teorema 5 (Quantidade de componentes conexas em M3'). O grafo da Torre de Manaus

com n discos sempre terd 2 componentes, quando n > 2.

Demonstracdo. Por definicdo, todos os estados bons estdo em uma componente. Precisa-
se verificar se todos os estados ruins estdo na mesma componente. Primeiramente, mostra-
se que existe uma sequéncia de movimentos para ir de qualquer estado ruim em que d,,

estd em po para o estado dy,ds, .. .,d,_1//d,, como por exemplo, o estado apresentado
na Figura[5.61]

Seja um estado ruim em que d; é o maior disco fora de p;. Primeiramente, con-
sidere o caso em que d; > do (Figura[5.6d). Se d; estd em py e hd espago livre em p,, é

possivel mover os discos dy, da, . . ., d; para p, (Figura[5.6b) e depois mover d,; para p;

(Figura[5.6d).
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1234
(o]
234//1 @@ 234/1
3/2/1@ @ 34/1/2
134//2
3112/ @@ @ @ 34//12
134/2,
1/12/3 @ @ 4/3/12
14/2/3@—@ 4/2/13 4132 @—@ 14/3/2

14//23@ 24//13@ @ 24/13/ @ 14/23

24/1/3 124/3 1/23/1

14/23 @@ 1/4/23 1/23/4 @—@ /23/14
2/14/3 @ @ 1/24/3 1/3/24 @ @ 2/3/14

24/13

12/4/3@—@ @@ /124/3 13/24 @—@—@ 12/3/4
2/4/13 2/13/4
12/34/ @ @ 3124 @ 12//34
3/1/24

2/31/1 @—@ 2/134/ 13/24) @@ 3/24/1 @ @13/ @2/1/34
24/1@ /1342@ 13/42@ 23/4/1@ 23/1/4@ (5]
3

34/12 3514/2 123/4 2%//14

: 2
124/@0—0 @0 @ @& @ @& @ @ @ @ @ @
3/2 :

1/34/2 3/4/12 23/14, 123/ /4 3/

Figura 5.5. M§ - Grafo da ToM com 4 discos, de verde os vértices que representam os estados bons

e de vermelho os vértices que representam estados ruins.

Agora, o maior disco fora de p; € d;;, e hd espaco em p- (Figura , entio €
possivel repetir o processo e mover todos os ¢ discos menores para p;(Figura [5.6d). Isso
€ repetido até que os discos dy, ds, . .., d,_ ;1 estejam todos empilhados no mesmo lugar
(Figura[5.6). Se eles estdo em py ou p; depende apenas da paridade de n — 4, porque o
processo alterna entre py e p;. Se todos os discos estdo em p;, entdo seria possivel mover
d,, para pg e este seria um estado bom. Assim, como o estado inicial € ruim, conclui-se
que n — i é impar e o processo terminou no estado dy, ds, . .., d,—1//d, (Figura. Por
simetria, quando d; estd inicialmente em p; (Figura[5.74), segue-se que n — i deve ser par

e oestado dy,ds, ..., d,_1//d, também serd alcancado.

Resta considerar o caso em que o maior disco fora de py € dy. Se d; e ds esti-
verem no mesmo pino, € possivel mover ds para o pino vazio e se ds estiver sozinho, é
possivel mover d; para cima dele para alcangar aquele estado, e assim por diante. Isso

atinge o caso anterior em que o maior disco fora de p, € d3. Desse modo, se n for

par, di/dy/ds, ..., dy 1,d, € [/didy/ds, ... d,_1,d, sdo estados ruins, caso contrdrio,
dy/dy/ds, ... ,dy_1,d, eds,di//ds, ..., d,_1,d, sdo estados ruins. Em ambos os casos,
¢ possivel alcancgar o estado dy,dy, ..., d,_1//d,.

Portanto, todos os estados ruins nos quais d,, € p, estdo conectados. Com um
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(D dy,...,diy1 € p1. (e) diy2 € po O di,...,dn-1//dy.

Figura 5.6. ToM: exemplo de uma sequéncia de movimentos para ir de um estado ruim em que d,,
esta em p; para o estado di,da,...,dn—1//dn-

(@) d; € p1. ) dy,...,d; € p1. © di,...,dn—1//dn.

Figura 5.7. ToM: outra sequéncia de movimentos para ir de um estado ruim em que d,, esta em p>
para o estado di,do,...,dn—1//dn.

procedimento semelhante, pode-se transicionar de qualquer estado em que d,, € p; e
chegar no estado dy, ds, . .. ,d,_1/d,/, que por sua vez é adjacente ady, ds, . .. ,d,_1//d,.

Isso implica que todos os estados ruins estdo conectados também.

]

Dado que o grafo da ToM O} possui uma componente com os vértices bons e
outra com os vértices ruins, surge o Teorema [0] para demonstrar os casos em que esses

vértices sao bons ou ruins.

Teorema 6 (Complementaridade de estados bons e ruins). Na ToM um estado XY |Z
é um estado bom do jogo se, e somente se, Y /X /Z for um estado ruim, exceto o estado

dy,ds,...,d,//, para todon > 2.
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Demonstracdo. Seja s = X/Y/Z um estado bom do jogo da ToM diferente de d;, ds,
..., dy,//. Como, pelos Teoremas e todo estado em que d,, € py € bom e todo estado
em que d,, € p; € ruim, entdo, se d,, estd em py ou p;, o resultado € trivialmente valido.
Agora, precisa-se verificar os casos em que d,, estd em py. Seja s’ = Y/X/Z. Observe

que em s, hd no maximo n — 1 discos em py, entdo s’ ndo € um estado irregular.

Primeiramente, mostra-se que nao € possivel alcancar s’ a partir de s. Suponha,
por contradi¢do, que exista uma sequéncia de movimentos para ir de s para s’ e considere
uma sequéncia minima. Seja d; o maior disco fora de p, em s, lembre-se de que 1 < n— 1.
No caso em que d; estd em p,, considere a primeira vez que d; € movido nesta sequéncia.
Antes disso, no maximo um disco maior que d; poderia ter sido movido, porque py ndo
estava disponivel para discos maiores que d;. Se d; é movido para p;, entdo, p; estava

vazio ou d; 1 € o Unico disco em p;.

O primeiro caso € impossivel, pois exigiria n — 1 discos em py. O tltimo € uma
contradicdo com o fato de que essa € uma sequéncia minima de movimentos, porque
mover d;,, de volta para p, exigiria mover d; de volta para p, com os mesmos discos
sobre ele. Assim, d; foi movido para p, e os discos dy,ds, . ..,d;_1 estdo todos em py,
enquanto d;, d;y1,...,d, estdo em p,. A partir desse ponto, é necessario mover todos
os discos de p; para p, antes de mover d; para p;. No entanto, isso ndo € possivel,
porque, para mover d;_; para pg, todos os outros discos devem estar em p,, violando sua

capacidade.

O caso em que d; estd em p; € simétrico a quando estd em p,. Portanto, ndo é
possivel alcangar s” a partir de s e vice-versa. Como os estados bons sdo conectados por
defini¢do, s e s’ ndo podem ser ambos bons, nem ambos ruins, porque, pelo Teorema [3)
os estados ruins também estiao conectados. Assim, se s € bom, entdo s’ deve ser ruim e

vice-versa, comprovando a complementaridade de estados bons e ruins. 0

Como o M3 é um subgrafo de H?, é possivel analisar o primeiro com base na
estrutura do segundo. H% tem 3 copias de H5 ' disjuntas, que serdo denotadas por
TOP,ESQ, DIR, segundo o esquema demonstrado na Figura[5.8] Em geral, H3 pode
ser representado como uma estrutura triangular com os vértices de grau 2 nos vértices

desse tridngulo ﬂ Considerando essa representacdo, um vértice de grau 2 € denotado por

3Existem apenas 3 vértices de grau 2, ver na Segéo Proposigﬁo
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extremidade, que mais especificamente pode ser a extremidade do topo, da direita ou
da esquerda. Aplicando essa estrutura ao grafo da Torre de Manaus, € possivel demons-

trar o Lema [l

Lema 4 (Estrutura recursiva do grafo M3'). Particionando M3 nos subgrafos
TOP, ESQ, DIR seguindo o esquema recursivo de HY, todas as seguintes assertivas

sdo vdlidas:

i) TOP éisomorfoa H g“l menos a extremidade da esquerda;
ii) ESQ é isomorfo a Hy ' menos as extremidades do topo e da esquerda;

iii) DIR é isomorfo a My~ adicionando-se a extremidade da esquerda.

A\
SN

ALA

LN

Figura 5.8. Estrutura do grafo da ToM, onde: TOP - representa o topo; ESQ - o lado esquerdo; e, DIR
- o lado direito do grafo.

Demonstragdo. Abaixo sdo explicados os trés casos ilustrados na Figura[5.8}

i) Considerando Hf, é possivel observar que T'O P € o subgrafo contendo os estados
em que d,, € pyg. Com excecdo do estado d,,//1,2,...,d,_1, todos esses estados
sdo vdlidos no jogo ToM, logo TOP tem um vértice a menos que Hy ' que é
justamente a extremidade da esquerda que denota o estado d,,//1,2, ..., d,_1;

ii) Considerando H?Y, é possivel ver que £ S(Q é o subgrafo contendo os estados
em que d,, € p;. Com excegdo dos estados /d,/1,2,...,d,_1e /1,2,...,d,/,
em todos os outros estados os pinos p;, p2 € p3 ndo excedem suas capacidades
maximas. Logo, £SQ tem dois vértices a menos que Hy ' que sdo exatamente
as extremidades: do topo que denota o estado /d,,/1,2,...,d,_1 e a extremidade

da esquerda que denota o estado /1,2,...,d,/;
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iii) Como DIR é o subgrafo que contém os estados em que d,, € po, tem-se que o
estado X/Y/Z é um vértice de DIR, se e somente se, o vértice Y/ X /Z também
pertence a DI R, pois essa inversdo ndo muda d,, de pino. Aplicando o Teorema
[6] nos vértices de DIR, pode-se concluir que a estrutura do grafo da ToM se re-
pete nesse subgrafo. Mas, o Teorema |§| excetua o vértice dy,ds, ..., d, 1//dy,
que é a extremidade do topo. No entanto, di,ds,...,d,_1//d, é um estado
valido de M. Logo, DIR tem os mesmos vértices que My ~" mais o vértice

/di,ds, ... d,_1//d, que é a extremidade da esquerda.

]

Um exemplo da aplicac¢do da estrutura do Lema El no grafo M pode ser visto
na Figura em que se observa claramente que TOP é um Hj menos o vértice da
extremidade esquerda4//1,2,3. ESQ é um H. :ﬂf menos os dois vértices das extremidades
topo e esquerda, /4/1,2,3 e /1,2, 3,4/, respectivamente. Com isso, DI R é M; mais um

vértice na extremidade da esquerda 1,2, 3//4.

Figura 5.9. Exemplo da estrutura de particionamento do LemaE|no grafo M4,

Os movimentos necessarios para solucionar o jogo com 3 discos, tendo o estado
regular inicial 1/2/3, sdo apresentados na Figura O caminho destacado em amarelo,
sd0 os vértices a serem percorridos, demonstrando que foram necessarios 5 movimentos
para resolver o jogo. Isto estd de acordo com o que foi apresentado na Figura[5.2] sendo
o nimero minimo de movimentos necessérios para solucionar o jogo. No grafo M3 esse
vértice € o que requer o maior nimero de movimentos para chegar a solu¢do do jogo,

como demonstrado no Teorema 7
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I |
. L 123 we

Fim
Estado Estado
Regular 23/1/ @— @ 23//1 Perfeito
Inicial Final
3/1/2 3/2/1
o O 3/12
13//2 13/2
12/3
13/2
1/3/2@ @ 1/2/3
Inicio
1/23/ @ @ 2/13

Figura 5.10. M3: em amarelo o caminho 6timo a ser percorrido para solucionar o jogo, partindo do
estado inicial 1/2/3.

Teorema 7 (Andlise de pior caso do jogo da ToM). No pior caso sdo necessdrios 2™ — 3

movimentos para resolver o jogo da ToM, quando n > 2.

Demonstracdo. A prova serd por contradi¢do tratando-se 2 casos, supondo que no 1°
caso existe um estado s cuja solugdo 6tima requer um niimero maior ou igual que 2" — 3
movimentos para resolver o joga da ToM e no 2° caso, se existe outro estado diferente de
s que precise de um nimero menor ou igual a 2" — 3 movimentos para resolver o joga da

ToM:

No 1° caso, tendo como base o menor nimero de movimentos do jogo da ToH,
2" — 1, pois, M3 € um subgrafo de HZ. Neste ultimo grafo, na extremidade da direita,
tem-se o caminho 6timo onde todos os di,ds, ..., d, discos sdo movidos até estarem
todos em py. Porém, na ToM, py s6 comporta n — 2 discos. Por isso, sempre existirdo
2 vértices do caminho 6timo do grafo da ToH que ndo poderdo existir no grafo da ToM.
Dependendo da paridade de n, esses dois vértices mudam. Quando n for par, ndo existirdo
os vértices /1/ds, ..., d, e //di,ds, ..., d,. Quando n for impar, ndo existirdo os vértices
1//ds,...,d, e [/dy,da,...,d,. Logo, o maior caminho que existird no grafo M serd

2™ — 1 — 2 vértices, ou seja, 2" — 3.

Do estado s € preciso passar por 2" — 3 vértices no grafo para chegar ao estado
perfeito final do jogo. Quando a quantidade de discos em s for par, o estado s serd
2/1/ds, .. .,d,. Quando a quantidade de discos for impar, s serd 1/2/ds, ..., d,. Partindo

de s, executando o algoritmo iterativo da ToH, Algoritmo |Z| de forma reversa, ou seja, de
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s para o estado final, serdo necessarios 2" — 3 movimentos.

No 2° caso, por contradi¢do, supondo que exista um outro vértice (representando
um outro estado) que a solugdo exija mais que 2" — 3 movimentos, com base na estrutura
proposta no Lema [4] tal vértice ndo poderia estar em ES(Q), porque em ES() todos os
vértices representam estados ruins. Se esse outro vértice estivesse em 7'0O P, no maximo
ele teria 2"~! — 1 movimentos, pois, como foi visto no Lema TOP é o subgrafo H. g*l.
Logo, esse vértice s6 pode estar em DIR, porém, o vértice mais distante em DIR €
justamente o vértice s, como foi provado no 1° caso. Entdo, € uma contradi¢io que exista

um outro vértice em leve a uma solugdo que seja necessario mais que 2" — 3 movimentos.

Portanto, o pior caso na ToM € 2" — 3 movimentos. U

Com isso, o jogo da Torre de Manaus, assim como da Torre de Hanoi, também ¢é
exponencial em discos, tendo O(2"). Ainda comparando com o grafo H} o Teorema

prova que o nimero de vértices do grafo da ToM é 3"(n + 1).

Teorema 8 (Total de vértices do M3'). O grafo do jogo da Torre de Manaus M3 possui

3" — 2(n + 1) vértices, quando n > 2.

Demonstracdo. Tendo como base o grafo da ToH - HY, o qual comprovadamente possui
3™ vértices e obedece as duas primeiras regras do jogo da ToM, relembrando: somente
pode mover um disco de cada vez; e, a segunda, um disco maior nao pode ser colocado em
cima de outro menor. O foco deve a ser a terceira regra do jogo: as capacidades maximas
dos pinos do jogo sdo da esquerda para a direita, n,n — 1 e n — 2 discos. Com essa regra,

varios estados que na ToH eram regulares, passam a ser irregulares na ToM.

Nesse cendrio, averiguando o jogo para descobrir quantos estados irregulares ocor-

rem, existem 3 casos:

No 1° caso: verifica-se quantos estados sao irregulares quando todos os discos

estdo em py, todos os estados sdo possiveis, porque ele suporta os n discos;

No 2° caso: analisa-se quando todos os discos estdo em p;, como ele permite

somente n — 1 discos, tem 1 estado irregular, onde todos os n discos estdo nesse pino;

No 3° caso: examina-se quando todos os discos estdo em po, primeiramente ocorre

a mesma situacdo do 2° caso, pois, ele ndo comporta todos os n discos, entdo 1 estado
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irregular, e nem os n — 1 discos. Porém nessa situacdo, tém-se n possibilidades de ter
1 disco fora de p,, mas esse disco pode estar em py ou em p;, logo t€m-se 2n estados

irregulares.

Portanto, o total de estados irregulares é 1 + 1 + 2n = 2(n + 1). Com base
nisto, para calcular o nimero de vértices no grafo )3 basta retirar os estados irregulares

(vértices) do total de vértices da ToH. Sendo assim,

V(Mg = |V(H)| = 2(n + 1)
[V (Mg)| = 3" —2(n+1)

Como o jogo da ToM possui os estados regulares divididos em bons ou ruins, o

Teorema 9] prova por inducdo o nimero de vértices bons.

Teorema 9 (Quantidade de vértices bons no M3'). O grafo M3 possui L%J — n vértices

bons, quando n > 2.

Demonstragdo. Por indugdo em n.
Caso Base (CB): n = 2.

Vi(M3)| = |5] -2
Vi(M3)| =2

O que pode ser comprovado vendo M2, Figura em que mostra que M2 possui

somente 2 vértices bons quando o jogo possui somente 2 discos.

Hipétese de Indugio (HI): O grafo MY possui [L%J — k| vértices bons, para
k> 2.

Passo Indutivo (PI): Seja um grafo M4+ = (V, UV, E), um grafo da ToM com
k + 1 discos.

Focando nos vértices bons do grafo M4, pela contra positiva do Teorema EI, 0
jogo s6 tem solu¢c@o quando o maior disco do jogo estiver em py (1° caso) ou em p, (2°

caso).
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No 1° caso, considerando a ToM com 3 pinos e k+1 discos ( Figura[5.11a)), quando
o disco maior dj,; estd no py, sobram k discos e t€ém-se os mesmos estados(vértices) que
a ToH com k discos, |V (HY)| = 3%, menos um vértice, que seria o estado em que todos
os discos estariam em py. Como a capacidade de p, € k — 1, ndo € possivel colocar os k

discos neste pino. Logo, com dj,; em py existem 3* — 1 estados bons;

(a) Disco k + 1 em pg. (b) Disco k£ + 1 em p».

Figura 5.11. Torre de Manaus com & + 1 discos.

No 2° caso, quando o disco maior dj estd em po, serd necessario mover todos os
k discos para p; (Figura[5.1Tb) e em seguida o k + 1 para py. Entretanto, considerando
as restricoes de capacidade dos pinos, isso nem sempre é possivel. Em particular, se dj
estiver em pyg, ndo terd solucdo. Em geral, a solucdo de ToM, quando dj, estiver em po,
depende da solug¢do da ToM com k discos. Pela HI, o grafo da ToM possui [L%j — k]

vértices bons.

Desse modo, no total tém-se:

V(M) = (3 = 1) + (15 ] — k)
Va(Mg™)| = (3" = 1) + (%5 — k)
|V},(M§+1)| — 2.3k—2+§,’€—1—21@
|V;,(M§H)| — 3.3167237%
V(M) | = e
VoM = 2521 — (k+ 1)

k1

Vi(M™h) = |55-] — (k+1)

2

Logo, o grafo M possui |2~ | — n vértices bons. O

Analisando o total de vértices do grafo do jogo da TOM, retirando o nimero de

vértices bons, conclui-se o niimero de vértices ruins definido no Coroldrio 2]
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Corolario 2 (Quantidade de vértices ruins no Mf). O grafo My possui || — (n + 1)
vértices ruins, quando n > 2.

Portanto, nesta secao foram relacionadas as propriedades do grafo do jogo da
Torre de Manaus, sendo definido que ele sempre terd duas componentes € que no pior
caso serao necessarios 2" — 3 movimentos para chegar ao vértice que representa o estado
perfeito final do jogo. Também foi expresso o esquema recursivo para gerar a estrutura
desse grafo, o nimero total de vértices, quantos desses vértices sdo bons e, por fim, foi

quantos vértices sao ruins.

5.4. Aplicacoes da Torre de Manaus

O jogo da Torre de Manaus pode ser aplicado no processo de ensino e aprendizagem de
conteddos de computa¢ido, como de matemadtica. Assim como, em muitas situagcdes reais,
na ToH, pode-se citar os problemas de pilha na gestdo de logistica, relatado na Sec¢ao
e os problemas de Backup na drea de TI, descrito na Segédo [E] Logo, esse jogo também
herda as aplica¢des da ToL, podendo também, ser aplicado na psicologia para avaliar a

capacidade do individuo de planejar e solucionar problemas.

Portanto, todas as aplicagdes abordadas no decorrer deste trabalho, também se
moldam para a Torre de Manaus, acrescentando ainda mais dificuldade dada a restri¢ao de
capacidade das torres e a questao de poder incluir casos, estados e/ou estruturas proibidas.

O que ndo acontece nas demais variagdes da ToH j4 existentes.

5.5. Trabalhos Relacionados

Os trabalhos relacionados ao Jogo da Torre de Manaus sdo todos os que envolvem a pro-
posicdo de um jogo combinatério, baseado em torres e que explore aspectos matematico-
computacionais, envolvendo modelagem tedrica, principalmente, em grafos e aspectos de

complexidade computacional e algoritmos.

No decorrer deste trabalho, o Capitulo [3|explana sobre o Jogo da Torre de Hanoi
[Hinz, Klavzar e Petr 2018]] e o Capitulo f] que na Secdo {.2] descreve o jogo da ToB
[Herter e Rote 2018], na Segdo {.3] que demonstra o teste da ToL [Berg e Byrd 2002] e
por fim, a Se¢io[.4]que exibe o jogo da ToO [Unterrainer et al. 2005]]. Todos esses jogos
de torres tratam sobre aspectos relacionados ao jogo em proposi¢do. Adicionalmente, no
Capitulo[6]a seguir, na Se¢do[6.3] é realizada uma andlise comparativa sobre os grafos das

variacoes exploradas.
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Capitulo 6

Outros Resultados

Neste capitulo, € abordada a generalizaciao do grafo da Torre de Hanoi por estruturas em
grafos, utilizando a operacao de enxerto para construi-lo. Além disso, sdo mostradas suas
semelhangas com o cobra triangular alternada. Assim como sdo descritas as contribuicdes
adicionadas em jogos de torres ja criados e encontrados na literatura, realizando refina-
mentos que transformam testes neurocognitivos, como no caso da Torre de Londres, em
um jogo combinatério. Finalizando, serd apresentada uma andlise comparativa entre a

ToH e as variagdes: ToB, ToO, ToL. e ToM.

6.1. Modelagem e Generalizacao do Grafo da Torre de Hanoi por Estruturas

em Grafos

Estudando a composicao do HY, observou-se varias estruturas de grafos simples que se
repetem e uma grande semelhanca deste com o cobra triangular alterna - A(7§), aborda-
das na Subsegio [6.1.3] o qual serviu de insight para uma nova abordagem quanto a sua

construgdo e que serd detalhado na Subsecdo [6.1.2]

Analisando a parte interna do grafo, encontram-se vérios subgrafos elementares
em formato de tridngulos - C, Figura[6.1ale tém-se ainda vdrias figuras hexagonais, ou
seja, subgrafos elementares - Cs como na Figura[6.1c| Explorando externamente o grafo,
percebe-se a presenca de outras estruturas triangulares formadas por 9 vértices, Figura

6.1b

Reagindo a essa observagdo, surgiu a ideia de generalizacdo da constru¢do do

grafo da ToH [Martins, Costa e Freitas 2024] por meio de um processo aqui denominado
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(a) Triangulos inter- (b) Outras estruturas (c) Estrutura Hexago-
nos. triangulares nal.

externas.

Figura 6.1. Grafo H: destacando as estruturas (a) Cs, (b) Cy e (c) Cé.

de operacdo de enxerto, formalmente descrita na Subsecéo [6.1.1] Na Subsecdo [6.1.2] é

apresentado um algoritmo que generaliza a construcao do grafo da ToH para n discos.

6.1.1. Operacao de Enxerto

Dado um grafo (G, com pelo menos uma aresta ab, como apresentado na Figura bem
como, um grafo () qualquer, com pelo menos dois vértices v, w, como apresentado na
Figura A operagdo de enxerto enz(Q, v, w,G, ab) é um tipo de unido dos grafo
G e Q e é dada pela remocgdo da aresta ab de GG, seguida da unido adjunta de G e )

e identifica¢do dos vértices “a e v”, e “b e w”, como apresentado na Figura e na
Definigéo [6]

@—0—=-0O—0 o‘o

(@) G. b) Q.

Figura 6.2. Grafos (a) G e (b) Q para exemplificar a operacao de enxerto.
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C—O
X
O—C0——O0—06

Figura 6.3. Grafo R, resultante da operacao de enxerto, R = enz(Q, v, w, G, ab), do grafo Q, Figura

@, no grafo G, Figura

Definicao 6 (Operacdo de enxerto). A operacdo de enxerto resulta no grafo R =
enz(Q,v,w,G,ab), tal que V(R) = V(G) \ {a,b} UV (Q) e E(R) = E(Q) U{vz|z €
V(G),az € E(G),z # b}U{wp|p € V(G),bp € E(G),p # a}U{zp| z,p & {a,b},2p €

Seja R=enx(Q, v, w, G, ab), note que a aresta ab sé existird em E(R) se, somente
se, vw € E(Q), ou seja, ab € E(R) +» vw € E(Q). Exemplo: Dado um grafo G’,
contendo uma aresta ab, como apresentado na Figura e um grafo )’ contendo os
vértices v e w, como na Figura[6.4b] ao realizar-se a operagdo de enxerto entre os grafos

G’ e @’ obtem-se o grafo R = enx(Q’,v,w,G’, ab), como mostra a Figura|6.4c

(a) G. ®) Q. ©) R.

Figura 6.4. Operacao de enxerto R’ = enz(Q’,v,w,G’, ab), explicitando que a aresta ab somente
existira em E(R) se, somente se, vw € E(Q').

Portanto, observa-se que apds a operacdo enx(Q)’,v,w,G’ ab) ser realizada, a

aresta ab somente existird em F/(R) se, somente se, vw € E(Q).

Além disso, para enxertar multiplas cépias de um grafo (Q em G, por
conveniéncia, utiliza-se o seguinte abuso de notagdo: enx(Q,v,w,G,M), onde
M € um emparelhamento qualquer de G. O que pode ser definido indutiva-

mente como: enx(Q,v,w,G, {ab}) = enx(Q,v,w,G,ab) e enx(Q,v,w,G,M) =
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enx(Q', v, w', enx(Q, v, w, G, ab), M \ {ab}), em que )’ € uma cépia de ) e ab é uma
aresta qualquer de M. Esse mesmo processo também pode ser realizado de maneira ite-

rativa, como no Algoritmo|[T3]

Algoritmo 13: Enxerto de multiplas cépias de ()

Entrada: Um grafo @, dois vértices v, w € V(Q), grafo G e um emparelhamento M de G.
Saida: O grafo enx(Q, v, w,G, M)
1 enX (Q’U’w7 G7 M)

2 R+ G;

3 para ab € M faca

4 Q' + cépiade Q;

5 R+ enx (Q',v',w', R, ab)
6 M + M\ {ab};

7 fim

8 retorna R

9 fim

Observe que, uma vez que as arestas de M formam um emparelhamento, sempre

serd possivel realizar todos os | M| enxertos e em qualquer ordem.

6.1.2. Construcao do Grafo da Torre de Hanoi usando Enxertos em Ciclos Cg

O grafo da ToH para n discos pode ser gerado enxertando 3 cépias de H3 ' em um
emparelhamento perfeito de um Cg. Isto é, HY = enx(HY ' v, w, Cs, M), em que v, w
sdo dois vértices de grau 2 de Hy ' e M é um emparelhamento perfeito de Cg, conforme

descrito no Algoritmo[T4]e ilustrado na Figura[6.5]

&y
~ .
¥ .
L4 \J
~ . ]I”
L L
& n—1* 3
¥ *
H ,
.

ONENO & &
h . 0
s ' K B %
 rrn—1% > rrn—1%,
@ ST Sy
EEEEEEEER ~ . . ~ . -

(a) Cs. (b) Hy . (c) H.

~
L4 &
L4
'l

Figura 6.5. llustracéo do processo recursivo de construcéo do Grafo H3 (c), onde (a) Cs destacando

as arestas pertencentes ao emparelhamento perfeito, (b) o grafo H.;’l que sera enxertado.
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Algoritmo 14: Construgdo do grafo H?.

10

11

Entrada: o ndmero de discos n, n >= 1.
Saida: Grafo H.

ConstrucaoGrafoToH (n)

fim

fim

se (n == 1) entao

senao

retorna H;

H{""Y « ConstrucaoGrafoToH (n — 1)

v, w < dois vértices de grau 2 de H?()"—l)
M <+emparelhamentoMaximo(CY)
Hf «+ enx(Hgl_l,v,w,C().,M)

retorna 3

Observa-se o algoritmo [I4] ¢ recursivo, tendo como caso base o grafo com apenas

1 disco, H;. E, a partir de entdo, com a operagdo de enxerto, pode-se gerar qualquer grafo

7, em que é necessdrio que o grafo ) seja Hy '. Desse modo, as Figuras
e representam o processo do Algoritmo [14| para a gera¢do do grafo H3, a partir do

enxerto de 3 copias do grafo H3 no grafo Cg.

(a) CG~

(b) H2.

Figura 6.6. Exemplo do processo recursivo de constru¢do do Grafo H§’ (c), onde (a) Cs em destaque

as arestas pertencentes ao emparelhamento perfeito, (b) o grafo H2 que foi enxertado nas

arestas do Cs.

Adicionalmente, essa defini¢ao recursiva do grafo da Torre de Hanoi ajuda a com-

provar outras propriedades como aponta o Teorema [T0}
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Teorema 10 (Quantidade de C3 no HY). O grafo da Torre de Hanoi HY possui 3"~' Cs,

quando n > 1.

Demonstracdo. Por indugdo em n.

CB:n=1
31_1 = 1 C3

Isso pode ser confirmado, retornando a Segdo verificando o grafo H; na Fi-
gura[3.3b]

HI: A tem 3(*~1) 5 disjuntos, para algum k& > 1.

PI: Seja um grafo Héf“, um grafo da ToH com k + 1 discos.

Por construgio H4 ', Figura possui 3HY disjuntos em vértices (e mais 3

arestas que os conectam). Enquanto que, por HI, cada um deles tem 3(*~1( disjuntos.

Logo, H¥*! tem 3(3%—1) = 3k(C; disjuntos, como deseja-se provar. O
g 3 ] ] p

6.1.3. Similaridades do Grafo da Torre de Hanoi e 0 Cobra Triangular Alternada

O grafo da Torre de Hanoi com 2 discos pode ser desenhado baseado no Grafo Cobra
Triangular Alternada A(T5), unindo, portanto, 3 cépias disjuntas Hi', Hi" e Hi" de H3i.
Para completar o grafo H2, adiciona-se apenas uma aresta para ligar os vértices u; a ug,

como apresentado na Figura[6.7]

2l 12 12 /12

Figura 6.7. Grafo H2 baseado no Cobra Triangular Alternada A(Ts), em destaque a aresta u;ug que
foi adicionada para completar o grafo.

Igualmente, para gerar H3, pegam-se 3 copias disjuntas H2 , H2" ¢ HZ" de H2,
g para g peg p ) 3 3 3

rotulando cada C5 como /., ul,, ub, u,, uk. uk, v, v e vh e adicionam-se 3 arestas para
3 1, W9, U3, Wy, Uy, g, U1, Ug 3
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ligar as cépias de H2, como na Figura O grafo resultante corresponde ao grafo

A(T), tendo 9C'5 + 12 arestas.

Figura 6.8. H3 baseado no Cobra Triangular Alternada A(T5).

Assumindo que H3 é um A(Ty). Para esbogar H3, pegam-se 3 cOpias disjuntas
H? H?' e H?" de H? e adicionam-se 3 arestas para estabelecer a ligacio com todos os
A(Ts), como apresentado na Figura[6.8] Assim, H3 possui 34(7s) ligados por 3 arestas.
Logo, paran = 4, H3 é composto por 9A(Ts) com 12 arestas (Figura, como definido

no Teorema [T11

Figura 6.9. H; baseado no Cobra Triangular Alternada A(Ts).

Teorema 11 (Quantidade de A(T;) no HY). O grafo da Torre de Hanoi H} tem 32
A(Ts), quando n > 2.

Demonstragdo. Por indug¢do em n.

CB:n=2

3272 = 1 A(T5)

78



Isso pode ser confirmado, visualizando o grafo HZ na Figura

HI: H} tem 3(-=2) A(Tj) disjuntos, para algum k > 2.

Figura 6.10. Grafo H§“ composto por 3(H¥) disjuntos em vértices.

PI: Seja um grafo H2 ™, um grafo da ToH com k + 1 discos.

Por construcdo H?’f“, Figura |6.10, possui 3HY disjuntos em vértices (e mais 3
arestas que os conectam, mas sem formar um novo A(7g). Por HI cada um deles tem
3k=2) A(Ty) disjuntos. Logo, Ha ™ tem 3 x (3¥72) = 3*~1 A(T}) disjuntos, como deseja-

se demonstrar. ]

Assumindo que H3 ! tem cada ciclo Cs formado por triangulos, que sdo compos-

tos por 3 vértices. Entdo,o grafo HS possui 9Cs, o que € expresso pelo Teorema

Nesta secdo definiu-se a operacdo de enxerto, a qual foi utilizada para generalizar
a construcdo do grafo da ToH somente com estruturas de teoria dos grafos. Assim como,

as similaridades desse grafo com a classe de grafos cobra triangular alternada.

6.2. Outras Contribuicoes Envolvendo os Jogos de Torres Explorados

No decorrer deste trabalho, algumas decisdes foram necessdrias para tornar os testes ba-
seados em torres em jogos combinatdrios. Dentre elas, pode-se relatar a definicdo de um
estado final para a Torre de Londres e o Algoritmo [7] para solucionar o jogo, as proprie-

dades dos grafos e o total de vértices deste.

Na Torre de Oxford, foram deliberadas duas versdes. Na primeira, o objetivo do
jogo € passar todos os n discos de mesmo tamanho e cores diferentes, de py para p, sem
se preocupar com a ordem das cores. Para essa versao foi gerado um algoritmo iterativo
(Algoritmo , com a complexidade computacional O(n). Na segunda versdo da ToO, o
objetivo do jogo € passar os n discos de mesmo tamanho, de um estado inicial aleatério
para o estado final em p(, obedecendo a ordem das cores predefinida. Assim, gerou-se

um algoritmo recursivo (Algoritmo|[9) para solucionar o jogo.
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Com isso, nota-se que os jogos combinatdrios com 3 torres (ou pilhas) sdo de
fato exponenciais no nimero de movimentos. Mas, decidir qual o préximo movimento
pode ser feito tem tempo linear. Caso o jogador saiba que estd no caminho 6timo ou qual
foi o dltimo movimento realizado, passa a ser constante. Isso significa que esse tempo
exponencial se dd apenas pela grande quantidade de movimentos necessdrios e ndo pela

dificuldade de tomar uma decisdo.

6.3. Analise Comparativa sobre os Grafos das Variacoes dos Jogos de Torres

Explorados

Nesta secdo, discute-se as propriedades gerais dos grafos associados aos estados da va-
riacdo proposta da Torre de Hanoi a Torre de Manaus, comparando com todas as varia-
coes abordadas neste trabalho: Torre de Oxford, Torre de Londres e Torre de Bucareste.
Na Tabela [6.1] faz-se uma comparacdo dos aspectos tedricos observados nos grafos das
principais variagdes da Torre de Hanoi, encontradas na literatura, no que diz respeito ao
nimero de vértices, nimero de arestas, A (grau maximo), ¢ (grau minimo) e se o grafo é

CcOonexo.

Tabela 6.1. Analise dos grafos das Torres exploradas.

Torre
Vértices | Arestas | A | § | Conexo
Discos | Nome
ToH 9 12 312 Sim
ToB 9 8 201 Sim
2 ToO 12 18 4 |2 Sim
ToL 10 14 4 |2 Sim
ToM 3 1 1 0| Nio
ToH 27 39 312 Sim
ToB 27 26 21 Sim
3 ToO 60 108 6|2 Sim
ToL 36 54 4 |2 Sim
ToM 19 22 311 Nio

Observa-se que o grafo do jogo proposto, a Torre de Manaus, € o tnico desconexo,
sempre tendo dois componentes conectados. O primeiro componente € formado por vér-
tices bons, que representam estados iniciais: levam ao estado final do jogo, de acordo

com a jogabilidade proposta; e a segunda componente é formada por vértices ruins, esta-
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dos regulares que ndo levam ao estado final do jogo. Isso fica muito claro no grafo M3

mostrado na Figura [5.4b]

Sdo dadas as representacdes, na Figura [6.11] dos grafos do estado da arte inves-
tigado, com seu desenho no plano. Pode-se observar que o grafo O3 é simples, ndo-
direcionado, conexo e € composto por subgrafos da classe de grafo cobra-triangular (ri-
angular snake graph - T ou grafo borboleta (butterfly graph). Pode-se observar, também,
que o grafo O3 € o mais geral, sendo um supergrafo de todos os demais. L3 possui um

grafo simples, ndo-direcionado, conexo, classe de grafo cobra-triangular ou borboleta.

Figura 6.11. Grafos das torres exploradas: O3, L3, H3 e Bj.

Analisando o grafo H 3 classificado como simples, ndo-direcionado, conexo, for-
mado por subgrafos Cs e € baseado no tridngulo de Sierpinski. Finalizando, B3 é um
grafo simples, ndo-direcionado, conexo e é um grafo caminho P, .4... O grafo B3, do
jogo T'oB, este é um subgrafo de H;, que pode ser visto claramente comparando seus

grafos.

No entanto, os grafos Hg’ e L3, da ToH e ToL, respectivamente, possuem uma
forte intersecdo, mas um ndo é subgrafo do outro. A Figura[6.12] traz a comparacdo dos
grafos H3 e L3 para ilustrar esta afirmagdo. Os vértices em vermelho sdo os estados da
Torre de Londres que ndo pertencem a Torre de Hanoi. Enquanto que os verdes represen-
tam os estados regulares tanto no jogo da Torre de Hanoi quanto na Torre de Londres. Em

cinza, os vértices e arestas que pertencem somente ao jogo da Torre de Hanoi.

Finalizando, apresenta-se na Figura [6.13] para uma comparagdo entre os grafos
H3 e L3 com o M3. Pode-se observar que, mesmo para instincias pequenas, com discos
n = 3, M3 € o tnico desconexo. Os vértices do M; sdo particionados em |V;|, vértices
bons, que representam os estados iniciais do jogo, e V., vértices ruins, que representam

os estados proibidos, pois partindo deles ndo € possivel chegar ao estado final do jogo.
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Figura 6.12. Comparacao entre os grafos da ToH e ToL: em verde os vértices pertencentes a ambos os
grafos, em vermelho os que pertencem apenas ao L3 e em cinza os que pertencem somente

3

ao Hs.

Além disso, M diferente de L3, € um subgrafo de Hs.

Figura 6.13. Comparacao entre os grafos H3, L3 e M3.
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Capitulo 7

Consideracoes Finais

Esta dissertacdo trouxe a proposta do jogo da Torre de Manaus, um jogo que une as regras
da Torre de Hanoi e a Torre de Londres. O foco deste trabalho foi jogos combinatérios
baseados em torres, tal como o jogo clédssico da Torre de Hanoi, tomado como guia, dada

a sua popularidade e todo o estado da arte desenvolvido nesse jogo.

Inicialmente, explorou-se a Torre de Hanoi desde as regras do jogo, estados re-
gulares, perfeitos e irregulares, nimero de movimentos minimos para a solu¢ao 6tima
do problema, algoritmos recursivo, iterativo, deteccdo de desvio do caminho 6timo e a
complexidade de tempo O(2"). Além disso, estudou-se a caracterizagdo dos grafos ba-
seados no Triangulo de Sierpinski e, por fim, as aplicagdes da ToH, que se obteve como
fruto a publicacado LAWCG [Martins et al. 2022]. A partir do arcabougo adquirido pelo
mapeamento da ToH, buscou-se outras variagdes desse jogo e, quanto a classificacao de-
finida, encontrou-se como principais: a Torre de Bucareste, a Torre de Londres e a Torre

de Oxford.

Sobre a ToB foram compreendidas as regras do jogo e o nimero minimo de movi-
mentos para soluciond-lo. Produziu-se os algoritmos iterativo e recursivo € comprovou-se
que sdo necessdarios 3" — 1 movimentos para solucionar o jogo. A ToL, utilizada em tes-
tes neurocognitivos, € diferente da ToH devido a capacidade de seus pinos. Esse jogo ndo
possuia um estado final, esse estado era recebido por meio de um cartdo problema. Entéo,
neste trabalho a ToL passou por algumas adaptagdes, a essencial foi o estado final com

todas as esferas em pj.

A ToO, se difere da ToH por relaxar as restricdes, pois este jogo s6 possui uma
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regra. Na literatura, o jogador sempre saird de uma posi¢do inicial e deverd chegar a uma
configuracdo recebida em um cartio problema e deverd soluciond-lo com o menor nimero
de movimentos possiveis. Porém, nesta pesquisa, para essa torre ser estudada como um
jogo combinatdrio, criou-se duas versdes, ambas guardando a esséncia do jogo, no caso,
somente uma regra, mas agora com um estado final definido. Com isso, também gerou-se

o algoritmo de resoluc@o e a modelagem em grafos para esse jogo.

Apo6s o mapeamento das variagdes da ToH, fez-se uma nova publicacdo no CLAIO
[Martins et al. 2022]. Respondendo a Hipdtese de Pesquisa, desta dissertagdo, foi apre-
sentada uma nova variacdo da ToH: o jogo da Torre de Manaus(ToM), mas como jogo da
Torre de Hanoi-Londres, por ainda estar em processo de desenvolvimento. Nesse jogo foi
possivel observar que as regras e estrutura combinadas da Torre de Hanoi e da Torre de
Londres resultam em uma jogabilidade mais desafiadora. A Torre de Manaus foi apresen-
tada no SBPO [Martins e Freitas 2023|| e serd apresentada no LAWCG novamente [Mar-
tins, Costa e Freitas 2024, porém, ainda como jogo da Torre de Hanoi-Londres. Desse
jogo, foram generalizados os estados irregulares, regulares bons e regulares ruins. Além
de serem definidas as propriedades do grafo, sendo a principal que o grafo é desconexo.
Também foi indicado o total de vértices, os vértices bons, os vértices ruins e foi caracte-

rizada a estrutura do grafo.

Por fim, tem-se a generalizacdo do grafo da Torre de Hanoi por estruturas em
grafos [Martins, Costa e Freitas 2024]], definindo-se a operacdo de enxerto e realizando
a construcdo de H3 por meio de algoritmo recursivo com esta operagdo. Os algoritmos
das variacgoes da Torre de Hanoi, as similaridades do grafo H3 com o cobra triangular
alternada e a contribuicdo no jogo criado inCircle [Freitas et al. 2019, entre outros.

Como trabalhos futuros, propde-se a caracterizacdo dos grafos da ToL e da ToO.
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Apéndice A

Representacao Binaria

O sistema numérico bindrio, ou seja os nimeros na base 2, permite-nos fazer uma anélise
bastante aprofundada do jogo Torre de Hanoi, j4 que os movimentos dos discos, assim
como o da Torre de Hanoi, podem ser facilmente convertidos para esse sistema de nume-

racdo em questao e que, por sinal, s3o nimeros bem particulares [Silva et al. 2018].

As posicdes dos discos podem ser determinadas mais diretamente a partir do nu-
mero bindrio do movimento, o estado inicial sendo o movimento 0, com todos os digitos

0 e o estado final com todos os digitos 1, usando as seguintes regras [Warren 2003|]:

*h4 um digito bindrio (bit) para cada disco;

*0 bit mais significativo (mais a esquerda) representa o maior disco.

ea cadeia de bits € lida da direita para a esquerda;

eum bit, com o mesmo valor que o anterior, significa que o disco correspondente
estd empilhado em cima do disco anterior na mesmo pino, ou seja, uma sequéncia
direta de Is ou Os significa que os discos correspondentes estdo todos no mesmo
pino;

eum bit com valor diferente do anterior significa que o disco correspondente esta

uma posi¢ao a esquerda ou a direita do anterior.

Para entender melhor como funciona a representacdo bindria, deve-se observar a
Tabela[A.T] pois, cada posi¢ao do nimero bindrio estd ligada a um disco da Torre de Hanoi
e 1é-se da direita para a esquerda, procurando o ndmero 1, que atua como um ativador do

movimento, onde ele estiver indica que desse disco deve ser movimentado.
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Tabela A.1. Contador Binario, onde o nimero da jogada em binario indica o movimento que deve ser

realizado.
Movimentos Movimentos
Jogadas Disco | Disco | Disco Disco | Jogadas Disco | Disco | Disco | Disco
4 3 2 1 4 3 2 1

1 0 0 0 1 9 1 0 0 1
2 0 0 1 0 10 1 0 1 0
3 0 0 1 1 11 1 0 1 1
4 0 1 0 0 12 1 1 0 0
5 0 1 0 1 13 1 1 0 1
6 0 1 1 0 14 1 1 1 0
7 0 1 1 1 15 1 1 1 1
8 1 0 0 0
. 0000 DUIOI UD|'|U oomn I
I 0100 I | 0101 I o110 I o1ln

1000 1001 1010 1om

Lol e Ale sl
1100 1101 1110 1mnm _
ale fle |18 | |8
Figura A.1. Torre de Hanoi com solucao binaria.

Na Figura [A.]] explica a resolugéo do jogo com 4 discos, de acordo com a re-
presentacao bindria do ndmero da jogada relacionado com o que ja foi representado na
Tabela[A.I] Pode-se comprovar que é possivel solucionar o jogo com o nimero minimo

de movimentos se guiando somente com o valor da jogada em binério.
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Apéndice B

Codigo Gray

O sistema numérico bindrio do c6digo Gray, exposto na Tabela[B.1] oferece uma maneira
alternativa de resolver o quebra-cabeca [Oteo e Ros 2005]]. No cédigo Gray, os nimeros
sdo expressos em uma combinacdo bindria de Os e 1s, mas em vez de ser um sistema
numérico posicional padrdo, o c6digo Gray opera na premissa de que cada valor difere de

seu predecessor por apenas um (e exatamente um) bit alterado [Hage 2003|].

Tabela B.1. Construcéo do Codigo Gray.

Decimal | Binario | Gray | Decimal | Binario | Gray
0 0000 | 0000 8 1000 | 1100
1 0001 | 0001 9 1001 1101
2 0010 | 0011 10 1010 | 1111
3 0011 | 0010 11 1011 1110
4 0100 | 0110 12 1100 | 1010
5 0101 | o111 13 1101 1011
6 0110 | 0101 14 1110 | 1001
7 0111 | 0100 15 1111 1000

Em cédigo Gray um tamanho de bit € igual ao nimero de discos em uma determi-
nada Torre de Hanoi, que comeca em zero e conta para cima, como explorado na Figura
@ Assim, o bit alterado a cada movimento corresponde ao disco a ser movido, sendo
que, lendo da esquerda para a direita, o ultimo digito é o bit menos significativo e re-
presenta o menor disco, e o primeiro digito € bit mais significativo e representa o maior

disco [Miller 2000].
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Figura B.1. Resolucao da Torre de Hanoi com Codigo Gray.

Essa técnica identifica qual disco deve ser movido, mas ndo para onde mové-lo.
Para o menor disco, hd sempre duas possibilidades. Para os outros discos hd sempre uma
possibilidade, exceto quando todos os discos estdo no mesmo pino, porém, nesse caso, ou

€ o disco menor que deve ser movido ou o objetivo ja foi alcangado.
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Apéndice C
Triangulo de Sierpinski

Para a construcdo do Tridngulo de Sierpinski, como apresentado na Figura [C.1] parte-se
de uma drea triangular formada por um tridngulo equildtero. Em seguida, uni-se os pontos
médios de cada lado do tridngulo, formando quatro outras dreas triangulares equildteras
em que trés delas ttm um lado em comum com a drea triangular do centro. Depois,
retira-se a drea triangular central. O processo consiste em repetir indefinidamente o pro-
cedimento anterior em relagdo a cada uma das dreas triangulares obtidas. O Triangulo de

Sierpinski € a figura resultante desse processo infinito de retiradas.

A /é\ ﬁ A% 42,

Figura C.1. Primeiros niveis de construcao do Triangulo de Sierpinski.

Os grafos do Triangulo de Sierpinski sdo uma familia de grafos que possuem imer-
sdo planar cujo limite de n —o00. O grafo do Triangulo de Sierpinski € um fractal quando
p = 3. Para o caso p = 3, sabe-se que os grafos de Hanoi { /5’ } estdo intimamente relacio-
nados com os grafos do Tridngulo de Sierpinski {53 } [Klavzar, Peterin e Zemlji¢ 2013]].
A imersdo planar permite ver a semelhanca geométrica entre os grafos do Tridngulo de
Sierpinski e o grafo da Torre de Hanoi de trés pinos [Hinz, Klavzar e Zemljic 2017]. O
primeiro grafo do Tridngulo de Sierpinski, S3, é isomérfico a K3 com uma imersdo planar
de um tridngulo equildtero com lados de comprimento unitdrio. Os vértices do tridngulo

coincidem com os vértices de ks.
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Assumindo, indutivamente, que S5~ " possui uma imersio planar cuja face externa
€ embutida geometricamente como um triangulo equilatero, rotula-se os vértices na face
externa do triangulo como: v;, v,, v; que sdo os vértices esquerdo, direito e superior,
respectivamente. Para construir S§ a partir de S5, pega-se trés c6pias de S5 rotuladas

n—1,1 n—1,r n—1,t ‘A s .
Sy, S, S, para os triangulos esquerdo, direito e superior, como apresentado
na Figura|C.2a|e[C.2b] e faz-se as seguintes identificacdes de vértice [Eppstein, Frishberg
e Maxwell 2022].

: -1 “1y ‘o
1.Identifica-se v; em S5~ " com v, em S5, e rotula-se o vértice resultante de vy,..

1,

. — —1.t poe
2.Identifica-se v; em S5~ com v, em S; ', e rotula-se o vértice resultante de vy;.

. —1 —1,t e
3.Identifica-se v; em S~ " com v, em S5~ ", e rotula-se o vértice resultante de v,,.

N p
UVl Uty

(a) S3. (b) 53

Figura C.2. Triangulo de Sierpinski. Fonte: |Eppstein, Frishberg e Maxwell 2022].

O grafo resultante tem uma imersado plana cuja face externa pode ser imersa nova-
mente como um tridngulo equilatero subdividido. Em S¥, os vértices esquerdo, direito e

. ~ . 1 1 1 .
superior da face externa estdo contidos em S5~ 7, S5~ ", S5 ", respectivamente.
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Apéndice D

Problemas de Pilha na Gestao de

Logistica

Imagine um porto onde ha varios contéineres e € necessario carregar ou descarregar cargas
dos navios porta-contéineres, Figura[D.2] Suponha grandes pegas de concreto para uma
ponte, Figura[D.Tal Ou ainda a construgdo de um edificio moderno, Figura[D.1b| em que
a arquitetura foi projetada de forma diferente e manter o equilibrio das vigas e colunas é

uma tarefa dificil. Por fim, pense num desvio de trens em um pétio de triagem.

(a) Construcao de uma ponte. (b) Construgdo de um edificio.

Figura D.1. Exemplos de pilhas na Gestao de Logistica.

Um problema ¢ a organizacdo de contéineres em um navio, Figura[D.2] cujo ob-
jetivo € encontrar um conjunto de movimentos de contéineres para alcancar um arranjo
final que satisfaca certas restricdes [Huang e Lin 2012f]. Para solucionar tal problema, Lu
e Dillon [1995] propuseram a implementacao de paralelismo da Torre de Hanoi, no qual
¢ permitido movimentos simultaneos de discos em uma unica etapa. Esses autores anali-

saram trés versoes de paralelismo, considerando dois fatores: a ordem de movimentacao
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dos discos e a utilizagdo de recursos dos pinos. Eles apresentam uma técnica comum para

obter a implementacdo ndo recursiva, considerando pequenas etapas [Lu e Dillon 1995].

Todos esses problemas podem ser modelados aplicando os principios basicos da Torre de

Hanoi.

Figura D.2. Organizacao de contéineres em um navio.
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Apéndice E
Problemas de Backup na Area de TI

Suponha que alguém, que trabalha na drea de TI, precisa fazer backups, mas tem um
nimero limitado de recursos. Para tal, um esquema de rotacdo de backup de dados em
midias de computador (como fitas) que minimizariam, por reutiliza¢do, o nimero de mi-
dias usadas. Esse € outro exemplo de aplicacdo da Torre de Hanoi, apresentado na Figura
[E.Il O esquema determina como e quando cada parte do armazenamento removivel é
usada para um trabalho de backup e por quanto tempo ela € retido depois de ter os dados

armazenados nele.

Data

ﬂllllllqulll

1357 810
Storage
L me—— L

Storage d
etz <

Figura E.1. Exemplo do backup em fitas.

Usando um método recursivo para otimizar o ciclo de backup, baseando-se na
matematica da Torre de Hanoi, cada fita corresponde a um disco no quebra-cabeca e
cada movimento do disco para um pino diferente corresponde a um backup para essa fita.
Assim, em um ciclo de uma semana, a primeira fita pode ser usada, mais frequentemente,
a cada 2 dias (1, 3, 5, 7, ...), a segunda poderd ser usada a cada 4 dias (2, 6,9, ...) e a
terceira, a cada 7 dias (4, 11, 18, ...) [Yang et al. 2008]].
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