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Resumo

Nesta dissertação, apresentamos um estudo sobre tensores, o produto tensorial e
suas propriedades fundamentais. Partindo de um conjunto de índices linearmente or-
denado, definimos os espaços indexados por esse conjunto e construímos uma álgebra.
Nesse contexto, introduzimos as aplicações de contração-dilatação, que possuem pro-
priedades notáveis, como o fato de serem homomorfismos, além de se destacarem como
uma ferramenta para representar tensores em forma matricial. Demonstramos que,
sob condições específicas, o produto tensorial de matrizes quadradas pode ser interpre-
tado como um caso particular das aplicações de contração-dilatação. Adicionalmente,
caracterizamos as aplicações de contração-dilatação injetivas por meio de sua seme-
lhança e, ao apresentar o operador de média, mostramos que qualquer aplicação de
contração-dilatação pode ser expressa como a composição do operador de média com
uma aplicação de contração-dilatação injetiva.

Palavras-chave:
Produto tensorial, espaço tensorial, remodelação de tensores, produto direto



Abstract
In this dissertation, we present a study on tensors, the tensor product and its

fundamental properties. Starting from a linearly ordered set of indices, we define the
spaces indexed by this set and construct an algebra. In this context, we introduce
the stretching maps, which have notable properties, such as the fact that they are
homomorphisms, in addition to standing out as a tool for representing tensors in matrix
form. We demonstrate that, under specific conditions, the tensor product of square
matrices can be interpreted as a particular case of stretching maps. Additionally, we
characterize injective stretching maps up to similarity and, by presenting the averaging
operator, we show that any stretching map can be expressed as the composition of the
averaging operator with an injective stretching map .

Keywords: Tensor Product, Tensor space, tensor reshaping, direct product.
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Notação

Z+ Conjunto dos inteiros positivos
Mat(n) Espaço das matrizes quadradas de ordem n com entradas complexas
Mat(A) Espaço das matrizes indexadas pelo conjunto A

Ei,j Elemento da base canónica para Mat(n)

CA Conjunto das tuplas complexas com entradas indexadas pelo conjunto A
eī Elemento da base canônica de CA

Eī,j̄ Elemento da base canônica para Mat(A)
{ei}ni=1 Base canônica para o espaço vetorial V

V ∗ Espaço dual de V

{ei}ni=1 Base dual de {ei}.
⊕ Soma direta de matrizes
⊗ Aplicação produto tensorial.

⟨, ⟩F Produto interno em CA

⟨, ⟩AF Produto interno em Mat(A)
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Introdução

A história do conceito de tensor tem origens e contribuições entrelaçadas ao longo do
final do século XIX e início do século XX, o que frequentemente causa confusão inicial
sobre o tema.

Ricci, Gibbs, Voigt e Whitney estão entre os pioneiros da teoria dos tensores. Em
1881, Gibbs, no trabalho [Gib84], desenvolveu os conceitos de “dyads” e “polyads”, que
são, essencialmente, tensores com diferentes denominações. Quase duas décadas depois,
em 1898, Voigt [Voi98] cunhou o termo “tensor” em um contexto mais restrito, referindo-
se a dois tensores simétricos no estudo da elasticidade dos cristais, representando-os
como vetores em seis dimensões. Essa notação ficou conhecida como a notação de
Voigt. O termo foi posteriormente adotado por físicos como Max Abraham, Arnold
Sommerfeld e Max von Laue. Em 1900, Ricci [RLC00] definiu o que hoje reconhecemos
como campo tensorial, embora não tenha utilizado o termo “tensor”. Em 1913, Einstein
e Grossmann empregaram a definição de Ricci, utilizando pela primeira vez o nome
“tensor”. Whitney, em [Whi38], formalizou a ideia de “dyads” proposta por Gibbs,
definindo o produto tensorial.

Em 1927, Hitchcock [Hit27] demonstrou que todo tensor covariante pode ser ex-
presso como a soma de produtos finitos de vetores covariantes, introduzindo também
a definição de posto para um tensor. Essa decomposição ficou conhecida como “Cano-
nical Polyadic Decomposition” (CADECOMP ou, mais comumente, CPD). Em 1966,
Tucker apresentou uma nova forma de expressar um tensor como o produto de um
tensor de menor posto e matrizes em cada uma de suas dimensões, conhecida como
decomposição de Tucker.

Recentemente, a decomposição de tensores tem sido amplamente aplicada em diver-
sos domínios, como processamento de sinais [C+02], aprendizado de máquina e neuro-
ciência [BS05], essas técnicas são ferramentas poderosas para redução de dimensiona-
lidade, extração de características, agrupamento e classificação. Mais especificamente,
a decomposição de tensores permite fatorar dados em componentes básicos, revelando
padrões ocultos importantes.

Este trabalho tem como objetivo apresentar um método para a representação de
tensores por meio de matrizes, baseado nas aplicações propostas por Futorny, Ne-
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klyudov e Zhao em [FNZ24], exploramos o produto tensorial de matrizes quadradas e
introduzimos as aplicações de contração-dilatação.

No primeiro capítulo, estabelecemos os fundamentos da álgebra multilinear, defi-
nindo tensores como aplicações multilineares e explorando o espaço tensorial sobre um
espaço vetorial V . Nesse contexto, apresentamos os elementos geradores do espaço ten-
sorial, exploramos suas propriedades algébricas e destacamos a propriedade universal,
que permite caracterizá-lo.

No segundo capítulo, apresentamos dois espaços vetoriais munidos com produto
interno, sendo um deles composto por matrizes. Nesse cenário, definimos as aplicações
de contração-dilatação e introduzimos uma aplicação bilinear que dá ao espaço das ma-
trizes a estrutura de uma álgebra sobre o corpo dos complexos, permitindo demonstrar
algumas propriedades das aplicações de contração-dilatação.

No terceiro capítulo, estudamos uma classe de aplicações de contração-dilatação que
permite classificar, a menos de semelhança, a forma canônica de produtos tensoriais,
um trabalho iniciado em 1934 por Aitken e Roth [Ait35], [Rot34].

Por fim, apresentamos o operador de média, que, embora não preserve todas as
propriedades algébricas, demonstra sua utilidade ao permitir que qualquer aplicação
de contração-dilatação seja expressa como uma composição entre ele e uma aplicação
semelhante à aplicação produto tensorial.

Todos os espaços vetoriais que consideramos neste trabalho, são asumidos sobre o
corpo dos complexos, C.
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Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo, apresentaremos os conceitos básicos da álgebra multilinear que susten-
tam o desenvolvimento desta dissertação. Exploraremos a definição e as propriedades
fundamentais dos tensores, compreendendo-os como representações de formas multi-
lineares, também abordaremos o espaço vetorial formado por esses objetos, estabele-
cendo as bases para a posterior apresentação das aplicações de contração-dilatação em
capítulos posteriores. Para acompanhar o conteúdo deste capítulo, são apenas neces-
sários conhecimentos em álgebra linear, tais como, espaço vetorial, espaço dual, base
de um espaço vetorial, conjunto gerador, determinante, produto interno.

1.1 Tensores

Definição 1.1. Seja V um espaço vetorial de dimensão n sobre o corpo C. Conside-
remos {ei}n−1

i=0 uma base para V e {ej}n−1
j=0 a respectiva base dual para o espaço V ∗, ou

seja,

ei(ej) =

1 se i = j

0 se i ̸= j

. Nessas condições, dizemos que o conjunto {ej, ei}n−1
i,j=0 forma um sistema biortogonal

para o espaço V .

Definição 1.2. Sejam W,V1, . . . , Vm espaços vetoriais sobre o corpo C, e tomemos
T : V1 × . . . × Vm → W . A aplicação T é chamada de multilinear se for linear em
cada uma das variáveis.

Exemplo 1.3. Vejamos alguns exemplos de aplicações multilineares.

• Seja Mat(n) = V1 = V2 = W

· : Mat(n)×Mat(n) −→ Mat(n)

(A,B) 7−→ A ·B
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• Sejam V1 = C, V3 = W = C2

T : C× C2 ×Mat(2) −→ Mat(2)

(λ, v, A) 7−→ T (λ, v, A) := λA · vt

Definição 1.4. Dados W,U1, . . . , Up, V1, . . . , Vq espaços vetoriais sobre o corpo C, com
U∗
i denotando o espaço dual de Ui, i = 1, . . . , p. A apliçação multilinear:

T : U∗
1 × . . .× U∗

p︸ ︷︷ ︸
p vezes

×V1 × . . .× Vq︸ ︷︷ ︸
q vezes

−→ W

(u∗
1, . . . , u

∗
p, v1, . . . , vq) 7−→ T (u∗

1, . . . , u
∗
p, v1, . . . , vq)

é chamada de tensor.

Exemplo 1.5. Seja Pn(C) os espaço dos polinômios com coeficientes complexos, e
{mi}n+1

i=1 inteiros positivos,

T : (Cm1)∗ × . . .× (Cmn+1)∗ × Cm1 × . . .× Cmn+1 −→ Pn(C)

(u∗
1, . . . , u

∗
n+1, v1, . . . , vn+1) 7−→ p(z) =

n+1∑
i=1

u∗
i (vi)z

i−1.

Embora a definição de tensor apresentada seja abrangente e compatível com diversas
interpretações encontradas na literatura, vamos focar em um caso específico: o espaço
das aplicações multilineares cujo dominío é o produto de p copias do espaço dual V ∗

com q copias do espaço vetorial V e contradominio o corpo K.

Definição 1.6. Seja V um espaço vetorial sobre K, com K = C ou K = R, e V ∗ seu
espaço dual. A aplicação multilinear T definida por:

T : V ∗ × . . .× V ∗︸ ︷︷ ︸
p vezes

×V × . . .× V︸ ︷︷ ︸
q vezes

−→ K

(u∗
1, . . . , u

∗
p, v1, . . . , vq) 7−→ T (u∗

1, . . . , u
∗
p, v1, . . . , vq)

é chamada de tensor do tipo (p, q) sobre V

Os inteiros p, q indicam a ordem do tensor, sendo p a ordem contravariante e q a
ordem covariante1. O conjunto de todas as aplicações lineares T como na Definição 1.6
é chamado de espaço tensorial sobre V , que será denotado por T p

q (V ).
O conjunto T p

q (V ) possui estrutura de espaço vetorial com as operações de soma e

1Em 1851 J. Sylvester introduz os termos covariante e contravariante, ver [Syl09]
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produto por escalar definidas a seguir:

(T1 + T2)(u
∗
1, . . . , u

∗
p, u1, . . . , uq) = T1(u

∗
1, . . . , u

∗
p, u1, . . . , uq) + T2(u

∗
1, . . . , u

∗
p, u1, . . . , uq)

(1.1)
O elemento neutro é o tensor zero, definido por:

0(u∗
1, . . . , u

∗
p, u1, . . . , uq) = 0

Para todo u∗
1, . . . , u

∗
p ∈ V ∗ e u1, . . . , uq ∈ V .

e produto por escalar

(αT1)(u
∗
1, . . . , u

∗
p, u1, . . . , uq) = αT1(u

∗
1, . . . , u

∗
p, u1, . . . , uq) (1.2)

Exemplo 1.7. A continuação vamos ver alguns exemplos de tensores.

1. • Tensores do tipo (0, 0) são definidos como os elementos do corpo ou escala-
res.

• Tensores do tipo (0, 1) são funcionais lineares, também chamados covetores

2. Sejam V um espaço vetorial sobre o corpo R, e ⟨ , ⟩ : V × V → R um produto
interno ⟨ , ⟩ é um tensor do tipo (0, 2).

3. Seja V um espaço vetorial de dimensão n, sobre C e {ei, ej}n−1
i,j=0 um sistema

biortogonal para V . Consideremos

δ : V ∗ × V −→ C
(u∗, v) 7−→ δ(u∗, v) := u∗(v).

fazendo δi,j = δ(ej, ei) = ej(ei) obtemos 1 ou 0 segundo a Definição 1.1.

Vamos chamar o tensor δ como delta de Kronecker.

4. Para cada v ∈ V , u∗ ∈ V ∗ definimos o tensor do tipo (1, 1)

v ⊗ u∗ : V ∗ × V −→ C
(v∗, u) 7−→ v ⊗ u∗(v∗, u) := u∗(v) · v∗(u).

É fácil ver que v ⊗ v∗ é bilinear e portanto pertence à T 1
1 (V ). O tensor v ⊗ v∗ é

chamado o produto tensorial de v e v∗.
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1.2 Produto tensorial

O produto tensorial desempenha um papel fundamental na estrutura algébrica do
espaço T p

q (V ) introduzido na seção anterior. A seguir veremos como estender a apli-
cação apresentada no Exemplo 1.7 item 4, para p covetores e q vetores. Consideremos
v1, . . . , vp ∈ V e v∗1, . . . , v

∗
q ∈ V ∗, definimos a função :

v1 ⊗ . . .⊗ vp ⊗ v∗1 ⊗ . . .⊗ v∗q : V ∗ × . . .× V ∗︸ ︷︷ ︸
p vezes

×V × . . .× V︸ ︷︷ ︸
q vezes

−→ K. (1.3)

Tal que:

v1 ⊗ . . .⊗ vp ⊗ v∗1 ⊗ . . .⊗ v∗q (u
∗
1, . . . , u

∗
p, u1, . . . , uq) = u∗

1(v1) . . . u
∗
p(vp)v

∗
1(u1) . . . v

∗
q (uq)

para todo v1, . . . , vp ∈ V e v∗1, . . . , v
∗
q ∈ V ∗, é fácil ver que a aplicação definida é linear

em cada uma das suas variáveis, portanto pertence ao espaço T p
q (V ). Vamos chamar

a função definida recentemente como o produto tensorial de v1, . . . , vp e v∗1, . . . , v
∗
q .

Tendo explorado exemplos de tensores e definido o produto tensorial envolvendo p

covetores e q vetores, prosseguiremos com o estudo do espaço T p
q (V ). Abordaremos

questões pertinentes que podem surgir nesse contexto, como a determinação de sua
dimensão e a construção de uma base para T p

q (V ).

Proposição 1.8. Seja V um espaço de dimensão finita n, {ej, ei} um sistema bior-
togonal para V. Então o conjunto B = {ei1 ⊗ . . . ⊗ eip ⊗ ej1 ⊗ . . . ⊗ ejq ; 0 ≤ ik, js ≤
n− 1 e 0 ≤ k ≤ p ; 0 ≤ s ≤ q} é uma base para o espaço T p

q (V ).

Prova. Para demonstrar que B constitui uma base para T p
q (V ) dividiremos a prova

em duas etapas. Primeiro estabeleceremos que B de fato gera T p
q (V ). Em seguida,

mostraremos que B é um conjunto linearmente independente. Para começar tomemos
u∗
1, . . . , u

∗
p ∈ V ∗, e v1, . . . , vq ∈ V

1. Tomemos o sistema biortogonal {ei, ej}, um tensor no espaço T p
q (V ), em seguida,

para os indices 0 ≤ ik, js ≤ n − 1 com k = 1, . . . , p e s = 1, . . . , q consideramos
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os escalares τ
i1,...,ip
j1,...,jq

= T (ei1 , . . . , eip , ej1 , . . . , ejq),

T (u∗
1, . . . , u

∗
p, v1, . . . , vq)

= T

(
n−1∑
i=0

u∗
1(ei)e

i, . . . ,

n−1∑
i=0

u∗
p(ei)e

i,
n−1∑
i=0

ei(v1)ei, . . . ,
n−1∑
i=0

ei(vq)ei

)

=
n−1∑

i1,...,ip=0
j1,...,jq=0

T (ei1 , . . . , eip , ej1 , . . . , ejq)u
∗
1(ei1) . . . u

∗
p(eip)e

j1(v1) . . . e
jq(vq)

=
n−1∑

i1,...,ip=0
j1,...,jq=0

τ
i1,...,ip
j1,...,jq

ei1 ⊗ . . .⊗ eip ⊗ ej1 ⊗ . . .⊗ ejq(u∗
1, . . . , u

∗
p, v1, . . . , vq)

Portanto o conjunto B gera T p
q (V ).

2. Consideremos a seguinte equação, com 0 sendo o tensor nulo

0(ek1 , . . . , ekp , el1 , . . . , elq)

=
n−1∑

i1,...,ip=0
j1,...,jq=0

τ
i1,...,ip
j1,...,jq

ei1 ⊗ . . .⊗ eip ⊗ ej1 ⊗ . . .⊗ ejq(ek1 , . . . , ekp , . . . , elq)

=
n−1∑

i1,...,ip=0
j1,...,jq=0

τ
i1,...,ip
j1,...,jq

ej1(el1) . . . e
jq(elq)e

k1(ei1) . . . e
kp(eip)

= τ
k1,...,kp
l1,...,lq

δl1,l1 . . . δlq ,lqδk1,k1 . . . δkp,kp

= τ
k1,...,kp
l1,...,lq

Com k1, . . . , kp, l1, . . . , lq = 0, 1, . . . , n−1. Concluímos que B é um conjunto linearmente
independente.

Corolário 1.9. O conjunto S := {u1⊗. . .⊗up⊗v∗1⊗. . .⊗v∗q |u1, . . . , up ∈ V, v∗1, . . . , v
∗
q ∈

V ∗} gera o conjunto T p
q (V ).

Observação 1.10. É importante ressaltar que todo tensor em T p
q (V ) admite uma

representação como soma de elementos pertencentes ao conjunto S, conforme estabele-
cido no corolário anterior. No entanto, os elementos de S possuem uma denominação
específica: são chamados de tensores simples ou tensores decomponíveis2.

Definição 1.11. Seja V um espaço vetorial de dimensão n, S := {u1⊗ . . .⊗up⊗ v∗1 ⊗
. . . ⊗ v∗q |u1, . . . , up ∈ V, v∗1, . . . , v

∗
q ∈ V ∗}. Todo elemento T ∈ S é chamado de tensor

simple ou tensor decomponível.
2Também chamados “dyads”, “triads” segundo o caso ver [Hac12]
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Definição 1.12. Seja Q ∈ T p
q (V ) o posto de Q é o menor inteiro positivo r tal que

Q =
r∑

i=1

Ti onde Ti ∈ S

Na equação 1.3 apresentamos o produto tensorial como elemento do espaço T p
q (V ),

isto é, como aplicação multilinear com valores no corpo dados p vetores e q covetores
fixos. Conforme a definição 1.11 o produto tensorial de p vetores e q covetores é um
tensor simples, assim é possível definir o produto tensorial como aplicação com valores
em T p

q (V ).

Definição 1.13. Dado V um espaço vetorial sobre o corpo K, K = C ou K = R. A
aplicação :

⊗ : V × . . .× V︸ ︷︷ ︸
p vezes

×V ∗ × . . .× V ∗︸ ︷︷ ︸
q vezes

−→ T p
q (V )

(u1, . . . , up, v
∗
1, . . . , v

∗
q ) 7−→ u1 ⊗ . . .⊗ up ⊗ v∗1 ⊗ . . .⊗ v∗q

Observação 1.14. A aplicação recentemente definida oferece uma perspectiva mais
clara sobre a razão pela qual o espaço T p

q (V ) também pode ser denotado por V ⊗(p,q).

Após estabelecermos a definição formal do produto tensorial, adentraremos agora o
estudo de suas propriedades algébricas. Exploraremos a interação do produto tensorial
com operações como a soma, além de mostrar a propriedade universal, um conceito
crucial que caracteriza o produto tensorial de maneira única.

Observação 1.15. Na Definição 1.13, foi apresentado o produto tensorial como a
aplicação que a uma p + q-úpla de vetores e covetores associa um tensor simples. No
entanto, é natural estender essa definição e definir o produto tensorial para tensores
em geral. Sejam p1, p2, q1, q2 ∈ Z+ e A,B ∈ T p1

q1
(V ), T p2

q2
(V ) respectivamente. Assim

definimos o produto tensorial A⊗B como:

A⊗B(u∗
1, . . . u

∗
p1
, u∗

p1+1, . . . u
∗
p1+p2

, v1, . . . , vq1 , vq1+1, . . . vq1+q2)

= A(u∗
1, . . . , u

∗
p1
, v1, . . . vq1)B(u∗

p1+1, . . . u
∗
p1+p2

, vq1+1, vq1+q2)

em que u∗
1, . . . , u

∗
p1+p2

∈ V ∗ e v1, . . . , vq1+q2 ∈ V , portanto A⊗B ∈ T p1+p2
q1+q2 (V ).

Propriedades do produto tensorial

Sejam A,B,C tensores em T pi
qi
(V ), i = 1, 2, 3.

1. A⊗ (B ⊗ C) = (A⊗B)⊗ C.

2. Se p1 = p2 e q1 = q2 então (A+B)⊗ C = A⊗ C +B ⊗ C.
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3. Se p2 = p3 e q2 = q3 então A⊗ (B + C) = A⊗B + A⊗ C.

Proposição 1.16 (Propriedade Universal). Sejam V um espaço vetorial sobre o corpo
K, sendo K = C ou K = R, W um espaço vetorial e uma aplicação multilinear
B : V × . . .× V︸ ︷︷ ︸

p vezes

×V ∗ × . . .× V ∗︸ ︷︷ ︸
q vezes

→ W , então existe uma única transformação multili-

near G : T p
q (V ) → W tal que B = G ◦ ⊗.

Prova. Da Proposição 1.8 sabemos que o conjunto B é uma base para o espaço T p
q (V ),

assim definimos G, tal que G
(
ei1 ⊗ . . .⊗ eip ⊗ ej1 ⊗ . . .⊗ ejq

)
= B

(
ei1 , . . . eip , e

j1 , . . . , ejq
)
,

logo pela multilinearidade é possível estender ao espaço todo. Sejam u1, . . . , up ∈
V, v∗1, . . . , v

∗
q ∈ V ∗ temos:

B
(
u1, . . . , up, v

∗
1, . . . , v

∗
q

)
= B

(
n−1∑
i=0

ei(u1)ei, . . . ,
n−1∑
i=0

ei(up)ei,
n−1∑
j=0

v∗1(ej)e
j, . . . ,

n−1∑
j=0

v∗q (ej)e
j

)

=
n−1∑

i1,...,ip
j1,...jq

=0

ei1(u1) . . . v
∗
q (ejq)B

(
ei1 , . . . , eip , e

j1 , . . . , ejq
)

=
n−1∑

i1,...,ip
j1,...jq

=0

ei1(u1) . . . v
∗
q (ejq)G

(
ei1 ⊗ . . .⊗ eip ⊗ ej1 ⊗ . . .⊗ ejq

)
= G

(
u1 ⊗ . . .⊗ up ⊗ v∗1 ⊗ . . . v∗q

)
Agora, suponha existe G′ : T p

q (V ) → W tal que B = G′ ◦ ⊗ pela equação anterior
chegamos em

B(u1, . . . , up, v
∗
1, . . . , v

∗
q ) = G

(
u1 ⊗ . . .⊗ up ⊗ v∗1 ⊗ . . .⊗ v∗q

)
= G′ (u1 ⊗ . . .⊗ up ⊗ v∗1 ⊗ . . .⊗ v∗q

)
donde G ≡ G′

A propriedade universal do produto tensorial, essencialmente estabelece que se
à aplicação B é multilinear, então o seguinte diagrama comuta.

18



V × . . .× V︸ ︷︷ ︸
p vezes

×V ∗ × . . .× V ∗︸ ︷︷ ︸
q vezes

B

��

⊗ // T p
q (V )

G

yy
W

1.2.1 Produto direto de matrizes

A seguir, apresentaremos a deifnição do produto direto de matrizes, também conhecido
como produto de Kronecker, embora suas primeras aparições são atribuidas a Georg
Zehfuss 3.

Definição 1.17. Sejam A = [ai,j] com 0 ≤ i ≤ m, 0 ≤ j ≤ n, e B = [r, s] com
0 ≤ r ≤ p, 0 ≤ s ≤ q duas matrizes com entradas complexas, definimos o produto
direto de A e B sendo a matriz A⊗B = [ai,jbr,s] da forma:

a1,1B a1,2B . . . a1,nB

a2,1B . . . . . . a2,nB
...

...
. . .

...

am,1B . . . . . . am,nB


Exemplo 1.18. Embora a definição anterior seja clara, na seguinte figura mostramos
um exemplo quando A = B ⊗C onde B é uma matriz de ordem 2× 2 e C é de ordem
3× 3

Figura 1.1: Exemplo do produto direto de matrizes

3Ver historia do produto direto de matrizes[HPS83]
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Podemos associar o produto direto de matrizes com o produto tensorial4 consi-
derado na observação 1.15, antes disso temos a seguinte proposição.

Proposição 1.19. Sejam V um espaço vetorial de dimensão finita n, sobre um corpo
K, sendo K = C ou K = R e {ei, ej}n−1

i,j=0 um sistema biortogonal para V . Então para
cada tensor T ∈ T 1

1 (V ) existe uma única matriz A ∈ Mat(n) tal que Ai,j = T (ej, ei)

para todo i, j = 0, . . . , n− 1.

Prova. Tomemos o sistema biortogonal B, e um tensor T ∈ T 1
1 (V ), sabemos pela

Proposição 1.8 que o conjunto {ei ⊗ ej} é uma base para T 1
1 (V ) daí T =

n−1∑
i,j=0

τ ijei ⊗ ej

em que τ ij = T (ej, ei), tomemos a matriz A ∈ Mat(n) tal que Ai,j = T (ej, ei).

Agora estabeleceremos a relação entre o produto tensorial e o produto direto de
matrizes. Seja V um espaço vetorial de dimensão n e {ei, ej} um sistema biortogonal
para V , tomemos T,Q ∈ T 1

1 (V ) e as matrizes Υ,Φ ∈ Mat(n) tal que Υi,j = T (ej, ei) e
Φi,j = Q(ej, ei), agora consideraremos a matriz Φ⊗ Υ , segundo a Definição 1.17 temos
que Φ ⊗ Υi,j = T (ej1 , ei1)Q(ej2 , ei2) em que i = i1 + ni2 e j = j1 + nj2, daí fazendo
T (ej, ei) = τ ij e Q(ej, ei) = ϕi

j obtemos:

Φ⊗ Υ =



ϕ0
0τ

0
0 ϕ0

0τ
1
0 . . . ϕ0

0τ
n−1
0 ϕ1

0τ
0
0 ϕ1

0τ
1
0 . . . ϕn−1

0 τn−1
0

ϕ0
0τ

0
1 ϕ0

0τ
1
1 . . . ϕ0

0τ
n−1
1 ϕ1

0τ
0
1 ϕ1

0τ
1
1 . . . ϕn−1

0 τn−1
1

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

ϕ0
0τ

0
n−1 ϕ0

0τ
1
n−1 . . . ϕ0

0τ
n−1
n−1 ϕ1

0τ
0
n−1 ϕ1

0τ
1
n−1 . . . ϕn−1

0 τn−1
n−1

ϕ0
1τ

0
0 ϕ0

1τ
1
0 . . . ϕ0

1τ
n−1
0 ϕ1

1τ
0
0 ϕ1

1τ
1
0 . . . ϕn−1

1 τn−1
0

ϕ0
1τ

0
1 ϕ0

1τ
1
1 . . . ϕ0

1τ
n−1
1 ϕ1

1τ
0
1 ϕ1

1τ
1
1 . . . ϕn−1

1 τn−1
1

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

ϕ0
n−1τ

0
n−1 ϕ0

n−1τ
1
n−1 . . . ϕ0

n−1τ
n−1
n−1 ϕ1

n−1τ
0
n−1 ϕ1

n−1τ
1
n−1 . . . ϕn−1

n−1τ
n−1
n−1



=


ϕ0
0Υ . . . . . . ϕn−1

0 Υ

ϕ0
1Υ . . . . . . ϕn−1

1 Υ
...

. . .
. . .

...

ϕ0
n−1Υ . . . . . . ϕn−1

n−1Υ


Portanto o tensor T ⊗Q ∈ T 2

2 (V ) pode ser identificado com a matriz Φ⊗ Υ . Esse
raciocínio permite-nos estabelecer formalmente o seguinte corolario.

Corolário 1.20. Para todo tensor T ∈ T p
p (V ) e {ei, ej}n−1

i,j=0 um sistema ortogonal para

4Considerando as matrizes de transformações lineares ver [Gra18]
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V , existe uma única matriz A ∈ Mat(np) tal que AI,J = T (ei1 , . . . , eip , ej1 , . . . , ejp) onde
0 ≤ ik, jk = n− 1, 1 ≤ k ≤ p e I = i1 + i2n+ . . .+ ipn

p−1, J = j1 + j2n+ . . .+ jpn
p−1.

A prova decorre do raciocínio previo ao enunciado, porém no terceiro capítulo apro-
fundaremos mais nesse assunto.
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Capítulo 2

Aplicações de Contração-dilatação

.
Neste capítulo, apresentaremos as aplicações de contração-dilatação. Antes disso,

será introduzido o conjunto domínio dessas aplicações. para isso, consideraremos um
conjunto de tuplas inteiras munido de uma ordem, que será usado para indexar ma-
trizes. Por meio de uma função com domínio no conjunto ordenado de índices, e
valores inteiros, definiremos uma relação de equivalência, essa relação será à base para
criar uma estrutura de álgebra sobre o conjunto domínio das aplicações de contração-
dilatação.

2.1 Definição e propriedades elementares

Consideremos o conjunto dos inteiros positivos Z+ e tomemos l ∈ Z+, A ⊆ Zl um
subconjunto arbitrário de cardinalidade m, com m ∈ Z+∪{∞}, e seja “≺” uma relação
de ordem total em A.

Definição 2.1. Seja T uma matriz quadrada de ordem m, dizemos que T é indexada
pelo conjunto A se T tem a seguinte forma

T =
[
Tī,j̄

]
ī,j̄∈A

e se ī ≺ j̄ então a linha ī aparece acima da linha j̄, e a coluna ī está mais para esquerda
do que a coluna j̄. E para cada ī, j̄ ∈ A existe a entrada Tī,j̄ ∈ C.

Dito isto, vamos denotar o conjunto das matrizes T indexadas pelo conjunto A
como Mat(A).

Observação 2.2. No caso l = 1 e A = Z denotaremos Mat(A) = Mat(∞).

Exemplo 2.3. Pretendemos com este exemplo esclarecer como são as matrizes do
conjunto Mat(A).
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1. Seja A = {(−1, 1) ≺ (0,−1) ≺ (2, 1)} ⊂ Z2. Um elemento do conjunto Mat(A)
é da forma


(−1, 1) (0,−1) (2, 1)

(−1, 1) a b c

(0,−1) d e f

(2, 1) g h i

 ∈ Mat(A).

Porém,


(−1, 1) (2, 1) (0,−1)

(−1, 1) a′ b′ c′

(2, 1) d′ e′ f ′

(0,−1) g′ h′ i′

 /∈ Mat(A)

pois as linhas e colunas não seguem a ordem do conjunto A. Além disso,

((−1, 1) (2, 1)

(0,−1) α β

(2, 1) γ δ

)
/∈ Mat(A)

pois a mesma, não é quadrada de ordem |A|.

2. Pode parecer redundante pedir que para cada par de elementos ī, j̄ no conjunto
A exista a entrada Tī,j̄ na matriz T para pertencer ao conjunto Mat(A). Porém
não é o caso, tomemos l = 1 e A = Z

T =



0 2 4
. . .

...
...

... . .
.

· · · a b c · · · −2

· · · d e f · · · 0

· · · g h i · · · 2

. .
. ...

...
...

. . .


A matriz T, é de ordem |A|, suas linhas e colunas são os inteiros pares, e suas
linhas e colunas respeitam a ordem usual dos inteiros, porém, T não satisfaz a
definição 2.1 dado que não existe a linha 1.

Em seguida, vamos considerar uma relação de equivalência no conjunto A induzida
por uma função F : A −→ Z, e por meio da função F vão ser definidas as aplicações
de contração-dilatação para tensores .

Para cada F : A −→ Z, definimos a relação de equivalência ∽F no conjunto A, da
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seguinte forma:

ī ∽F j̄ se, e somente se, F (̄i) = F (j̄).

Das propriedades da igualdade vemos que, com efeito, ∽F é uma relação de equi-
valência.

Exemplo 2.4. Neste exemplo vamos dar alguns exemplos para o conjunto A e funções
de A em Z, considerando também as classes de equivalência geradas a partir da relação
∽F .

1. Seja A ⊆ Zl. Para cada k̄ = (k1, ..., kl) ∈ Zl, e A ∋ ī = (i1, . . . , il) definimos a
função

Fk̄ : A −→ Z

ī 7−→ Fk̄ (̄i) := k̄ · ī =
l∑

s=1

ksis

podemos ver que “·” é o produto ponto em Cl. Notemos que, ī ∽Fk̄
j̄ se, e somente

se, (̄i− j̄) e k̄ são ortogonais, pois:

ī ∽Fk̄
j̄ ⇔ 0 ⇔ Fk̄ (̄i)− Fk̄(j̄) ⇔ k̄ · ī− k̄ · j̄ ⇔ k̄ · (̄i− j̄).

2. Seja A = {(−1, 1) ≺ (0,−1) ≺ (1, 1) ≺ (2, 2)} ⊆ Z2. Para cada k̄ = (k1, k2) ∈
Z2, consideremos a função

Mk̄ : A −→ Z
ī 7−→ Mk̄ (̄i) := max{k1 + i1, k2 + i2}

Na seguinte tabela podemos visualizar, em cada coluna, a imagem de ī ∈ A via
Mk̄, dependendo da relação entre k1 e k2.

k1 = k2 k1 > k2 + 1 k2 > k1
(−1, 1) k1 + 1 k1 − 1 k2 + 1
(0,−1) k1 k1 k2 − 1
(1, 1) k1 + 1 k1 + 1 k2 + 1
(2, 2) k1 + 2 k1 + 2 k2 + 2

De acordo com a tabela, da relação de equivalência ∽Mk̄
obtemos os seguintes

conjuntos de classes de equivalência, cujas classes estão resaltadas segundo a
cor.

• Se k1 = k2 ou k2 > k1, então as classes de equivalência são:

{(−1, 1), (1, 1)}, {(0,−1)} e {(2, 2)}
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• Se k1 > k2 + 1, então as classes de equivalência são:

{(−1, 1)}, {(0,−1)}, {(1, 1)} e {(2, 2)}.

3. Sejam l, k ∈ Z+, A ⊆ Zl e consideremos a aplicação:

F : A −→ Z
x̄ 7−→ F (x̄) := xk

1 + xk
2 + · · ·+ xk

l .

Da relação de equivalência induzida por F temos que as classes de equivalência
são:

Cm = {x̄ | xk
1 + xk

2 + · · ·+ xk
l = m}, com m ∈ Z.

Podemos ver que quando k = 2 cada classe de equivalência está conformada por
pontos sobre à esfera centrada na origem e raio

√
m. Vejamos gráficamente as

classes C2 e C3 quando l = 3.

Figura 2.1: Classe de equivalência C2
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Figura 2.2: Classe de equivalência C3

Antes de definir as aplicações de contração-dilatação, é necessário compreender
como se define uma matriz basica no conjunto Mat(A). Lembremos que, se A = {1, . . . , n} ⊂ Z,
uma base para Mat(A) é composta pelas matrizes Ei,j, onde a entrada (r, s)-ésima é
dada por δi,rδj,s, como definido no Exemplo 1.7. De maneira análoga definimos Eī,j̄ em
que a (r̄, s̄)-ésima entrada é dada por δr̄,̄iδs̄,j̄.

Exemplo 2.5.

1. Consideremos o conjunto A = {(−1, 1) ≺ (0,−1) ≺ (2, 1)} ⊂ Z2 do Exemplo 2.3
item 1. Fazendo (−1, 1) = ī, (0,−1) = j̄, (2, 1) = k̄ vejamos as nove matrizes
elementares de Mat(A):

Eī,̄i =


ī j̄ k̄

1 0 0 ī

0 0 0 j̄

0 0 0 k̄

 Eī,j̄ =


ī j̄ k̄

0 1 0 ī

0 0 0 j̄

0 0 0 k̄

 Eī,k̄ =


ī j̄ k̄

0 0 1 ī

0 0 0 j̄

0 0 0 k̄
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Ej̄ ,̄i =


ī j̄ k̄

0 0 0 ī

1 0 0 j̄

0 0 0 k̄

 Ej̄,j̄ =


ī j̄ k̄

0 0 0 ī

0 1 0 j̄

0 0 0 k̄

 Ej̄,k̄ =


ī j̄ k̄

0 0 0 ī

0 0 1 j̄

0 0 0 k̄



Ek̄,̄i =


ī j̄ k̄

0 0 0 ī

0 0 0 j̄

1 0 0 k̄

 Ek̄,j̄ =


ī j̄ k̄

0 0 0 ī

0 0 0 j̄

0 1 0 k̄

 Ek̄,k̄ =


ī j̄ k̄

0 0 0 ī

0 0 0 j̄

0 0 1 k̄


2. Consideremos A = {(n, 2n) | n ∈ Z+} com a ordem lexicográfica1, algumas

matrizes básicas para Mat(A) são:

E(1,2),(2,4) =



(1, 2) (2, 4) (3, 6)
. . .

...
...

... . .
.

. . . 0 1 0 . . . (1, 2)

. . . 0 0 0 . . . (2, 4)

. . . 0 0 0 . . . (3, 6)

. .
. ...

...
...

. . .



E(2,4),(3,6) =



(1, 2) (2, 4) (3, 6)
. . .

...
...

... . .
.

. . . 0 0 0 . . . (1, 2)

. . . 0 0 1 . . . (2, 4)

. . . 0 0 0 . . . (3, 6)

. .
. ...

...
...

. . .


.

De agora em diante, para cada conjunto A ⊆ Zl denotaremos por S o conjunto

S :=

T ∈ Mat(A) |
∑
ī,j̄∈A

|Tī,j̄| < ∞

 .

Definição 2.6. Para cada F : A −→ Z, arbritraria porém fixa, definamos a aplicação

ρF : S ⊆ Mat(A) −→ Mat(∞)

T 7−→ ρF (T ) :=
∑
ī,j̄∈A

Tī,j̄EF (̄i),F (j̄)

1(a, b) ≤ (x, y) se e somente se a ≤ x ou a = x e b ≤ x
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ρF será chamada de aplicação de contração-dilatação associada à função F .

Observação 2.7. Notemos que a (r, s)-ésima entrada da matriz ρF (T ) é dada por :

ρF (T )r,s =


∑

ī∈F−1(r)
j̄∈F−1(s)

Tī,j̄, se r, s ∈ F (A),

0, caso contrário

Portanto, temos que:

1. A condição de definir ρF sobre S, é para garantir a convergência de ρF (T )r,s

quando F−1(r) ou F−1(s) é um conjunto infinito, pois, pela desigualdade trian-
gular:

|ρF (T )r,s| ≤
∑

ī∈F−1(r)
j̄∈F−1(s)

|Tī,j̄| ≤
∑
ī,j̄∈A

|Tī,j̄|.

2. Note que ρF (T ) é uma matriz infinita, sem perda de generalidade, representare-
mos a matriz ρF (T ) pela submatriz desta, indexada pelo conjunto F (A) com a
ordem usual em Z.

Exemplo 2.8. A continuação, vamos ver alguns exemplos da aplicação de contração-
dilatação. Nos dois primeiros exemplos A é finito, enquanto o terceiro abordará o caso
infinito chamando atenção para a convergência.

1. Sejam A = {(0, 0) ≺ (0, 1) ≺ (1, 0) ≺ (1, 1)} ⊂ Z2, k̄ = (1, 2) e Fk̄ como no
Exemplo 2.4 item 1. Notemos que as imagens dos elementos de A pela aplicação
Fk̄ são:

ī (0,0) (0,1) (1,0) (1,1)
Fk̄ (̄i) 0 2 1 3

Tomemos T ∈ Mat(A)



(0, 0) (0, 1) (1, 0) (1, 1)

(0, 0) 1 2 1
3

0

(0, 1) 1
4

i 3 1
5

(1, 0) 4 2i −1 5

(1, 1) −i 1
6

1
7

−1− i

 ρF−−−−−−−−→



0 1 2 3

0 1 1
3

2 0

1 4 −1 2i 5

2 1
4

3 i 1
5

3 −i 1
7

1
6

1− i


Vale a pena destacar que neste caso Fk̄ é injetiva e mais para frente vamos ob-
servar, se F é injetiva, a aplicação ρF “herda” dita propriedade.
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2. Sejam A e Mk̄ como no Exemplo 2.4 item 2, com k̄ = (1, 2). Na seguinte tabela
se mostram as imagens dos elementos de A pela aplicação Mk̄

ī (-1,1) (0,-1) (1,1) (2,2)
Mk̄ (̄i) 3 1 3 4

Dada T ∈ Mat(A)



(−1, 1) (0,−1) (1, 1) (2, 2)

(−1, 1) a b c d

(0,−1) e f g h

(1, 1) i j k l

(2, 2) m n o p

 ρF−−−→


1 3 4

1 f e+ g h

3 b+ j a+ c+ i+ k d+ l

4 n m+ o p

 .

3. Seja (zn) ⊂ C uma sequência de números complexos tal que |zn+1| = λ|zn| com
λ ∈ (0, 1), A = Z+ ⊂ Z, F definida asssim:

F : A −→ Z
ī 7−→ F (̄i) := i mod 3.

Agora consideremos a matriz T ∈ MatA com entradas Tī,j̄ = zi·j para todo
ī, j̄ ∈ A, sendo que “·” denota o produto dos inteiros.

Vejamos por quê a matriz T pertence ao conjunto S.

Notemos que

∞∑
i,j=1

|zi·j| = |z1|
∞∑

i,j=1

(λi)j

= |z1|
∞∑
i=1

1

1− λi
− 1

= |z1|
∞∑
i=1

λi

1− λi

≤ |z1|
∞∑
i=1

λi

1− λ

=
|z1|
1− λ

∞∑
i=1

λi

=
|z1|

(1− λ)2

(2.1)

Portanto, T ∈ S ⊂ A. Agora, vejamos como é ρF (T ):
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0 1 2
∞∑

i,j=1

z3i·3j
∞∑

i,j=1

z3i(3j+1)

∞∑
i,j=1

z3i(3j+2) 0

∞∑
i,j=1

z(3i+1)3j

∞∑
i,j=1

z(3i+1)(3j+1)

∞∑
i,j=1

z(3i+1)(3j+2) 1

∞∑
i,j=1

z(3i+2)3j

∞∑
i,j=1

z(3i+2)(3j+1)

∞∑
i,j=1

z(3i+2)(3j+2) 2


Segue do mostrado na equação 2.1 que todas as entradas de ρF (T ) são somas
convergentes.

A definição 2.1 limita-se à indexação de matrizes quadradas por meio do conjunto
A. Para indexar algum outro conjunto por A, torna-se necessário esclarecer o quê isso
significa. Com esse objetivo, introduziremos um novo conjunto indexado por A.

Definição 2.9. Seja l ∈ Z+, A ⊆ Zl, “≺” uma relação de ordem total em A com
m = |A|, m ∈ N ∪ {∞} e x uma m − upla com entradas complexas, dizemos que x

esta indexada pelo conjunto A se:

x = (xī, xj̄, . . . , xk̄, . . .)

onde ī ≺ j̄ ≺ k̄ e para todo ī ∈ A existe a entrada xī em x. Denotamos por CA o
conjunto das tuplas complexas indexadas pelo conjunto A.

Exemplo 2.10. Seja A = {(−1, 1) ≺ (0,−1) ≺ (1, 1) ≺ (2, 2)} ⊂ Z2, o vetor x dado
por: ((−1, 1) (0,−1) (1, 1) (2, 2)

α β γ δ
)
∈ CA.

C∞ é o caso quando A = Z. Além disso, o conjunto {eī}ī∈A é uma base para CA

em que eī =
(. . . . . . . . . ī . . .

0, 0, . . . , 1, . . .
)
.

A seguir, introduziremos a aplicação de contração-dilatação para vetores no con-
junto CA. Para isso, consideremos o seguinte subconjunto de CA.

M :=

x ∈ CA |

(∑
ī∈A

|x|
1
2

)2

< ∞

 .

Definição 2.11. Seja x ∈ CA, F : A −→ Z fixa, e definimos:

ρ0F : M ⊆ CA −→ C∞

x 7−→ ρ0F (x) :=
∑̄
i∈A

xīeF (̄i)
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Vamos chamar ρ0F como aplicação contração-dilatação para vetores.

Observação 2.12. A restrição de ρ0F ao conjunto M considera as mesmas condições
contempladas na observação 2.7, e sem perda de generalidade vamos notar ρ0F (T ) como
o vetor indexado pelo conjunto F (A).

Exemplo 2.13. Seja A = N2 com a ordem lexicográfica, e a função

F : A −→ Z

ī 7−→ F (̄i) :=

⌊
i1 + i2

2

⌋
Note que as classes de equivalência Cn para n ∈ Z são vazias se n ≤ 0 e se n ≥ 1

estão dadas por:

Cn = {(i1, i2) ∈ A|i2 = 2n+ 1− i1 e i1 < 2n},

1 2 3 4 5 6
i1

1

2

3

4

5

6

i 2

Classe de equivalência C3

Figura 2.3: Classe de equivalência C3

e seja x ∈ CA tal que x(i1,i2) = (1+i21)
−i2. Tomando x ∈ CA e aplicando ρ0F obtemos:

((1, 1) (1, 2) . . . (2, 1)

α β . . . γ
)

ρ0F−−−−→
( 1 2 . . . n

α + β + γ
∑
i1<4

x(i1,5−i1) . . .
∑

i1<2n

x(i1,2n+1−i1).
)
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A seguir, com intenção de aprofundar más o estudo da estrutura sobre os espaços
indexados pelo conjunto A, introduzimos um produto interno em CA, quando A é um
conjunto finito.

Dados x,y ∈ CA , e fixemos F : A −→ Z ,

⟨x,y⟩F =
∑
ī∽F j̄

xīyj̄ (2.2)

A notação ī ∽F j̄ significa, que, para ī ∈ A fixo, somamos através dos indices j̄

relacionados com ele.

Exemplo 2.14. Consideremos o conjunto A, k̄ = (0, 0) e Mk̄ : A −→ Z como no Exem-
plo 2.4 item 2. A := {(−1, 1) ≺ (0,−1) ≺ (1, 1) ≺ (2, 2)}, Mk̄ (̄i) = max{k1 + i1, k2 + i2}.
As classes de equivalência estão dadas por:

{(−1, 1), (1, 1)}, {(0,−1)} e {(2, 2)},

tomemos x,y ∈ CA e calculemos seu produto interno.

⟨x,y⟩Mk̄
=
(
x(−1,1) + x(1,1)

) (
y(−1,1) + y(1,1)

)
+ x(0,−1)y(0,−1) + x(2,2)y(2,2).

Uma verificação simples nos permite mostrar que, de fato, constitui um produto
interno. Dados x,y, z ∈ CA e F : A −→ Z

⟨x,x⟩F =
∑
ī∽F j̄

xī xj̄

=
∑

ī∈A/∽F

∑
l̄∽F ī

∑
j̄∽F ī

xl̄ xj̄

=
∑

ī∈A/∽F

∣∣∣∣∣∣
∑
l̄∽F ī

xl̄

∣∣∣∣∣∣
2

≥ 0

⟨x,y⟩F =
∑
ī∽F j̄

xyj̄

=
∑
ī∽F j̄

xīyj̄

=
∑
j̄∽F ī

yj̄xī

= ⟨y,x⟩F

e por último, seja λ ∈ C,

⟨λ(x+ z),y⟩F =
∑
ī∽F j̄

(λx+ z)īyj̄

=
∑
ī∽F j̄

λxīyj̄ + zīyj̄

= λ
∑
ī∽F j̄

xīyj̄ +
∑
ī∽F j̄

zīyj̄

= ⟨x,y⟩F + ⟨z,y⟩F
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Uma vez apresentado o produto interno, apresentamos à ação de Mat(A) sobre CA,

∗ : S×M ⊆ Mat(A)× CA −→ CA

(T,x) 7−→ (T ∗ x) :=
∑
ī,j̄∽l̄

Tī,j̄xl̄eī
(2.5)

Observação 2.15. 1. Para vetores na base de CA

⟨eī, ej̄⟩F =

1 se ī ∽F j̄

0 em outro caso.

2. A aplicação de contração-dilatação definida em 2.11 toma a seguinte forma:

ρ0F = (x)
∑

ī∈A/∽F

⟨x, eī⟩F eī.

3. A aplicação de contração-dilatação apresentada em 2.6 toma a forma:

ρF (T ) =
∑

ī,j̄∈A/∽F

⟨T ∗ eī, ej̄⟩FEF (̄i),F (j̄).

Exemplo 2.16. Agora vamos ver alguns exemplos da ação definida em 2.5

1. Tomemos o conjunto A e a função F como no Exemplo 2.4 item 2, na tabela do
Exemplo 2.8 item 2 são mostradas as classes de equivalência. Tomemos x ∈ CA

e T ∈ Mat(A) :

T =



(−1, 1) (0,−1) (1, 1) (2, 2)

a b c d (−1, 1)

e f g h (0,−1)

i j k l (1, 1)

m n o p (2, 2)

 x =


α (−1, 1)

β (0,−1)

γ (1, 1)

δ (2, 2)


Logo

T ∗ x =


(a+ c)(α + γ) + bβ + dδ (−1, 1)

(e+ g)(α + γ) + fβ + hδ (0,−1)

(i+ k)(α + γ) + jβ + lδ (1, 1)

(m+ o)(α + γ) + nβ + pδ (2, 2)


2. Novamente podemos considerar o quê acontece quando tivermos pelo menos uma

classe de equivalência infinita. Sejam A ⊂ Z,(zn)n∈N,T ∈ Mat(A), F : A −→ Z
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como no Exemplo 2.8 item 3, x ∈ CA tal que xī = zi então temos que:

T ∗ x =

(. . . ī . . .

. . .
∞∑

l,k=0

z3l+1zi(3k+1) +
∞∑

l,k=0

z3l+2zi(3k+2) +
∞∑

l,k=1

z3lz3ik . . .
)

Lembremos do Exemplo 2.8 item 3 que a sequência (zn) tem a seguinte propriedade
|zn+1| = λ|zn| portanto podemos garantir a convergência das 3 series anteriores.

Notemos que dependendo da escolha da função F são permitidas permutações ar-
bitrárias sobre as entradas da matriz T ∈ Mat(A) no momento de calcular ρF (T ). A
saber, sejam φσ : A 7−→ A, F1 : A 7−→ Z, F2 : A 7−→ Z duas funções injetivas tal que
F1 = F2 ◦ φσ :

A

F1

��

φσ // A

F2

��
Z

(2.6)

podemos observar que ρF1(T ) = ρF2◦φσ(T ).
Agora, vejamos como pode ser definida a aplicação φσ satisfazendo o diagrama

acima. Seja σ arbitrária, porém fixa no grupo das permutações de l elementos Sl,
definimos σ̂ como segue:

σ̂ : Zl −→ Zl

ī 7−→ σ̂(̄i) := (iσ(1), . . . , iσ(l))
(2.7)

é fácil ver que σ̂ é uma aplicação bijetiva, com efeito, sejam ī, j̄ ∈ Zl tais que
σ̂(̄i) = σ̂(j̄), assim para k = 1, . . . , l temos que iσ(k) = jσ(k). Tomemos s ∈ {1, . . . l},
σ é uma bijeção, logo existe um único r ∈ {1, . . . , l} tal que σ(r) = s, portanto,
is = iσ(r) = jσ(r) = js, então ī = j̄ e σ̂ é injetiva. Por outro lado, sejam ī ∈ Zl, σ−1 ∈ Sl

a permutação inversa de σ e k̄ ∈ Zl tais que ks = iσ−1(s) para todo s = 1, . . . , l, daqui
σ̂(k̄) = ī e concluímos que σ̂ é bijetiva.

A seguir, vamos considerar φσ = σ̂ |A. Estamos interessados em saber qual é o
comportamento de σ̂ no conjunto A, e estableceremos uma conexão entre σ̂ e ρF , para
isso, introduziremos à aplicação Rσ̂.

Definição 2.17. Para cada σ ∈ Sl tal que σ̂(A) ⊂ A, definimos o operador de permu-
tação :

Rσ̂ : Mat(A) −→ ρF (Mat(A)) ⊆ Mat(∞)

T 7−→ Rσ̂(ρF (T )) := ρF◦σ̂(T )
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Notemos que a condição de σ̂(A) ⊂ A não é sem motivo, pois caso não for satisfeita
Rσ não está bem definida. Além disso vejamos que σ̂(A) ⊂ A implica que A = σ̂(A).

Proposição 2.18. Seja σ ∈ Sl e σ̂ como se definiu em 2.7 tal que σ̂(A) ⊂ A, então
A ⊂ σ̂(A).

Prova. Sejam ī ∈ A e m ∈ Z+ a ordem de σ ∈ Sl, temos que σ̂(̄i) = k1 ∈ A, aplicando
novamente σ̂(k1) = σ̂2(̄i) = k2 ∈ A, continuando assim chegamos em km = σ̂m−1(̄i) ∈
A, logo σ̂(km) = ī, portanto ī ∈ σ̂(A).

Agora vamos ver, que de fato Rσ̂ está bem definida:
Suponhamos σ̂(A) ⊂ A. Sejam T1, T2 ∈ Mat(A) se T1 = T2

Rσ̂(ρF (T1)) = ρF◦σ̂(T1)

= ρF◦σ̂(T2)

= Rσ̂(ρF (T2))

Agora vamos ver um exemplo da aplicação Rσ̂ apresentando a relação exibida no
diagrama 2.6

Exemplo 2.19. 1. Seja σ = (123) ∈ S3 A = {(2, 3, 1) ≺ (3, 1, 2) ≺ (1, 2, 3)} ⊂ Zl.
Agora tomemos alguma matriz T ∈ Mat(A) dada por:


(2, 3, 1) (3, 1, 2) (1, 2, 3)

(2, 3, 1) a b c

(3, 1, 2) d e f

(1, 2, 3) g h i


e consideremos as funções F,M como segue:

F : A −→ Z
ī 7−→ F (̄i) := i1

M : A −→ Z
ī 7−→ M (̄i) := i3

Vamos calcular agora ρF (T ), ρM(T ) e ρF◦σ̂(T ):

ρF (T ) =


1 2 3

i g h 1

c a b 2

f d e 3

 . ρM(T ) =


1 2 3

a b c 1

d e f 2

g h i 3

 .
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ρF◦σ̂(T ) =


1 2 3

a b c 1

d e f 2

g h i 3

 .

Logo, ρM(T ) = ρF◦σ̂(T ), portanto são permitidas as permutações sobre as entra-
das da matriz T ∈ Mat(A).

Observação 2.20. É importante resaltar que neste caso as matrizes ρF (T ) e
ρM(T ) são semelhantes, pois:

ρM(T ) =

0 1 0

0 0 1

1 0 0


 i g h

c a b

f d e


0 0 1

1 0 0

0 1 0



Como podemos ver a matriz U =

0 0 1

1 0 0

0 1 0

 é ortogonal i.e U−1 = U t, e é

chamada matriz de permutação. Quando uma matriz é multiplicada a direita por
uma matriz de permutação, suas colunas são permutadas, e quando é multiplicada
a esquerda suas linhas são permutadas.

2. Seja A = {̄i ∈ Z2 | i1 + i2 = 0} com a ordem lexicográfica, σ = (12) ∈ S2 e a
função F como segue:

F : A −→ Z
ī 7−→ F (̄i) := min{i1, i2}

Tomamos uma matriz T ∈ Mat(A).

T =



(−2, 2) (−1, 1) (0, 0) (1,−1) (2,−2)
. . .

...
...

...
...

... . .
.

. . . a b c d e . . . (−2, 2)

. . . 0 f g h i . . . (−1, 1)

. . . 0 0 j k l . . . (0, 0)

. . . 0 0 0 m n . . . (1,−1)

. . . 0 0 0 0 o . . . (2,−2)

. .
. ...

...
...

...
...

. . .
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proseguimos com Rσ(ρF (T )), que é dado por:



−2 −1 0
. . .

...
...

... . .
.

. . . o+ e+ a b+ d c . . . −2

. . . n+ i m+ h+ f g . . . −1

. . . l k j . . . 0

. .
. ...

...
...

. . .


.

A seguir veremos como as características de ρF e F establecem relações entre as
aplicações.

Proposição 2.21. Seja F : A −→ Z. Se ρF é sobrejetiva então F é sobrejetiva.

Prova. Suponhamos ρF é sobrejetiva. Sejam M ∈ Mat(∞), r, s ∈ Z tal que Mr,s ̸= 0

pela suposição inicial, existe T ∈ Mat(A) tal que ρF (T ) = M , da definição de ρF

concluímos que r, s ∈ F (A)

Proposição 2.22. Sejam F : A −→ Z, σ ∈ Sl tal que σ̂(A) ⊆ A. Se ρF é sobrejetiva
então Rσ é um isomorfismo de espaço vetoriais sobre Mat(∞).

Prova. Vamos provar primeiro a sobrejetividade da aplicação Rσ.

• Tomemos T ∈ Mat(∞), então existe M ∈ Mat(A) de tal forma que ρF (M) = T ,
agora se consideramos P ∈ Mat(A) tal que Pī,j̄ = Mσ̂(̄i),σ̂(j̄), daí segue que,

Rσ(P ) =
∑
ī,j̄∈A

Pī,j̄EF (σ̂(̄i)),F (σ̂(j̄)) =
∑
ī,j̄∈A

Mσ̂(̄i),σ̂(j̄)EF (σ̂(̄i)),F (σ̂(j̄)) = ρF (M) = T.

Portanto Rσ é sobrejetora. Agora vejamos que é injetora,

• Sejam T 1, T 2 ∈ Mat(A) tais que Rσ(T
1) = Rσ(T

2), daí temos que, para cada
ī, j̄ ∈ A ∑

r̄∈F−1(σ(̄i)),
s̄∈F−1(σ(j̄))

T 1
r̄,s̄ =

∑
r̄∈F−1(σ(̄i)),
s̄∈F−1(σ(j̄))

T 2
r̄,s̄

logo, segue que T 1 = T 2.

Proposição 2.23 ([FNZ24]). Suponha que σ1, σ2 ∈ Sl e σ̂p(A) = A, p = 1, 2 Então

Rσ̂1Rσ̂2 = Rσ̂2σ̂1 ; R
−1
σ̂1

= Rσ̂−1
1
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Prova. Seja T ∈ Mat(A) e

Rσ̂1Rσ̂2(ρF (T )) = Rσ̂1(ρF◦σ̂2)(T )

= ρF◦σ̂2◦σ̂1(T )

= Rσ̂2σ̂1(ρF (T ))

Agora vamos provar a outra igualdade:

Rσ̂−1
1
Rσ̂1(ρF (T )) = Rσ̂1σ̂

−1
1
(ρF (T ))

= ρF (T )

portanto temos que R−1
σ̂1

= Rσ̂−1
1

Proposição 2.24. Se a função F : A −→ Z e injetiva então a aplicação de contração-
dilatação ρF é injetiva.

Prova. Suponha F : A −→ Z injetiva, e tomemos T ∈ Ker(ρF (T )). Já que F é
injetiva EF (̄i),F (j̄) = EF (k̄),F (s̄) implica ī ∽F j̄ e j̄ ∽F s̄ daquí ī = k̄ e j̄ = s̄ assim
pode-se concluir que Ti,jEF (̄i),F (j̄) = 0, ī, j̄ ∈ A, se e somente se Tī,j̄ = 0.

O operador de permutação Rσ̂ permite-nos definir a propriedade de simetria sobre
os elementos de Mat(A).

Definição 2.25. Uma matriz T ∈ Mat(A) é dita simétrica se Rσ̂(ρF (T )) = ρF (T )

para toda σ ∈ Sl tal que σ̂(A) ⊆ A.

Exemplo 2.26. Sejam A : {(i1, i2, i3) ≺ (i3, i1, i2) ≺ (i2, i3, i1)} e F : A −→ Z,

F (i1, i2, i3) = 0

F (i3, i1, i2) = 1

F (i2, i3, i1) = 2

suponhamos i1 ̸= i2 ̸= i3, assim se σ̂(A) ⊆ A então σ ∈ S3, temos que σ = (123) ou
σ = (132). Portanto T ∈ Mat(A) dada por:

T =


(i1, i2, i3) (i3, i1, i2) (i2, i3, i1)

a b c (i1, i2, i3)

c a b (i3, i1, i2)

b c a (i2, i3, i1)


é uma matriz simétrica no conjunto Mat(A).
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2.2 Estrutura de álgebra associativa em Mat(A)

Com o objetivo de estabelecer relações entre o espaço Mat(A) e o espaço das matri-
zes quadradas através da aplicação ρF , e, em última instância, representar tensores
por meio de matrizes, definimos até o momento um par de aplicações lineares sobre o
conjunto Mat(A). Para enriquecer a estrutura algébrica desse conjunto e possibilitar
operações que reflitam o comportamento dos elementos em Mat(A) com sua repre-
sentação no espaço das matrizes quadradas, propomos um produto em Mat(A) que
chamaremos convolução.

Definição 2.27. Seja F : Mat(A) −→ Z fixa e sejam T 1, T 2 ∈ Mat(A).

(T 1 ∗ T 2)ī,j̄ :=
∑
m̄∽n̄

T 1
ī,m̄T

2
n̄,j̄. (2.8)

Chamaremos o produto “∗” de convolução.

Exemplo 2.28. Tomemos o conjunto A e a função como no Exemplo 2. Lembrando
A = {(−1, 1) ≺ (0,−1) ≺ (1, 1) ≺ (2, 2)} as classes de equivalência são:

{{(−1, 1), (1, 1)}, {(0,−1)}, {(2, 2)}}

e tomemos T 1, T 2 ∈ Mat(A) da definição anterior obtemos

(T 1 ∗ T 2)ī,j̄ =
∑
m̄∈A

T 1
ī,m̄T

2
m̄,j̄ + T 1

ī,(−1,1)T
2
(1,1),j̄ + T 1

ī,(1,1)T
2
(−1,1),j̄

A continuação, vamos definir a matriz Id no conjunto Mat(A). O comportamento
desta matriz com respeito da convolução é chave para definir o operador de média, que
será introduzido no seguinte capítulo.

Idī,j̄ :=
l∏

m=1

δim,jm . (2.9)

Exemplo 2.29. Seja A = {(0, 0) ≺ (0, 1) ≺ (1, 0) ≺ (1, 1)}, logo temos que:

Id =



(0, 0) (0, 1) (1, 0) (1, 1)

1 0 0 0 (0, 0)

0 1 0 0 (0, 1)

0 0 1 0 (1, 0)

0 0 0 1 (1, 1)


Observação 2.30. Vemos que quando a função F : Mat(A) 7−→ Z é injetiva, a matriz
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Id é uma identitade para à convolução, assim Mat(A) é uma álgebra associativa com
unidade nesse caso.

Nesta proposição, apresentaremos e demonstraremos as propriedades do produto
recentemente definido.

Proposição 2.31. Propriedades da convolução: Consideremos T 1, T 2, T 3 ∈ Mat(A),
o produto “∗” satisfaz :

1.
(T 1 ∗ T 2) ∗ T 3 = T 1 ∗ (T 2 ∗ T 3).

2.
(T ∗ Id)ī,j̄ =

∑
m̄∽j̄

Tī,m̄, (Id ∗ T )ī,j̄ =
∑
m̄∽ī

Tm̄,j̄.

Prova. 1. ((
T 1 ∗ T 2

)
∗ T 3

)
ī,j̄

=
∑
m̄∽n̄

(
T 1 ∗ T 2

)
ī,m̄

T 3
n̄,j̄

=
∑
m̄∽n̄

∑
k̄∽l̄

T 1
ī,k̄T

2
l̄,m̄T

3
n̄,j̄

=
∑
k̄∽l̄

T 1
ī,k̄

(
T 2 ∗ T 3

)
l̄,j̄

=
(
T 1 ∗

(
T 2 ∗ T 3

))
ī,j̄
.

2.

(T 1 ∗ Id)ī,j̄ =
∑
m̄∽n̄

T 1
ī,m̄Idn̄,j̄

=
∑
m̄∽j̄

T 1
ī,m̄.

Por outro lado:

(Id ∗ T )ī,j̄ =
∑
m̄∽n̄

Idī,m̄Tn̄,j̄

=
∑
ī∽n̄

Tn̄,j̄.

Teorema 2.32 ([FNZ24]). Seja F : A −→ Z uma função arbitrária, porém fixa.
A ⊂ Zl, T 1, T 2 ∈ Mat(A). Então:

ρF (T
1 ∗ T 2) = ρF

(
T 1
)
ρF
(
T 2
)

(2.10)
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Além disso, para x ∈ CA e T ∈ Mat(A):

ρ0F (T ∗ x) = ρF (T )ρ
0
F (x). (2.11)

Prova.

ρF (T
1)ρF (T

2) =
∑
ī,j̄∈A

T 1
ī,j̄EF (̄i),F (j̄)

∑
m̄,n̄∈A

T 2
m̄,n̄EF (m̄),F (n̄)

=
∑
ī,j̄∈A

∑
m̄,n̄∈A

T 1
ī,j̄EF (̄i),F (j̄)T

2
m̄,n̄EF (m̄),F (n̄)

=
∑
ī,n̄∈A

∑
m̄∽j̄

T 1
ī,m̄T

2
j̄,n̄

EF (̄i),F (n̄)

=
∑
ī,n̄∈A

(T 1 ∗ T 2)ī,n̄EF (̄i),F (n̄)

= ρF (T
1 ∗ T 2)

Por outro lado,

ρF (T )ρ
0
F (x) =

∑
ī∈A

∑
j̄∈A

Tī,j̄EF (̄i),F (j̄)

∑
l̄

xl̄eF (l̄)

=
∑
ī∈A

∑
j̄∽l̄

Tī,j̄xl̄

 eF (̄i)

=
∑
ī∈A

(T ∗ x)īeF (̄i)

= ρ0F (T ∗ x).

Corolário 2.33. Suponha Mat(A) finito. E seja κ : Mat(A) −→ C tal que κ(T ) =

detρF (T ) para T ∈ Mat(A). Então:

κ(T 1 ∗ T 2) = κ(T 1)κ(T 2).

Prova. Sejam T 1, T 2 ∈ Mat(A).

κ(T 1 ∗ T 2) = detρF (T
1 ∗ T 2)

= detρF (T
1)detρF (T

2).

Com o intuito de aprofundar mais nossa análise do espaço Mat(A), vamos introduzir
o operador adjunto, estudar seu comportamento e sua relação com a apliçação de
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contração-dilatação

Definição 2.34. Seja ⋆ : Mat(A) −→ Mat(A) tal que (⋆T )ī,j̄ := Tj̄ ,̄i Vamos chamar ⋆

de operador adjunto.

Uma vez apresentado o operador adjunto, junto com a convolução e o produto
interno introduzido em 2.2 podemos definir um produto interno em Mat(A), quando
A é um conjunto finito. Assim, dadas T1, T2 ∈ Mat(A)

⟨T1, T2⟩AF =
∑
ī∽F l̄

(T1 ∗ (⋆T2))l̄,̄i.

Proposição 2.35. Sejam T 1, T 2 ∈ Mat(A) então:

1. ρF (⋆T ) = ρF (T )
t.

2. [ρF (T 2 ∗ T 1)]
t
= ρF ((⋆T 1) ∗ (⋆T 2)) .

Prova. Para a prova vamos usar o resultado do Teorema 2.32, e o calculo direto.

1.

ρF (⋆T ) =
∑
ī,j̄∈A

⋆Tī,j̄EF (̄i),F (j̄)

=
∑
ī,j̄∈A

Tj̄ ,̄iEF (̄i),F (j̄)

= ρF (T )
t

2. [
ρF
(
T 2 ∗ T 1

)]t
=
[
ρF (T

2)ρF (T
1)
]t

= ρF (T
1)tρF (T

2)t

= ρF (⋆T
1)ρF (⋆T

2)

= ρF ((⋆T
1) ∗ (⋆T 2)).

Observação 2.36. Se A é um conjunto finito e T ∈ Mat(A) satisfazendo T = ⋆T a
ação definida na equação 2.5 satifaz ⟨T ∗ v, w⟩F = ⟨v, T ∗w⟩F , para v, w ∈ CA, a saber:
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⟨T ∗ v, w⟩F =
∑
ī∽F j̄

(T ∗ v)īwj̄

=
∑
ī∽F j̄

∑
k̄∽F l̄

Tī,k̄vl̄

wj̄

=
∑
k̄∽F l̄

vl

∑
ī∽F j̄

⋆Tk̄,̄iwj̄


=
∑
l̄∽F k̄

vl (⋆T ∗ w)k̄

= ⟨v, ⋆T ∗ w⟩F
= ⟨v, T ∗ w⟩F .

Além disso, se considerarmos o produto interno canônico em Cn, n ∈ N ∪ {∞},
vemos que a apliação ρ0F é uma isometría.

Proposição 2.37. Sejam F : A −→ Z fixa, o espaço CA munido do produto in-
terno ⟨, ⟩F e Cn munido do produto interno canônico. Então a aplicação de contração-
dilatação para vetores ρ0F é uma isometría.

Prova. Tomemos x,y ∈ CA

⟨ρ0F (x), ρ0F (y)⟩ =

〈 ∑
ī∈A/∽F

⟨x, eī⟩F eF (̄i),
∑

ī∈A/∽F

⟨y, eī⟩F eF (̄i)

〉

=
∑

ī,j̄∈A/∽F

⟨x, eī⟩F ⟨y, ej̄⟩F
〈
eF (̄i), eF (j̄)

〉
=
∑
ī∽F j̄

⟨x, eī⟩F ⟨y, ej̄⟩F

=
∑
ī∽F j̄

xī yj̄

= ⟨x,y⟩F .

Deste ponto decorre que se considerarmos o produto interno canônico no espaço
das matrizes complexas, a aplicação de contração dilatação é uma isometria.

Proposição 2.38. ρF é uma isometria.
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Prova. Sejam A,B ∈ Mat(A),

⟨ρF (A), ρF (B)⟩ =

〈 ∑
ī,j̄∈A/∽F

⟨A ∗ ej̄, eī⟩FEF (̄i),F (j̄) ,
∑

ī,j̄∈A/∽F

⟨B ∗ ej̄, eī⟩FEF (̄i),F (j̄)

〉

=
∑

ī,j̄∈A/∽F

∑
k̄,l̄∈A/∽F

〈
A ∗ ej̄, ei

〉
F
⟨B ∗ el̄, ek⟩FTr

(
EF (̄i),F (j̄)EF (l̄),F (k̄)

)
=
∑
ī∽F k̄

∑
l̄∽F j̄

〈
A ∗ ej̄, ei

〉
F
⟨B ∗ el̄, ek⟩F

=
∑
ī∽F k̄

∑
l̄∽F j̄

Ak̄l̄(⋆Bj̄ ,̄i)

=
∑
ī∽k̄

(A ∗ (⋆B))k̄,̄i

= ⟨A,B⟩AF .

Onde Tr denota a matriz transposta no espaço das matrizes complexas.
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Capítulo 3

Algumas aplicações de ρF

Neste capítulo mostraremos algumas aplicações da teoria desenvolvida no capítulo pre-
vio, em particular, estamos interessados na classe de aplicações ρF injetivas.

3.1 O caso do produto tensorial

Tendo explorado a operação de convolução em Mat(A) na seção anterior, passamos
agora a investigar a relação entre o produto tensorial de matrizes e as aplicações de
contração-dilatação. Para estabelecer essa conexão de forma precisa, restringiremos
nossa atenção aos casos em que o conjunto de índices A possui forma retangular, que
definiremos a seguir. Demonstraremos como, sob essa condição, o produto tensorial
de matrizes se relaciona com a aplicação de contração-dilatação, proporcionando uma
representação matricial eficiente para tensores de ordem superior.

Definição 3.1. Sejam n1, n2, . . . , nl inteiros positivos e tome Ai = {0, 1, . . . , n1 − 1},
dizemos que o conjunto A tem forma retangular se:

A =
l∏

i=1

Ai . (3.1)

Tomemos k̄ ∈ Zl, k̄ = (k1, . . . , kl) com k1 = 1, k2 = n1, k3 = n1n2, . . . , kl =

n1 . . . nl−1 e seja Fk̄ : A −→ Z com Fk̄ (̄i) = k̄ · ī.
Sempre que Fk̄ fosse a da forma apresentada aquí, vamos notar Fk̄ como FPT .

Proposição 3.2. Sejam k̄ ∈ Zl e Fk̄ como na Definição 3.1 então Fk̄ = FPT é injetiva.

Prova. Vamos considerar componente a componente para mostrar a igualdade.
Sejam ī, j̄ ∈ A tais que ī ∽Fk̄

j̄ então tem-se
∑l

s=1 ksis =
∑l

s=1 ksjs. Considere:

u1 = i2 + n2i3 . . .+ n2 . . . nl−1il

v1 = j2 + n2j3 . . .+ n2 . . . nl−1jl
(3.2)
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Então da igualdade segue-se

i1 + n1u1 = j1 + n1v1 (3.3)

E consideremos dois casos:

1. i1 = j1.
segue que u1 = v1

2. i1 ̸= j1

e obtemos:

i1 − j1 = n1(v1 − u1). (3.4)

De 3.4 é claro que i1 − j1 é múltiplo de v1 − u1, e note que −n1 + 1 ≤ i1 − j1 ≤ n1 − 1

e (v1 − u1) ∈ Z o qual não é possivel portanto i1 = j1 e u1 = v1. Considere agora :

u2 = i3 + . . .+ n3 . . . nl−1il

v2 = j3 + . . .+ n3 . . . nl−1jl
(3.5)

Da conclusão de 3.3 e 3.5 obtemos

i2 + n2u2 = j2 + n2v2.

Fazendo um processo análogo como em 3.3 obtemos i2 = j2.
Continuando dessa forma obtemos que is = js para 1 ≤ s ≤ l. Assim ī = j̄

Dando prosseguimento à nossa análise, investigaremos agora a relação entre o pro-
duto tensorial introduzido em 1.17, elementos no conjunto Mat(A) e a aplicação ρF .

Consideremos inteiros positivos n1, . . . , nl, o conjunto A e a função Fk̄ : A −→ Z,
conforme estabelecido na Definição 3.1. Para uma coleção de matrizes {Ak}lk=1 onde
Ak ∈ Mat(nk), identificaremos o tensor T = A1 ⊗ . . .⊗Al ∈

⊗l
k=1Mat(nk) como uma

matriz T ∈ MatA, cujas entradas estão dadas por:

Tī,j̄ = Ti1,j1,...,il,jl = A1
i1,j1

. . . Al
il,jl

em que ī = (i1, . . . , il), j̄ = (j1, . . . , jl) e 0 ≤ ik, jk ≤ nk − 1, k = 1, . . . , l.
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Com base nessa representação, definimos a aplicação produto tensorial :

ρn1,n2,...,nl
:

l⊗
k=1

Mat(nk) −→ Mat(n1n2 . . . nl)

ρn1,n2,...,nl
(T ) =

n1−1∑
i1,j1=0

n2−1∑
i2,j2=0

. . .

nl−1∑
il,jl=0

Ti1,j1,i2,j2,...,il,jlE
N
I,J .

(3.6)

em que N = n1n2 . . . nl − 1, I = i1 + n1i2 + n1n2i3 + . . .+ n1 . . . nl−1il, J = j1 + n1j2 +

n1n2j3 + . . .+ n1 . . . nl−1jl.
Por meio dessa identificação, podemos considerar o espaço

⊗l
k=1Mat(nk) como

subespaço de Mat(A), com efeito, sejam P,Q ∈ Mat(A) tais que existem {Ak}lk=1,
{Bk}lk=1 com Ak, Bk ∈ Mat(nk) tais que Pī,j̄ = A1

i1,j1
. . . Al

il,jl
e Qī,j̄ = B1

i1,j1
. . . Bl

il,jl
e

λ ∈ C, notemos que (λP +Q)ī,j̄ = λA1
i1,j1

. . . Al
il,jl

+B1
i1,j1

. . . Bl
il,jl

, e vamos considerar
a aplicação de contração dilatação ρFPT

= ρPT

ρPT : Mat(A) −→ Mat(n1 . . . nl).

Portanto, a aplicação produto tensorial ρn1n2...nl
é induzida pela restrição da apli-

cação de contração-dilatação ρPT sobre
l⊗

k=1

Mat(nk).

Exemplo 3.3. Sejam n1 = 2, n2 = 3, A ∈ Mat(2) e B ∈ Mat(3). A =

(
a b

c d

)
,

B =

e f g

h i j

k l m

 segundo a Definição 1.17 temos:

A⊗B =

(
aB bB

cB dB

)
=



ae af ag be bf bg

ah ai aj bh bi bj

ak al am bk bl bm

ce cf cg de df dg

ch ci cj dh di dj

ck cl cm dk dl dm


O conjunto A = {0, 1} × {0, 1, 2} = {(0, 0), (0, 1), (0, 2), (1, 0), (1, 1), (1, 2)}, se tomar-
mos “≺” como a ordem lexicográfica, identificamos A ⊗ B ∈ Mat(2) ⊗ Mat(3) com
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T ∈ Mat(A) com:

T =



(0, 0) (0, 1) (0, 2) (1, 0) (1, 1) (1, 2)

ae af ag be bf bg (0, 0)

ah ai aj bh bi bj (0, 1)

ak al am bk bl bm (0, 2)

ce cf cg de df dg (1, 0)

ch ci cj dh di dj (1, 1)

ck cl cm dk dl dm (1, 2)


.

Aplicamos ρFPT
,

ρFPT
(T ) =



0 1 2 3 4 5

ae be af bf ag bg 0

ce de cf df cg dg 1

ah bh ai bi aj bj 2

ch dh ci di cj dj 3

ak bk al bl am bm 4

ck dk cl dl cm dm 5


Proposição 3.4. Seja A um conjunto retangular finito, então a aplicação ρPT é um
isomorfismo de espaços vetoriais.

Prova. Primeiro, notemos que o cardinal do conjunto A é (n1 · . . . · nl), logo uma
base para Mat(A) tem (n1 · . . . · nl)

2 elementos, a mesma quantidade que uma base
de Mat(n1 . . . nl), da Proposição 3.2 temos que a função definida assim para k̄ ∈ Z é
injetiva, da proposição 2.24 temos que à aplicação de contração-dilatação é injetiva,
portanto Mat(A) é isomorfo a Mat(n1 . . . nl)

De manera semelhante é possivel identificar o l-tensor x ∈
⊗l

k=1 Cnk . Sejam
n1, . . . , nl inteiros positivos, A um conjunto retangular , x1, . . . , xk ∈ Cnk , k = 1, . . . , l..
Identificamos x com o vetor x ∈ CA de tal forma que xī = x1

i1
. . . xl

il
e ī = (i1, . . . , il), 0 ≤

ik ≤ nk − 1, k = 1, . . . , l. Definimos a aplicação:

ρ0n1,...,nl
:

l⊗
k=1

Cnk −→ Cn1n2...nl

ρ0n1,...,nl
(x) =

n1−1∑
i1=0

n2−1∑
i2=0

. . .

nl−1∑
il=0

xi1,i2,...,ile
N
I

(3.7)

Onde I, N são definidos da mesma forma que na equação (3.6). Portanto ρ0n1,...,nl

coincide com ρ0FPT
.
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A seguir mostramos como é a forma da operação de convolução definida em 2.27

sobre
l⊗

s=1

Mat(ns):

(T 1 ∗ T 2)ī,j̄ =
∑
m̄

T 1
ī,m̄T

2
m̄,j̄.

Alem disso do teorema 2.32 seguem os seguintes corolários:

Corolário 3.5. 1. Sejam T 1, T 2 ∈
⊗l

k=1Mat(nk) então:

ρn1,...,nl
(T 1 ∗ T 2) = ρn1,...,nl

(T1)ρn1,...,nl
(T2).

2. De forma similar, para x ∈
⊗l

k=1Cnk e T ∈
⊗l

k=1Mat(nk)

ρ0n1,...,nl
(T ∗ x) = ρn1,...,nl

(T )ρ0n1,...,nl
(x).

3. Seja κ :
⊗l

k=1Mat(nk) −→ C, κ(T ) = detρn1,...,nl
(T ) então:

κ(T 1 ∗ T 2) = κ(T 1)κ(T 2), T 1, T 2 ∈
l⊗

s=1

Mat(ns)

Prova. Segue-se do Teorema 2.32 e Corolário 2.33.

Corolário 3.6 ([FNZ24]). 1. Sejam As, Bs ∈ Mat(ns), s ∈ [1, l] ∩ Z então:

ρn1,...,nl
(A1B1 ⊗ . . .⊗ AlBl) = ρn1,...,nl

(A1 ⊗ . . .⊗ Al)ρn1,...,nl
(B1 ⊗ . . .⊗Bl).

2. Seja Ik a matriz identidade no conjunto nk então:

ρn1,...,nl
(In1 ⊗ . . .⊗ Inl

) = In1n2...nl
.

3. A aplicação ρn1...nl
:
⊗l

s=1Mat(ns) −→ Mat(n1 . . . nl) é um isomorfismo de álge-
bra associativa.

Prova. 1. Considere As = (As
is,js) , Bs = (Bs

ks,ms
) ∈ Mat(ns). Então temos que:ρn1,...,nl

(A1 ⊗ . . .⊗ Al) =
(∑n1−1

i1,j1=0 . . .
∑nl−1

il,jl=0(A
1
i1,j1

. . . Al
il,jl

)EN
I1,J1

)
ρn1,...,nl

(B1 ⊗ . . .⊗Bl) =
(∑n1−1

k1,m1=0 . . .
∑nl−1

kl,ml=0(B
1
k1,m1

. . . Bl
kl,ml

)EN
I2,J2

)
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Multiplicando obtemos:

=

(
n1−1∑
i1,j1=0

. . .

nl−1∑
il,jl=0

(A1
i1,j1

. . . Al
il,jl

)EN
I1,J1

)(
n1−1∑

k1,m1=0

. . .

nl−1∑
kl,ml=0

(B1
k1,m1

. . . Bl
kl,ml

)EN
I2,J2

)

=

n1−1∑
i1,j1=0

. . .

nl−1∑
il,jl=0

n1−1∑
k1,m1=0

. . .

n1−1∑
kl,ml=0

(
A1

i1,j1
. . . Al

il,jl

) (
B1

k1,m1
. . . Bl

kl,ml

)
EN

I1,J1
EN

I2,J2

=

n1−1∑
ii,m1=0

(
n1−1∑
j1=0

A1
i1,j1

B1
j1,m1

)
. . .

nl−1∑
il,ml=0

(
nl−1∑
jl=0

Al
il,jl

Bl
jl,ml

)
EN

I1,J2

=

n1−1∑
i1,m1=0

. . .

nl−1∑
il,ml

(
A1B1

)
i1,m1

. . .
(
AlBl

)
il,ml

EN
I1,J2

= ρn1,...,nl

(
A1B1 ⊗ . . .⊗ AlBl

)
.

2. Podemos perceber que no caso is = js para 1 ≤ s ≤ l tem-se I = J definidos da
equação 3.6. Logo segue-se a igualdade

ρn1,...,nl
(In1 ⊗ . . .⊗ Inl

) =
∑
i1,j1

. . .
∑
il,jl

In1
i1,j1

. . . Inl
il,jl

EN
I,J

= In1...nl
.

3. Temos que ρPT |⊗l
k=1 Mat(nk)

= ρn1,...,nl
e da Proposição 3.4 e o Teorema 2.32 se

conclui o isomorfismo de álgebras.

A continuação vamos ver qual é a forma e as propriedades do operador adjunto
definido em 2.34, no conjunto

⊗l
s=1Mat(ns).

⋆ :
l⊗

s=1

Mat(ns) −→
l⊗

s=1

Mat(ns).

Tal que para T ∈
⊗l

s=1Mat(ns):

(⋆T )i,j := Tj,i.

Também tem-se propriedades do operador ⋆ e outra propriedade que segue da re-
lação de semelhança entre as matrizes, elas vão ser apresentadas no seguinte corolario.

Corolário 3.7. 1. Seja T ∈
⊗l

s=1Mat(ns) então:

(ρn1...nl
(T ))t = ρn1...nl

(⋆T ).
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2. Sejam Ci, Di ∈ Mat(ni), i = 1, 2, . . . , l tais que Ci é semelhante à Di para todo i
então ρn1...nl

(C1 ⊗ . . .⊗ Cl) é semelhante à ρn1...nl
(D1 ⊗ . . .⊗Dl)

Para a prova do segundo item vamos usar o seguinte lema:

Lema 3.8. Sejam Ui ∈ Mat(ni) matrizes invertíveis para todo i = 1, . . . , l então:

ρn1...nl
(U−1

1 ⊗ . . .⊗ U−1
l ) = ρn1...nl

(U1 ⊗ . . .⊗ Ul)
−1.

Prova. Pelos itens 1 e 2 do corolario 3.6 tem-se :

In1...nl
= ρn1...nl

(U1U
−1
1 ⊗ . . .⊗ UlU

−1
l )

= ρn1...nl
(U1 ⊗ . . .⊗ Ul)ρn1...nl

(U−1
1 ⊗ . . .⊗ U−1

l ).

Seguimos agora com a prova do corolario.

Prova. 1. Seja T ∈
⊗l

s=1Mat(ns).

ρn1...nl
(⋆T ) =

n1−1∑
i1,j1=0

n2−1∑
i2,j2=0

. . .

nl−1∑
il,jl=0

⋆(Ti1,j1,i2,j2,...,il,jl)E
N
I,J

=

n1−1∑
i1,j1=0

n2−1∑
i2,j2=0

. . .

nl−1∑
il,jl=0

Tj1,i1,j2,i2,...,jl,ilE
N
I,J

=

n1−1∑
i1,j1=0

n2−1∑
i2,j2=0

. . .

nl−1∑
il,jl=0

Ti1,j1,i2,j2,...,il,jlE
N
J,I

=

(
n1−1∑
i1,j1=0

n2−1∑
i2,j2=0

. . .

nl−1∑
il,jl=0

Ti1,j1,i2,j2,...,il,jlE
N
I,J .

)t

= (ρn1...nl
(T ))t.

2. Seja Ui ∈ Mat(ni) uma matriz invertível tal que Di = UiCiU
−1
i con i = 1, . . . , l

então tem-se:

ρn1...nl
(D1⊗ . . .⊗Dl)

= ρn1...nl
(U1C1U

−1
1 ⊗ . . .⊗ UlClU

−1
l )

= ρn1...nl
(U1 ⊗ . . .⊗ Ul)ρn1...nl

(C1 ⊗ . . .⊗ Cl)ρn1...nl
(U−1

1 ⊗ . . .⊗ U−1
l )

= ρn1...nl
(U1 ⊗ . . .⊗ Ul)ρn1...nl

(C1 ⊗ . . .⊗ Cl)ρn1...nl
(U1 ⊗ . . .⊗ Ul)

−1.
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Agora consideremos o operador de permutação definido em 2.17, quando este é
aplicado em ρn1,...nl

, e temos as seguintes propriedades.

Proposição 3.9 ([FNZ24]). Seja Bi ∈ Mat(ni), i = 1, . . . , l então:

1. Rσ(ρn1...nl
(B1 ⊗ . . .⊗Bl)) = ρnσ(1),...,nσ(l)

(Bσ(1) ⊗ . . .⊗Bσ(l)).

Em particular.

Rr (ρn1,...,nl
(B1 ⊗B2 ⊗ . . .⊗Bl)) = ρnl,...,n1 (Bl ⊗Bl−1 ⊗ . . .⊗B1) .

2. Para qualquer σ ∈ Sl o operador Rσ̂ é uma isometría.

Prova. 1. Tome Bi ∈ Mat(ni), i = 1, . . . , l.

ρnσ(1),...,nσ(l)
(Bσ(1) ⊗ . . .⊗Bσ(l)) =

nσ(1)−1∑
iσ(1),jσ(1)=0

. . .

nσ(l)−1∑
iσ(l),jσ(l)=0

B
σ(1)
iσ(1),jσ(1)

. . . B
σ(l)
iσ(l),jσ(l)

EN
σ(I),σ(J)

= Rσ(ρn1...nl
(B1 ⊗ . . .⊗Bl)).

2. Decorre do Corolario 2.38

O segundo item do Corolário 3.7 fornece um método para classificar a aplicação
ρn1...nl

(C1 ⊗ . . .⊗ Cl) a menos de semelhança. De fato é suficiente calcular produtos
tensoriais de somas diretas de blocos de Jordan. Para ilustrar essa abordagem apre-
sentaremos a seguir o cálculo da aplicação ρn1...nl

de duas somas de blocos de Jordan.
Porém antes lembraremos o qué significa soma direta de matrizes, denotada pelo sím-
bolo ⊕.

Observação 3.10. Dadas duas matrizes A ∈ Matn1, B ∈ Mat(n2) com n1, n2 inteiros
positivos, a soma direta A⊕ B é definida como a matriz por blocos diagonal, onde os
blocos na diagonal são precisamente as matrizes A,B,

A⊕B =

(
A 0

0 B

)
=



a11 . . . a1n1 0 . . . 0
...

. . .
...

...
. . .

...

an11 . . . an1n1 0 . . . 0

0 . . . 0 b11 . . . b1n2

...
. . .

...
...

. . .
...

0 . . . 0 bn21 . . . bn2n2


.

Lema 3.11 ([FNZ24]). Sejam Ci ∈ Mat (µi) , Di ∈ Mat (νi) onde i = 1, 2. Então:
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1. ρµ1,ν1 (C1 ⊗D1) é semelhante à ρν1,µ1 (D1 ⊗ C1).

2. ρµ1+µ2,ν1+ν2 ((C1 ⊕ C2)⊗ (D1 ⊕D2)) é semelhante à
2⊕

i,j=1

ρµi,νj (Ci ⊗Dj).

Prova. 1. Consideremos a matriz P =
ν1−1∑
i1=0

µ1−1∑
i2=0

Ei1+i2ν1,i2+i1µ1 . Notemos que P−1 = P t

P tρν1,µ1(D1 ⊗ C1)P = P t

(
ν1−1∑

i1,j1=0

µ1−1∑
i2,j2=0

D1
i1,j1

C1
i2,j2

Ei1+i2ν1,j1+j2ν1

)
P

= P t

(
ν1−1∑

i1,j1,k=0

µ1−1∑
i2,j2,l=0

D1
i1,j1

C1
i2,j2

Ei1+i2ν1,j1+j2ν1Ek+lν1,l+kµ1

)

= P t

(
ν1−1∑

i1,j1=0

µ1−1∑
i2,j2=0

D1
i1,j1

C1
i2,j2

Ei1+i2ν1,j1+j2ν1Ej1+j2ν1,j2+j1µ1

)

= P t

(
ν1−1∑

i1,j1=0

µ1−1∑
i2,j2=0

D1
i1,j1

C1
i2,j2

Ei1+i2ν1,j2+j1µ1

)

=

ν1−1∑
k=0

µ1−1∑
l=0

El+kµ1,k+lν1

(
ν1−1∑

i1,j1=0

µ1−1∑
i2,j2=0

D1
i1,j1

C1
i2,j2

Ei1+i2ν1,j2+j1µ1

)

=

ν1−1∑
i1,j1=0

µ1−1∑
i2,j2=0

D1
i1,j1

C1
i2,j2

Ei2+i1µ1,j2+j1µ1

= ρµ1,ν1(C1 ⊗D1).

2. Primeiro notemos que C1 ⊕ C2 = C1 ⊕ 0µ2 + 0µ1 ⊕ C2 onde 0µ denota a matriz
nula em Mat(µ), lembremos que I = i1 + i2(µ1 + µ2), J = j1 + j2(µ1 + µ2),
N = (µ1 + µ2)(ν1 + ν2).

ρµ1+µ2,ν1+ν2 ((C1 ⊕ C2)⊗ (D1 ⊕D2))

=

µ1+µ2−1∑
i1,j1=0

ν1+ν2−1∑
i2,j2=0

(C1 ⊕ C2)i1,j1(D1 ⊕D2)i2,j2E
N
I,J

=

µ1+µ2−1∑
i1,j1=0

ν1+ν2−1∑
i2,j2

((C1 ⊕ 0µ2) + (0µ1 ⊕ C2))i1,j1 (D1 ⊕D2)i2,j2E
N
I,J

=

µ1+µ2−1∑
i1,j1=0

ν1+ν2−1∑
i2,j2=0

(C1 ⊕ 0µ2)i1,j1(D1 ⊕D2)i2,j2E
N
I,J

+

µ1+µ2−1∑
i1,j1=0

ν1+ν2−1∑
i2,j2=0

(0µ1 ⊕ C2)i1,j1(D1 ⊕D2)i2,j2E
N
I,J
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=

µ1+µ2−1∑
i1,j1=0

ν1+ν2−1∑
i2,j2=0

(C1 ⊕ 0µ2)i1,j1(D1 ⊕ 0ν2)i2,j2E
N
I,J

+

µ1+µ2−1∑
i1,j1=0

ν1+ν2−1∑
i2,j2=0

(C1 ⊕ 0µ2)i1,j1(0ν1 ⊕D2)i2,j2E
N
I,J

+

µ1+µ2−1∑
i1,j1=0

ν1+ν2−1∑
i2,j2=0

(0µ1 ⊕ C2)i1,j1(0ν1 ⊕D2)i2,j2E
N
I,J

+

µ1+µ2−1∑
i1,j1=0

ν1+ν2−1∑
i2,j2=0

(0µ1 ⊕ C2)i1,j1(D1 ⊕ 0ν2)i2,j2E
N
I,J

∽
µ1−1∑
i1,j1=0

ν1−1∑
i2,j2=0

C1
i1,j1

D1
i2,j2

EN
I,J +

µ1−1∑
i1,j1=0

ν2−1∑
i2,j2=0

C1
i1,j1

D2
i2,j2

EN
I,J

+

µ2−1∑
i1,j1=0

ν1−1∑
i2,j2=0

C2
i1,j1

D1
i2,j2

EN
I,J +

µ2−1∑
i1,j1=0

ν2−1∑
i2,j2=0

C2
i1,j1

D2
i2,j2

EN
I,J

∽ ρµ1,ν1(C1 ⊗D1)⊕ 0µ2ν1 ⊕ 0µ1ν2 ⊕ 0µ2ν2+

+ 0µ1v1 ⊕ ρµ2,ν1(C2 ⊗D1)⊕ 0µ1ν2 ⊕ 0µ2ν2+

+ 0µ1ν1 ⊕ 0µ2ν1 ⊕ ρµ1,ν2(C1 ⊗D2)⊕ 0µ2ν2+

+ 0µ1ν1 ⊕ 0µ2ν1 ⊕ 0µ1ν2 ⊕ ρµ2,ν2(C2 ⊗D2)

∽
2⊗

i,j=1

ρµi,νj(Ci ⊗Dj).

.
Daquí podemos obter a fórmula para calcular a imagem ρn1,...,nl

a menos de seme-
lhança.

Teorema 3.12 ([FNZ24]). Seja Jµ(a) o bloco de Jordan de tamanho µ e autovalor a.
Sejam:

C :=
m⊕
i=1

Jµi
(ai) , D :=

n⊕
j=1

Jνj (bj) .

em que

µ̄l :=
l∑

k=0

µk, ν̄s :=
s∑

k=0

νk, l = 0, . . . ,m; s = 0, . . . , n (µ0 = ν0 = 0) .
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Então

ρµ̄m,ν̄n(C ⊗D) =
m−1∑
l=0

n−1∑
s=0

albs

µ̄l+1−1∑
i=µ̄l

ν̄s+1−1∑
j=ν̄s

Ei+µ̄mj,i+µ̄mj +
m−1∑
l=0

n−1∑
s=0

bs

µ̄l+1−2∑
i=µ̄l

ν̄s+1−1∑
j=ν̄s

Ei+µ̄mj,i+µ̄mj+1

+
m−1∑
l=0

n−1∑
s=0

al

µ̄l+1−1∑
i=µ̄l

ν̄s+1−2∑
j=ν̄s

Ei+µ̄mj,i+µ̄mj+µ̄m +
m−1∑
l=0

n−1∑
s=0

µ̄l+1−2∑
i=µ̄l

ν̄s+1−2∑
j=ν̄s

Ei+µ̄mj,i+µ̄mj+µ̄m+1.

Prova. Notemos que as entradas da matriz C são ai, 1 ou 0, i = 0, . . . ,m, mais
especificamente temos:

Ci,j =


ap+1 se µ̄p ≤ i = j ≤ µ̄p+1 − 1 p = 0, . . . ,m− 1

1 se µ̄p ≤ i+ 1 = j ≤ µ̄p+1 − 2 p = 0, . . . ,m− 1

0 em outro caso.

Daí, aplicando a definição de ρµ̄m,ν̄n temos que:

ρµ̄m,ν̄n(C ⊗D) =

µ̄m−1∑
i1,j1=0

ν̄n−1∑
i2,j2=0

Ci1,j1Di2,j2Ei1+i2µ̄m,j1+j2µ̄m

=
m−1∑
l=0

n−1∑
s=0

µ̄l+1−1∑
i1,j1=µ̄l

ν̄s+1−1∑
i2,2=ν̄s

Ci1,j1Di2,j2Ei1+i2µ̄m,j1+j2µ̄m

=
m−1∑
l=0

n−1∑
s=0

albs

µ̄l+1−1∑
i1=µ̄l

ν̄s+1−1∑
i2=ν̄s

Ei1+i2µ̄m,i1+i2µ̄m+

+
m−1∑
l=0

n−1∑
s=0

al

µ̄l+1−1∑
i1=µ̄l

ν̄s+1−2∑
i2=ν̄s

Ei1+i2µ̄m,i1+(i2+1)µ̄m+

+
m−1∑
l=0

n−1∑
s=0

bs

µ̄l+1−2∑
i1=µ̄l

ν̄s+1−1∑
i2=ν̄s

Ei1+i2µ̄m,(i1+1)+i2µ̄m

+
m−1∑
l=0

n−1∑
s=0

µ̄l+1−2∑
i1=µ̄l

ν̄s+1−2∑
i2=ν̄s

Ei1+i2µ̄m,i1+µ̄mi2+µ̄m+1.

Observação 3.13. Note que o teorema anterior mostra que:

ρµ,ν (Jµ(a)⊗ Jν(b)) ̸= ρν,µ (Jν(b)⊗ Jµ(a)) .

inclusive no caso µ = ν > 1 e a ̸= b. De fato, temos que:
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ρµ,ν (Jµ(a)⊗ Jν(b)) = ab

µ−1∑
i=0

ν−1∑
k=0

Ei+µk,i+µk + b

µ−2∑
i=0

ν−1∑
k=0

Ei+µk,i+µk+1

+ a

µ−1∑
i=0

ν−2∑
k=0

Ei+µk,i+µk+µ +

µ−2∑
i=0

ν−2∑
k=0

Ei+µk,i+µk+µ+1.

.

Além disso, temos o seguinte teorema

Teorema 3.14 ([FNZ24]). Sejam p, q ∈ N, a, b ∈ C.

1. Se ab ̸= 0,
ρp,q (Jp(a)⊗ Jq(b)) ∽ ⊕min{p,q}

k=1 Jp+q−2k+1(ab).

2. Se a ̸= 0,
ρp,q (Jp(a)⊗ Jq(0)) ∽ ⊕p

k=1Jq(a).

3. Se b ̸= 0,
ρp,q (Jp(0)⊗ Jq(b)) ∽ ⊕q

k=1Jp(b).

4.
ρp,q (Jp(0)⊗ Jq(0)) ∽ ⊕min{p,q}−1

k=1 (Jk(0)⊕ Jk(0))⊕|p−q|+1
k=1 Jmin{p,q}(0).

Prova. O resultado decorre do Teorema de Aitken, Roth e Brualdi ver [[Ait35] Teo-
rema 4.6], [[Rot34], [Bru85]]

3.2 Contração-dilatação universal

Nesta seção, nos mergulhamos na maior propriedade da aplicação produto tensorial ρPT

com respeito de alguma outra apliçação de contração-dilatação universal ρF . E no caso
A = Zl toma lugar a aplicação de contração-dilatação universal ρFUN

. Apresentamos
também o operador média, uma ferramenta que estabelece a conexão entre a aplicação
de contração-dilatação ρF e a aplicação produto tensorial.

A seguir consideraremos o caso A = Zl e como é a aplicação de contração-dilatação
no conjunto Mat(A).

Definição 3.15. Se A = Zl e FUN : Zl −→ Z uma função bijetiva a aplicação de
contração-dilatação dada pela função FUN é definida por:

ρFUN
(T ) :=

∑
ī,j̄∈Zl

Tī,j̄EFUN (̄i),FUN (j̄).

Vamos chamar a aplicação ρFUN
como aplicação de contração-dilatação universal
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A aplicação recentemente definida vai ser de utilidade quando A é um conjunto
infinito e poder extrair algumas características segundo seja o caso. Consideremos A
um conjunto retangular como foi definido em 3.1. Se A é um conjunto finito, junto
com a aplicação de permutação definida na equação 2.7 temos o seguinte resultado que
caracteriza a aplicação produto tensorial ρPT .

Teorema 3.16 ([FNZ24]). Seja A um conjunto retangular finito, e F : A → Z uma
função injetiva, então a aplicação ρF é semelhante ao produto tensorial ρPT .

Prova. Sejam n1, n2, . . . , nl inteiros positivos, Ai = {0, . . . , ni − 1} onde i = 1, . . . , l.
A é retangular, portanto A =

∏l
i=1 Ai. Sejam F e FPT , sabemos que FPT é injetiva

e por hipótese F também é, por outra parte FPT (A) = {0, . . . , n1n2 . . . nl − 1}, e
vamos asumir sem perda de generalidade que F (A) = FPT (A), por tanto, existe uma
permutação γ : F (A) −→ FPT (A) tal que FPT = γ ◦ F . Agora vamos considerar a
matriz U ∈ ρPT (Mat(A)), U =

∑̄
i∈A

Eγ◦F (̄i),F (̄i) e notemos que:

UρF (T )U
−1 =

 ∑
ī,j̄,k̄∈A

Eγ◦F (k̄),F (k̄)Tī,j̄EF (̄i),F (j̄)

U−1

=

∑
ī,j̄∈A

Tī,j̄Eγ◦F (̄i),F (j̄)

U−1

=
∑

ī,j̄,k̄∈A

Tī,j̄Eγ◦F (̄i),F (j̄)EF (k̄),γ◦F (k̄)

=
∑
ī,j̄∈A

Tī,j̄Eγ◦F (̄i),γ◦F (j̄)

= ρPT (T )

.

O teorema anterior nos fornece uma forma para caracterizar a aplicação produto
tensorial ρPT no caso A um conjunto retangular finito, porém faz sentido questionar-nós
se pode-se estabelecer uma caracterização análoga para a aplicação ρFUN

apresentada
na Definição 3.15.

Definição 3.17. Seja A = Zl e T ∈ Mat(A) dizemos que T tem suporte finito se
existe ī ∈ A tal que Tk̄,l̄ = 0 para todo par (k̄, l̄) satisfazendo um dos seguintes casos:

• k̄ ≺ ī e l̄ ≺ ī.

• k̄ ≺ ī e ī ≺ l̄.
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• ī ≺ k̄ e l̄ ≺ ī.

• ī ≺ k̄ e ī ≺ k̄.

A definição anterior básicamente diz-nos que T tem suporte finito se existe uma
submatriz quadrada finita tal que todas as entradas fora de tal submatriz são nulas.

Se considerarmos P ⊂ Mat(A), F := {T ∈ Mat(A) | T tem suporte finito } então
temos o seguinte corolário do Teorema 3.16

Corolário 3.18. Seja A = Zl e FUN : A −→ Z uma bijeção. Então ρFUN
↾P é similar

à ρPT .

Prova. Consideremos a submatriz finita de T , Q tal que todas as entradas fora de Q

são nulas, e consideremos FUN ↾R onde R é o conjunto que indexa Q, e o resultado
segue de 3.16.

A seguir, introduziremos o operador de média, que nos permitirá caracterizar a
aplicação ρPT .

Definição 3.19. Dada uma função F : A −→ Z fixa. Definimos o operador de média:

Ψ : Mat(A) −→ Mat(A)
T 7−→ Ψ(T ) := Id ∗ T ∗ Id.

Teorema 3.20 ([FNZ24]). Seja A um conjunto retangular finito, e F : Mat(A) −→ Z
então a aplicação de contração-dilatação ρF , é uma composição do operador de média
Ψ, e uma aplicação de contração-dilatação semelhante a aplicação produto tensorial
ρPT .

Prova. Tomemos F : A −→ Z, de acordo com a Proposição 2.31 temos:

Ψ(T )ī,j̄ =
∑
m̄∽F ī
l̄∽F j̄

Tm̄,l̄. (3.8)

. Seja T ∈ Ψ(Mat(A))∩KerρF , então T = Ψ(Q) para algúm Q ∈ Mat(A) e ρF (T ) = 0,
da equação 3.8 e do Teorema 2.32 obtemos que T é a matriz nula em Mat(A) portanto
ρF |Im(Ψ(Mat(A))) é injetiva, pelo Teorema 3.16 ρF |Im(Ψ(Mat(A))) é semelhante á ρPT .

Corolário 3.21. Se A = Zl e F : A −→ Z então ρF é uma composição do operador
de média e à aplicação de contração-dilatação universal.

Prova. Neste caso, ρF |Im(Ψ(Mat(A))) é semelhante à ρFUN
.
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