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Resumo

Nesta dissertacao, apresentamos um estudo sobre tensores, o produto tensorial e
suas propriedades fundamentais. Partindo de um conjunto de indices linearmente or-
denado, definimos os espacos indexados por esse conjunto e construimos uma algebra.
Nesse contexto, introduzimos as aplicagoes de contracao-dilatacao, que possuem pro-
priedades notaveis, como o fato de serem homomorfismos, além de se destacarem como
uma ferramenta para representar tensores em forma matricial. Demonstramos que,
sob condigoes especificas, o produto tensorial de matrizes quadradas pode ser interpre-
tado como um caso particular das aplicagoes de contracao-dilatagdao. Adicionalmente,
caracterizamos as aplicacoes de contracao-dilatagao injetivas por meio de sua seme-
lhanca e, ao apresentar o operador de média, mostramos que qualquer aplicacao de
contragao-dilatacao pode ser expressa como a composicao do operador de média com

uma aplicacao de contracao-dilatacao injetiva.

Palavras-chave:

Produto tensorial, espaco tensorial, remodelacao de tensores, produto direto



Abstract

In this dissertation, we present a study on tensors, the tensor product and its
fundamental properties. Starting from a linearly ordered set of indices, we define the
spaces indexed by this set and construct an algebra. In this context, we introduce
the stretching maps, which have notable properties, such as the fact that they are
homomorphisms, in addition to standing out as a tool for representing tensors in matrix
form. We demonstrate that, under specific conditions, the tensor product of square
matrices can be interpreted as a particular case of stretching maps. Additionally, we
characterize injective stretching maps up to similarity and, by presenting the averaging
operator, we show that any stretching map can be expressed as the composition of the

averaging operator with an injective stretching map .

Keywords: Tensor Product, Tensor space, tensor reshaping, direct product.



Sumario

ntroducao|. . . . . . . .. . ...

2 Aplicacoes de Contracao-dilatacao|

2.1 Definicao e propriedades elementares| . . . . . .. ... ... ... ...

[2.2  Estrutura de algebra associativa em Mat(A)| . . . . . ... ... . ...

[3 Algumas aplicacoes de pp]

[3.1 O caso do produto tensorialf

[3.2  Contracao-dilatacao universall

[Reteréncias Bibliograficas|

12
12
15
19

22
22
39

45
45
26

60



Notacao

Z*  Conjunto dos inteiros positivos
Mat(n) Espago das matrizes quadradas de ordem n com entradas complexas
Mat(A) Espago das matrizes indexadas pelo conjunto A
Elemento da base canoénica para Mat(n)
C*» Conjunto das tuplas complexas com entradas indexadas pelo conjunto A
e; Elemento da base canénica de C*
E;5 Elemento da base canoénica para Mat(A)
{e;}?_, Base canonica para o espago vetorial V'
V*  Espago dual de V'
{e'}"_, Base dual de {e;}.
@ Soma direta de matrizes
® Aplicacao produto tensorial.
{(,)# Produto interno em C*
(,)% Produto interno em Mat(A)



Introducao

A historia do conceito de tensor tem origens e contribuig¢oes entrelagadas ao longo do
final do século XIX e inicio do século XX, o que frequentemente causa confusao inicial
sobre o tema.

Ricci, Gibbs, Voigt e Whitney estao entre os pioneiros da teoria dos tensores. Em
1881, Gibbs, no trabalho [Gib84], desenvolveu os conceitos de “dyads” e “polyads”, que
sao, essencialmente, tensores com diferentes denominacoes. Quase duas décadas depois,
em 1898, Voigt [Voi98| cunhou o termo “tensor” em um contexto mais restrito, referindo-
se a dois tensores simétricos no estudo da elasticidade dos cristais, representando-os
como vetores em seis dimensoes. Essa notagao ficou conhecida como a notagao de
Voigt. O termo foi posteriormente adotado por fisicos como Max Abraham, Arnold
Sommerfeld e Max von Laue. Em 1900, Ricci [RLC00] definiu o que hoje reconhecemos
como campo tensorial, embora nao tenha utilizado o termo “tensor”. Em 1913, Einstein
e Grossmann empregaram a definicao de Ricci, utilizando pela primeira vez o nome
“tensor”. Whitney, em [Whi38|, formalizou a ideia de “dyads” proposta por Gibbs,
definindo o produto tensorial.

Em 1927, Hitchcock [Hit27] demonstrou que todo tensor covariante pode ser ex-
presso como a soma de produtos finitos de vetores covariantes, introduzindo também
a definicao de posto para um tensor. Essa decomposicao ficou conhecida como “Cano-
nical Polyadic Decomposition” (CADECOMP ou, mais comumente, CPD). Em 1966,
Tucker apresentou uma nova forma de expressar um tensor como o produto de um
tensor de menor posto e matrizes em cada uma de suas dimensoes, conhecida como
decomposigao de Tucker.

Recentemente, a decomposicao de tensores tem sido amplamente aplicada em diver-
sos dominios, como processamento de sinais [CT02], aprendizado de maquina e neuro-
ciéncia [BS05|, essas técnicas sao ferramentas poderosas para redugao de dimensiona-
lidade, extracao de caracteristicas, agrupamento e classificagao. Mais especificamente,
a decomposicao de tensores permite fatorar dados em componentes basicos, revelando
padroes ocultos importantes.

Este trabalho tem como objetivo apresentar um método para a representacao de

tensores por meio de matrizes, baseado nas aplicacoes propostas por Futorny, Ne-
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klyudov e Zhao em [FNZ24|, exploramos o produto tensorial de matrizes quadradas e
introduzimos as aplicagoes de contracao-dilatagao.

No primeiro capitulo, estabelecemos os fundamentos da algebra multilinear, defi-
nindo tensores como aplicacoes multilineares e explorando o espaco tensorial sobre um
espaco vetorial V. Nesse contexto, apresentamos os elementos geradores do espago ten-
sorial, exploramos suas propriedades algébricas e destacamos a propriedade universal,
que permite caracteriza-lo.

No segundo capitulo, apresentamos dois espagos vetoriais munidos com produto
interno, sendo um deles composto por matrizes. Nesse cenério, definimos as aplicagoes
de contracao-dilatacao e introduzimos uma aplicacao bilinear que da ao espaco das ma-
trizes a estrutura de uma algebra sobre o corpo dos complexos, permitindo demonstrar
algumas propriedades das aplicagoes de contracao-dilatacgao.

No terceiro capitulo, estudamos uma classe de aplicacoes de contragao-dilatacao que
permite classificar, a menos de semelhanca, a forma canénica de produtos tensoriais,
um trabalho iniciado em 1934 por Aitken e Roth [Ait35], [Rot34].

Por fim, apresentamos o operador de média, que, embora nao preserve todas as
propriedades algébricas, demonstra sua utilidade ao permitir que qualquer aplicacao
de contragao-dilatacao seja expressa como uma composicao entre ele e uma aplicagao
semelhante a aplicagao produto tensorial.

Todos os espagos vetoriais que consideramos neste trabalho, sao asumidos sobre o

corpo dos complexos, C.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos os conceitos basicos da algebra multilinear que susten-
tam o desenvolvimento desta dissertagao. Exploraremos a defini¢ao e as propriedades
fundamentais dos tensores, compreendendo-os como representacoes de formas multi-
lineares, também abordaremos o espago vetorial formado por esses objetos, estabele-
cendo as bases para a posterior apresentacao das aplicacoes de contracao-dilatacao em
capitulos posteriores. Para acompanhar o contetido deste capitulo, sao apenas neces-
sarios conhecimentos em algebra linear, tais como, espaco vetorial, espaco dual, base

de um espaco vetorial, conjunto gerador, determinante, produto interno.

1.1 Tensores

Definicao 1.1. Seja V' um espaco vetorial de dimensao n sobre o corpo C. Conside-
remos {e; ?:_01 uma base para V e {ej}?:_o1 a respectiva base dual para o espago V*, ou
seja,

l( ) 1sei=7
e'(e;) =
’ 0sei#j

. Nessas condigées, dizemos que o conjunto {e;, €' ?;:10 forma um sistema biortogonal

para o espago V.

Definicao 1.2. Sejam W, Vi, ..., V,, espacos vetoriais sobre o corpo C, e tomemos
T:Vix...xV, =W . A aplicacao T € chamada de multilinear se for linear em

cada uma das varidvers.
Exemplo 1.3. Vejamos alguns exemplos de aplica¢oes multilineares.

e Seja Mat(n) =V, =Vo =W

Mat(n) x Mat(n) — Mat(n)
(A, B) — A-B
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o Sejam V, =C, Vs =W =C?

T: CxC?xMat(2) — Mat(2)
(A, v, A) — T\ v, A) = A -0

Definicao 1.4. Dados W, Uy, ..., U,, Vi,...,V, espagos vetoriais sobre o corpo C, com
U denotando o espago dual de U;, i =1,...,p. A aplicagao multilinear:

T: U x..xUxVix...xVg — W

Vv vV
p vezes q vezes
* * * *
(uf, . up, v, V) — T(uj, ..., usv1,. .., 0)

€ chamada de tensor.

Exemplo 1.5. Seja P,(C) os espago dos polinémios com coeficientes complexos, e

n+1l - . ..
{m;} 4]} inteiros positivos,

T: (C™)* x...x (C"m1)* x O™ x ... x O™+ — P,(C)
n+1 )
(s g1 01 ) — p(2) = 5 ()=,

i=1

Embora a defini¢ao de tensor apresentada seja abrangente e compativel com diversas
interpretacoes encontradas na literatura, vamos focar em um caso especifico: o espago
das aplicagoes multilineares cujo dominio é o produto de p copias do espago dual V*

com ¢ copias do espaco vetorial V' e contradominio o corpo K.

Definicao 1.6. Seja V' um espaco vetorial sobre K, com K =C ou K=R, e V* seu

espaco dual. A aplicagao multilinear T definida por:

T: \V*x...xV*x]/x...xVJ — K

-— -—
p vezes q vezes

(uf, s up, v, V) — T(uj,...,u5v1,. .., 0,)

¢ chamada de tensor do tipo (p,q) sobre V

Os inteiros p, ¢ indicam a ordem do tensor, sendo p a ordem contravariante e q a
ordem covariantdl] O conjunto de todas as aplicacdes lineares T' como na Definigao
¢ chamado de espago tensorial sobre V', que serd denotado por T (V).

O conjunto 7P (V) possui estrutura de espago vetorial com as operagoes de soma e

'Em 1851 J. Sylvester introduz os termos covariante e contravariante, ver [Syl09]
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produto por escalar definidas a seguir:

(Ty 4+ To)(uy, ..y, u, .y ug) = To(ul, . u, g, ) + To(ul, ..

*
)y Ypo p,ul,...,uq)

(1.1)

O elemento neutro é o tensor zero, definido por:

0(uj, ..., Uy, ut, ..., ug) =0
Para todo uj,...,uy € Ve uy,...,u, € V.
e produto por escalar
(@Ty)(uy, . up,un, o ug) = oy (uy, . up U, ) (1.2)

Exemplo 1.7. A continuagdao vamos ver alguns exemplos de tensores.

1. e Tensores do tipo (0,0) sao definidos como os elementos do corpo ou escala-

res.

e Tensores do tipo (0,1) sao funcionais lineares, também chamados covetores

2. Sejam V' um espago vetorial sobre o corpo R, e (,) : V. xV — R um produto

interno (, ) € um tensor do tipo (0,2).

3. Seja V. um espago vetorial de dimensio n, sobre C e {e;, ¢ ?;:10 um sistema

biortogonal para V. Consideremos

0: V'*xV — C
(u*,v) — O(u*,v) == u*(v).

fazendo &;; = 0(e?, e;) = € (e;) obtemos 1 ou 0 sequndo a Definicdo[1.1]

Vamos chamar o tensor 6 como delta de Kronecker.

4. Para cada v € V, u* € V* definimos o tensor do tipo (1,1)

vu*: V¥xV — C

(v u) — v@ur(vhu) = ut(v) v (u).

E facil ver que v ® v* € bilinear e portanto pertence a T,*(V). O tensor v @ v* é

chamado o produto tensorial de v e v*.
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1.2 Produto tensorial

O produto tensorial desempenha um papel fundamental na estrutura algébrica do
espago TP(V) introduzido na segao anterior. A seguir veremos como estender a apli-
cagao apresentada no Exemplo item 4, para p covetores e q vetores. Consideremos

vy, ..U € Vel ... vy € V7, definimos a fungao :

VR..QURV®..Qu V' x. . XV xVx..xV-—K (1.3)

i

vV Vv
p vezes q vezes
Tal que:
* * * * _ * * * *
VR QU @V ® ... @Uy(ul, ..., Uy, Up, .., Ug) = up(vr) . up (V) vy (ur) - vy (Ug)
ara todo vy,...,v, € Vel ..., v € V* éfacil ver que a aplicacao definida é linear
) y Yp 1» » Yq I

em cada uma das suas varidveis, portanto pertence ao espago 77 (V). Vamos chamar
a fungao definida recentemente como o produto tensorial de vy, ..., v, e vy, ..., v;.
Tendo explorado exemplos de tensores e definido o produto tensorial envolvendo p
covetores e g vetores, prosseguiremos com o estudo do espaco TP (V). Abordaremos
questoes pertinentes que podem surgir nesse contexto, como a determinacao de sua

dimensdo e a construgao de uma base para TP (V).

Proposigao 1.8. Seja V um espago de dimensao finita n, {e;,e'} um sistema bior-
togonal para V. Entao o conjunto B = {e;; @ ... ® €, ® N ®... @0 < i, g, <
n—1e0<k<p;0<s<q} éuma base para o espago TF(V).

Prova. Para demonstrar que B constitui uma base para 7} (V) dividiremos a prova
em duas etapas. Primeiro estabeleceremos que B de fato gera 7P(V). Em seguida,
mostraremos que B é um conjunto linearmente independente. Para comecar tomemos

uj, . u, €Viev, .y, €V

1. Tomemos o sistema biortogonal {e;, ¢/}, um tensor no espago TF(V), em seguida,

para os indices 0 < 13,75, <n—1com k=1,...,pes=1,...,q consideramos
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os escalares TJZ;;Z =T(e",...,e" €,...,€,),
T(uf,...,u;,vl,...,vq)
n—1 n—1
=T Zu’{ (e;)e, Zu (e)e', Y e(vi)es, ..., Y €'(vy)e:
=0 i=0 i=0
n—1
= Z T(e",....e" e, ej)uileq). . uy(es,)e’ (v1) ... e (vg)
11 5e0ytp=0
j17 ’Jq—o

117 i 1 * *
g e“®...®eip®e]1®...®ejq(u1,...,up,vl,...,vq)
91 5000y tp=0
jla ,Jq*o

Portanto o conjunto B gera TF(V).

2. Consideremos a seguinte equagao, com 0 sendo o tensor nulo

k1 k
0(e™,....e" ey,...,e)
n—1
. (AR ) J1 Ja (pF1 k
= E Tholien ®...Q0€,Qe€ ®...@e" (™, ..., e" ... e,)
i1 yeenyip=0
jlv---»jq:O
7, Jeensd i
= E ! pejl(el ) ...l (e, )eM (eq) ... e (e;)
115000y tp=0
j17~~-,jq=0
= l1 611 Iy - 6lq7lq5klykl R 5kp,kp
k17 '1kp
I yolg
Comky,...,kyli,...,l;,=0,1,...,n—1. Concluimos que B é um conjunto linearmente
independente. O

Corolario 1.9. O conjunto S = {1 ®.. . Qu,QUi®.. . QV|ug, ..., up, € V,0],... 0 €

V*} gera o conjunto TF(V).

Observacao 1.10. E importante ressaltar que todo tensor em 7;7’(‘/) admite uma
representag¢ao como soma de elementos pertencentes ao conjunto S, conforme estabele-
cido no coroldrio anterior. No entanto, os elementos de S possuem uma denominag¢ao

especifica: sao chamados de tensores simples ou tensores decompom’vez’ﬂ

Definicao 1.11. Seja V' um espago vetorial de dimensao n, S :={u1 ®...Q@u, vi®
@ uplu, .. uy € VT, vr € VEL Todo elemento T € S é chamado de tensor

sitmple ou tensor decomponivel.

2Também chamados “dyads”, “triads” segundo o caso ver [Hac12]
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Definigao 1.12. Seja Q € TP(V) o posto de Q € o menor inteiro positivo r tal que
Q=> T, ondeT; €S
i=1

Na equacao apresentamos o produto tensorial como elemento do espago 7P(V),
isto é, como aplicagao multilinear com valores no corpo dados p vetores e ¢ covetores
fixos. Conforme a defini¢ao [I.11] o produto tensorial de p vetores e ¢ covetores é um

tensor simples, assim é possivel definir o produto tensorial como aplicacao com valores

em TP(V).

Definicao 1.13. Dado V' um espago vetorial sobre o corpo K, K=C ou K=R. A

aplicagao :

®: V... xVxV'x.. . xV" — TPV)

TV TV
puezes quezes

* * * *
(Ur, -y up, VY, 07) — U R QU,RU Q... QU

Observagao 1.14. A aplicacao recentemente definida oferece uma perspectiva mais

clara sobre a razao pela qual o espago 7;7’(‘/) também pode ser denotado por VE®1)

Apos estabelecermos a definicao formal do produto tensorial, adentraremos agora o
estudo de suas propriedades algébricas. Exploraremos a interacao do produto tensorial
com operagoes como a soma, além de mostrar a propriedade universal, um conceito

crucial que caracteriza o produto tensorial de maneira tnica.

Observacao 1.15. Na Defini¢ao foi apresentado o produto tensorial como a
aplicacao que a uma p + q-upla de vetores e covetores associa um tensor simples. No
entanto, € natural estender essa defini¢ao e definir o produto tensorial para tensores
em geral. Sejam pi,pa2,q1,q2 € Z* e A, B € TP(V), TE2(V) respectivamente. Assim

definimos o produto tensorial A ® B como:

* * * *
A® B(ul, .. Uy Uy e Uy s V1, Vg Ugydds - - Ugy o)
_ * * * *
= Auy, Uy V1, g ) By gy U s Vg1, Vg )
* * * 1+p2
em que uy, ..., uy o € VF evr, ..., Vg1q €V, portanto A® B € T 2(V).

Propriedades do produto tensorial

Sejam A, B, C' tensores em TP (V), i =1,2,3.
1. A (B(C)=(A® B)®C.
2.8epi=peq=qgentao (A+B)C=AC+B&C.
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3.Sepy=pseq=qgentao AR (B+C)=A®B+A®C.

Proposicao 1.16 (Propriedade Universal). Sejam V' um espago vetorial sobre o corpo
K, sendo K = C ou K = R, W um espaco vetorial e uma aplicacao multilinear

B:Vx..xVxV*x...xV*—= W, entao existe uma tunica transformacao multili-

N~ ~~

pvezes qvezes

near G : TP(V) — W tal que B = G o ®.

Prova. Da Proposicao sabemos que o conjunto B ¢ uma base para o espago 7?(V),
assim definimos G, tal que G (e;, @ ... ® €;, R ' @ ... ® €¥1) = B (e;,,...€;,, €7, ..., el),
logo pela multilinearidade é possivel estender ao espago todo. Sejam wug,...,u, €

Vi, .. vy € VT temos:

n—1 n—1 n—1 n—1
B(ul,...7up,v’{,...,v;) =B ( e'(ur)es, ..., y e'(up)e;, vf(ej)e],...,Zv;(ej)eJ>

=0 =0 7=0 7=0
n—1
_ 2 1
= e (uq) vq(ejq)B (e“, N ,ejq)
i1mip_,
J15---Jq
n—1

= Z e (ur) ... v(e;, )G (6, ®...®e;, @ ... @)

i17-"77;P_
J15--Jq

:G(u1®...®up®v’f®...v;)
Agora, suponha existe G’ : TP(V)) — W tal que B = G’ o ® pela equagio anterior
chegamos em
Bluy, ..., up,v},...,00) =G (11 ®...Qu, Q0] ® ... Qv})
=G (1m®..0ueu®...Quv))

donde G = G’
Il

A propriedade universal do produto tensorial, essencialmente estabelece que se

a aplicacao B é multilinear, entao o seguinte diagrama comuta.

18



Vx. xVxV'x.. . xV* = Tr(V)

_ q

Vv vV
puezes quezes

w

1.2.1 Produto direto de matrizes

A seguir, apresentaremos a deifnicao do produto direto de matrizes, também conhecido
como produto de Kronecker, embora suas primeras apari¢oes sao atribuidas a Georg
Zehfuss Bl

Defini¢ao 1.17. Sejam A = [a;j] com 0 < i < m, 0 < j < n, e B = [r,s] com
0<r<p, 0<s <q duas matrizes com entradas complexas, definimos o produto
direto de A e B sendo a matriz A® B = [a; ;b.s] da forma:

CLLlB amB e al,nB
CL271B . e a27nB
am1 B ... ... ama.B

Exemplo 1.18. Embora a definicao anterior seja clara, na sequinte figura mostramos
um exemplo quando A = B® C onde B € uma matriz de ordem 2 x 2 e C' € de ordem
3 %3

A = B &K C

am ow
b LA = T
o e = L g@Eas
999 OV .’ Vo
999 0w

Figura 1.1: Exemplo do produto direto de matrizes

3Ver historia do produto direto de matrizes[HPSS3]
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Podemos associar o produto direto de matrizes com o produto tensoria]ﬁ consi-

derado na observagao [1.15} antes disso temos a seguinte proposicao.

Proposicao 1.19. Sejam V um espago vetorial de dimensao finita n, sobre um corpo
K, sendo K=C ou K =R e {e;, ej}zj_:lo um sistema biortogonal para V. Entao para
cada tensor T € TH(V) existe uma tnica matriz A € Mat(n) tal que A;; = T(€?,€;)
para todo i,7 =0,...,n— 1.

Prova. Tomemos o sistema biortogonal B, e um tensor T' € T;}(V), sabemos pela

n—1
Proposicao (1.8 que o conjunto {e; ® €’} ¢ uma base para T,'(V) dai T' = 7 7le; ® €/
ij=0

em que 7; = T'(¢’, ¢;), tomemos a matriz A € Mat(n) tal que A;; = T'(e/, ¢;).
[

Agora estabeleceremos a relagdo entre o produto tensorial e o produto direto de
matrizes. Seja V' um espago vetorial de dimensdo n e {e;, e’} um sistema biortogonal
para V, tomemos T, Q € T/(V) e as matrizes 1, ® € Mat(n) tal que 75, = T(e,¢;) e
P, ; = Q(e?, ¢;), agora consideraremos a matriz ® ® 7", segundo a Definigao m temos
que P ®7;; = T(e™,e;,)Q(e2,e;,) em que i = iy + niy e j = j1 + nja, dai fazendo

T(ej, €;) = T; e Q(ej,ei) = ¢§- obtemos:

0.0 0.1 0._n—1 1.0 1.1 n—1_n—1
DoTo DoTo . QT DoTo DoTo N Y
0.0 0.1 0_n—1 1.0 1.1 n—1_n—1
071 071 071 071 071 e Qg T
0.-0 0.1 0,.n—1 1.0 1-1 n—1_n—1
PRT = GoTn-1 P01 -+ PoThoi PoTn—1 GoTpn-1 -+ D0 T
- 0.0 0.1 0_n—1 1.0 1.1 n—1_n—1
P17y P17y 170 ¢17g P17y e P91 To
0.0 0.1 0._n—1 1.0 1.1 n—1_n—1
orn, 17y 171 171 171 S
0 0 0 1 0 .n-1 1 0 1 1 n—1_n—1
¢n—1Tn—1 ¢n—lTn—1 s n—lTnfl n—lTn—l ¢n—17—n—1 s qbnfl,rnfl
0 n—1
¢OT .« .. ) QSO T
0 n—1
or 0 A i
0 n—1
n_lT o e P ¢n_1T

Portanto o tensor T ® Q € T,2(V') pode ser identificado com a matriz ® ® 7. Esse

raciocinio permite-nos estabelecer formalmente o seguinte corolario.

Corolario 1.20. Para todo tensor T € TP(V) e {e;, e;}7;L, um sistema ortogonal para

4Considerando as matrizes de transformagoes lineares ver [Gral§|
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V., existe uma unica matriz A € Mat(n®) tal que Ary =T(e",... e, e, ... e; ) onde
0<ik,Jk=n—1, 1§k:§peI:i1+i2n+...+z’pnp*1, J:j1+j2n+...+jpnp*1.

A prova decorre do raciocinio previo ao enunciado, porém no terceiro capitulo apro-

fundaremos mais nesse assunto.
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Capitulo 2

Aplicacoes de Contracao-dilatacao

Neste capitulo, apresentaremos as aplicagoes de contragao-dilatagao. Antes disso,
serd introduzido o conjunto dominio dessas aplicacoes. para isso, consideraremos um
conjunto de tuplas inteiras munido de uma ordem, que seré usado para indexar ma-
trizes. Por meio de uma funcdo com dominio no conjunto ordenado de indices, e
valores inteiros, definiremos uma relacao de equivaléncia, essa relacao sera a base para
criar uma estrutura de élgebra sobre o conjunto dominio das aplicagoes de contragao-

dilatacao.

2.1 Definicao e propriedades elementares

Consideremos o conjunto dos inteiros positivos Z* e tomemos | € Z*, A C Z! um
subconjunto arbitrario de cardinalidade m, com m € Z*tU{oo}, e seja “<” uma relagao

de ordem total em A.
Definicao 2.1. Seja T uma matriz quadrada de ordem m, dizemos que T € indexada

pelo conjunto A se T tem a sequinte forma

T = [T3;

ZJ]EJGA
e sei < j entdao a linha i aparece acima da linha j, e a coluna i estd mais para esquerda

do que a coluna j. E para cada i,j € A existe a entrada T;; € C

Dito isto, vamos denotar o conjunto das matrizes T indexadas pelo conjunto A
como Mat(A).

Observagao 2.2. No caso | =1 e A =7 denotaremos Mat(A) = Mat(c0).

Exemplo 2.3. Pretendemos com este exemplo esclarecer como sao as matrizes do
conjunto Mat(A).
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1. Seja A = {(—1,1) < (0,—1) < (2,1)} C Z*. Um elemento do conjunto Mat(A)

€ da forma
(~1,1) (0.-1) (2,1)
(—1,1) a b c
(0,-1) d e f € Mat(A).
(2,1) g h i
Porém,

(—-1,1) (2,1) (0,-1)
(—1,1) a v d
(2,1) d e 1 ¢ Mat(A)
0,-1)\ ¢ B %

pois as linhas e colunas nao sequem a ordem do conjunto A. Além disso,

(—1,1) (2,1)

(0(2—3< : ? >¢Mat(A>

pois a mesma, nao € quadrada de ordem |A)|.

2. Pode parecer redundante pedir que para cada par de elementos i, no conjunto
A exista a entrada T;; na matriz T para pertencer ao conjunto Mat(A). Porém

nao € o caso, tomemosl=1e A =7

0 2 4

- a b ¢ -2
T = - d e f
- g h 1

A matriz T, € de ordem |A|, suas linhas e colunas sao os inteiros pares, e suas
linhas e colunas respeitam a ordem usual dos inteiros, porém, T nao satisfaz a
defini¢ao[2.1] dado que nao existe a linha 1.

Em seguida, vamos considerar uma relacao de equivaléncia no conjunto A induzida
por uma funcao F' : A — Z, e por meio da fungao F vao ser definidas as aplicagoes

de contragao-dilatagao para tensores .

Para cada F' : A — Z, definimos a relacao de equivaléncia «~r no conjunto A, da
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seguinte forma:

i v J se, e somente se, F'(i) = F(j).

Das propriedades da igualdade vemos que, com efeito, «~r é uma relagao de equi-

valéncia.

Exemplo 2.4. Neste exemplo vamos dar alguns exemplos para o conjunto A e funcgoes

de A em Z, considerando também as classes de equivaléncia geradas a partir da relagao

V\F'

1. Seja A C Z'. Para cada k = (ky,....k) € Z!, e A >4 = (iy,...,4) definimos a

fungao
F];: A — Z

1
i o Fp(i) i=koi= Y ki,
s=1

[

podemos ver que ¢ o produto ponto em C'. Notemos que, i “F J Se, e somente

se, (i —j) e k sdo ortogonais, pois:

ivr je0e i) —F(G)eki-k-jek (i—j).

Seja A = {(=1,1) < (0,—1) < (1,1) < (2,2)} C Z2. Para cada k = (ki ks) €

72, consideremos a funcdo

M,;:A—)Z

i — Mi(i) == max{ky + iy, ko +is}

Na sequinte tabela podemos visualizar, em cada coluna, a imagem de i € A via

Mz, dependendo da relagao entre ky e k.

ki=ko | k1 >ko+1 ] kg >k
CLD) | k+l | k-1 | ketl
0,1 | k kr ks — 1
00 | mtl | sl | kel
(2,2) | k1 +2 ki +2 ko + 2

De acordo com a tabela, da relagio de equivaléncia «~yy, obtemos os sequintes
conjuntos de classes de equivaléncia, cujas classes estao resaltadas sequndo a

cor.

o Se ki =ky ou ko > ki, entdo as classes de equivaléncia sao:

{(_171>7(171)}7 {<07_1)} € {(272)}
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o Se ky > ky+ 1, entao as classes de equivaléncia sao:

{(_17 1)}7

. Sejam I,k € ZT, A CZ' e consideremos a aplicacdo:

{(0,-1)},

F: A — Z
T — F(z):=af+ak+. . +af

e {(2,2)}.

Da relagao de equivaléncia induzida por F temos que as classes de equivaléncia

8G0:

Cop={z|af+a5+ - +uz

k
l

com m € 7.

Podemos ver que quando k = 2 cada classe de equivaléncia estd conformada por

pontos sobre a esfera centrada na origem e rato /m. Vejamos grificamente as

classes Cy e C3 quando [ = 3.

-1,-1,0)
{(-1,0,-1)
{(-1,0,1)
{-1,1,0)
(0.-1,-1)
2, 1)
(0.1,-1)
{0,1,1)

(1,-1,0)
.0, -1)
{1,0, 1)

(1,1, 0

(BN NN
°

L N NN N
=

TS
L
1]

Figura 2.1: Classe de equivaléncia Cs
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(-1,-1,-1)

(-1,-1,1)

(-1,1,-1)

-1,1,1)

(1,-1,-1)

(1,-1, 1) |

{1, 1,-1) L— i | " 2.0

( A N NN N

Figura 2.2: Classe de equivaléncia Cj

Antes de definir as aplicacoes de contragao-dilatacao, é necessario compreender
como se define uma matriz basica no conjunto Mat(A). Lembremos que, se A = {1,...,n} C Z,
uma base para Mat(A) é composta pelas matrizes E; j, onde a entrada (r, s)-ésima é
dada por 9; 9, 5, como definido no Exemplo De maneira andloga definimos F;; em
que a (7, 5)-ésima entrada ¢ dada por d;;05 ;.

Exemplo 2.5.

1. Consideremos o conjunto A = {(—1,1) < (0,—1) < (2,1)} C Z? do Ezemplo [2.9
item [1  Fazendo (—1,1) =14, (0,—1) =j, (2,1) = k vejamos as nove matrizes
elementares de Mat(A):

i j k i j k ik

1 0 0\: 01 0\i 00 1\
E;; = 00 01y E;; = 00 0]y FEir = 00 0]y

00 0/k 00 0/k 00 0/k
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PGk ij ok igok
00 0\: 00 0\: 00 0\i
E:=110 ()j Ej,j: 01 03 Ejj;: 00 15
00 0/k 00 0/k 00 0/k
ik i j ok i gk
00 0\ 00 0\ 00 0\
Ez=1000]j Egj=[000]|j Egz=|000]j
100/Fk 01 0/k 00 1)k

2. Consideremos A = {(n,2n) | n € Z*} com a ordem lezicogrificd], algumas

matrizes basicas para Mat(A) sao:

(1,2) (2,4) (3,6)

0 1,2)
E(172)7(274) - e O O O e (2, 4)
0 0 ,
(1,2) (2,4) (3,6)
0 ...|(12)
E(2,4),(3,6) = . 0 0 1 . (2, 4)
0 (3,6

De agora em diante, para cada conjunto A C Z! denotaremos por S o conjunto

S:=4 T eMat(A) | ) |T5| < oo

7]
i,JEA

Definicao 2.6. Para cada F : A — 7, arbritraria porém fiza, definamos a aplica¢do

pr: S C Mat(A) — Mat(co)
T — pr(T) = ) TiErG r)

i,JEA

Ya,b) < (x,y) se e somente sea <z oua=zeb<z
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pr serd chamada de aplicagao de contragao-dilatagao associada a fung¢ao F.

Observacgao 2.7. Notemos que a (1, s)-ésima entrada da matriz pp(T) é dada por :

> Ty, serseF(A),
i€F~1(r)
PF(IWTﬁ:: FEF1(s)

0, caso contrdrio

Portanto, temos que:

1. A condi¢ao de definir pp sobre S, € para garantir a convergéncia de pp(T),
quando F~1(r) ou F~Y(s) é um conjunto infinito, pois, pela desigualdade trian-
gular:

i€F~1(r) i,jEA
JEF~1(s)

2. Note que pp(T) é uma matriz infinita, sem perda de generalidade, representare-

mos a matriz pp(T) pela submatriz desta, indexada pelo conjunto F(A) com a

ordem usual em Z.

Exemplo 2.8. A continuacgao, vamos ver alguns exemplos da aplicagcio de contracao-
dilatagdo. Nos dois primeiros exemplos A € finito, enquanto o terceiro abordard o caso

mfinito chamando ateng¢ao para a convergéncia.

1. Sejam A = {(0,0) < (0,1) < (1,0) < (1,1)} C Z2, k= (1,2) e F} como no
Ezemplo[2.4) item[1. Notemos que as imagens dos elementos de A pela aplicagio

F3, sao:

i 0] 1)) (0] (11)
F() | 0 2 1 3

Tomemos T € Mat(A)

(0,0) (0,1) (1,0) (1,1) 0 1 3
(0,0)( 1 2 3 0 0f1 3 0
0,1 3 i 3 : pr 14 -1 2 5
(1,0)] 4 2i —1 5 21+ 3 i 1
L\ —i T -1 3\—i &+ § 1—i

Vale a pena destacar que meste caso Fy, € injetiva e mais para frente vamos ob-

servar, se ' € injetiva, a aplicacao pr “herda” dita propriedade.
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2. Sejam A e My como no Exemplo item@ com k = (1,2). Na seguinte tabela

se mostram as imagens dos elementos de A pela aplicagao My,

i | (-1,1)] (0-1) | (1,1) ] (2.2)
M) | 3 1 3 J

Dada T € Mat(A)

(—-1,1) (0,—-1) (1,1) (2,2)

1 3 4
(—1,1) a b c d . . h
e
(07_1) e f g h PF . g
, , — 3| b+ at+c+i+k d+1
(1,1) i J k l
4\ n m—+o D
(2,2) m n 0 P

3. Seja (z,) C C uma sequéncia de nimeros complexos tal que |z,11| = A|z,| com
A€ (0,1), A=Z" CZ, F definida asssim:

F: A — 7

i —— F(i):=i¢ mod 3.

Agora consideremos a matriz T € Mat A com entradas T;; = z;; para todo

1,7 € A, sendo que “” denota o produto dos inteiros.
Vejamos por qué a matriz T pertence ao conjunto S.

Notemos que

>zl =lal Yo (Y
ig=1 ig—1
=1
=lald 75 !
=1

<l 73
=1

(2.1)

Portanto, T € S C A. Agora, vejamos como € pp(T):
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0 1 2

o0 o0 o0
> 2303 > ZBi(3j+1) > Ziei+2) |0
ij=1 ij=1 ij=1
o0 o0 o0
D203 D ZEiDE+H) DL A@inEi+2) | L
ij=1 ij=1 ij=1
o0 [ee] [ee]
D 2@it2)3i D FEit)Eitl) DL ABit2)(3i42) | 2
ig=1 ij=1 ij=1

Seque do mostrado na equagao |2.1] que todas as entradas de pp(T) sao somas

convergentes.

A definicao limita-se a indexacao de matrizes quadradas por meio do conjunto
A. Para indexar algum outro conjunto por A, torna-se necessario esclarecer o qué isso

significa. Com esse objetivo, introduziremos um novo conjunto indexado por A.

Definicao 2.9. Seja | € ZT, A C Z', “<” uma relagio de ordem total em A com
m = |A|, m € NU{oo} e x uma m — upla com entradas complexas, dizemos que X
esta indexada pelo conjunto A se:

X = (:c;,x;,...,a;,;,...)

onde i < j < k e para todo i € A existe a entrada x; em x. Denotamos por C* o

congunto das tuplas complexas indexadas pelo conjunto A.

Exemplo 2.10. Seja A = {(—1,1) < (0,—1) < (1,1) < (2,2)} C Z?, o vetor x dado
por:
(LY 01D L1 (22
( Q@ Ié] 0 4] )ECA.

C*> ¢ o caso quando A = Z. Além disso, o conjunto {e;};ca ¢ uma base para C*

emquee;z(O, 0, ..., 1, )
A seguir, introduziremos a aplicacao de contracao-dilatacao para vetores no con-

junto C*. Para isso, consideremos o seguinte subconjunto de C*.
2
M:={xecC*| <Z|x\§> < 00
i€A
Definicao 2.11. Seja x € C*, F : A — 7Z fiza, e definimos:
Py MCChr — C*
X — pp(x) = Z XiCF(i)
1€EA
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Vamos chamar p% como aplicagao contragio-dilatagio para vetores.

Observagao 2.12. A restrigio de p% ao conjunto M considera as mesmas condigoes
contempladas na observagdo e sem perda de generalidade vamos notar p%(T) como

o vetor indexado pelo conjunto F(A).

Exemplo 2.13. Seja A = N? com a ordem lezicogrifica, e a fun¢do

P ) = V;“J

Note que as classes de equivaléncia C,, para n € Z sao vazias sen <0 e sen > 1

estao dadas por:

Cn = {(i17i2> € A’Z2 =2n+1—-14e11 < 277,},

Classe de equivaléncia Cs

iz

Figura 2.3: Classe de equivaléncia Cj

e sejax € C* tal que x(;, 4,y = (1+43) 7. Tomandox € C* e aplicando p}, obtemos:

(1,1) (1,2) ... (2,1) ) 1 2 n
( [0 ﬁ .. y ) p—F> (Od + 6 + Z X(iy,5—i1) - - Z X(i1,2n+1—i1)-)

11<4 11<2n
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A seguir, com intencao de aprofundar mas o estudo da estrutura sobre os espacos
indexados pelo conjunto A, introduzimos um produto interno em C*, quando A ¢é um
conjunto finito.

Dados x,y € C* | e fixemos F : A — 7Z ,
X,y)r =Y xi¥; (2.2)
inpj

A notagdo i v~ j significa, que, para ¢ € A fixo, somamos através dos indices j

relacionados com ele.

Exemplo 2.14. Consideremos o conjunto A, k = (0,0) e My : A — Z como no Evem-
plo[2.4item[3 A = {(—1,1) < (0,—1) < (1,1) < (2,2)}, My(i) = max{ks + i1, ko + i}.
As classes de equivaléncia estao dadas por:

{(_171)7<1’1)}7 {(07_1)} € {(272)}7

tomemos x,y € C* e calculemos seu produto interno.

(x, Y>M,; = (X(—1,1) + X(1,1)) (Y(—1,1) + Y(1,1)) + X(0,-1)Y(0,-1) T X2,2)Y(2,2)-

Uma verificacao simples nos permite mostrar que, de fato, constitui um produto
interno. Dados x,y,z€ C* e F: A — Z

(x,X) ZZXEX_E (X, ¥)F :_Z_Xy_i

i pj —
1F]

= Z szix_i :Zfiyi

EEA/mF imFE 5\/\}:‘2

T pj

2 [
Geh)p |lopi o

e por ultimo, seja A € C,

Ax+2).y)r =) (x+2)F;

1~FJ

= Z AXY; + 27Y;

=y

=A Z Xiy; + Z Z;y;

o pj o pJ

= (x,y)r+(z,¥)r
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Uma vez apresentado o produto interno, apresentamos a a¢ao de Mat(A) sobre C*,

*: SxMC Mat(A) x CA — C*
(T, x) — (Txx):= > T;;x5e;

3,5l

(2.5)

Observacao 2.15. 1. Para vetores na base de C*

1seivp]
<eza ej>F =
0 em outro caso.

2. A aplicagao de contragao-dilatagao definida em[2.11] toma a sequinte forma:

A=) 3 (xere

i€/
3. A aplicagao de contragao-dilatagao apresentada em[2.6 toma a forma:

pF(T> - Z <T*€17€]>FEF(D7FG)'

1JEA o
Exemplo 2.16. Agora vamos ver alguns exemplos da agao definida em[2.9

1. Tomemos o conjunto A e a funcao F' como no Fxemplo item[3, na tabela do

Ezxemplo item@ sdo mostradas as classes de equivaléncia. Tomemos x € C*

e T € Mat(A) :
(-1,1) (0,-1) (1,1) (2,2)
« b e d LY o\ (-1.1)
T = € f g h (0,—1) . s (07_1)
— i J k l (1,1) - 5 la,
moonoop (22 5/ (2.2)
Logo
(a+c)(a+y)+bB+ds | (—1,1)
Tan— | EFD@T)+[B+0 | (0,-1)
(i +K)(a+7) +i8+16 [(1,1)
(m +0)(a+7) +nB+ps | (2.2)

2. Novamente podemos considerar o qué acontece quando tivermos pelo menos uma
classe de equivaléncia infinita. Sejam A C Z,(zp)nen,T € Mat(A), F: A — Z
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como no Exemplo item 3, x € C* tal que x; = z; entdo temos que:

i

o0 o0 o0
Txx = ( oD B1ZiGBk+1) T D ZBi2Zi3ke2) T D 23k - - )
l,k=0 1,k=0 l,k=1

Lembremos do FExemplo item@ que a sequéncia (z,) tem a sequinte propriedade

|zna1| = A|zn| portanto podemos garantir a convergéncia das 8 series anteriores.

Notemos que dependendo da escolha da fungao F' sao permitidas permutacoes ar-
bitrarias sobre as entradas da matriz 7" € Mat(A) no momento de calcular pp(7"). A
saber, sejam ¢, : A — A Fy : A —— Z, I : A — 7 duas fungoes injetivas tal que
Fyl=Fop,:

A—F A (2.6)

F
1 fo

Z
podemos observar que pg, (1) = pryop, (T).

Agora, vejamos como pode ser definida a aplicagao ¢, satisfazendo o diagrama
acima. Seja ¢ arbitraria, porém fixa no grupo das permutagoes de [ elementos Sj,

definimos ¢ como segue:

c: 7t — 7!

‘ o . . (2.7)
i (1) = (o) -5 Bo)

¢ facil ver que & é uma aplicacdo bijetiva, com efeito, sejam 4,j € Z' tais que
o(i) = 5(j), assim para k = 1,...,1 temos que iy = Jor)- Tomemos s € {1,...1},
o é uma bije¢ao, logo existe um tnico r € {1,...,l} tal que o(r) = s, portanto,
is = lo(r) = Jo(r) = Js, €Ntd0 ¢ = j € G ¢ injetiva. Por outro lado, sejam i € Z', 07! € 5,
a permutacdo inversa de o e k € Z! tais que k; = ie-1(s) para todo s = 1,...,1, daqui

(k) =i e concluimos que 7 ¢ bijetiva.

A seguir, vamos considerar ¢, = ¢ |4. Estamos interessados em saber qual é o
comportamento de & no conjunto A, e estableceremos uma conexao entre o e pr, para

isso, introduziremos a aplicagao Rs.

Definigao 2.17. Para cada o € S tal que c(A) C A, definimos o operador de permu-
tacao :
R;: Mat(A) — pp(Mat(A)) C Mat(oo)
T+ Rs(pr(T)) = pros(T)
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Notemos que a condigao de (A) C A nao é sem motivo, pois caso nao for satisfeita

R, nao esta bem definida. Além disso vejamos que o(A) C A implica que A = 5 (A).

Proposicao 2.18. Seja o € S; e 0 como se definiu em tal que o(A) C A, entao
AcCa(A).

Prova. Sejam i € A em € Z* a ordem de o € S, temos que 5(i) = k; € A, aplicando
novamente o(k;) = 52(i) = ky € A, continuando assim chegamos em k,, = 6™ (i) €
A, logo 7 (k,,) = i, portanto i € G(A).

[]

Agora vamos ver, que de fato R; esta bem definida:
Suponhamos 7(A) C A. Sejam T, T, € Mat(A) se Th = Ty

Rs(pr(Th)) = pros(Th)
= pros(T2)
= R5(pr(T2))

Agora vamos ver um exemplo da aplicacao Rz apresentando a relagao exibida no
diagrama [2.6|

Exemplo 2.19. 1. Sejao = (123) € S5 A = {(2,3,1) < (3,1,2) < (1,2,3)} C Z'.
Agora tomemos alguma matriz T € Mat(A) dada por:

(2,3,1) (3,1,2) (1,2,3)

(2,3,1) a b c
(3,1,2) d e f
(1,2,3) g h i
e consideremos as funcoes F, M como seque:
F — Z M - — Z
1 — F(i):=14 i — M) =13
Vamos calcular agora pp(T), pp(T) € prog(T):
1 2 3 1 2 3
t g h a b c
pr(T)=1c¢ a b pu(T)=1d e f
d e g h 1
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1 2 3
a b c
pres(T) = | d e f
g h 1

Logo, py(T) = pros(T), portanto sao permitidas as permutagoes sobre as entra-
das da matriz T € Mat(A).

Observagao 2.20. E importante resaltar que neste caso as matrizes pp(T) e

pm(T) sao semelhantes, pois:

010 1 g h 0 01
pu(T)=10 0 1 c a b 100
100 f d e 010
0 01
Como podemos ver a matrizU = |1 0 0| € ortogonal i.e U™t = U, e ¢
010

chamada matriz de permutacao. Quando uma matriz € multiplicada a direita por
uma matriz de permutacao, suas colunas sao permutadas, e quando € multiplicada

a esquerda suas linhas sao permutadas.

. Seja A = {i € Z? | iy +1iy = 0} com a ordem lexicogrdfica, 0 = (12) € Sy € a

fungao F' como seque:

F: A — Z

i — F(i):=min{iy,is}

Tomamos uma matriz T € Mat(A).

(—=2,2) (=1,1) (0,0) (1,—-1) (2,—2)

a b c d e (—2,2)
0 f g h i (—1,1)
T = 0 0 j k l (0,0)
0 0 0 m n (1,-1)
0 0 0 0 0 (2,-2)
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prosequimos com R, (pr(T)), que € dado por:

-2 —1 0
o+e+a b+d c ... -2
n+i m+h+f g ... |1
l k j ... 10

A seguir veremos como as caracteristicas de pr e F' establecem relagoes entre as

aplicagoes.
Proposicao 2.21. Seja F : A — 7. Se pr € sobrejetiva entao F' € sobrejetiva.

Prova. Suponhamos pp é sobrejetiva. Sejam M € Mat(co), r, s € Z tal que M, ; # 0
pela suposigao inicial, existe T € Mat(A) tal que pp(T) = M, da defini¢ao de pp
concluimos que r, s € F(A) O

Proposigao 2.22. Sejam F : A — Z,0 € S; tal que a(A) C A. Se pr € sobrejetiva

entao R, € um isomorfismo de espago vetoriais sobre Mat(oo).
Prova. Vamos provar primeiro a sobrejetividade da aplicagao R, .

e Tomemos T' € Mat(oo), entao existe M € Mat(A) de tal forma que pp(M) =T,
agora se consideramos P € Mat(A) tal que F;; = M5q) (), dal segue que,

Re(P) =Y PiiEreq =Y Msts6)Erearea) = pr(M) =T.

7,JEA 1,jEA
Portanto R, é sobrejetora. Agora vejamos que € injetora,

e Sejam T',T? € Mat(A) tais que R,(T') = R,(T?), dai temos que, para cada

1,7 €A
> one Yo
reF(a(), reF=Y((7)),
seF~1(a(4)) s€F (o (5))

logo, segue que Tt = T2

Proposicao 2.23 (|[ENZ24]). Suponha que 01,05 € S; € 0,(A) = A,p=1,2 Entao

— ... . p-1 _
Ra—\l REQ - RUQO'l y Ra:l - R&;l
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Prova. Seja T € Mat(A) e

RalREQ (pF(T)) = Ra’l (pF032)(T)
= Progyos, (1)
= Rﬁzal (pF<T))

Agora vamos provar a outra igualdade:

Ra;1R81 (pr(T)) = Ralafl (pr(T))
= pr(T)

portanto temos que R;ll = R31—1 ]

Proposicao 2.24. Se a func¢ao F' : A — Z e injetiva entao a aplicagao de contragao-

dilatacao pp € injetiva.

pode-se concluir que T; ;Epg) pG) = 0, 1,7 € A, se e somente se T;5=0. O

O operador de permutagao Rz permite-nos definir a propriedade de simetria sobre
os elementos de Mat(A).

Definicao 2.25. Uma matriz T € Mat(A) € dita simétrica se Rz(pp(T)) = pr(T)
para toda o € S; tal que 7(A) C A.

Exemplo 2.26. Sejam A {(il,ig,ig) < (ig,il,ig) < (ig,ig,il)} eF:A— Z,

l?(i17i27i3) = 0
F(iz,i1,i2) =1
}?(i27i37i1) =2

suponhamos iy # iy # i3, assim se d(A) C A entao o € Sz, temos que o = (123) ou
o = (132). Portanto T € Mat(A) dada por:

(i17i2ai3) (i3;i17i2) (i27i37i1)

a b C (il,ig,ig)
T = C a b (ig,il,ig)
b C a (2.272.3,2.1)

¢ uma matriz simétrica no conjunto Mat(A).
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2.2 Estrutura de algebra associativa em Mat(A)

Com o objetivo de estabelecer relagoes entre o espago Mat(A) e o espago das matri-
zes quadradas através da aplicacao pp, e, em ultima instancia, representar tensores
por meio de matrizes, definimos até o momento um par de aplicagoes lineares sobre o
conjunto Mat(A). Para enriquecer a estrutura algébrica desse conjunto e possibilitar
operagoes que reflitam o comportamento dos elementos em Mat(A) com sua repre-
sentacdo no espac¢o das matrizes quadradas, propomos um produto em Mat(A) que

chamaremos convoluc¢ao.

Definigao 2.27. Seja F : Mat(A) — Z fiva e sejam T, T? € Mat(A).

(T'«T%);5:= > T!. T2 (2.8)

mwn
Chamaremos o produto “x” de convolugao.

Exemplo 2.28. Tomemos o conjunto A e a fung¢io como no Exemplo[4. Lembrando
A={(-1,1) < (0,—-1) < (1,1) < (2,2)} as classes de equivaléncia sao:

e tomemos T, T? € Mat(A) da defini¢ao anterior obtemos

(T *T%i5 = Y T Ta s+ Ty Thns + Tan T

i,m=m,j
meA

A continuagdo, vamos definir a matriz Id no conjunto Mat(A). O comportamento
desta matriz com respeito da convolugao ¢ chave para definir o operador de média, que

sera introduzido no seguinte capitulo.

Id;; == H Oy i (2.9)
Exemplo 2.29. Seja A = {(0,0) < (0,1) < (1,0) < (1,1)}, logo temos que:
(0,0) (0,1) (1,0) (1,1)
1 0 0 0 \(0
0 1 0 0 (0,
0 0 1 0 |(1
0 0 0 1 (1
Observacgao 2.30. Vemos que quando a fungdo F : Mat(A) — Z € injetiva, a matriz
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Id ¢ uma identitade para o convolugao, assim Mat(A) € uma dlgebra associativa com

unidade nesse caso.

Nesta proposicao, apresentaremos e demonstraremos as propriedades do produto

recentemente definido.

Proposigao 2.31. Propriedades da convolugio: Consideremos T, T?,T% € Mat(A),

Wy

o produto “«” satisfaz :

1.
(T« T*) x T =T % (T? + T?).
2.
(T 1d);; = ZTm (Id* T);5 = ZTM.
Prova. 1.
(1 2) 2 79), = 3 (0T, T
=D THIiLT;
M ]
=D T4 (T2 +T°);;
kAl
= (Tl* (T2*T3))55'
2.

Por outro lado:

]

Teorema 2.32 (|[FNZ24]). Seja F : A — Z uma fungdao arbitrdria, porém fiza.

A CZ' T T? € Mat(A). Entdo:
pr(T" «T?) = pp (T") pr (T?)
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Além disso, para x € C* e T € Mat(A):

pr(T * ) = pp(T) pi(x). (2.11)
Prova.

pr(TOpe(T?) = Y ThErG rG) D, TaaEron.rm

7,jEA m,ACA
=2 D T5Erer Lan Erom.rm)
7,j €A M,REA
1 72
- Z szTjn F(i),F(n)

i,NEA \m—j

= Z (T" % T%); 2 Erg), pan)

i,NEA

= pp(T + T?)

Por outro lado,

=2 > TiiEra.rG) Z X7 ()
l

iCA jEA

Sl by

i€A \ jl
= Z(T * X)EGF(E)
i€A
= pr(T *x).
[l
Corolario 2.33. Suponha Mat(A) finito. E seja r : Mat(A) — C tal que x(T) =
detpp(T) para T € Mat(A). Entao:
k(T * T?) = k(T )k(T?).
Prova. Sejam T, T? € Mat(A).
k(T * T?) = detpp(T" x T?)
= detpp(T")detpp(T?).
[l

Com o intuito de aprofundar mais nossa analise do espago Mat(A), vamos introduzir

o operador adjunto, estudar seu comportamento e sua relacao com a aplicagao de
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contragao-dilatagao

Definigao 2.34. Seja * : Mat(A) — Mat(A) tal que (xT);; := T;; Vamos chamar %

de operador adjunto.

Uma vez apresentado o operador adjunto, junto com a convolucao e o produto
interno introduzido em podemos definir um produto interno em Mat(A), quando
A é um conjunto finito. Assim, dadas T;,T» € Mat(A)

(T, Ta)p = (1 = (+T))iz-

Gnpl
Proposigao 2.35. Sejam T, T? € Mat(A) entao:
1. pp(+T) = pp(T)".
2. [op (T TY]' = pp (T") * (xT?)) .

Prova. Para a prova vamos usar o resultado do Teorema [2.32] e o calculo direto.

1.
Z x5 5 Ep i), r ()
7,JEA

= D T5:iErG),rG)
1,J€EA
= pp(T)"
2.

[pr (1% % Tl)]t = [pr(T? /?F(Tl)}t
pr(T) pr(T?)
pr(xTH)pr(xT?)
pr((xT")  (xT?)).

O

Observagao 2.36. Se A ¢ um conjunto finito e T € Mat(A) satisfazendo T = +T a
acao definida na equacao satifaz (T *v,w)p = (v, T*w)p, para v,w € C*, a saber:
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(T xv,w)p = Z(T*v);w_g

iopj

:§ E T gy | w5
inpi \kewpl

= E U E *T,;,;wg
kopl i~pj

= E v (%7 * W)y
lopk

= (v, %T * w)p
= (v, T*w)p.

Além disso, se considerarmos o produto interno canoénico em C", n € NU {oo},

vemos que a apliacao p% é uma isometria.

Proposicao 2.37. Sejam F : A — 7 fiza, o espaco C* munido do produto in-
terno (,)r e C" munido do produto interno canénico. Entio a aplica¢ao de contragdao-

dilatagio para vetores p% € uma isometria.

Prova. Tomemos x,y € C*

(p%(X),p%(y» :< Z <X,€Z>F€F(z), Z <y,€€>F€F(2)>

€A/ g €A/ p

= Z (x,e)r(y, €5)r (er@) erG))

1,JEA/p

= Z <Xa 65>F<Ya 63>F

i pj

= ngy_g

]

= (X,¥)F.

O

Deste ponto decorre que se considerarmos o produto interno canénico no espago

das matrizes complexas, a aplicacao de contracao dilatacao é uma isometria.

Proposicao 2.38. pr é uma isometria.
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Prova. Sejam A, B € Mat(A),

(pr(A), pr(B)) = < > (Axeje)rErg g, Y. (B €j76i>FEF(i),F(j)>

LJEA/ o p L,jEA/p

= > Y AAxep ), (Brepen)  Tr (Ergr Ero.rm)

LJEA v kEA/ L,

= Z Z <A*€;,6¢>Fm

inpklopj

=) Au=B;;)

ivrpklopj

= > (A% (B

ik

= (A, B)%.

Onde T'r denota a matriz transposta no espaco das matrizes complexas.
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Capitulo 3
Algumas aplicacoes de pgp

Neste capitulo mostraremos algumas aplicacoes da teoria desenvolvida no capitulo pre-

vio, em particular, estamos interessados na classe de aplicagoes pr injetivas.

3.1 O caso do produto tensorial

Tendo explorado a operagao de convolugdo em Mat(A) na se¢do anterior, passamos
agora a investigar a relacao entre o produto tensorial de matrizes e as aplicagoes de
contracgao-dilatagao. Para estabelecer essa conexao de forma precisa, restringiremos
nossa atencao aos casos em que o conjunto de indices A possui forma retangular, que
definiremos a seguir. Demonstraremos como, sob essa condi¢ao, o produto tensorial
de matrizes se relaciona com a aplicacao de contracao-dilatacao, proporcionando uma

representacao matricial eficiente para tensores de ordem superior.

Definigao 3.1. Sejam ny,no, ..., n; inteiros positivos e tome A; = {0,1,...,ny — 1},

dizemos que o conjunto A tem forma retangular se:

A=]JA. (3.1)

Tomemos ];? € Zl,];} = (k’l,...,l{?l) com k‘l = ].,]{72 = ’I"Ll,]fg = nlng,...,kl =
ny...ni_1 eseja Fy : A — Z com Fj(i) =k -i.
Sempre que Fj, fosse a da forma apresentada aqui, vamos notar Fj como Fpr.

Proposicao 3.2. Sejam k € Z! e F;, como na Deﬁm’gdo entao Fy = Fpr € injetiva.

Prova. Vamos considerar componente a componente para mostrar a igualdade.

Sejam 7,7 € A tais que i v g, j entdo tem-se S ke =Y, kej.. Considere:

Ul :i2+n2i3...+n2...nl_1il
. . _ (3.2)
vy =J2+N2)3... FNo... 1]
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Entao da igualdade segue-se

11 +nur = Jji + nqvy (3.3)
E consideremos dois casos:
1. il - jl-
segue que u; = vq
2.4 #F5
e obtemos:
il — jl = 77,1(’01 — Ul). (34)

De|(3.4] é claro que 71 — j; é miltiplo de v; — uq, e note que —ny +1<i; —j; <np —1

e (v —u1) € Z o qual ndo é possivel portanto i; = j; e u; = v;. Considere agora :

u2:i3—|—...—|—n3...nl_1il

. , (3.5)
Vg =93+ ...+ N3...MNY_1];
Da conclusao de [3.3] e 3.5 obtemos
ig + nauz = Ja + Navs.
Fazendo um processo analogo como em obtemos i, = J».
Continuando dessa forma obtemos que i; = j, para 1 < s <[. Assim i = j
H

Dando prosseguimento & nossa anélise, investigaremos agora a relagao entre o pro-
duto tensorial introduzido em m, elementos no conjunto Mat(A) e a aplica¢do pp.

Consideremos inteiros positivos ny,...,n;, o conjunto A e a funcao Fj : A — Z,
conforme estabelecido na Definicao . Para uma colecio de matrizes {A;}._, onde
Ay, € Mat(ny), identificaremos o tensor T = A; ®@ ... ® A; € @' _, Mat(ng) como uma
matriz T' € Mat A, cujas entradas estao dadas por:

LA

0,1

- = . . . . P— 1
T',j - Tll;]hm,lzdl = A,

11,71

emquef:(z'l,...,il),j:(jl,...,jl)eOSz’k,ijnk—l,kzzl,...,l.
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Com base nessa representacao, definimos a aplicacao produto tensorial:

!
Prtno.omy - ® Mat(ng) — Mat(ning ... n;)
= (3.6)

ni—1 mngo—1 n;—1

_ N
Pni na,..., nz<T) - E E E , Ti1,j1,i27j2,~~,iz,jlEI,J‘

i1,j1=0 i2,j2=0 11,51=0

em que N =ning...ny— 1,1 =11 +nyig+ningis+...+ny...0_1%,J = j1 +n1js +
niNojs + ...+ ny...N_1J.

Por meio dessa identificacao, podemos considerar o espaco ®2:1 Mat(ny) como
subespago de Mat(A), com efeito, sejam P,Q € Mat(A) tais que existem {4} _,,
{Bi}iy com Ay, By € Mat(ny) tais que Pi; = A} ;... AL, e Q5 =B}, ...Bl e

i1,J1 " 1,1 7 L
o\ Al ! 1 ! .
A € C, notemos que (AP + Q);; = A\A; ; ... A, + B .. B! . e vamos considerar

i1,J1 1,317

a aplicagao de contracao dilatagao pg,, = ppr
ppr : Mat(A) — Mat(ny ...ny).
Portanto, a aplicacao produto tensorial py,n,. n, ¢ induzida pela restricao da apli-
!
cagao de contragao-dilatacao ppr sobre K) Mat(ng).

k=1

b
Exemplo 3.3. Sejam ny = 2, ny = 3, A € Mat(2) e B € Mat(3). A = (a >,

c d
e [ g
B=|h i j | segundo a Definicao|1.17 temos:
kIl m

ae af ag be bf bg
ah ai aj bh bi by
A®B:<aB bB)_ ak al am bk bl bm

cB dB ce cf cg de df dg
ch c ¢j dh di dj
ck ¢l cm dk dl dm

0 conjunto & = {0,1} x {0,1,2} = {(0,0), (0, 1), (0,2), (1,0, (1, 1), (1,2)}, se tomar-
mos “<” como a ordem lexicogrifica, identificamos A ® B € Mat(2) ® Mat(3) com
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T € Mat(A) com:

0,0) (0,1) (0,2) (1,0) (L1) (1,2)
ae af ag be bf bg \ (
ah ai aj bh bi bj | (
ak al  am bk bl bm | (
ce cf cg de df dg |(
ch ci cj dh di di | (
ck cl em dk dl.  dm | (

Aplicamos prp..,

o 1 2 3 4 5
ae be af bf ag bg
ce de cf df cg dg
ah bh ai bt aj by
ch dh ci di ¢y dj
ak bk al bl am bm
ck dk ¢ dl em dm

PFpr (T) =

Tt = W NN = O

Proposicao 3.4. Seja A um conjunto retangular finito, entao a aplicagao ppr € um

1somorfismo de espagos vetoriais.

Prova. Primeiro, notemos que o cardinal do conjunto A é (n; - ...-n;), logo uma
base para Mat(A) tem (n; - ... - n;)? elementos, a mesma quantidade que uma base
de Mat(n; ...n;), da Proposi¢ao temos que a funcao definida assim para k € Z ¢é
injetiva, da proposicao temos que a aplicacao de contragao-dilatacao é injetiva,
portanto Mat(A) é isomorfo a Mat(n; ...n;) O

, . . . l .

De manera semelhante é possivel identificar o I-tensor x € @),_, C™. Sejam

ni,...,n; inteiros positivos, A um conjunto retangular , z1,..., 2, € C* k=1,...,1[..
1 l - . .

ei = (i1,...,7),0 <

Identificamos x com o vetor x € C* de tal forma que x; = zj, ...

ir <ng—1,k=1,...,1. Definimos a aplicagao:

l
pgl o ®an Crinz--m

=1 (3.7)

ni—1ns—1 n;—1

P @) =D D D Tiiaie]

i1=0 i3=0 i,=0

~ . ~ 0
Onde I, N sao definidos da mesma forma que na equagao (3.6). Portanto p,,

----- ny

coincide com p., .
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A seguir mostramos como é a forma da operacao de convolucao definida em
!

sobre @ Mat(n;):
s=1
2\
T = 2 Balg
Alem disso do teorema [2.32] seguem os seguintes corolarios:

Corolario 3.5. 1. Sejam T",T? € ®\_, Mat(ny) entdo:

..........

K(T' % T%) = k(T)R(T%),T",T% € (X) Mat(n,)

s=1
Prova. Segue-se do Teorema [2.32] ¢ Corolario [2.33] O

Corolario 3.6 ([ENZ24]). 1. Sejam As, Bs € Mat(ns), s € [1,I] N Z entao:

Pty (A1B1 @ ... @ AiBy) = ppyony (A1 @ . ® APy (B ® ... @ By).

3. A aplicag¢ao pn, . n, ®ls:1 Mat(ns) — Mat(ny ...n;) € um isomorfismo de dlge-

bra associativa.

Prova. 1. Considere A, = (A; ), Bs = (B}, ,,.) € Mat(n,). Entao temos que:

is,Js

n1—1 n;—1

Pni,..., nz(Al ®...® Al) = (Zill,ﬁ:O T Zizljl 0<A211 J1 e Ail JZ)E}\LA)
ni—1 n;—1

pn1 ..... nl(Bl &...Q0 Bl) - (Zkll7m1:0 ijll my= O( ki1,mq ° Bllﬂl ml)Eg,J2>
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Multiplicando obtemos:

ni—1 n;—1 ni—1 n;—1
_ l N
- 2 : § : 11 J1 e Zz WJi Eh J1 § : § : Bkl my Bklzml)EI%JQ

i1,j1=0 11,J1=0 k1,m1=0 kyymy=0

77,11 'I’Lll n11 TL11

- Z Z Z Z 11 Jrt 21;]1) (Bk1, e ‘Bllfz,mz) Eﬁ,hEg,Jz

i1,j1=0 i1,51=0 k1,m1=0 ky,mp=0

ni—1 ni—1 n;—1 n;—1
_ N
- § : 2 : All,Jl Jji,ma | E : z : Alz Ji Jhml Ell,Jz

i;;m1=0 \j1=0 i,y =0 \7j;=0
ny—1 n;—1
_ 1 1) ( l l) N
=Y Y@@y, (ABY, BN,
i1,m1=0 ip,my

= Py (A'B'® ... @ A'B) .

2. Podemos perceber que no caso i = js para 1 < s <[ tem-se I = J definidos da

equacao Logo segue-se a igualdade

e Loy ® @ L) =y I I EY,

i1,J1 1,1

- Inl...nl‘

3. Temos que ppT\®§c:1Mat(nk) = Pn,...m € da Proposigao e o Teorema se
conclui o isomorfismo de édlgebras.

]

A continuacao vamos ver qual é a forma e as propriedades do operador adjunto
definido em [2.34) no conjunto &' _, Mat(n,).

I I
*: () Mat(n,) — ) Mat(n,).
s=1 s=1
Tal que para T € ®'_, Mat(n,):
(T)ij = Tj.

Também tem-se propriedades do operador * e outra propriedade que segue da re-

lacao de semelhanca entre as matrizes, elas vao ser apresentadas no seguinte corolario.

Corolario 3.7. 1. Seja T € ®._, Mat(n,) entio:

(pm...nz (T))t = Pny..ny (*T)'

20
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2. Sejam C;, D; € Mat(n;), i = 1,2,...,1 tais que C; € semelhante & D; para todo i
entio pn, n,(C1 ® ... C)) € semelhante & ppy 7,(D1 ® ... ® D)

Para a prova do segundo item vamos usar o seguinte lema:

Lema 3.8. Sejam U; € Mat(n;) matrizes invertiveis para todo i = 1,...,l entao:
P (U@ U™ = ppy (U1 @ ... 0U) L

Prova. Pelos itens 1 e 2 do corolario [3.6] tem-se :

Inl...nl = pnl...nl(UlUl_l ®...Q0 UlUlil)
=Py (U1 @ .. @U)py oy (U @@ UTH).

Seguimos agora com a prova do corolario.
Prova. 1. Seja T € ®'_, Mat(n,).

ni—1 mno—1 n;—1

pmn-m(*T) = Z Z Z *(ﬂl,jl,izdm.-.,il,jz)E;\,/J

11,J1=012,52=0 1,51=0

ni—1 mno—1 n;—1

- e El’i17j27i27“'7‘jl’ilEI,J
11,J1=012,52=0 11,51=0

ni—1 mno—1 n;—1

_ N
- E : E : E : Til7j1,i2,j27-~~7iz7jLEJ,I

11,j1=0i2,52=0 17,51=0

ni—1 mng—1 n;—1 t
- t E17j17i27j2a"'7il7jlE[,J'

i1,j1=0 i2,j2=0 i1,51=0

= (i (T))"

2. Seja U; € Mat(n;) uma matriz invertivel tal que D; = U;C;U; " con i = 1,...,]1

entao tem-se:

Pry.my(D1® ... ® D)
= Pnl...nl(UlClUfl Q... UlClUfl)
= Py (U1 ® ... @ U)oy (C1® .. @ C) .oy (U @ ... @ UTH)
= oy (U1 @ ... @ U) sy (C1® ... @ C oy (U1 @ ... 0 Up)

]
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Agora consideremos o operador de permutacao definido em [2.17, quando este ¢é

aplicado em p,,, ,,, € temos as seguintes propriedades.
Proposicao 3.9 (|[FNZ24]). Seja B; € Mat(n;), i =1,...,1 entdo:

1. Rd(pm--.m(Bl ®...Q Bl)) = pn0<1)7~~~:na(z>(BU(1) ®...0 Bo(l))'

Em particular.

Rr (pnl,...,nl (Bl X B2 ®...0 Bl)) = Pny,....m (Bl & Bl—l X...& Bl) .
2. Para qualquer o € S; o operador Rz € uma isometria.
Prova. 1. Tome B; € Mat(n;),i=1,...,1.
No(1)~1 o) ~1
_ a(1) o(l) N
Prig (1o (i) <B‘7(1) ®...® BU(l)) - Z T Z Bio’(l)Jo‘(l) te Bio‘(l)7jo'(l) EU(I)#T(J)

Lo (1):Jo(1)=0 o (1)sJo (1)=0

- Ro(pnl..‘nl(Bl ®...& BZ))

2. Decorre do Corolario 2.38
O

O segundo item do Corolario fornece um método para classificar a aplicacao
Pry.my (C1® ... ® () a menos de semelhanca. De fato ¢ suficiente calcular produtos
tensoriais de somas diretas de blocos de Jordan. Para ilustrar essa abordagem apre-
sentaremos a seguir o calculo da aplicagao pn, ., de duas somas de blocos de Jordan.
Porém antes lembraremos o qué significa soma direta de matrizes, denotada pelo sim-
bolo &.

Observacgao 3.10. Dadas duas matrizes A € Matny, B € Mat(ny) com ny, ny inteiros
positivos, a soma direta A @® B € definida como a matriz por blocos diagonal, onde os

blocos na diagonal sao precisamente as matrizes A, B,

a1 alm O O
A 0 n ning 0 0
A o B _ a 11 a
0 B 0 0 b11 bin,
0 0 byt bryns

Lema 3.11 (|[FNZ24]). Sejam C; € Mat (w;) , D; € Mat (v;) onde i = 1,2. Entao:
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1. puin (C1 @ Dy) € semelhante a py, ., (D1 @ Cy).

2
2. Pui+pg,vi+vs ((Cl D C2> ® (Dl D D2)) ¢ semelhante a @ Pui,v; (CZ ® D])

1,j=1
vi—1p1—1
Prova. 1. Consideremos amatriz P = > > Ej tisvistisp - Notemos que Pt = P?
11=0 i2=0

vi—1 p1—1
Ptpul,,ul (Dl ® Cl)P = Pt Z Z Dll ,J1 22 ,J2 741+7;2V17]'1+J’2V1> P

11,j1=042,52=0

v1—1 pn1—1
o t
=P E E Dzl J1 12 2 11+i2V1,j1+j2V1 Ek+lV17l+kH1

i1,j1,k=0i2,j2,1=0

vi—1 p1—1
_ pt 2 :
=P E Dzl J1 12 J2 z1+i21/1,j1+j2u1Ej1+j21/17j2+j1ul

11,j1=012,52=0

ri—1 p1—1
- t . . .
=P Z Z Dll J1 12 2J2 Z14'121’1,J2-&-]1,u1

11,j1=012,52=0

vi—1p1—1 vi—1 p1—1
= E E El-‘rk:uhk‘-i-ll/l E E D7,1 ,J1 12 ,J2 11+22V17.72+]1N1

k=0 [=0 11,71=012,52=0

vri—1 p1—1

= E E Dzl,jl 2,52 l2+i1u1,j2+j1m

11,51=012,52=0

= Pu1,m (Cl ® Dl)

2. Primeiro notemos que C; @ Cy = C; ® 0,, + 0, & C; onde 0, denota a matriz
nula em Mat(u), lembremos que I = iy + io(pu1 + p2), J = j1 + jo(p1 + p2),
N = (1 + p2)(v1 + v2).

Pui+pa,v1+va ((Ol ® 02) & (Dl 2 DQ))
p1tp2—1lvi+va—1
= > ) (Cr®Co)iy i (D1 @ Dy)iy j BT,
i1,j1=0 i2,j2=0
p1+pe—1 v +ro—1
= > > (C1®0,,) + (0, @ Co)),, (D1 & Da)iy i B
11,1=0 42,52
,U«1+,u2*1 vitro—1
= D> > (C1®0,)i5 (D@ Do)y, BN
i1,j1=0 i2,j2=0
pitpe—lvi4ro—1

+ Z Z M1 ©® CQ Zl»]l(Dl ® D2)12,J2E1J

i1,1=0 i2,j2=0
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pitp2—lvi+ro—1
N
> > (CL®0,,)i,, (D1 ©0,,)i,5,EL,
11,j1=0 12,j2=0
pitpe—lvi4re—1
N
+ E E (Cl ® 0#2)1'1,3'1 (01/1 D DZ)i2J2EI,J
i1,1=0 i2,52=0
prtpe—lvi+ro—1
N
+ E E (Om S5 02)i17j1 (0111 S5 D2)i27j2EI,J
i1,j1=0 i2,j2=0
,Ull‘huzfl vit+ra—1

+ Y D (04, ©Ch)i (D1 ®0,,)i,5 B

i1,j1=0 i2,52=0

pi—1 -1 p1—1  vo—1
b E : E : 11 ,J1 22 ]2EIJ + E : E : 11 ,J1 12 JQEI J
11,j1=042,52=0 11,j1=012,72=0
po—1 wv1—1 n2—1 wvo—1
+ E : E : 11]1 Z2J2EIJ+ 2 : 2 : %131 m]gEIJ
i1,51=0i2,j2=0 11,j1=0i2,52=0

2 Purn (Cl ® Dl) S OM2V1 S 0M1V2 D 0M2V2+
+ Oulvl D puzﬂfl(C? ® Dl) D 0M1V2 D O,u2V2+
+ 0#11/1 S 0#21/1 D Pui,ve (Cl ® DQ) D 0#21/2+
+ 0#11/1 D 0#2111 D 0u1l/2 ) Pua,ve (02 ® DZ)

2
o ® Prsv; (CZ ® Dj)'

,j=1

Daqui podemos obter a féormula para calcular a imagem p,,, ., a menos de seme-

.....

lhanga.

Teorema 3.12 ([ENZ24]). Seja J,(a) o bloco de Jordan de tamanho p e autovalor a.

Sejam:
C = @ s (@), D = @

=1

em que

l s
[ ::Z,uk,ﬂs ::ZVk,l:0,...,m;s:O,...,n(u0:V():O).
k=0 k=0
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Entao

m—1n—1 g1~ 10411

m—1n—1  M41—20s41—1
Pl on (O ® D) : : : :albs : : : : El"'#m] i+imJ + z : bs § E El+#m],7f+#m]+1
=0 s=0 1=y  J=Us =0 s= 1= J=Us
m—1n—1  H41—1 0412 m—1n—1 fAi41—2 Us41—2
+ al E E Ez+umj i+ fimj+im T § § § E EZ+Mm]7Z+Mm]+Nm+1
=0 s= 1=l J=Us =0 s=0 1i=p; J=vs
Prova. Notemos que as entradas da matriz C' sao a;,1 ou 0, ¢ = 0,...,m, mais

especificamente temos:

pr1 € fip <t =7 < flpy1 —1p=0,....m—1
Cij=S1lsefi,<i+1=7<fip;1—2p=0,...,m—1

0 em outro caso.

Dai, aplicando a definicao de pj,, 7, temos que:

m—1 vp—1
Pl (C @ D) § >~ Cir i Dis i By tinfin s 4
11,51=0 i2,72=0
—1n—1 fi41—1 Dg41—1
E : E : E : Cil,jlDi27j2Ei1+i2ﬁm7j1+j2ﬁm
=0 s=0 i1,j1=p i2,2=Vs
—1

Ri+1—1 05411

alb § E By tiofim i rinim T

i1 =M i2=Us

3
3

I
M
g

N
I
,_.o

Piy1—1 D512

ap E E E@1+12um,11+(12+1)um+

11=f; 12=Vs

3
3
L

(]

N
Il
=)
w»
Il
)—‘ =)

He1—2 0411
bs E E E21+12Nm7(21+1)+12um
0 11=p; i2=Vs
1 f41—2 Ugqy1—2
E : Eil+i2ﬁm,i1+ﬁmi2+ﬁm+l'

Z‘2:§s

3
-

M

T
o
V)
I

3
L
3

Il
o
w

Il
o
~
=
iyl

Observagao 3.13. Note que o teorema anterior mostra que:

P (Ju(a) @ Jy (b)) # pupu (Ju(b) @ Ju(a)) .

inclusive no caso p=v > 1 e a # b. De fato, temos que:
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l\')
)_.

-1 v-1 pn—2 v—

Pup (Ju(a) @ = ab E E Eitpkituk + b Eii kit pkt1
i=0 k=0 0 k=0
p—1v-2 2 v-2
+a E Eiy kit pbpn + Eiyukitpbtps1-
i=0 k=0 i=0 k=0

Além disso, temos o seguinte teorema

Teorema 3.14 (|[FNZ24]). Sejam p,q € N, a,b € C.

1. Seab +# 0,
Poa (Jp(0) ® Jy(b)) ~ O P T, gy (ab).
2. Sea#0,
Ppg (Jp(a) @ Jq(o)) V‘ @izqu(a)-
3. Seb+#0,
Pp,q (Jp(o) ® Jq(b)) e @Zzljp(b)~
4.

P (Jp(0) ® Jy(0)) @I (J4(0) @ Ji(0) S¢S Tuingpay (0)-

Prova. O resultado decorre do Teorema de Aitken, Roth e Brualdi ver [[Ait35] Teo-
rema 4.6], [[Rot34], [Bru85]| O

3.2 Contracao-dilatacao universal

Nesta sec¢ao, nos mergulhamos na maior propriedade da aplicacao produto tensorial ppr
com respeito de alguma outra aplicacao de contragao-dilatagao universal pr. E no caso
A = Z' toma lugar a aplicagao de contragao-dilatagao universal pr,,. Apresentamos
também o operador média, uma ferramenta que estabelece a conexao entre a aplica¢ao
de contragao-dilatacao pr e a aplicacao produto tensorial.

A seguir consideraremos o caso A = Z! e como é a aplicacao de contracao-dilatacao

no conjunto Mat(A).

Definicao 3.15. Se A = Z! e Fyy : Z'' — 7Z uma funcdo bijetiva a aplicacdo de

contracao-dilatacao dada pela funcao Fyy € definida por:

pFUN Z EFUN(l ) Fun()-

i,j€7!

Vamos chamar a aplicacao pr,, como aplicagao de contragao-dilatagao universal
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A aplicacao recentemente definida vai ser de utilidade quando A é um conjunto
infinito e poder extrair algumas caracteristicas segundo seja o caso. Consideremos A
um conjunto retangular como foi definido em [3.I] Se A é um conjunto finito, junto
com a aplicacao de permutacao definida na equacao temos o seguinte resultado que

caracteriza a aplicagao produto tensorial ppr.

Teorema 3.16 (|[FNZ24]). Seja A um conjunto retangular finito, e F' : A — Z uma

funcao injetiva, entao a aplicagcao pr € semelhante ao produto tensorial ppr.

Prova. Sejam ny,no, . ..,n; inteiros positivos, A; = {0,...,n; — 1} onde ¢ = 1,...,1.
A é retangular, portanto A = Hi.:l A;. Sejam F' e Fpp, sabemos que Fpr é injetiva
e por hipotese F' também é, por outra parte Fpr(A) = {0,...,nny...n; — 1}, e
vamos asumir sem perda de generalidade que F(A) = Fpr(A), por tanto, existe uma
permutacao v : F(A) — Fpr(A) tal que Fppr = o F. Agora vamos considerar a

matriz U € ppr(Mat(A)), U = Y~ E,.p(),r@) € hotemos que:
€A

Upp(TU " = Z Eorey riyLiiErarg | U™

i,5,kEA

= | D TiBrorarg | U

1,jEA

= Y TiiEor.r() Ergyqor®
7, keA

= Z i),70F ()

i,jEA

= ppr(T)
O

O teorema anterior nos fornece uma forma para caracterizar a aplicagao produto
tensorial ppr no caso A um conjunto retangular finito, porém faz sentido questionar-nos

se pode-se estabelecer uma caracterizacao andloga para a aplicacao pg,, apresentada
na Definigao [3.15]

Definigao 3.17. Seja A = Z' ¢ T € Mat(A) dizemos que T tem suporte finito se

existe i € A tal que Ty.; = 0 para todo par (k,1) satisfazendo um dos sequintes casos:

[ ]
ol
A
.
3
=~
A
=

[ ]
=l
A
<.
D
.
A
Nl
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oyl
=~
=l

e <kel=

el

ei =

ol

o i<

A definicao anterior basicamente diz-nos que T' tem suporte finito se existe uma

submatriz quadrada finita tal que todas as entradas fora de tal submatriz sao nulas.

Se considerarmos P C Mat(A), F':= {T" € Mat(A) | T tem suporte finito } entao

temos o seguinte corolario do Teorema |3.16

Corolario 3.18. Seja A = 7! e Fyn : A — Z uma bijegio. Entio pr,, [p € similar
a ppr-

Prova. Consideremos a submatriz finita de T', () tal que todas as entradas fora de @)

sao nulas, e consideremos Fyy [gr onde R é o conjunto que indexa (), e o resultado

segue de [3.16] O

A seguir, introduziremos o operador de média, que nos permitird caracterizar a

aplicacao ppr.
Definicao 3.19. Dada uma fungao F : A — 7Z fixa. Definimos o operador de média:

U: Mat(A) — Mat(A)
T — U(T) :=1d*T 1Id.

Teorema 3.20 (|[FNZ24]). Seja A um conjunto retangular finito, e F': Mat(A) — Z
entao a aplicagcao de contracao-dilatacao pr, € uma composicao do operador de média
VU, e uma aplicacao de contracao-dilatacao semelhante a aplicacao produto tensorial

PPT-

Prova. Tomemos F : A — 7Z, de acordo com a Proposi¢ao [2.3]] temos:
U(T)ij= Y Tny (3.8)
Mgl

l~pj

. Seja T € U(Mat(A))NKerpp, entdo T' = ¥(Q) para algim @ € Mat(A) e pp(T) = 0,
da equacao 3.8 e do Teorema obtemos que T' é a matriz nula em Mat(A) portanto
PF|im(w(Mat(a))) € injetiva, pelo Teorema PF|im(w(Mat(a))) € semelhante & ppr. O

Corolério 3.21. Se A =7! ¢ F : A — 7 entdo pr € uma composicio do operador

de média e a aplicacao de contracao-dilatacao universal.

Prova. Neste caso, pF|Im(\y(Mat(A))) ¢ semelhante a pp, . O
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