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RESUMO

Este trabalho explora uma abordagem variacional que permite a aplicacdo da teoria do
ponto critico dentro de subconjuntos convexos e fechados adequados de um espago de
Banach, a fim de identificar pontos criticos para o espaco todo. Este principio possui
diversas aplicagoes em Equagdes Diferenciais Parciais (EDPs) e Andlise Nao-Linear,
fornecendo uma perspectiva alternativa e generalizando resultados, como os da teoria do

ponto fixo.

Palavras Chaves: Principio Variacional, Equacgoes Elipticas, Ponto Fixo, Teoria do

Ponto Critico.



ABSTRACT

This work presents a comprehensive variational principle that allows the application of
critical point theory within proper convex and closed subsets of a Banach space to identify
critical points for the entire space. This principle has various applications in both local
and nonlocal Partial Differential Equations (PDEs) and generalizing several results in

nonlinear analysis, including fixed point theory and the principle of symmetric criticality.

Keywords: Variational Principle, Elliptic Equations, Fixed Point, Critical Points Theory.
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Introducao

O célculo variacional ¢ um ramo da matematica que estuda maximos e minimos de
funcionais em espagos de Banach (geralmente espago de fungoes). Um caso particular do
calculo variacional é visto no curso de calculo diferencial, quando investigamos maximos
e minimos de func¢des de uma varidvel real. Seu inicio é associado ao famoso problema
da braquistocrona, proposto por Johann Bernoulli em 1696, que consistia em encontrar
o caminho de curva mais rapida para uma particula se mover entre dois pontos sob a
influéncia da gravidade. Matematicos renomados, como Isaac Newton, Jacob Bernoulli e
Gottfried Leibniz, foram atraidos pelo problema, levando ao desenvolvimento de técnicas
matematicas que seriam as bases do calculo variacional. Esse campo evoluiu no século XX,
com importantes descobertas de matematicos como Ivar Ekeland, famoso pelo "Principio
Variacional de Ekeland [11]", que generaliza a condigao de compacidade de Palais-Smale,
uma ferramenta poderosa em otimizagao e andalise ndo-linear, permitindo a aproximacgao de
minimos em problemas variacionais complexos. Ralph Tyrrell Rockafellar fez descobertas
fundamentais que estabeleceram uma ponte entre a andlise convexa e o calculo variacional,
principalmente através do uso de aplicagdes de dualidade e subdiferenciais. Seu livro
"Convex Analysis [22]"é uma referéncia cldssica no campo e introduziu muitos conceitos e
técnicas que sao agora ferramentas padrao na teoria da otimizagao. Francis Clarke, por sua
vez, fez descobertas significativas no desenvolvimento do calculo subdiferencial e no estudo
de problemas nao-suaves no calculo de variagoes. Sua teoria da analise nao-suave, vista
em [9], estende a anélise classica para fungdes que nao sado necessariamente diferencidveis.

A busca pela existéncia de solugdes abrangem varios problemas na matematica. No
ambito das Equacoes Diferenciais Parciais isso é equivalente a encontrar um ponto critico de
um operador funcional utilizando principios variacionais. Apresentaremos uma abordagem
variacional proposto por Abbas Moameni em [19], que propde o seguinte problema a ser
resolvido: Sejam X um espago de Banach e ¥ : X — R U {+00} uma fungao convexa,

semicontinua inferior e ¥ # +o00. Considere K um subconjunto convexo e fechado de X.

10



SUMARIO 11

Suponha que ¥ é Gateaux-diferenciavel em K, e denote por ¥ o Gateaux-diferencial de

U. Dada uma funcio ¢ € C1(X,R), o problema é encontrar ug € K tal que
U'(uo) = ¢'(uo)-

Vamos explorar diversas maneiras de resolver esse problema, abrangendo desde solugoes
especificas até abordagens mais gerais. Além disso, discutiremos como tornar essas solugoes
ainda mais amplas e aplicaveis a diferentes contextos. O principio variacional abre caminho
para uma vasta gama de aplicacoes em problemas de EDPs e Anélise.

No capitulo 1, abordaremos conceitos basicos de analise convexa como fung¢oes con-
vexas, semicontinuidade, subdiferenciabilidade, diferenciabilidade de Gateaux e derivada
direcional generalizada (derivada direcional de Clarke). Além disso, serdo explorados
resultados importantes de espagos de Sobolev e aplicagoes ditas Dualidade Normatizadas.

No capitulo 2, abordaremos conceitos de Analise Nao-Linear. Comecaremos com a
definicdo de ponto critico para fungoes nao-diferenciaveis e seus resultados principais. Em
seguida, veremos o famoso Teorema do Passo da Montanha e sua generalizacdao, que é uma
ferramentas poderosas para encontrar solugoes nao-triviais em equagoes diferenciais. Por
fim, apresentaremos o Principio Variacional, que é o assunto principal dessa dissertagao
que fornece um método alternativo para encontrar solugoes para os problemas propostos.

O Capitulo 3, serd composto por algumas aplicagdes de Equagoes Diferenciais Parciais
e Analise, tais como o Equacoes Elipticas Semilineares Concavo-Convexo e Equagoes
Elipticas Nao-Homogéneas. Por ultimo, veremos o estudo da Teoria do Ponto Fixo e
de Pontos Criticos de Fungoes Localmente Lipschitziana em subconjuntos Convexos e
Fechados.

No apéndice, serdo apresentados alguns resultados de Analise Funcional que serao

frequentemente utilizados ao longo do nosso estudo.



Capitulo 1
Analise Convexa

Este capitulo tem como objetivo apresentar alguns resultados relevantes da teoria da
analise convexa que serao uteis ao longo do nosso estudo. O principal espago vetorial
topologico com o qual iremos trabalhar serd o espaco localmente convexo, conhecido por
sua propriedade de permitir a definicdo de seminormas em seus elementos. Sua estrutura
permite estabelecer tanto o teorema da categoria de Baire quanto o teorema de Hahn-
Banach, tornando-o especialmente 1til na andlise funcional.

Sejam X um espaco vetorial topologico localmente convexo(ou simplesmente, espago
localmente convexo), X* o seu dual topolédgico e denotaremos por (-,-) o pareamento
bilinear entre X* e X. A topologia fraca em X serd denotada por (X, X*) e a topologia
fraca-estrela em X* serd denotada por o(X*, X).

Antes de avancarmos, vamos estabelecer alguns conceitos bédsicos importantes que serao
fundamentais daqui pra frente.

Seja a fungao ¥ : X — R U {400}, definimos os conjuntos

Dom(¥) ={u € X : ¥(u) < +o0}
Epi(¥) = {(u,\) € X x R: ¥(u) <A}

chamados de Dominio efetivo de W e Epigrafo de ¥, respectivamente.
Definicao 1.1 (Hiperplano Fechado [7]). Dado u* € X* e o,k € R, o conjunto
H:={(u,t) € X xR: (u*,u) + kt = a}

¢ dito hiperplano fechado em X x R. Além disto,

i) Se k # 0, entao dizemos que o hiperplano fechado H é dito nao-vertical e é definido

por H ={(u,t) € X xR: (u*,u) + k =t} (para algum outro k € R e u* € X*).

12



CAPITULO 1. ANALISE CONVEXA 13

it) Se k = 0, entao dizemos que o hiperplano fechado H € vertical e é definido por

H={(u,t) € X xR: (u*,u) = a}.

Um Hiperplano nao-vertical H em X x R ¢é dito Hiperplano de Suporte para Epi(V)
no ponto (ug, ¥(up)) se (ug, V(ug)) € H e Epi(V) esta contido em um dos subespagos

fechados de H. Neste caso, H tem a forma
H={(u,t) € X xR: (u",u—up) + V(up) =t}.

Além disto,
Epi(¥) C {(u,t) € X x R: (u*,u—ug) + ¥(ug) < t}.

1.1 Funcao Convexa

A funcdo ¥ : X — RU {+o0} é dita convexa se
Uau+ (1 — a)v) < a¥(u) + (1 — a)¥(v), (1.1)

para todo u,v € X e a € [0, 1].

Observagao 1.2. Se u # v, entdo desigualdade é estrita e ¥ é chamada de estritamente

convexra.

Se a funcao ¥ for convexa, podemos mostrar por indugao que, para cada elemento
n

Uy, U,y -+ Uy € X € a0, -+, € [0, 1] com E aj = 1, tem-se
j=1

R (Z OéjUj) S Z Oéj\Ij(Uj).
j=1 j=1
Além disto se ¥ : R — RU {+00} é convexa, entao

U(tz) — V() < U(ts) — V(t) < U(ts) — W(ta)

, (1.2)
tg—tl tg—tl t3_t2

para t; < to < t3 tal que t1,ts,t3 € Dom(V).

Seja A um subconjunto de X . O conjunto denotado por

co(4) = {Zajuj:aj >0, 0 € A =1, n), Y a; = 1}
j=1

J=1
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é chamado de envoltéria convexa. Além disto, co(A) é o menor convexo que contém A.
Proposicao 1.3 ([4][7][12]). Seja ¥ : X — RU {+o0}. Entao

(a) Se ¥ é conveza, entao Dom (V) é convezo.

(b) ¥ € convera se, e somente se, Epi(V) é um conjunto convezo.

(c) Se Uy, Uy : X — RU {400} sdo convezas, entao Uy + Uy € convera.

(d) Seja a familia (V) ;er de fungoes convexas, entio V(u) = sup ¥;(u), para todo v € X,
jel
¢ convera.

Demonstragao. Para provar o item (a), sejam u,v € Dom(WV), entao V(u) < +oo e

U(v) < 400. Como ¥ é convexa, entdo para todo « € [0, 1] segue
U(au+ (1 —a)v) <a¥(u) + (1 —a)¥(v) < +oo.

Portanto, au + (1 — a)v € Dom(V¥). O que prova Dom(V) é convexo.
Para provar o item (b), sejam (u1, A1), (u2, A2) € Epi(¥), entdo temos W(uy) < Ay e
U(us) < Ag. Logo, para todo « € [0, 1], tem-se

Uau + (1 — a)ug) < a¥(u) + (1 — ) ¥(uz) < al + (1 — a)rs.
Portanto,
alug, \) + (1 — a)(ug, \2) = (au1 + (1 — @)ug, ad; + (1 — a))\Q) € Epi(V),

isto prova que Epi(¥) é um conjunto convexo.

Reciprocamente, dado uy,us € X e a € [0, 1], ent@o temos duas possibilidades:

e Se U(u) =+o00 ou ¥(v) = +00, entdo vale

U(oau+ (1 —a)v) < a¥(u) + (1 —a)¥(v).

e Se U(u) < oo e U(v) < oo, entao (u, V(u)),(v,¥(v)) € Epi(¥). Como Epi(V) é

convexa, entao
a(u, U(u) + (1 — a)(v, ¥(v) = (au+ (1 — a)v,a¥(u) + (1 — a)¥(v)) € Epi(P).

Logo,
Ulau+ (1 —a)v) < a¥(u) + (1 — a)¥(v),



CAPITULO 1. ANALISE CONVEXA 15

o que prova que ¥ é convexa.

Para provar o item (c), sejam u,v € [¥ < o], entdo

Uau+ (1 —a)v) < a¥(u)+ (1 —a)¥(v)
< ad+(1—a)A
= A

Logo, au+ (1 — a)v € [¥ < )], provando assim que [ < \] é convexa.
Para provar o item (d), note que, para cada j € I e u € X, tem-se U,(u) < ¥(u).
Portanto, para todo u,v € X e a € [0, 1]

Ui(au+ (1 —a)v) < a¥,;+(1—-a)¥;(v)
< a¥(u) + (1 —a)¥(v).

Assim, aW(u) + (1 — a)¥(v) é cota superior do conjunto dos valores ¥;(au + (1 — a)v)

para todo j € I. Logo,
U(au+ (1 —a)v) <a¥(u)+ (1 —a)¥(v).

Isto prova que ¥(u) = sup ¥;(u), para todo u € X, é uma funcao convexa.
jel
[ |
Uma pergunta que podemos nos fazer é por que estamos considerando fungoes que

permitem o valor +00? Seja o subconjunto A C X, podemos associar a esse conjunto uma

0, ued
da(u) :{ o, ug A (1.3)

funcao

chamada de funcao indicadora. A func¢ao indicadora é um exemplo de funcao que assume
valores em +o0o. Observe que o subconjunto A é convexo se, e somente se, a fungdo d4
é convexa. Portanto, o estudo dos conjuntos convexos se reduz ao estudo das fungoes

convexas.

Lema 1.4 ([7]). Seja a fungio ¥ : R — RU {400} conveza, entio existem as derivadas
laterais de ¥ em algum ponto t € Dom(¥) e vale V' (t) < V', (t). Ademais, se t; < t, tal
que t1,ty € Dom(W), temos
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Demonstragao. Seja 0 < hy < hs. Logo, para algum ¢t € Dom(¥) tal que vale
t—hy <t—hy <t<t+hy <t+ hy, temos, por (1.2):

U(t) — U(t — hy) - U(t) — U(t — hy) O (1) <Y+ he) — W(t)
hg - hl - hl - h2 .

U(t+ h) — U(t)

A funcao h — nao aumenta quando h — 0% e é limitada inferior-

mente, entdo o limite W/, (¢) existe.
U(t)—W(t—nh)

Analogamente, a funcao h —— nao decresce quando h — 0~ e é

limitada superiormente, entao o limite W’ () existe. Portanto, ¥’ (t) < ¥/, (¢)
Agora, note que se h > 0 e t; < ty tal que t1,ty € Dom(V), temos
U(ty +h)—V(t)

() < e W (1) >

U(ty) — U(ty — h)
Y .

h

Portanto, tomando h = t5 — t, obtemos

U(ty) — U(ty)

) <
+(f) < lo —ty

< U ().

n
U(t+h) — U(t)

Observacao 1.5. Como a fungio ¢ : (0,6) — R dada por ¢¥(h) =
¢ crescente, entao existe a derivada lateral V' (t). De fato, considere o conjunto dado
por K = {¢(h) : h > 0} que é limitado inferiormente e z = inf IC, entdo eziste hy > 0
tal que z < YP(hy) < z+¢e com e > 0. Note que w((O,ho)) C (z,¢¥(ho)) C (z,z + 5),
o que implica em 1 € continua a direita em 0 e z é esse limite. Portanto, seque que

L Wt h) - ()
$4(0) = lim (k)= lim -

provar que W' (t) existe.

= U’ (t). Analogamente, podemos também

1.2 Funcao Semicontinua Superior e Inferior
Definicao 1.6 ([4]). A fungio ¥ : X — RU {+o0} € dita
a) Semicontinua superior, se para todo A € R, o conjunto
(U< A :={ueX:¥(u) <A} (1.4)

¢ aberto.
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b) Semicontinua inferior, se para todo A € R, o conjunto
(U <A :={ueX:U(u <A} (1.5)

¢ fechado.
Propriedades:

i) U é semicontinua superior se, e somente se, dado v € X e ¢ > 0, existe uma
vizinhanga V,, C X em u tal que ¥(v) < ¥(u) + € para todo v € V,,. Em particular,
para todo (u,) C V, tal que u,, — u temos

lim sup ¥ (u,) < ¥(u).
n—--:uoo

ii) W é semicontinua inferior se, e somente se, dado u € X e € > 0, existe uma vizinhanga
V., C X em u tal que ¥(u) —e < W(v) para todo v € V,,. Em particular, para todo
(u,) C V, tal que u,, — u temos

lim inf W (u,) > ¥(u).
n—-:oo

iii) Se ¥, e Uy é semicontinua inferior (ou semicontinua superior), entao a soma Wy + W

é semicontinua inferior (ou semicontinua superior).
Observagao 1.7. Algumas observagoes importantes que merecem destaque:
1. U € continua se, somente se, ¥ € semicontinua inferior e superior;
2. U é semicontinua inferior se, somente se, —V € semicontinua superior;

3. U € fracamente semicontinuas inferiores (resp., fracamente semicontinuas superiores)
quando a sequéncia (u,) C o(X,X*) converge para w € X no item (ii) (resp., no

item 1) nas propriedades.

Proposicao 1.8 (Adaptado de [7]). A fungio ¥ : X — R U {400} é semicontinua
inferior (resp. fracamente semicontinua inferior) se, e somente se, Epi(V) for fechado

(resp. fracamente fechado) em X x R.
Demonstragao. Seja (u,, \,) C Epi(V) e (u,A) € X x R tal que (up, \y) — (u, A).

Como (up, A,) € Epi(¥) para todo n € N, isto implica ¥(u,) < A,. Logo,

U(u) < liminf ¥(u,) < liminf A, = .

n—o0 n—oo
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Portanto, (u, A) € Epi(¥), o que implica que ¥ é fechado em X X R.
Reciprocamente, dado uy € X e a sequéncia (u,) C X tal que u,, — w. Suponha, por

absurdo, que ¥ nao é semicontinua inferior em ug. Isto é, existe A € R tal que

U(up) > A > liminf ¥(u,).

n—oo

Logo, existe uma subsequéncia (uy,, ) C (u,) de tal modo que

Entao, (u,,,A) € Epi(¥). Mas isso é uma contradi¢ao, pois como u, — u e Epi(V) é
fechado em X x R, temos (ug, A) € Epi(¥), implicando em ¥(uy) < .
[ |

Coroléario 1.9 ([12]). Toda fungao ¥ : X — (—o00,+00] semicontinua inferior e convexa

permanece semicontinua inferior quando X é munido com a topologia fraca o(X, X*).

Demonstracgao. O Epi(V) é convexo e fechado, pois ¥ é semicontinua inferior e convexa,
(Proposi¢ao 1.8). Logo ¢é o(X, X*)-fechado, pois todo conjunto convexo e fechado é
o(X, X*)-fechado.

[ |

1.3 Swubdiferencial de uma Funcao Convexa

A definicao de subdiferenciabilidade é uma generalizacao da definicao de diferencia-
bilidade para fungoes convexas que podem nao ser diferenciaveis em todos os pontos. O
subdiferencial fornece um conjunto de todas as possiveis inclina¢oes das retas tangentes a
funcdo em um ponto dado, mesmo quando a fun¢ao nao é diferenciavel nesse ponto.

Seja a funcao convexa ¥ : X — RU {400}, u* € X* e A € R. Dizemos que ¥ domina
a fungao afim u — (u*,u) — A, se (u*,u) — A < ¥(u) para todo u € Dom(¥). Além disto,

A é uma cota superior para a fun¢ao u — (u*,u) — ¥(u) e vale (u*,u) — ¥(u) < A

Defini¢ao 1.10 (Fungao Conjugada [4][7]). Seja a fun¢io convera ¥ : X — RU {+o0}.
A fungio U* : X* — RU {+o0} definida por

U*(u*) = sup {{(u*,u) — V(u) : u € Dom(¥)} (1.6)

¢ chamada de fungdo conjugada de W.
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Note que a funcao U* é convexa e semicontinua inferior em X*. De fato, seja o
ponto u € Dom(WV) fixado, entao definimos a fungao afim ¥, (u*) = (u*,u) — VU (u) que é
convexa e continua (e portanto semicontinua inferior). Logo Epi(¥,) ¢ convexa e fechada.

Como Epi(¥*) = ﬂ Epi(¥,) é convexa e fechada, isto prova que U* é convexa e
u€Dom/(¥)
semicontinua inferior.

Observagao 1.11. A desigualdade (u*,u) — ¥(u) < ¥*(u*) Vu € Dom(¥), u* € X* é
conhecida como a Desigualdade de Fenchel, em homenagem ao matemdatico alemao Werner
Fenchel.

Proposicao 1.12 ([4][7]). Suponha que a fungio ¥ : X — R U {400} € conveza,

semicontinua inferior e ¥ # 400, entdo V* # +o0.

Demonstragao. Seja ug € Dom(V) e Ay < ¥(uy), entdo temos que (ug, \g) ¢ Epi(WV).
Pela 2% Forma Geométrica de Hahn-Banach, existe um hiperplano fechado H, dado por
H = {(u,t) : (u*,u) + kt = a} que separa estritamente o conjunto Epi(¥) (que é convexo

e fechado) e o ponto (ug, \g). Logo,
(u*,u) + kt > o > (u*,ug) + ko,

para todo (u,t) € Epi(¥).
Por ¥ # +00, temos

(u  u) + kW(u) > a > (u*,ug) + kAo Yu € Dom(V).

Em particular,

(u*,up) + kU (ug) > o > (u*, up) + ko,

o que implica que k > 0. Assim, para todo u € Dom/(WV),

1
o que prova U* <—Eu*) < 400.
|

Definicao 1.13 (Funcao Biconjugada [4][7]). Seja a fungio ¥ : X — RU{+o00} convera,
semicontinua inferior e ¥ # +o0o. A fungio V** : X — RU {400} definida por

U™ (u) = sup{(u*,u) — U*(u*) : u* € X"} (1.7)
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¢ chamada de fungdo biconjugada de V.
Da mesma forma de ¥*, a fungao biconjugada ¥** é convexa e semicontinua inferior.

Observagao 1.14. Note que (u*,u) — U*(u*) < ¥(u) para todo u € X, entdo vale que
Proposigao 1.15 (Fenchel-Moreau [4][7]). Suponha que a fungio ¥ : X — RU {400} €

convezxa, semicontinua inferior e W # 400, entdo W** = W,

Demonstracgao. Dividiremos a demonstracao em duas partes:

Caso particular: Suponhamos que ¥ > 0. E claro que ¥** < ¥ pela observacio 1.14.
Agora, para mostrar que W** > W, vamos assumir, por absurdo, que existe ug € X
tal que U**(ug) < U(ug), entdo (ug, V*(up)) ¢ Epi(V). Pela 2% Forma Geométrica de
Hahn-Banach, existe um hiperplano fechado que separa estritamente o conjunto Epi(¥) e

o ponto (ug, ¥**(up)). Isto é, existe u* € X* e k,a € R tal que
(U u) + kt > o > (U ug) + kU™ (ug)  V(u,t) € Epi(V) (1.8)

Entao k£ > 0, pois se k < 0 e fazendo t — 400, isto implicaria numa contradicao.

Seja € > 0. Pelo lado esquerdo de (1.8), temos
(w5 u)y + (k+e)¥(u) >a  Yu € Dom(¥).

Assim,

Segue da definicao de U** que

u* u* u* «
N\ >( —— — Uy — > ( __
(UO)_< k’+5’u0> ( k—l—s)_< k+5’u0> k+e

u*
— ( — A >
<k+87u0>+ (UO)_

k+¢

Portanto, multiplicando a desigualdade acima por k + ¢, temos
(u*  ug) + (k+ &)U (uy) > «,

o que contradiz o lado direito de (1.8). Isto prova que ¥** = W, para o caso ¥ > 0.

Caso geral: Seja uf € Dom(VU*), definimos a fungao

®(u) = W(u) = (ug, u) + ¥ (ug),
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entdo ¢ é convexa, semicontinua inferior,® # 400 e ® > 0 pela Desigualdade de Fenchel.

Pelo caso particular, temos ®** = ®. Note que

®*(u*) = sup ((u",u) — (u))

= sup (", u) = W(u) + (u, u) = ¥ (1))
= 3161)1? ((u" +uf,u) — U(u) — U (ug))

= W (u” + ug) — ¥ (ug)
e, da mesma maneira,
O™ (u) = W (u) — (ug, u) + V™ (ug).

Desde que &** = &, segue U** = U,
[ |

Definicao 1.16 (Subgradiente [4][7]). Sejam ¥ : X — R U {400} e u € Dom(V).

Dizemos que u* € X* é subgradiente de W em u se
<U*,’U - U> < \I[(U) o \I’(U),

para todo v € X.

A cole¢ao de todos os subgradientes de ¥ em u é denominada o subdiferencial de ¥ em

u, e é representada por:
OV (u) :={u" € X*: (u",v—u) <V(v) —¥(u), Vv € X}.
Observacgao 1.17.
1. Se w ¢ Dom(¥), entao O¥(u) = 0;
2. Se 0V (u) # 0, entao U € dita subdiferencidvel em u;

3. Uma funcao ¥ subdiferencidvel é convexa e semicontinua inferior em um subconjunto
aberto e convexro D C Dom(¥). De fato, sejam uj,us € D e o € [0,1], entao

u:=oau; + (1 — @)ug € D e para u* € OV(u), temos
U(up) > W(u) + (u*u; —u) e Y(ug) > W(u) + (u*,us —u).

Isto implica em aW(uy) + (1 — a)¥(ug) > V(u) = ¥(au; + (1 — a)uy). Agora, para

mostrar a semicontinuidade inferior, considere uw € D, V,, uma vizinhanga de u em
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D e u* € 0V(u). Entao, temos
U(v) — W¥(u) > (u',v—u) Yv € V,.

Isto implica em liminf U(v) > W(u).

v—Uu

Exemplo 1.18. Seja fungao valor absoluto V(x) = |x| para todo x € R. Sabemos que
0V(zx) ={1}, x >0 e 90¥(x) = {—1}, x < 0. Agora, se c € 0V(0), entio a desigualdade
U(y) = |y| > cy Yy € satisfeita se, e somente se, ¢ € [—1,1]. Assim, um subdiferencial nao

necessariamente possui um unico valor.

Exemplo 1.19. Seja ¥ : Ry — R dada por ¥(z) = 122, temos ¥(y)—¥(z) > ¥'(z)(y—z)
para todo y € Ry. De fato, essa desigualdade é trivialmente verdadeira quando y = x.

Para o caso y # x, temos

W(y) ~ Vo)~ V()y—2) = v~ 5t~ aly— )
= ) —aly )
= Sy Do) -y
= %(y—x)on vy.

Proposicao 1.20 (Adaptado de [12]). O conjunto 0¥ (u) é convezo e o(X*, X)-fechado,
para todo w € Dom(WV).

Demonstracao. Dados u*,v* € 0¥ (u) e a € [0, 1], entao au* + (1 — a)v* € X*. Logo,

(ou"+ (1 —ap 5o —u) = a{uv—u)+ (1 —a) @, v—u)
< a(U(v) = U(uw) + (1 — o) (¥(v) — U(u))
= Y(v) — VY(u).

para todo v € X. Portanto, au* + (1 — a)v* € 0¥ (u), o que prova 0¥ (u) é convexo.

Para mostrar que é fechado na topologia (X*, X), suponha que (u’) C 0V (u) seja uma
sequéncia e que u* € X* tal que v, 75wt Isso implica que (u),w) — (u*,w) para todo
w € X. Logo, como u! € 0V(u) para todo n € N, temos

(ur,v—u) < V(v) — ¥(u) Yu e X.

n’
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Escolhendo w = v — u e tomando o limite de quando n — oo, temos
(u ;v —u) < VU(v) — U(u) Vv e X.
Isso mostra que u* € OV (u). Portanto, 0¥ (u) é o(X*, X)-fechado.
|
Proposicao 1.21 ([7][12]). Sejam as fungoes convexas U, ® : X — RU {+o0}. Entdo,

para todo o € R, wvale:

d(a¥) = «ad(V¥) (1.9)
oW +@) DO 0V +09. (1.10)

Além disto, suponha que exista u € Dom (V) N Dom(®) onde ¥ € continua, entao
OV + &) =0V + 0.

Demonstracao. Concentraremos nossa atencao na segunda parte do teorema, pois esta
apresenta uma solucao nao trivial. Mostraremos que dado u* € (¥ + ®)(u) podemos
decompor u* = uf + uj, onde uf € OV (u) e uy € 0P(u). Sejam u* € AV + D)(u) e
u € Dom (V) N Dom(®P), segue que

(W', v —u) < V() + D(v) — (V(u) + D(u)) (1.11)

para todo v € X.

Considere os conjuntos convexos em X x R:

Cr o= {(0,N) () = U(u) = (v —u) <A}
Cy = {(U,/\) A< CI)(u) — cI)(U)}'

Pela desigualdade (1.11), implica que os conjuntos C; e Cy tém pontos em comuns em

suas fronteiras. Considere a funcdo ¢ : X — (—o0, +00] dada por

Note 1 é continua e convexa, entao C; é convexa com int(Cy) # (), pois temos
(u, ¥ (u)) € int(Ch). De fato, dado € > 0, existe uma vizinhanga V. C X em u de tal modo
que |Y(v) —P(u)| <e = {(v,¥(u)+¢):v e V.} C C, portanto int(Cy) # 0. Logo existe

um hiperplano afim H fechado que separa estritamente os conjuntos int(Cy) e Cs.
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O hiperplano afim nao pode ser vertical, pois sua projecao em X separa int(Dom(WV))
e Dom(®). No entanto, isso é impossivel porque u € int(Dom(¥)) N Dom(®P). Portanto,
existe v* € X* e k € R tal que H = {(v,t) € X*: (v*,v) + k =t}.

Assim, podemos escrever a separagio como:
O(u) — P(v) < (v*,0) +k < Y(v) —¥(u) — (u',v —u) Vo e X.
Tomando v = u e k = — (v*, u), temos

(—v" v —u) < O(v)— D(u);
Wtuv—u < Y(v)— U(u).

Portanto, —v* € 0®(u) e v* + u* € 0V(u). Logo, temos a decomposigao desejada
ut=u" v+ (—v").
—— ——

*
u *
1 ’lL2

n
Proposigao 1.22 ([7]). Seja ¥ : X — RU{+0o0} conveza e ¥ # 400, entao u* € 0V(u)

se, e somente se, U(u) + ¥*(u*) = (u*, u).

Demonstragao. Dado u* € 9¥(u), entao temos que ¥(v) — ¥(u) > (u*,v — u) para todo
v € X. Logo,
v) = sup (o)~ ¥())
veX
< sup (') = W) = (w0 — ) ) = (u',u) = W(u).
veX
(u*, u) —VU(u), segue que ¥(u)+W*(u*) = (u*, u).

Como, por defini¢ao, temos que U*(u*) > (u*,
+ U*(u*) = (u*, u) seja satisfeito, entao

u
Reciprocamente, suponha que ¥ (u)

(u  u)y — U(u) = U*(u*) > (u*,v) — V(u) Vv e X.

Logo,
U(v) —W(u) > (u',v—u),

obtendo assim u* € OV (u). [ ]

Corolario 1.23 ([12][19]). Se a fungao ¥ é convexa, semicontinua inferior e ¥ # oo,

entdo as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

a) U(u) 4+ U (u*) = (u*,u);
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b) u* € 0V(u);
c) ue v (u).

Demonstragao. A implicagdo do item (a) para o item (b) decorre da proposicao 1.22
acima.

Para demonstrar a implicagao do item (b) para o item (c), observe que, se u* € O¥(u),
entdao (u*,v —u) < VU(v)—¥(u) para todo v € X. Note que ¥ # 400, entdo pela defini¢do
de U*, temos ¥(u) — (u*,u) < V(v) — (u*,v) < —U*(u*). Logo,

U(u) + U (u*) < (u*,u)
Como ¥** = ¥ (pela proposigao 1.15), temos
U (u) + W (u*) < (u*,u).

Trivialmente (u*, u) < ¥**(u)+W*(u*), logo segue que V**(u)+¥*(u*) = (u*,u). Portanto,
pelo item anterior, u € OU*(u*).
Para provar a tltima implicacdo, do item (c) para o item (a), observe que, como
u € OV*(u*), seguindo os mesmo passos do item anterior, temos (u*, u) = U**(u) + U*(u*).
Como ¥** = ¥ (proposicao 1.15), segue (u*,u) = W(u) + U*(u*).
[

1.4 Gateaux-diferenciabilidade e Derivada Direcional

de Clarke

Sejam U C X aberto e a funcdo ¢ : U — R U {+o0}. A derivada direcional a direita,
a derivada direcional & esquerda e a derivada direcional (bilateral) de ¢ em um ponto

u € U na direcdo v € X, v # 0, sdo dadas por

/ . _ :
lwn) = tim 2OEN (112)
¢ (w;v) = lim pluttv) = plu) (1.13)
t—0~ t
¢'(u;v) = lim pluttv) = plu) (1.14)
t—s0 t

se os limites existirem.
Dizemos que ¢ é Gateaux-diferencidvel (ou simplesmente G-diferencidvel) em u na

diregdo v, se existir um funcional em X*, denotado por ¢'(u), tal que ¢'(u;v) = (¢'(u), v)
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para todo v € X. Com isso, chamamos ¢'(u) de Gateaux-diferencial (ou simplesmente

G-diferencial) em u.
Observacao 1.24.

i) Se ¢ for G-diferencidvel em u para todo v € X, dizemos simplesmente que ¢ €
G-diferencidvel em u. E se ¢ for G-diferencidvel em qualquer v € U, dizemos

simplesmente que ¢ é G-diferenciavel em U.

it) Dado uw € U, o funcional linear e continuo ¢'(u;-) € X* € homogénea positiva,

sublinear e —¢'(u;v) = ¢'(u; —v) para todo v € X.
Note que é interessante que a funcao ¢ seja convexa, pois os limites (1.12) e (1.13)

sempre existirao. Vamos examinar alguns resultados que levam em conta a importancia

de ¢ ser convexa.

Lema 1.25. Seja U C X aberto e convezo e a fungio ¢ : U — RU{+o00} conveza. Para

cada u € Dom(p) e u* € X*, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
a) u* € Op(u);
b) (u*,v) < ¢\ (u;v), para todo v € X;
c) ¢ (uv) < (u*,v) < ¢\ (u;v), para todo v € X.

Demonstragao. Para demonstrar a implicagdo do item (a) para o item (b), considere
u* € Op(u), entdo p(v)—p(u) > (u*,v —u), Yo € U. Logo, para todo t > 0 suficientemente
pequeno, temos
p(u+tv) —p(u) > t(u”,v)
p(u+tv) — p(u)
t

Fazendo t — 07, implica que ¢/, (u;v) existe (pela convexidade da ¢) e (u*,v) < ¢’ (u;v)

> (u*,v).

para todo v € X.
Para provar a implicacao do item (b) para o item (c), observe que ¢’ (u;v) = —¢/, (u; —v)
e —¢' (u; —v) < (u*,v) para todo v € X.
Para provar a tltima implicagao, do item (c) para o item (a), note que, como ¢ é convexa,
p(u+tv) — o(u)
plu+ 1) = plw)

t
lema 1.4. Tomando t =1 e w = v + u, temos

entao a funcao t — é crescente para todo ¢ > 0 suficientemente pequeno.

Note que (u*,v) < para todo t > 0 desde que (u*,v) < ¢’ (u;v) pelo

(W' w —u) < p(w) —p(u).
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Isto prova que u* € dp(u).
|

Proposicao 1.26 (Adaptado [7]). Seja U C X aberto e convezxo, e p : U — R U {400}
uma fungdo conveza. Se ¢ é G-diferencidvel em u € Dom(p), entao dp(u) = {¢'(u)}.

Demonstragao. Seja u* € dp(u), entdo segue do lema 1.25 que

! (u;v) < (u',v) < @y (u;0)

para todo v € X. Como ¢ seja G-diferencidvel em u, temos ¢'(u;v) < (u*,v) < ¢'(u;v)
para todo Vv € X, o que implica em ¢'(u) = u*. Portanto, dp(u) = {¢'(u)}.
[

Corolario 1.27 ([12]). Seja U C X aberto e convezo e seja a fungio ¢ : U — (—00, <]

G-diferencidavel. Entdo as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
a) ¢ é convexa;
b) ¢'(u) € 0p(u) YueU.

Demonstragao. A implicagao do item (a) para o item (b) segue diretamente da proposi¢ao
1.26.
Para demonstrar a implicagao inversa do item (b) para o item (a), dados u,v € U,

temos u + a(v — u) € U para todo « € [0, 1]. Logo, por hipétese,

p(u) 2 p(u+alv —u)) + (¢'(u+alv —u)), a(u—v)) (1.15)

p(v) Z p(u+a(v—u) + (¢'(u+av—u), (1 —a)lu—wv)) (1.16)

Portanto, multiplicando (1.15) por (1 — «) e (1.16) por «, e somando ambos, temos que ¢
¢ convexa.

[ |

Vamos agora explorar uma forma mais geral de derivada direcional, apresentada de

maneira completa por Frank Clarke em [9]. Alguns dos resultados discutidos aqui podem

ser encontrados com mais detalhes nas referéncias citadas abaixo.

Definigao 1.28 ([8][9][10][18]). Sejam X espago de Banach, U C X aberto e p : U — R

localmente Lipschitziana.
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1. A Derivada Direcional de Clarke da ¢ em u € U na direcao v € X, v # 0, € dada
por
t —
¢ (u;v) = lim sup plw + tv) gp(w).

w—u t
t—0t

(1.17)

2. O Subdiferencial de Clarke da ¢ em uw € U é o subconjunto de X* definido por:

Oep(u) = {u* € X* : (u*,v) < °(u,v) Vv € X}. (1.18)

Observacgao 1.29.

i) A derivada direcional de Clarke pode ser dada também por

(s v) = lim sup o(u+h+tv) —p(u+h)

h—0 h
t—0t

it) Sejamu € U ev € X fixrados. Considere que a fungdo ¢ seja localmente Lipschitziana
em uma bola aberta de centro u e raio § > 0. A defini¢io (1.17) pode ser interpretada

como:
t —_
¢(u;v) = lim  sup  sup plw+ t) go(w).

e—07F |lw—ul|<e6 0<t<e t

i11) Por questdo de simplicidade, denotaremos a derivada direcional a direita por @' (u;v).

Isto é,

t —
(1 0) = limsup 2L = @)

t—0t t

Teorema 1.30 ([8][9][10][18]). Seja U C X aberto e fungio ¢ : U — R localmente

Lipschitziana em u € U. Entao

a) A funcio ©°(u;-) : X — R é homogénea positiva e sublinear (portanto, conveza).
Atém disto, ¢*(u;—v) = (—)°(uiv) Yo € X e [ (uir) — O v2)| < Kor — va]
para todo vi,vos € X e K > 0 sendo a constante de Lipschitz dependendo da

vizinhanga em u;

b) Seja uw € U, entao o subdiferencial de Clarke da ¢ em w € nao-vazio, convera e
o(X*, X)-compacto em X*;

¢) ¢ (u;v) = max { (u*,v) : u* € Dp(u) Vv € X}.

d) ¢0(-; ) U x X — R € semicontinua superior;
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e) Se p é G-diferencidvel em u, entio ¢'(u) € O.p(u). Além disto, se ¢’ : X — X*
for continua, entio O.p(u) = {¢'(u)};

f) Quando ¢ é convexa em U (e ainda sendo localmente Lipschitziana em u), entdo o

subdiferencial de Clarke O.(u) coincide com o subdiferencial cldssico Op(u) em u;
g) —¢°(u;v) < (—)%(w;v) para todou e U ev € X.
Demonstracgao.

a) O fato da funcio ¢°(u;-) ser homogénea positiva e sublinear, seguem de que: dados

A>0ewv,v € X, entao

p(w + t(A)) — p(w) p(w + sv) — p(w)

©°(u; M) = lim sup = Alimsup = 2% (u;v);
w—>u t w—>u S
t—0t s—071

p(w + 1o+ v2)) = p(w)

O’ (u;v; +vp) = limsup
w—ru t
t—s07t
w + tv tvy) — olw + tv w ~+ tvy) — p(w
< limsupgp( + tvy + tvr) — o(w + 2)+limsup(’0( + tvy) — p(w)
t—0t t—0t

= " (w;v1) + @ (u;v2).

Agora, para mostrar tltima parte, basta observar que, para todo v € X:

0 (u; —v) = lgnjgp plw + t<_tv)) — p(w)

= limsup (=) (w —tv +tv) — (—p)(w — tv)

w—su t
t—0t

= (=9)(u;0).

Por fim, dados vy, v € X, segue da definicao e que ¢ é localmente Lipschitziana na

vizinhanga de u:

plw+tv) —p(w) = p(w+tv) = p(w +tvy) + p(w + tvy) — p(w)
< Klor = waflt + o(w + tvz) — p(w),

com w préximo de u e t > 0 suficientemente pequeno. Logo, temos

@ (u;v1) < Kljog — v + " (u; v2).
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Analogamente,

¢ (us09) < Koy — g 4+ ¢ (u; 01).
Portanto,

% (s v1) — @ (us02)| < Koy — 2.

b) Sabemos, pelo item (a) que ¢°(u;-) é homogénea positiva e sublinear. Observe os

seguintes casos:

e Se ¢°(u;v) = 0 para todo v € X, entdo 0 € J.p(u).

o Se existir v € X tal que ¢°(u;v) # 0, entdo definimos o funcional linear
Y : [v] — R, dada por ¥(\v) = A\p°(u;v) com A € R. Consideramos dois casos
excludentes:

- Se A > 0, entdo Y(Av) = A\p® (u;v) = @°(u; Av);
- Se A <0, entao

v(w) = —(=N)¢(u;v)

= —¢%(u; =) + ¢©°(u; 0)
= —gpo(w —Av) + goo(u; —A\v + A\v)
< = (w; =) + [ (us =) + ¢ (us Av)] = ©°(u; A).

Logo, pelo Teorema de Extensao de Hahn-Banach, existe um funcional linear

@Z:X—>Rtalque

P(v) = " (u;0) e P(w) < P(u;w) Yw e X.

Usando o fato que |¢°(u; w)| < K|lw|| Vw € X, isto implica ¢ € X*, e conse-
quentemente, ¥ € dyp(u).

O fato de que o conjunto J.¢(u) ser convexo é similar o que foi feito na proposicao
1.20. Agora, nos resta provarmos o(X*, X)-compacidade de J.¢(u) em X*. Com
efeito, seja a sequéncia (u)) C Jup(u) e u* € X* tal que u, — u. Desde que

(ur vy < @(u;v) para todon € N e v € X, temos
(u”,v) < " (u;0),

quando n — oo. Portanto u* € J.¢(u), sendo assim o(X*, X)-fechado em X* (pois

é fechado e convexo).
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Note que, dado u* € d.p(u), temos |[(u*,v)| < | (u;v)| < K|jv|| Vv € X, onde

K > 0 ¢ a contante de Lipschitz dependendo de uma vizinhanga de u. Logo,

]| = p<—> <K
SUPA o

Assim o conjunto 0.p(u) é o(X*, X)-fechado e limitado, entdo (pelo Teorema de

Banach-Alaoglu) 0.¢(u) é o(X*, X)-compacto em X*.
Suponha, por absurdo, que existe v € X tal que
¢ (u;v) > max{(u*,v) : u* € pp(u)}. (1.19)

Pelo Teorema de Hahn-Banach, existe um funcional linear @Z : X — R (como visto
no item anterior) tal que <7Z,v> = ¢ (u;v). Como ¢°(u;w) < K|lw|| Yw € X,
entdo 1 € X*. Portanto, ¢ € du(u), o que contraria (1.19).

Sejam (up,v,) C U x X e (u,v) € U x X tal que (u,,v,) — (u,v). Para cada

n € N, pela defini¢ao de limite superior, existe w, € U e t, > 0 tal que
[wn —unll +t, <1/n e 900(un5 Uy) < thl (p(wn + tavn) — 0(wn)) + 1/n.
Logo,

SOO(Un; v,) —1/n < tgl (p(wy + tyv) — p(wn)) + t;I (p(wn + tyvn) — p(wn + t,v))
<t (p(wn + tyw) = p(wn)) + Ko, — v,

onde K > 0 é a constante de Lipschitz em vizinhanca de u. Fazendo n — oo, temos

n tn - n
lim sup ¢° (w,; v,) < lim sup P + ) = p(wn)

n—-ao0 n—-:aoo tTL

= % (u;v).

e) A primeira parte é 6bvia, pois ¢'(u;v) existe para todo v € X. Segue que

(@' (u),v) = ¢ (u;v) = limsup plu+tv) — p(u)

< gpo(u;v) veX.
t—0t t

Agora, sejam w pertencente a vizinhanca de u e € > 0 suficientemente pequeno.
Definimos a funcao ¢ : [0,e) — R, ¢¥(t) = p(w + tv) Yo € X. A funcdo ¢ é
diferenciavel em (0,¢) e vale ¥'(t) = (¢'(w + tv),v) para todo t € (0,¢). Logo, pelo
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Teorema do Valor Médio, existe t* € (0,¢) tal que

p(w+ev) —p(w) _ ¢(e) = ¥(0)

£ £

Portanto, pela continuidade do G-diferencial da ¢, temos

p(w +ev) = p(w)

lim sup = lim sup (¢'(w + t*v), v) . (1.20)
w—>u g w—>u
e—0t e—0t

Portanto, ¢°(u;v) = (¢'(u),v). Assim, se u* € d.p(u), entdo (u*,v) < (¢'(u),v)

{
= (u* — ¢'(u),v) <0. Logo, ¢'(u) = u*.

E claro que dp(u) C d.o(u). Por outro lado, pela convexidade de ¢ e pelo fato de ¢
ser localmente Lipschitziana na vizinhanca de u, mostraremos que ¢°(u; v) < ¢/, (u;v),
o que serd suficiente para provar que 0.p(u) C Op(u). Com efeito, fixamos u € U e
9 > 0 de modo que ¢ seja localmente Lipschitziana na bola aberta Bs(u) com K > 0

sendo a constante de Lipschitz. Usando a convexidade de ¢, temos

plw +tv) = p(w)

Wu;v) = lim  sup sup
e—0" |jw—u||<de O<t<e t
w+ev) — p(w
= lim sup plw+ev) = p(w) Yo € X.
e—0F [lw—ul||<de €

Como ¢ ¢é localmente Lipschitziana, temos

9 9

H p(w+ev) —pw)  plu+ev) - p(u)

‘g 2K ||w — ul| < 20K. (1.21)

Logo, temos

Lsv) < lim p(u+ev) — p(u)

e—0F IS

+ 2K = ¢'(u;v) + 2K6.

Fazendo 6 — 0, segue
O (u;v) < ¢ (u;v) Yo € X.

Isso ¢é suficiente, pois se u* € J.p(u), segue que

p(u+tv) — p(u)

(u*,v) < @%(u;v) < ¢ (u3v) < p

Yo e X.

Tomando t =1 e w = u 4+ v, temos u* € dp(u).
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g) Para todo u € U e v € X, temos

1
—¢%(u;v) = —limsup - (@(w +tv) — sO(w)>
w—>ru t
t—s0t

= tnint 5 ((—p)(w + 1) — () ()

t—s0t

(—¢)°(u; v).

IN

Observacao 1.31 ([18]). Como visto no subdiferencial cldssico, também € wvdlido as
sequintes propriedades para o subdiferencial de Clarke: Sejam ®,p : U — R localmente

Lipschitziana e A > 0, entao

DeAp) () = Ao (u);
Oulip + ®)(u) C Duplu) + 0,0 ().

Proposicao 1.32 (adaptado de [18]). Seja ¢ : X — R localmente Lipschitziana. Se

u € U € um mdzximo ou minimo local de ¢, entiao 0 € O.p(u).

Demonstragao. Seja u € U. Suponha que u é minimo local, entao dado v € X, existe

t > 0 suficientemente pequeno tal que p(u + tv) — p(u) > 0. Logo,

p(w +tv) — p(w)

©’(u;v) = limsup
w—su t
t—0"
t —
> limsup plu+tv) = pu) > 0.
t—0t t

Portanto, 0 € 0. (u).
Analogamente, suponha que u é ponto de méximo local. Isto é, p(u) — p(u + tv) > 0,

para todo v € X et > 0 suficientemente pequeno. Logo,

p(w) = p(w + tv)

(—¢)°(u;v) = limsup
w—>rUu t
t—0t
— t
> limsup pu) = plu+tv) > 0.
t—0+t t

Portanto, 0 € 0. ((—¢)(u)) . Pela Observagao 1.31, temos 0 € O.(u).
[

Teorema 1.33 (Teorema do Valor Médio de Lebourg [18]). Sejam X espago de Banach e

U um subconjunto aberto de X e seja u,v € U tal que o segmento de reta [u,v] estd contido
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em U. Para toda fung¢io ¢ : U — R localmente Lipschitziana, existe & € [u,v] \ {u,v} e
2+ € up(€) tal que o(v) — p(u) = (2,0 — u).

Demonstracao. Considere a funcdo ¢ : [0,1] — R definida por g(t) = ¢(u:), onde

u; = u+t(v —u). Note que g é localmente Lipschitziana, desde que ¢ também seja. Logo

\s) —
go(t,s) = limsupg(r+ s) —9(r)

r—-t >\
A—0t

— limsup o(u+ (r+As)(v—u)) —p(u+rv—u))

r—t )\
A—0t

< limsup PP A —W) —o(w)

wW—rUt )\
A—07T

= ©"(uy; s(v — u)),

vVt € (0,1), Vs € R.
Agora, considere a fungao 6 : [0,1] — R dada por 0(t) = p(us) + t(p(u) — p(v)). Note
que 6(0) = ¢(u) = (1), entao pelo Teorema de Rolle, existe ¢ € (0, 1) tal que ¢ é ponto

de maximo ou minimo. Portanto, pelo corolario 1.32, 0 € 9.0(c). Logo, para todo s € R,

0<6(c;s) = limsup b+ ) = 6(r)

r—cC )\

_ imsup AT A8) — 9(r) + As(p(w) — o(v))

r—>C A
A—0t

= g'(c,s) + s(p(u) — o(v)).

Portanto, tomando £ := u,, temos s(p(v) — p(u)) < ¢°%c;s) < P°(&s(v —u)). O que
prova que

p(v) = p(u) € (Dep(§), v —u) .

1.5 Aplicacao Multi-Valor e Aplicacao Dualidade Nor-
matizada
Definigao 1.34 (Aplicagdo Multi-valor). Sejam X, Y espaco vetoriais topoldgicos.

1. A aplicagio F : X —'Y ¢ dita Multi-Valor se dado v € X, F(u) é um subconjunto

de Y. Denotamos por 2¥ o conjunto das partes de Y, e neste caso escrevemos



CAPITULO 1. ANALISE CONVEXA 35
F:X —2Y.

2. A aplica¢io Multi-Valor F : X —» 2¥ € dita Valor-Unico (ou Singleton) se para

cada u € X, o subconjunto F(u) € 2¥ consiste de um tinico elemento.

Sejam Fi,Fy : X — 2Y aplicacoes multivalor, entdo para cada u,v € X tal que

Fi(u) # 0 e Fa(v) # 0, definimos
Fi(u) + Folv) = {z+y: 2 € Filu) ey € Falv)}.
Se Fi(u) = 0 ou Fa(v) = 0, entdo definimos
Fi(u) + Fa(v) = 0.

Exemplo 1.35. As aplicacoes Op, 0.0+ X — 2% sdo multi-valor.

Definicdo 1.36. Sejam X espaco de Banach e F : X — 2% uma aplicacio multivalor.

Dizemos que F ¢é
i) Mondtona, se (u* —v*,u—v) >0, u* € F(u), v* € F(v) Yu,veX;
it) Estritamente mondtona, se (u* —v*,u—v) >0, u* € F(u), v* € F(v) Yu,v € X;

iti) Uniformemente mondtona, se existe uma fungio w : [0,00] — [0, 00],w(0) = 0,

crescente e (u* —v*,u —v) > w(||lu —v|))||u—2| Vu,ve X;

iv) Fortemente mondtona (ou também K-fortemente mondtona), se existe K > 0 tal que
(u* —v*u—v) > Kl|lu—v| Yu,veX;

v) Paramondtona se é mondtona e para cada u* € F(u), v* € F(v) tem-se
(U —v*,u—v)=0.

Implica que u*,v* € F(u) N F(v).

vi) Semicontinua superior (resp. Semicontinua inferior) em uy € X se para cada
conjunto aberto O C X* com F(ug) C O (resp. F(ug) N O #0), existe um aberto U
de ug em X tal que F(u) C O (resp. F(u) N O # (0) para todo v € U.

Definicao 1.37 ([7]). Seja a fungao continua e estritamente crescente ¢ : Ry — R, tal

que (0) =0 e tlim o(t) = oco. Chamamos de aplica¢io dualidade com respeito a ¢, a
—00
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aplicagio J, : X — 2X" definida por
Jo(u) = {u” € X*: (u,u) = [[u[[[[ul], [[u"]| = @(]lul])}- (1.22)

Em particular, a aplicag¢io dualidade que corresponde a o = I; é chamada de Dualidade

Normatizada, e denotada por:
J(u) ={u" € X*: (u”, u) = [lulfJul], o] = [Jul}-

Note que J,(u) # 0 Vu € X. De fato, dado u € X, definimos v := ¢(]|ul|)u € X. Pelo
Teorema de Extensao de Hahn-Banach, existe v* € X* tal que [|[v*|| =1 e (v*,v) = ||v]|.
Entao, u* = ¢(||ul|)v* € J,(u).

De fato,

[ [ = e([[ulDllo*] = @dllul);
(0 u) = (W%, 0) = vl = el lull = | |full

Definicao 1.38. Seja a fungdo continua e estritamente crescente p : Ry — R, tal que

e(0)=0ce tlim ¢(t) = oo. A aplicagio dualidade com respeito a ¢, de Jj : X* — 22X
—00

¢ dada por

Jo(u™) i=A{u™ € X* o (u™, ") = [Ju™|[[u]], [J[u™]] = @(l|lu"]])}-
Note que, quando X é reflexivo, temos que X** = X e segue que
Jo(u') ={u e X o (u, u) = [lull[Jull, lu]l = ¢(lu”])}-

Lema 1.39 (adaptado de [7]). A fung¢io v : (0, +00] — (0, 400] dada por ¢(t) = fot o(s)ds

é convexa.

Demonstragao. Considerando 0 < t; < tg, temos

t1+ta
2

w<t2>—w(t1‘;t2): [ et o @w(tl‘gt?)—w(tl): |7 et 2

t1+to t

2

Como ¢ é uma funcio crescente, sabemos que (s) é menor ou igual para s € [t, 232] do

2
que p(s) para s € [BF2 t,]. Isso implica que

to
/+ go(s)dsz/ o(s)ds.
ttty t

2
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Assim, usando o fato da igualdade em (1.23) em ambos os lados, temos

st = v (M5) 20 (M57) - vt

Portanto,

y (#) < ¢(t2);¢(t1)

Juntando a ultima desigualdade acima e o fato de que ¥ é continua (pois ¢ é continua),

temos que v é convexa.

Proposigao 1.40 ([7]). Seja J, uma dualidade correspondente a ¢. Entdo, para todo
ue X:

a) Jo(u) = 0Y(|lul|), onde ¥(t) = fot o(s)ds. Em particular, se J for a dualidade

normatizada, entdo J(u) = 0 (3| ul?);
b) J,(u) é mondtona;

c) Jo(Au) = %Jw(u), para todo X > 0. Em particular, se J for a dualidade
(||
normatizada, entio J(Au) = AJ(u).

d) Seja J,, e J,, aplicagoes dualidade de o1 e o respectivamente, entdo

pa(llull) Jor (u) = r(llull) Jo, (u);

e) Se X for reflexivo, entao U J(u) = X".

ueX

Demonstracgao.

a) Seja u* € J,(u), tomemos v € X tal que |[v|| > |lu]|. Como ¥ é convexa (pelo lema
1.39, entao

(lel) = w(llul))

[l = [l

)l = e(lfull) = ¥/ (Jul) < £

Logo,

D(lloll) = &Ulull) = flu(I(foll = llull)

= wlllol] = (", w)

v

(u*, v —u).
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Por outro lado, tomemos ||v|| < ||u||. Assim,

Plull) = )

[l =[]l

Portanto, Vv € X,
G(llol]) = (ul]) = (u* v —u),

isto implica u* € 9Y(||ul|).

Reciprocamente, sejam u* € 0y (JJul|) e v € X tal que ||v]| = |lul|. Entao,

(', v —u) <P([loll) = ((lul]) = 0.

Logo,

el = sup {u”, v) < {u', w).
v
Como, trivialmente, ||u*||||u|| > (u*, u), segue que (u*,u) = ||u*||||ul.

Agora, basta mostrar que ||u*|| = ¢(||u||). Defina v = tﬁ,t > 0. Logo
u

G(llol) = w(llul) = &) = o(ul) > <ut7“_u>

Note que

B 2 (171

Fazendo t — ||u||, temos

lu™ll = ' (lull) = e(flul)-
Portanto, J,(u) = 0y (||ul|).

b) Desde que 1 é Gateaux-diferenciavel, entao J,(u) = 0¢(||u|]) = {¢'(||u]])}. Logo,
d
dado u* € J,(u), temos (u*,v) = %w(HuthvH)}t:O = @([Jul[)||v]|. Assim, sejam
u,v € X, u* € Jy(u), v* € Jy(v), temos

(W —v"u—v) = (u,u)+ v,v) — (u,v) — (v, u)
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c)

= @UlulDllull + eIl = eluDlvl = eel)ul
(@(llull)y = oDl = {lvll) = 0.

Dado u* € J,(u) e A > 0. Se a = p(A||ul])/¢(||u]]), mostraremos que au* € J,(Au).
Com efeito,
(", u) = ad (u”, u) = ad[Ju”|[||ul] = [law™ ||| ull

T ol — 2O .
o'l = 'l = 5 el = @(Nul)

Entao, au* € J,(Au).

Por outro lado, seja v* € J,(Au), mostraremos que v* = au*, onde u* € J,(u).

Com efeito, desde que v* € J,(Au), temos (v*,u) = [[v*|[||[Aul], [|[v*] = @(|| u]]).

Logo,
el = o) = (0~ ) = o~ (o) = LU o
p(Allul))
——
llo* |l
= [[o*[[[lull = (o™, u) .
A

Note que ||au*|| = af|u*|| = <(|||| U“H)) |u*|| = [|v*]|, portanto v* = au* € aJ,(u).
Seja u” € Jp, (u), entao vale que (u”,u) = [lu*[[[Jull, [lu*]| = @i([lu]]). Definindo

a = pa([lul|)/e1(]|ul]), mostraremos que au* € J,,(u). Com efeito,

(o, u) = a(u,u) = afju”||[Ju]] = [low"{|[u]-

wa(llul)
er((ful))

Reciprocamente, u* € J,,(u) = a~tu* € J,, (u).

low™[| = aju|] =

pr(l[ull) = @2(flull).

Seja u* € X*, onde u* # 0. Pelo Teorema de Hahn-Banach, existe u** € X** tal
que [|[u**]| =1 e (u™*,u*) = ||[u*]|]. Como X é reflexiva, entao existe u € X tal que
[ull = 1 e (u*,u) = [lu].

Note que ¢ é uma fungao continua e estritamente crescente, entao assume todos os

valores intermediarios entre 0 e ¢ para qualquer ¢t > 0. Assim, pelo Teorema do Valor

Intermediario, existe ty > 0 tal que

[u™ ]| = @(to) = @(tolull).
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Por outro lado, temos
(u”, tou) = to (u*, u) = toflu*|[llull = [lu*|[ltoull.

Segue que u* € J(tou). Portanto, u* € U J(u).
ueX

40



Capitulo 2
O Principio Variacional

A teoria do ponto critico para funcionais nao diferenciaveis teve origem no trabalho
de Chang [5]. Posteriormente, Szulkin [23] estendeu essa teoria para fungdes que nao sao
necessariamente continuas. Apresentaremos um contexto mais geral da teoria do ponto
critico para funcionais da forma I = ¥ — ¢, com o intuito de ampliar os resultados obtidos
por Szulkin e Chang. Neste contexto, discutiremos resultados relevantes visto no artigo de
Szulkin, como o Lema da Deformagao e o Teorema do Passo da Montanha Generalizado.
Essas primeiras se¢oes deste capitulo sao baseados no livro do Moutreau e Panagiotopoulos

[18] e no artigo do Szulkin [23].

2.1 Ponto Critico

Seja X um espago de Banach e ¥ : X — RU{+o00} uma fung¢do convexa, semicontinua
inferior, com ¥ # +o00. Seja ¢ : X — R uma func¢ao localmente Lipschitziana. Definimos

o funcional I da seguinte forma:
I =V —op. (H)

Definicao 2.1 (Ponto Critico [18][19][23]). Seja X um espago de Banach e I um funcional
da forma (H). Dizemos que um ponto u € X € ponto critico de I se satisfaz:
i) uw € DomW;
i) U(v) —U(u) > (w0 —u)  Yoe X.
Em particular, a defini¢do acima unifica as defini¢oes de ponto critico de Chang e Szulkin.
Se p € CH(X,R), entdo ¥(v) — ¥(u) > (¢'(u),v —u) Yv € X, o que equivale a defini¢do
classica de ponto critico de Szulkin. Agora se ¥ = 0, entdao 0 > ©’(u;v —u) Vv € X, o

que se reduz a definicio de ponto critico de Chang. Note também que, se ¢ € C1(X,R) e

U = 0, temos a definicdo de ponto critico amplamente estudada em calculo.

41
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Observagao 2.2. Seja a funcdo indicadora 0 com respeito a K, onde K é um subconjunto
nao-vazio de X. Note que seu € K é um ponto critico de I, entdo 0 > ©°(u;v—u) Yv € X.

Essa observagdo serd til para uma aplicacdo futura no prorimo capitulo.

Proposicao 2.3 (Adaptado de [19]). Sejam X espago de Banach e I um funcional da

forma (H). Entao, todo ponto de minimo local de I é ponto critico de I.

Demonstragao. Seja v € X um ponto de minimo local de I. Usando o fato de ¥ ser

convexa e tomando t > 0 suficientemente pequeno, temos

0<I(ut+tlv—u))—I(u) = Y(u+tlv—u))—¥Y(u) — <g0(u +t(v—u)) — gp(u))

< (W) - () — (plu+ o — ) - p(u).

Logo,
e(u+tv—u)) —pu) < t(V(v) — U(u)) Vv e X.

Dividindo ambos os lados por t e tomando o limsup com ¢ — 07, temos

lim sup pluttlv—u) = plu) <VP(v)—¥(u) YvelX.

t—0+ t

1
Entao, segue do fato ¢°(u,v — u) > limsup ~ (cp(u +t(v—u)) — gp(u)) que

t—0t

Pu;v —u) < U(v) — V(u)  VYoe X.

Portanto, u é ponto critico de I.
[

Um ntmero ¢ € R é chamado de valor critico se o conjunto I~!(¢) contém um ponto

critico, é chamado de valor critico. A partir deste ponto, adotaremos as seguintes notagoes:
M(I) :={u € X : u é ponto critico de I} M (D) :={ue M():I(u) =c}

I..={ue X :I(u) <c} I ={ueX:I(u) >c}

Defini¢ao 2.4 (Condicao de compacidade de Palais-Smale [18][19][23]). Dizemos que o
funcional I da forma (H) satisfaz a condi¢ao de compacidade de Palais-Smale no nivel

c € R (em abrev, PS.): Se para toda a sequéncia (u,) C X satisfazendo

i) lim I(u,)=c

n—-oo

i) U(v) — WU(uy) > @ (un; v —uy) — enllv — | Vv e X,
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onde €, — 0, possui uma subsequéncia convergente. Ademais, se isso ocorrer para todo

c € R, I é dita que satisfaz a condi¢io de Palais-Smale (em abrev, PS).
Proposicao 2.5 (adaptado de [23]). Sejam I um funcional da forma (H) e (u,) C X

uma sequéncia satisfazendo (i) e (ii) da condi¢io PS.. Se lim w, = u, entio u € M.(I).
n—o0

Em particular, M (I) é compacto em X.

Demonstracao. Suponha que lim wu, = u. Como V¥ é semicontinua inferior, temos
n—m—o0
U(u) < liminf ¥(u,). Logo, desde que a sequéncia (u,) C X satisfaga as hipéteses da
n——ao0

condi¢ao PS,., temos
U(v) — U(uy) > 0 (Un; v — up) — pllv — un|| Vv € X. (2.1)
Entao, segue do item (d) do Teorema 1.30, que

0 < limsup —@%(up;v — uy,) + ¥(v) + lim sup —¥(u,)

n—aoo n—aoo
= limsup —¢°(un; v — uy,) + ¥ (v) — liminf ¥ (u,,)
n—so0 n—>00

< —@(wv—u) + ¥(v) - V(u),

o que implica que
U(v) — ¥(u) > (u;v —u) Vv e X.

Portanto, v € M(I). Em particular, tomando v = u em (2.1), temos

IN

lim inf W (u,)

n——ao0

IA

lim sup ¥ (u,)

n—:ao0

IN

W (u) + limsup —° (up; v — uy,)

n—aoo

U (u) — ¢°(u; 0)

IN

IN

Logo, ¥(u) < l}lrggf\lf(un) < linm_s&p U(u,) < ¥(u), obtendo nli_)m@ U(u,) = ¥(u).
Portanto, I(u) = ¥(u) — p(u) = nli_r)xloo (W (uy) — p(uy)] = nli_)m@() I(u,) = c¢. O que implica
ue M.(I).

Agora, considere a sequéncia (w,) C X. Para mostrar que M.(I) é compacto, basta
mostra que existe uma subsequéncia de (w,) convergente. De fato, como (w,) C M.(I),

entdo I(w,) =c Vn € X e vale

U(v) — U(wy,) > @ (wp;v —w,) Yo e X. (2.2)
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Note que a desigualdade (2.2) satisfaz a hip6tese da condigdo PS. com ¢, = 0 para todo
n € N. Portanto, existe uma subsequéncia (w,;) C (w,) tal que w,, — w. Pela primeira

parte da demonstragao, temos w € M.(I).
[

Lema 2.6 (Principio Variacional de Ekeland [11]). Sejam (X, d) espago métrico completo
ell: X — RU{+o0} semicontinua inferior, limitada inferiormente e I1 Z +o0o. Dados
0,y>0exe X com

II(x) < inf T(2) + 0,

zeX

entao existe um ponto y € X tal que
e m(y) <w(x);  dzy) <1/y
o (2) —m(y) > —dvyd(x,y) Vze X.

Demonstracao. Consulte o Teorema 1 em [11].

Uma consequéncia imediata desse resultado é a proposicao a seguir.

Proposigao 2.7 (adaptado de [23]). Seja I um funcional da forma (H) limitado inferior-

mente e que satisfaca a condi¢io PS,, entdo ¢ = in)f(](u) ¢ um valor critico de I.
ue

Demonstragao. Para cada n € N, existe w,, € X tal que I(w,) < c+ 1/n. Logo, pelo

lema 2.6 (com § = 1/n e v = 1), para cada w, existe u, € X tal que
o I(up) < I(wyn) < c+1/m; [t — wall <15
1
o I(w)—I(uy) > —=|jw — uy,|| Vw € X.
n

Logo, tomando w = u,, + t(v — u,) para t € (0,1), Vv € X e usando a convexidade de V¥,

temos
ol < Tt o )~ T
= W~ )y + 1) — W) — (plon 10— ) — o))
< W) = W) = (Pl + o = ) = plun)).
Logo,

(un +t(v —up)) — @(u,) < E(P(v) — ¥(u,)) Vv e X.

Dividindo ambos os lados por ¢ e tomando o limsup com ¢ — 07, temos

o + i s E A ) ZPU) ) ),

t—0t t -
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1
Entao, segue do fato ¢°(u,v —u) > lim sup n (gp(u +t(v—u)) — gp(u)) que

t—0t

U(v) — U(up) > @0 (Un; 0 — ) — 1/0]|v — y| Yu e X.

Pela condicao PS,, existe uma subsequéncia (u,;) C (u,) tal que u,, — u. Logo, pela
proposicao 2.5 temos u € M.(1).
n

2.2 Teorema do Passo da Montanha

Os pontos criticos do funcional I = ¢ — ¥ nao se restringem, necessariamente, a pontos
minimos. Na pratica, a obtencao desses pontos se da por meio do Teorema do Passo da
Montanha. Nesta secao, apresentaremos a versao generalizada desse teorema e os meios

necessarios para sua demonstragao.

Lema 2.8 ([18][23]). Sejam I um funcional da forma (H) que satisfaca a condi¢io PS. e
N uma vizinhanga de M (I). Entao para cada € > 0, existe ¢ € (0,) tal que, para todo
ug € I ([c —g,c+¢€]) \ NV, existe vg € X satisfazendo

U(vg) — U(up) < gpo(u(); vo — ug) — 3¢|ve — o[- (2.3)

Demonstragao. Suponha que (2.3) seja falso. Entao existem as sequéncias (u,) C X\NV

e (en) CR tal que lim I(u,)=ce
n—oo
U(v) — ¥(u,) > goo(uo;vo —ug) — 3ep||v — uy|| Yo e X,

com &, — 0.
Pela condigao PSS, e proposicao 2.5, existe uma subsequéncia (u,;) C (un) tal que
Un, — u € Mc(I). Entao u,, € N para algum n; € N suficientemente grande, o que

contraria o fato de que u,, ¢ N para todo n € N.
[ |

Definicao 2.9 ([18](23]). Uma familia de aplicagoes f: W x [0,5] — X, com 5> 0, €
dita Deformagao se f € C' (W x [0,5],X) e f(-,0) = Idw(-).

Adotaremos a notacao fs(-) = f(+, s) daqui pra frente, onde s representa um pardmetro.

Lema 2.10 (Lema da Deformagao [18][23]). Seja I um funcional da forma (H) satisfazendo
a condi¢ao PS.. Suponha que N é uma vizinhanga de M (I) e € > 0 fizo. Entao existe
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e € (0,2) tal que, para cada conjunto compacto A C X\N com

c<supl(u) <c+e.
u€A

Podemos encontrar um conjunto fechado W 2 A e uma deformagao fs: W — X com

s € [0,3] tendo as sequinte propriedades:
c lu=fiwl<s  VueW,
o If(s)—1(u)<2s Yue W,
o I(fs(u))—I(u) < —2es Yue W comu € I°,

o sup/ (fs(u)) —supI(u) > —2es.
u€A u€eA

Ademais, se Wy C X € um subconjunto fechado com WoNM(I) =0, entao W e fs podem

ser escolhidos tal que
I(fs(u))—1I(u) <0 Yu e W N W.

Demonstrac¢ao. Consulte o Teorema 3.1 em [18] ou a proposi¢ao 2.3 em [23].
[

Seja Z um espaco vetorial topologico e X espago de Banach. A aplicagao f: 7 — X
é dita limitada se f(Z) é limitada em X.

Seja C'(Z, X) o conjunto de as aplicagbes de Z para X continuas e limitadas. Sabemos
que C(Z, X) é Banach munido pela norma do sup.

Seja o funcional I : X — R U {400}, entdo definimos I : C'(Z, X) — R U {+o0}
dada por II(f) = St,ug I(f(t)). A seguinte propriedade sera valida para II:

€

Lema 2.11 ([23]). Se I € semicontinua inferior, entao II também é semicontinua inferior.

Demonstragdo. Suponha que a sequéncia (f,,) C C(Z, X) converge uniformemente para
f. Logo, I (f(t)) <liminf I (f,(t)) para todo t € Z. Portanto,
n—mo0

I(f) =supI(f(t)) < liminf (sup](fn(t))> = lim inf TI( f,,).

teZ n—>>=00 \ teZ n—>00

Sejam X,Y Espacos Vetoriais Topolégicos.
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Definicao 2.12. Sejam f: X — Y e g: X — Y aplicacoes continuas de X em Y.
Uma homotopia entre f e g é uma familia de aplicagoes continuas H : X x [0,1] — Y tal
que

H(z,0) = f(z) e H(z,1) = g(z) Ve e X.

Se existe uma homotopia entre f e g, dizemos que f e g sao homotdpicas e denotamos por
f=y.
Observacao 2.13. Para simplificar a notagao, definimos Hy(x) := H(x,t) com t € [0, 1].

Definigao 2.14. Sejam f : X — Y uma aplicacio e A um subespaco de X. A Homotopia
Hy(x): A—Y, com 0 <t <1, € dita homotopia parcial de [ se fla = H;. Quando
A= X, dizemos que H(-,t) é homotopia de f. Ademais, o subespago A € dito possuir a
Propriedade de Extensao de Homotopia em X com respeito a 'Y se toda homotopia parcial
H,: A—Y de f tem extensio Gy : X — Y tal que f = Gj.

Teorema 2.15 (Teorema do Passo da Montanha Generalizado (adaptado de [23])). Sejam
X =X, Xy com dimX; < oo e o funcional I =V — ¢ satisfazendo a condi¢io PS..
Suponha que

i) Eristem as constantes p >0 e o > 0 tal que I|pp,nx, > o;

it) Existem uma constante r > p e e € Xy com |le]| = 1 tal que I|sg < 0, onde
Q:={ueX:|ul <r}Bfte:0<t <r}.

Entao I tem um valor critico ¢ > «, caracterizado por

¢=inf sup I(f(x)), (2.4)

onde I' = {f S C(Q,X) : f|3Q = ]daQ}.

Demonstracgdo. Suponha que ¢ ndo é valor critico, entdo M (I) = (). Tomando N =0 e
€ = ¢, pelo Lema da Deformagao 2.10, existe € € (0,2) satisfaz as condigoes estabelecidas
pelo lema. Note que I' ndo satisfaz as(f(-)) € I" para todo f € I', onde v é uma deformagao.
Portanto, ampliaremos I'" para satisfazer essa condicgao.

Considere o conjunto

Fl = {f - C(Q,X) : f‘@Q ~ IdaQ em [c—s/4 e ([Of)|3Q < C—€/2}.

Note que

o Iy # @, pOiS IdQ S Fl,
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« I' C T'y. De fato, dado f € I, entdo flag = Idag € 0Q C I._./2. Logo, temos que
(Lo flog <c—e/2

e as(f) e’y VfeTlyeVse|0,5], onde s > 0 suficientemente pequeno. De fato,
aplicando o Lema da Deformacao 2.10, com A = f(Q)) satisfazendo as condigbes do

lema. Temos

— Para todo z € 0Q tal que ¢ —e < I(f(z)) < c—€/2, temos
Ias(f(x) <I(f(z)) —2es <c—¢g/2 —2es < c—¢/2.
— Para todo x € 0Q) tal que I(f(z)) < ¢ — &, temos

Ias(f(z) <I(f(x)+ Ms<c—e+2s<c—¢g/2.

E claramente, o,(f) ~ f em I._. /5, pois a homotopia entre essas aplicagoes é

H :0Q x [0,1] — X dada por H(z,t) = a(f(z),ts). Assim,
H(x,0) = f(z) e H(x,1) = a,(f(z)).

Portanto, as(f) € I'y para todo f € I'y, pois as(f)lag = flag = Idag e
(Ioay(f)loq < ¢ — &/2

Agora, definimos o valor critico correspondente a I'; como :

¢ := inf sup I(f(z)).
fel x€0Q
Afirmamos que ¢; = ¢. De fato, obviamente ¢; < ¢ (pois I' C T';). Por outro lado,

suponha que ¢; < ¢, entao existe f € I'y tal que

c <supl(f(x)) <ec
TEQ
Desde que flag ~ lilag em I._./4 e Q é homeomorfo a uma bola fechada euclidiana finita,
entdo (pela Propriedade de Extensao de Homotopia) a aplicagdo Idsg pode ser estendido

para algum g € C(Q, X) tal que sup I(g(z)) < ¢, o que contradiz a defini¢ao de ¢, pois
z€EQ
gel.

Afirmamos que I'; € C(Q, X) é fechado com respeito a usual norma do sup (lembre-se

que @ é compacto em X). De fato, sejam a sequéncia (f,) C T e f € C(Q, X) tal que
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fn — f. Assim, para todon € N
I(fu(x)) <c—¢/2  Vze€dq.
Usando o Teorema do valor médio de Lebourg’s 1.33 e a convexidade de ¥, temos

I(tfu(x) + (L= ) f(2)) = U(tfulz) + (1 = 1) f(2)) — o(f(2) + t(fu(2z) = f(2)))
< HU(ful@)) + (1 = )U(f(2) — o (f(2))
+ " (Efulx) + (1= O f () f(2) = fulz)) Ve €0QeVte|0,]]

para algum & € (0, 1).
Desde que f(0Q) seja compacto, entdo a sequéncia (f,,) converge para f uniformemente.

Logo, pelo fato de ¢ ser localmente Lipschitziana, temos

I(tfulz) + (1= 1) f(z)) < tU(ful2)) + (1= )U(f(2)) = o(f(2)) + K fulz) = F(@)]],

onde K > 0 ¢é a constante de Lipschitz.
Note que p(fu(z)) < @(£(@)) + K| fulw) — £(z)]], entdio

I(tfalz) + (1 =0)f(x) < t¥(fulz))+ (1 =)V (f(2))
+ 2K fu() = f(2)]| = to(fulz)) — (1 = t)p(f(2))

L (fu(2)) + (1= OI(f () + 2K fulz) = f(2)],

Vt e [0,1] e xz € 0Q.

Como [ é semicontinua inferior, temos
I(f(z)) <liminf I(f,(x)) <c—¢/2  Vze Q.
n—-aoo
Logo, usando o fato de que f, € I'y, obtemos

Itf(z)+ (A=) f(2) < tI(fal2)) + (1 =0)I(f(2)) +2K] fu(z) — f(2)]
< tle—e/2)+ (1 —t)(c—e/2) + 2K fu(z) — f(z)]|
= c— /242K fu(z) — fx)]| V€ Q.

Como a sequéncia (f,) converge uniformemente para f, entdo para todo n € N suficiente-
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mente grande, temos
I{tfolz) +(1=t)f(z) <c—¢e/2  VrecdQ.

Portanto, para todo € 0Q e t € [0,1], temos fu|ag = flag em I._/4, onde a homotopia
entre as aplicagoes ¢ H(x,t) =tf,(x) + (1 —t)f(x). Por transitividade,

flaQ ~ Id@Q cm 1075/4.
consequentemente, f € I'y. Portanto,I'; é fechado em C(Q, X).

Considere a aplicagao II : I'jy — R U {400} definida por II(f) = sup I(f(z)). Note

TEQ
que

o II é semicontinua inferior pelo lema 2.11;
e ¢c<II(f) <c+e.
Pelo lema 2.6, existe g € I'y tal que

II(g) —II(f) > —¢llg — f]|-

Logo,
—2es > W(as(f)) = 1I(f) = —ellas(f) = fIl = —es.

Esté contradigao prova que M., (I) # (.

Para concluir, provaremos a afirmagao que ¢ < a. Como I|yp,nx, > «, ¢é suficiente
mostrar que se z € @, entao f(x) € 0B, N Xo.

Sejam as projecoes P; : X — X;; j = 1,2 associada a decomposicao X = X; @ X,.
Para x € Y := X; @ span{e}. Entao x € x1 +re; x1 € X;, r € R. Definimos a aplicagdo
h:Y — Y dada por

Wz, +re) = Pi(f(zy +re) + || Pof(zy + re)le.
Note que se x € 0Q, temos
hz) = Pi(la(z)) + [[Pold(z)|le = Pi(z) + [[P2(x)|le = 21 + [|pelle = =,

isto é, h|aQ = IdaQ.
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Pela propriedade de Brower’s degree, temos

deg(h,@,pe) = deg(](héape) =1 (25>

Entéo existe z € Q tal que Py(f(z)) = 0e ||P(f(z))|| = p. obtendo assim f(x) € 0B,NXo.
|

Corolario 2.16 (Teorema do Passo da Montanha [18]). Assumimos que I é um funcional

da forma (H) satisfazendo a condi¢io PS. e as sequintes afirmagoes abaizo:
i) I(0) = 0;
i) existem o, p > 0 tal que I|pp, > a;
iii) existe e € X com ||e]| > p tal que I(e) < I(0).

Entao, I tem um valor critico ¢ > « caracterizado por

c=inf sup I(f(z)),

FEL zefo,1]
onde ' ={f € C([0,1],X): f(0) =0 e f(1) =e} € os caminhos que conecta 0 e e.

Demonstragao. Segue do Teorema 2.15 aplicando-o X; =0 e Q = [0, ¢].
[ |

Corolario 2.17 (Adaptado de [23]). Seja o funcional I = ¥ — ¢ satisfazendo a condi¢io
PS.. Se 0 é um minimo local de I e se I(e) < I1(0) =0 para algum e # 0, entao I tem
um ponto critico diferente de 0 e e. Em particular, se I tem dois minimos locais, entdao I

tem pelo menos trés pontos criticos.

Demonstragao. Assumimos, sem perda de generalidade, que I(0) = 0. Suponha que
existem a, p > 0 tal que I|pp, > o > 0. Note que ||e| > p, pois I(e) < I(0) = 0. Pelo
Teorema do Passo da Montanha 2.16, temos que I possui um ponto critico diferente de
0 e e. Por outro lado, suponha que nao existem « e p. Seja |e| > r tal que Il > 0e
0 < p <r. Pelo lema 2.6, tomando Z := B,, Il :== I|5 , 6 := 1/n* e A = n, e usando o

fato de igg I(u) = 0, existe uma sequéncia (w,) C 9B, e (u,) C B, tal que
ue P
o 0< I(uy) < I(wy), |un—wy| <1/n;

o I(2) — I(un) > —1/n||z — uy,|| Vz € B,.
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Escolhemos um n suficientemente grande tal que u,, € B,. Seja v € X e t > 0 suficiente-

mente pequeno tal que z = tv + (1 — t)u,, € B,. Como V¥ é convexa, entao

1
——tllv —unl| < T(up +t(v —un)) — I(uy)
n

= (W) = () — (plun + to = u)) = plun)).
Dividindo em ambos os lados por t e tomando o limsup com ¢ — 07, temos

< U(v) — U(uy,) Vv e X.

n

t—0t 13

1
Entao, segue do fato ¢°(u,v) > limsup — (gp(u +t(v—u)) — gp(u)) que

t—0+

U(v) — W) > @0 (Un; v — ty) — 1/0)|v — uy| Vv e X.

Pela condicao PS,, existe uma subsequéncia (un,) C (u,) tal que u,, — u € 9B,.
Portanto, u € M (I) e 0 # u # e.
|

2.3 Principio Variacional

Nesta secao, exploraremos o principio variacional apresentado no artigo ”Critical Point
Theory on Convex Subsets” por Abbas Moameni [19], que possui diversas aplicagoes. Este
principio nos permite encontrar pontos criticos em subconjuntos préprios fechados de um
determinado espaco de Banach e ainda obter pontos criticos em relacao a todo o espago.

Sejam X um espago de Banach, ¥ : X — RU{+00} uma fungao convexa, semicontinua
inferior e ¥ # +00, e seja K um subconjunto convexo e fechado de X. Assumimos que ¥

é Gateaux-diferencidvel em K e ¢ € C'(X,R). Consideremos o seguinte problema:
Encontre ug € K tal que W' (ug) = ¢'(ug). (P1)

Por ¥ ser Gateaux-diferencidvel em K e p € C'(X,R), segue que OV (ug) = {¥'(up)}
e 0p(ug) = {¢'(up)} respectivamente. Logo, podemos reformular o problema (P1) da

seguinte forma:
Encontre ug € K tal que 0 (ug) N dp(ug) # 0.

Seja ug um ponto critico do funcional I = ¥ — ¢, entao resulta, por defini¢ao, que
U(v) —W(ug) > (¢'(up),v — up) Yv € X. Assim, obtemos que ¢'(ug) € OV(ug) = {V'(uo)},
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e consequentemente W'(ug) = ¢'(ug). No entanto, ndo temos garantia nenhuma que
up € K, a menos que K = X.
Para contornar isso, definiremos a funcao ¥ restrita ao conjunto K, denotada Vg,

definida por

wor- {0 Lok

Desta forma, um ponto critico do funcional Ix := U — ¢ garante que uy € K, mas isso
nao assegura que ¢'(ug) € 0V(ug), apenas ¢'(ug) € OVk(uy). Vamos agora estabelecer
condig¢oes adicionais para garantir que um ponto critico do funcional I = Wi — ¢ seja a

solugao para o problema em questao.

Teorema 2.18. Seja ¥ : X — RU {400} uma fungio convezra, semicontinua inferior
e VU # 400, e seja K um subconjunto convezro e fechado de X. Assumimos que ¥ é

G-diferencidvel em K e ¢ € CY(X,R). Se as sequintes condi¢oes valem:
A) O funcional Ix = Vg — ¢ tem um ponto critico ug;
B) Existe vy € K tal que ¥ (vg) = ¢ (up).

Entdo ug € uma solugio para o problema (P1). Isto €, ¢'(ug) = V' (up).

Antes de provarmos o Teorema 2.18, examinaremos alguns lemas importantes que serao

utilizados ao longo deste capitulo.

Lema 2.19. Seja ¥ : X — RU{+0o0} convera e ¥ # +00. Sejam ug,vg € Dom (V) e

assumimos que para algum w* € OV (vy) vale:
U (vo) — W(ug) = (w", vo — uo) - (2.6)

Entao w* € 0¥ (ug). Em particular, se U for G-diferencidvel nos pontos ug e vo, entdo
U (ug) = w* = V' (vp).

Demonstragao. Seja w* € 0W(vy). Pela proposi¢ao 1.22; temos
U(vg) + U (w*) = (w*, vy) . (2.7)
Logo, juntando (2.6) e (2.7), temos

U(vg) — W(up) = (w*, vy — up)
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= (w",v) — (w*, ug)

= W(vg) + ¥ (w") — (w*, ug) .

Logo,
U(ug) + U (w*) = (w*, ug) .

Portanto, w* € 0W¥(up). Ademais, se ¥ for Gateaux-Diferenciavel em wuy e vg, temos
OV (ug) = {¥(ug)} e 0¥ (vg) = {W¥'(vg)}. Portanto, pela primeira parte da demonstragao,
temos W' (vg) = w* = ¥ (uy).

Lema 2.20. Sejam X espago de Banach e ¥ : X — RU {400} conveza. Assumimos

que K € um subconjunto de X e, existem u € K e u* € X* tal que
U(v) — U(u) > (u*,v—u) Vv e K.

Se u ¢ OK, entio u* € OV (u).

Demonstragao. Como u ¢ 0K, entao para cada v € X, tem-se tv + (1 — t)u € K para

algum ¢ > 0 suficientemente pequeno. Portanto,
U(to+ (1 —t)u) — ¥(u) > (u,tvo+ (1 —t)u — u) .
Usando a convexidade de ¥, temos
tH(U(v) = U(u)) >t (u*,v—u) Vv e X.
Dividindo ambos os lados por t, segue que
U(v) — W(u) > (u*, v —u) Vv e X.

Portanto, u* € 0V (u).
|

Lema 2.21. Seja ¥ : X — R U {400} convera e ¥ # +oo e suponha que ¥ é

subdiferencidvel em u,v € X. Se existem u* € OV(u) e v* € OV(v) com

(u* —v*,u—v) =0,
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entio u*,v* € OV (u) N OV(v). Em particular, se ¥ for G-diferencidvel em u e v com

(U'(u) — ¥'(v),v —u) = 0.

entdo, V'(u) = ¥'(v).

Demonstragao. Sejam u* € 0U(u) e v* € 9¥(v). Logo, pela proposicao 1.22; temos

U(u) + U (u*) = (u*, u)

U(v) + ¥*(v*) = (v*,v),

respectivamente. Somando as igualdades (2.8) e (2.9), temos
(v, v) + (U, u) = U(u) + ¥ (u) + ¥(v) + ¥ (v").
Por outro lado, por hipotese, temos que
(U — v u—v) = (u,u) + (v*,v) — (u*,v) — (v*,u) = 0.

Entao

(u* u) + (v*,v) = (u*,v) + (v*,u).
Juntando as igualdades (2.10) e (2.11), temos

U(u) + U (u*) + U(v) + U (v*) = (u*,v) + (v*, u) .

Portanto,
U(u) + U (v*) — (v, u) + ¥(v) + ¥(u*) — (u*,v) = 0.

Isto junto com o fato que
U(u) + " (v*) — (v*,u) >0, U(v) + ¥(u*) — (u*,v) >0,
implica que ambos os termos sao iguais a zero. Isto é,

U(u) + 0" (v*) = (v u)
U(v)+¥(u*) = (u",v).

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

Obtendo assim, pela proposicao 1.22, que v* € 0¥ (u) e u* € 0V(v). Portanto, temos

u*,v* € OU(u) NOY(v). Ademais, se ¥ for Gateaux-diferenciavel em u e v, temos
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OV (u) = {V'(u)} e O¥(v) = {¥'(v)}. Assim, pela primeira parte da demonstragdo, temos
V'(v) € 0¥(u) e ¥'(u) € 0V(v). Portanto, ¥ (u) = ¥'(v).
[ |
Agora, com os pré-requisitos necessarios ja estabelecidos, podemos demonstrar o
Teorema 2.18.

Prova do Teorema 2.18: Pela condigao A, temos uy € Dom (V) e
Ui (v) — Wi (ug) > (@' (ug), v — ug) Yo e X. (2.12)

Por outro lado, pela condi¢ao B, existe vy € K tal que V' (vy) = ¢'(up). Logo, tomando

v =1 em (2.12), segue
U(vg) — W(ug) > (¢’ (ug),vo — uo) - (2.13)

Note que ¥ é Gateaux-diferenciavel em vy, assim 0¥ (vg) = {U'(vp)}. Segue da subdiferen-
cibilidade de ¥ em vy e do fato que ¥'(vg) = ¢ (uy),
U(ug) = ¥(vo) = (¥'(vo),uo — vo)
= (¢'(uo),u0 — vo) - (2.14)

Juntando as equagoes (2.13) e (2.14), temos
U(ug) = ¥(vo) = (¢ (uo), uo — o) -

Assim, segue do lema 2.19 que ¢'(ug) € 0¥ (up). Portanto, ¢'(ug) = ¥/ (up).
|
Substituiremos a condi¢do B, no teorema 2.18, pela condicao B1 a seguir. O objetivo
dessa troca é buscar a solugdo mais geral possivel para o problema (P1).

(Condigao B1): Se uy € 9K, entao pelo menos uma das seguintes condigoes é valida:

i) Existem vy € K e uma aplicacio paramonétona M : X — 2% com M (ug) singleton

tal que
' (ug) + M(ug) € V' (vg) + M(vp).

ii) Existem vy € K e uma aplicagdo paramonétona M : X — 2%X" com M(0) = {0}

tal que

¢'(uo) € W'(vg) + M (ug — vo).
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Demonstraremos que o resultado permanece valido sob essa nova condi¢cao. Com efeito,
pela condi¢ao A, temos ug € Dom(Vk) e Vi (v) — Ui (ug) > (@' (ug),v —ug) Yv € X.

Neste caso, temos
U(v) — W(ug) > (¢ (ug), v — ugp) Vo € K. (2.15)

Analisaremos dois casos excludentes:
e Se ug ¢ 0K, entao segue do lema 2.20 que ¢'(ug) = V' (up).

» Se up € 0K, entdo considere a condigdo B1-i). Neste caso, existe vj € M (vy) tal que
¢’ (up) + M(ug) = ¥'(vg) + vg. (2.16)
Pela subdiferenciabilidade de ¥ em v, temos

W(ug) — W(vg) > (¥'(uo) + M(ug) — vg,uo — vo)
= (¢'(ug),up — vo) —i—ﬁM(uO) — UG, Uy — UOZ (2.17)

v~

>0

Z <901(u0)7 Uy — U0> )
pois M é paramondtona. Por (2.15), segue tomando v = vy que
U (vo) — W(uo) = (¢ (uo), v0 — o) -

Logo, segue de (2.17) que (M (ug) — v§,ug — v9) = 0. Entéo, pelo lema 2.21 temos
M (ug) = v§. Assim, por (2.16), temos ¢'(ug) = ¥'(vy). O que segue, pelo lema 2.19,

¢ (uo) = W'(uo).
Agora, considere a condi¢do B1-ii). Neste caso, existe v§ € M (ug — vp) tal que
2 (ut0) = W' () + 5. (2.18)
Pela subdiferenciabilidade de ¥ em vy, temos

W(ug) — W(vo) > (' (uo) — vg,uo — vo)
= (¢ (up), up — vo) + (vg — M(0), (ug — vo) — 0)} (2.19)

N

-

>0
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> (¢’ (ug), uo — o) -

Por (2.15), segue tomando v = vy que
U (vo) — W(uo) = (¢'(uo), vo — uo) -

Logo, segue de (2.19) que (v§,up —v9) = 0. Entao, pelo lema 2.21 temos que
vy = M(0) = 0. Assim, por (2.18), temos ¢'(ug) = ¥'(vg). O que segue, pelo lema
2.19,

¢ (ug) = V' (uq).

Observagao 2.22. Ressalto que o emprego da notagao M(ug) e M(0) como elemento
neste caso configura um abuso de notacao, com o objetivo de simplificar a demonstracao.

Outro ponto a se destacar € que se M = 0, entdo a condi¢cdo B1 retorna para B.

Note que pelo lema 2.21, a aplicacdo 0® é paramonotona se ¢ for convexa. Vejamos o

resultado a seguir.

Corolario 2.23. Sejam ¥ : X — RU {400} uma fungao convexa, semicontinua inferior
e U # 400, e seja K um subconjunto convero e fechado de X. Assumimos que U é

G-diferencidvel em K e ¢ € CY(X,R). Se as sequintes condi¢oes valem.:
A) O funcional Ix = Vg — ¢ tem um ponto critico ug;
B) Se ug € 0K, entdo pelo menos uma das sequintes condigoes € vdlida:

i) Existem vy € K e uma fungao ® : X — R convexa e G-diferencidvel em ug
tal que
¢ (ug) + @' (ug) = ¥ (vg) + 0P (vp).

i) Ezistem vy € K e uma fungio ® : X — R conveza com 0P(0) = {0} tal que

¢’ (ug) = V' (vg) + 9P (ug — vy).

Entao uy € uma solugao para o problema (P1). Isto é, ¢ (ug) = V' (ug).

Demonstracao. Pela condi¢do A temos que o funcional Ix tem um ponto critico ug,

entdo ug € Dom(Vg) e Ui (v) — Wi (ug) > (¢'(uo), v — up) Yo € X. Note que
U(v) — W(ug) > (¢ (ug), v — up) Vv e K. (2.20)

Analisaremos dois casos excludentes:
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o Se ug ¢ 0K, entdo segue do lema 2.20 que ¢'(ug) = V' (up).

» Se ug € 0K, entao considere a condigoes (i). Neste caso, existe v§ € 0P(vp) tal que
¢ (ug) + ' (ug) = ¥'(vg) + vg. (2.21)
Pela subdiferenciabilidade de ¥ em v, temos

U(ug) — W(vg) > (@' (o) + D' (ug) — v5, uo — vo)
= (¢ (ug), ug — vo) + (®'(ug) — v, ug — Uo>j (2.22)

~~
>0

Z <Q0/(U()),u0 - UO) y
pois 0P é paramondtona. Por (2.20), segue tomando v = vy que
W (o) — W(ug) = (¢'(u0), vo — o) -

Logo, segue de (2.22) que (®'(ug) — v, up — vo) = 0. Entao, pelo lema 2.21, temos
d'(ug) = v§. Assim, por (2.21), temos ¢'(ug) = ¥ (vp). Logo, pelo lema 2.19,

¢ (ug) = V' (uy).
Agora, considere a condigao (ii). Neste caso, existe v§ € 0P (uy — vg) tal que
¢ (up) = V' (vg) + vg. (2.23)
Pela subdiferenciabilidade de ¥ em vy, temos

W(up) — W(vo)

v

<90/(U0) - US, Ug — Uo>

= (¢'(ug),up — vo) + (v5 — 0, (ug — vg) — 0) (2.24)

[\

-~

>0

> (#'(uo), uo —vo) -
Por (2.20), segue tomando v = vy que
U(vo) — W(uo) = (¢'(uo), vo — uo) -

Logo, segue de (2.24) que (vj — 0, (ug — vg) — 0) = 0. Entao, pelo lema 2.21, temos
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vy = 0. Assim, por (2.23), temos ¢'(ug) = ¥'(vp). Logo, pelo lema 2.19,

¢ (ug) = W' (uy).

Corolario 2.24. Sejam ¥ : X — RU{+o00} uma fungio convera, semicontinua inferior
e ¥ # 400, e seja K um subconjunto convezro e fechado de X. Assumimos que ¥ é

G-diferencidvel em K e ¢ € C'(X,R). Se as sequintes condi¢oes valem:
A) O funcional Ix = Vg — ¢ tem um ponto critico ug;
B) Se ug € 0K, entdo pelo menos uma das sequintes condigoes € vdlida:

i) Existe vg € K e uma fungio ® : X — R conveza e G-diferencidvel tal que
¢'(uo) + ®'(uo) = ¥'(vo) + '(vo).

i) Existe vg € K e uma fungio ® : X — R convexa e G-diferencidvel com
o'(0) =0 tal que
' (ug) = V'(vg) + D' (ug — vo).

Entao uy € uma solugao para o problema (P1). Isto é, ¢ (ug) = V' (ug).

Demonstragao. Pela condicdo A temos que o funcional Ix tem um ponto critico ug,

entdao ug € Dom (V) e Wi (v) — Wi (ug) > (¢'(ug),v — ug) Yv € X. Note que
U(v) — W(ug) > (@' (ug), v — ug) Vv e K. (2.25)

Analisaremos dois casos excludentes:
e Se uy ¢ 0K, entdo segue do lema 2.20 que ¢'(ug) = V' (up).

e Seuy € 0K, entao considere a condigdes (i). Neste caso, existevg € K e ® : X — R

convexa e G-diferenciavel tal que
QO/(U()) + q)/(uo) = \I’/(’Uo) + (I)/<U0). (226)
Pela subdiferenciabilidade de ¥ em v, temos

U(ug) — W(vg) > (¢ () + @' (ug) — @' (vp), uo — vo)
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= (¢ (ug),up — vo) +S®’(u0) — @' (vg), up — v())/ (2.27)

>0

> <<P/(Uo), Uy — Vo)

Por (2.25), segue tomando v = vy que
V(o) — W(ug) = (¢ (uo), vo — uo) -

Logo, segue de (2.27) que (®'(up) — D' (vp), up — vo) = 0. Entdo, pelo lema 2.21,
temos ®'(up) = P'(vy). Assim, por (2.26), temos ¢'(up) = ¥ (vp). Obtendo, pelo
lema 2.19,

¢ (ug) = W' (uq).

Agora, considere a condigao (ii). Neste caso, existe vg € K e & : X — R convexa e

G-diferencidvel com @'(0) = 0 tal que
¢’ (ug) = V' (vo) + P (ug — vo). (2.28)
Pela subdiferenciabilidade de ¥ em v, temos

W(ug) — W(vo) > (¢’ (uo) — @' (uo — v0), uo — vo)
= (¢ (ug), up — o) —|—§<I>’(u0 —wvp) — D(0), (ug — vg) — 0)  (2.29)

~—
>0

Z <QO,(U0), Up — U0> 5
Por (2.25), segue tomando v = vy que
Y (wo) — W (uo) = (¢ (uo), vo — uo) -

Logo, segue de (2.29) que (®'(ug — vg), ug — vo) = 0. Entdo, pelo lema 2.21, temos
®'(ug — vg) = 0. Assim, por (2.28), temos ¢'(ug) = V'(vp). Obtendo, pelo lema 2.19,

@' (uo) = V' (uo).

Observagao 2.25. Note que se ® =0 no corolario acima, entdo retorna para a condi¢ao
B do Teorema 2.18.
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Consideremos agora o problema em um contexto mais geral. Nesta etapa, dispensaremos
as hipéteses iniciais de que ¥ seja G-diferencidvel e que ¢ € C*(X,R). Vejamos o seguinte
problema.

Sejam X um espago de Banach, ¥ : X — RU{+o00} uma fungao convexa, semicontinua
inferior, com ¥ # +o00, e K um subconjunto convexo e fechado de X. Assumimos que

¢ : X — R ¢é localmente Lipschitziana. Consideremos o seguinte problema:
Encontre uy € K tal que 0.p(ug) N OV (ug) # 0. (P2)

Teorema 2.26. Seja U : X — RU {400} convexa, semicontinua inferior e U # +o0, e
seja K um subconjunto convexo e fechado de X. Assumimos que @ : X — R € localmente

Lipschitziana e que as duas afirmacoes a sequir valem:
A) O funcional I = Vg — @ tem um ponto critico ug. Isto é, ug € Dom(Vg) e
U (v) — Ui (ug) > 0% (ug; v — ug) Yo e X;

B) Se ug € 0K, entdo pelo menos uma das sequintes condigoes € vdlida:

i) Existem vy € K e uma aplica¢do paramondtona M : X — 2% com M (ug)

singleton tal que
{Octp(uo) + M (ug)} N {0 (vo) + M(vo)} # 0.

ii) Ezistem vy € K e uma aplicacio paramondétona M : X — 2X" com M(0) =0
tal que
{Ocp(uo)} N {0 (vg) + M (ug — o)} # 0.

Entao, ug é uma solugio para o problema (P2). Isto é, 0.p(ug) N OW(ug) # 0.

Demonstragao. Por A), temos ug é ponto critico de I. Ou seja, ug € Dom(¥ ) e
U (v) — Upe(ug) > @ (ug; v — o) Vv e K. (2.30)

Analisaremos dois casos excludentes:

e Se ug ¢ 0K, entdo para cada v € X, tomamos t > 0 suficientemente pequeno tal

que tv + (1 — t)up € K. Logo,

U(tv + (1 — t)ug) — ¥(ug) > ©°(up; tv + (1 — t)ug — ug).
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Pela convexidade de V¥, implica que
t(U(v) — Wlug)) > ¢°(uo; t(v — uo)) Vv e X.
Como ¢"(up; -) é homogénea positiva, temos
t(U(v) — U(ug)) > t°(uo; v — o) Vv e X.
Dividindo ambos os lados por ¢, temos
U(v) — W(up) > ©%(ug; v — up) Vv e X.

Por outro lado, usando o fato que ¢°(ug; v) = max{{u*,v) : u* € dp(ug) Vv € X},

segue que

W(v) — W (uo)

v

SOO(Uo;U — up)

Z <U8, v = u0> )
para todo v € X e para algum ug € 0.p(up). Portanto,

8\I/(U()) N accp(U()) 7"é @

e Se uy € 0K, entao considere a condigdo (i). Seja uj € O.p(up) de tal modo que

uy + M(ug) € 0¥ (vg) + M (vg). Logo, existe v§ € M(vy) tal que
ug + M (ug) — v € 0V (vp).
Como ug € Oep(up), segue de (2.30) que

W (v) = ¥(uo)

V
AN
=)
e
2.
<
|
£
<

> (up, v — ug) Vv e K.

Por outro lado, pela subdiferencibilidade de ¥ em v, temos

W(ug) — W(vg) > (uy+ M(ug) — vy, uo — vo)
> (ug, ug — vo) +\<M(u0) — Uy, U — Uo>j
>0
> (ug, ug — vo) -
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O restante da prova segue igual ao Teorema 2.18 usando a condigdo B1. A demons-

tragao sob a condigdo (ii) segue o mesmo padrao.
[ |

Definigao 2.27 (Condigao de Invaridncia Pontual). Sejam ¥ : X — RU{+o0} conveza,
semicontinua inferior e ¥ # +o00, K um subconjunto convezo e fechado de X e ¢ localmente
Lipschitziana. Dizemos que a tripla (V, K, ) satisfaz a condigio de invariancia pontual

se satisfaz a condigao (i) ou (ii) do Teorema 2.26.

Podemos generalizar o problema (P2) trocando a aplicagio d.¢ : X — 2% por um
aplicacdo multivalor arbitrario F : X — 2%". Logo, teriamos o seguinte problema a,
considerar:

Encontre ug € K tal que 0¥ (ug) N F(ug) # 0. (P3)

Corolério 2.28. Seja V: X — RU{+o0} convexa, semicontinua inferior e ¥ # 400, e
seja K um subconjunto convexo e fechado de X. Assumimos que F : X — 2% ¢é uma

aplicacao multivalor e que as sequintes condigcoes valem:

A) Existem ug € K e u§ € F(ug) tal que

(ug, v —up) < V(v) — ¥(up) Vv e K.

B) Se ug € 0K, entdo a tripla (V, K, @) satisfaz a condigao de invariancia pontual.
Entao, ug € solugao para o problema (P3). Isto é, OW(ug) N F(ug) # 0.

Demonstracgao. Por A, existem uy € K e u§ € F(ug) tal que
U(v) — U(ug) > (ug, v — up) Vv e K.

Analisaremos dois casos:

e Se uy ¢ 0K, segue do lema 2.20 que u € OV (uy).

e Se uy € 0K, usando o fato que (U, K, ) satisfaz a condi¢ao de invaridncia pontual

e pelo Teorema 2.26, segue que uj € OV (uyg).

Portanto, uy € K e uj € 0¥ (ug) N F(up).
|
Pontos criticos do funcional I'x = U — ¢ podem ser obtidos fazendo uso da proposicao
2.7. Nao ¢ necessario que K seja convexo, mas devemos assumir algumas hipoteses

adicionais sobre ¥ e ¢.
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Proposigao 2.29. Sejam ¥ : X — RU{+o0} convezxa, semicontinua inferior e W % +00
e K um subconjunto fechado de X. Assumimos que ¢ € C'(X,R) e que as duas afirmagcoes

a sequir valem:

A) O funcional Ix = Vi — ¢ € limitado inferiormente em K e existe ug € K com

B) Se ug € 0K, entdo a tripla (V, K, @) satisfaz a condicao de invariancia pontual.
Entao ug € solugao para dp(ug) N OV (ug) # 0.

Demonstragao. Seguindo a mesma linha das demonstracoes anteriores, analisaremos

dois casos:

e Se ug nao pertence a fronteira de K, entdao para todo v € X, existe ¢ > 0 suficiente-

mente pequeno tal que tv + (1 — t)ug € K. Logo,
U(tv + (1 = t)ug) — p(tv + (1 = thuo) = I(tv + (1 — t)uo) = I(uo) = ¥(uo) — p(uo).
Seja uy € dp(ug), segue que

U(tv + (1 —t)ug) — U(ug) > @(tv+ (1 —t)ug) — p(uo)
> (ug, tv+ (1 —t)ug — up) -

Pela convexidade da ¥, temos
tH(U(v) = U(ug)) >t (ug, v — uo).
Dividindo ambos os lados por ¢, temos
U(v) — W(ug) > (ug, v —up) Yo € X.

Entao, uf € 0V (ug), o que implica em ug € OV (ug) N Op(up).

» Se ug pertence a fronteira de K, vamos analisar inicialmente a condigao (i). Seja
ug € 0p(up), temos
ugy + M(ug) € 0¥ (vg) + v;.

para algum v € M (vp). Logo, pela proposigao 1.22, temos

o(ug) + @ (ug) = (ug, ug) - (2.31)
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U(vg) + ¥ (uy + M(ug) — vgy) = (ug + M(ug) — vg, vo) - (2.32)

Como vy € K, segue
I(up) = inf I(u) < I(vy).

ueK

Assim, temos
W(uo) — p(uo) < ¥(vy) — p(vo)-

Substituindo ¢(ug) e U(vg) de (2.31) e (2.32) na desigualdade acima, temos

W (ug) — (ug, uo) + 9" (ug) < {ug + M(uo) — v, vo)
— " (ug + M(ug) — vg) — ¢(vo). (2.33)

Por outro lado, pela Desigualdade de Fenchel (Observagao 1.11), temos
W (o) + W (ug + M(uo) —vg) = (ug + M(uo) — vg, uo) ,
o qual juntando com (2.33) implica que

W(ug) + " (ug + M(uo) — vg) — (ug, uo) — (M (uo) — v, vo)
< <U37 vo) — 80*(“3) — ¢(vo)- (2.34)

Simplificando a desigualdade acima, temos
(M (uo) — vg,uo — vo) < (ug, vo) — ¢*(ug) — ¢ (vo). (2.35)

Observe que o lado esquerdo da equagao (2.35) é ndao negativo em decorréncia da
paramotocidade de M. Ja o lado direito é nao positivo, conforme a desigualdade de

Fenchel. Diante disso,
(M (uo) — vg, uo — vo) = (ug, vo) — ¢"(ug) — ¢(vo) = 0. (2.36)
Segue do lema 2.21 que M (up) = v§. Isto junto com (2.34) e (2.36) implica em
U™ (ug) + W(ug) — (ug, ug) < 0.

Em vista da Desigualdade de Fenchel, que garante a nao negatividade da tdltima

desigualdade, entao segue W*(ug) + ¥(ug) = (ug, ug) . Isto implica em uf € OV (uy),
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obtendo
ug € OW(ug) N p(up).

A demonstragao sob a condicao (ii) é similar.

Corolario 2.30. Sejam ¥ : X — RU{+oc} conveza, semicontinua inferior e U # +oo e
K um subconjunto fechado de X. Assumimos que U é G-diferencidvel em K, p € C1(X,R)

e que as sequintes duas afirmacoes sejam validas:

A) O funcional I = ¥ — ¢ ¢é limitado inferiormente em K e existe uy € K com
1 = inf I(u);
K (uo) = mf I(u);

B) Existe vy € K tal que ¢'(ug) = W' (up).
Entdo ug € solugio para ¢'(ug) = V' (ug).

Demonstracao. A demonstracao segue a mesma linha de raciocinio da proposicao 2.29,
considerando M identicamente nula.



Capitulo 3
Aplicacoes

Neste capitulo, serao apresentadas algumas aplicacoes do principio variacional abordado
anteriomente, com énfase em equagoes diferenciais parciais e em andlise nao-linear. As
secoes aqui apresentadas tém como base o artigo "Critical Point Theory on Convex Subsets",
de Abbas Moameni [19], e outros trabalhos do mesmo autor. As se¢oes dedicadas as
equacoes diferenciais parciais discute sobre equagoes elipticas semilineares, tanto com
termos concavos-convexos quanto com termo nao-homogéneo. O enfoque serd aplicar
o principio estudado, propondo uma abordagem alternativa para a resolucdo dessas
equagoes, além de expandir alguns resultados classicos existentes na literatura. Ja nas
secoes relacionadas a analise nao-linear, abordaremos a teoria do ponto fixo no contexto
variacional, bem como a teoria dos pontos criticos de fungoes localmente Lipschitziana em

subconjuntos convexos.

3.1 Equacao Eliptica Semilinear

Consideremos o seguinte problema:

(3.1)

—Au = |ulP2u+ plu|u ; €
u=0 ; xz €

onde  C R™ limitado de classe C?, p>0el<qg<2<p.

Este problema foi investigado por Ambrosetti, Brézis e Cerami em [1]. O trabalho
demonstra, usando o método das solugoes sub-super, que existe u* > 0 tal que, para cada
0 < p < p*, o problema (3.1) tem uma solucao positiva com p podendo ser arbitrariamente

grande. Além disto, quando p < 2*, onde 2* = 2n/(n — 2), as solugdes do problema (3.1)

68
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corresponde em pontos criticos do funcional Energia

1 1
I(U)ZE/ |Vu|2dx——/ |u|pdx—ﬁ/ lu|?dx,
Q D Ja 4 Jo

definido em H{(f2) permitindo, portanto, a aplicacio de um método variacional. Ademais,
como mostrado Teorema 2.5 do trabalho, existe u* > 0 tal que para p € (0, #*), o problema
admite infinitas solugoes com energia negativa e infinitas solu¢ées com energia positiva.
O objetivo aqui é mostrar a existéncia de pelo menos uma solucao positiva, nao-trivial,
para valores arbitrarios de p, fornecendo uma abordagem diferente utilizando o principio

variacional apresentado no capitulo anterior.

Teorema 3.1 (Resultado Principal [15]). Assumimos que 1 < q¢ < 2 < p. Entdo existe
p* >0 tal que para cada p € (0, u*) o problema (3.1) tem pelo menos uma solugao positiva

ug € W2™(Q) com a energia negativa.

Para provar o Teorema 3.1, serao necessarios alguns resultados preliminares. Conside-

remos o espaco de Banach X := H{(Q2) N LP(Q)) munido com a norma
lullx = llullmg + llull e,

com as norma H} sendo a usual.

Note que se u* € X* e u € X, entao definimos o pareamento bilinear entre X* e X por
(u*,u) = / u*(z)u(x)de.
Q

Seja I : X — R o funcional Energia referente ao problema (3.1), isto é,

1 1
I(u)zﬁ/ |Vu|2d:)s—z—)/ |u|pda7—g/ lu|?dzx.
Q Q Q

Introduzindo as fungoes W e ¢, onde

1 1
U(u) = —/ |Vul*dz e o(u) = —/ |u|pdx+ﬁ/ lul?dz,
2 Jo b Ja qJa
temos que
I =V — o

Proposicao 3.2 ([24]). Seja Q@ C R™ aberto e 2 < p < 0o. O funcional B(u) = [, |ulPdx
¢ de classe C'(LP(Q),R) e

(@ (u),v) Ip/ |u|P~2uvdz.

Q
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Demonstragao. Primeiro mostraremos a existéncia do diferencial de Gateaux. Seja
u,v € LP e considere a sequéncia (t,) C R tal que ¢, — 0. Para cada n € N, definimos
fn s LP(2) — R dada por

falu(e)) o= M MOEZROR g, g

Pelo Teorema do Valor Médio, existe A € (0, 1) tal que
[ u(@) + to(@)lP = fu(z)P

tn
= plu@) + tdo(@)| ()

falu(@))|

< (@) + @) @),

Queremos fazer uso do Teorema da Convergéncia Dominada. Para isso, note que a
sequéncia f,(u(z)) — plu(z)|P~2u(z)v(z) pontualmente. Além disto, essa sequéncia é

dominada por uma fungao integravel, pois, desde que u,v € LP(€2), temos

/‘|u| + |v|‘pda: < / |u|pdx+/ lv|Pdx < 0.
Q Q Q

Logo, pelo Teorema de Hoélder, segue que

p—1 1
-1 P P
/ ‘\u! + M‘p lv|dz < (/ ’|u! + |v”pdx) (/ |v]pdac) < 00,
0 0 0

onde 1/p+ (p—1)/p = 1. Isso implica que
p—1 1
[lul + Jol|” ol € £1(@).

Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lesbegue, concluimos que

A — A P _ p
py ) B0y, [ bl 4t~ o,
P _ p
[ i Mt it
QN0 tn

= 1 [ @)l u(o) o).
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Portanto, segue que
(@' (u),v) = p/ lulPPuvdr Vo € LP(Q).
Q

Agora, para mostrar a continuidade de ¥, definimos a funcao g(u) := p|u|P~?u. As-
sumimos que u, — u € LP(Q2). Pelo Teorema B.32 implica que g(u,) — g(u) € LI(Q)
com ¢ :=p/(p — 1). Pela desigualdade de Hoélder, obtemos

/

(@ (un) =2 (w),0) | = [ (@ (un),v) = (@ (u),0) |
_ ‘/ nl?2 w0, — plulP? ) vdz
< /’plunlp_Zun—p|UIp_2u

= [ Jotw) — g0 oo

19(un) = g(u)l[al[o]l Lr-

|v|dx

IN

Portanto,

—/

1 (wn) = %' (W)l = sup [ (@ (un) = F'(u),0) | < llg(un) — g(w)llzs — 0.

Assim, obtemos que @' é continua.
[ |
Note que VU é convexa. Para provar isso, utilizamos o fato de que, para fungoes u,uw € X

e a € [0,1], temos a seguinte desigualdade para fun¢ao quadratica
|V(au+ (1 —a)u)* < a|Vul® + (1 — o) |Val.
Portanto, segue que

Wlau+ (1—a)7) — %/|V(au+(1—a)ﬂ|2dx
< 1/<a|Vu|2 (1—a)|Vu|>

= /\Vu| dr+ (1 —a)= /|Vu| dx

- +(1- ¥ (@).

Para aplicar o principio variacional estudado, definiremos o subconjunto K de X que

seja convexo e fracamente fechado.
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Lema 3.3 ([15]). Seja r > 0 fizado, Entdao o conjunto
K(r):={ue X : ||lullwzn <7}

¢ fracamente fechado em X.

Demonstragdo. Suponha que a sequéncia (u,,) C K(r) e u € X tal que u,, — u.
Mostraremos que v € K(r). Como (u,,) C K(r), temos que |[ty,|w2~ < 7 para todo
m € N. Portanto concluimos que a sequéncia (u,,) é limitada em W>"(Q). Logo, existe
uma subsequéncia (uy;) C (u,) e u € W2"(Q) tal que u,,, — u. Logo, u(z) = u(x)

q.t.p em €. Segue da semicontinuidade fraca da norma em W?2"(2) que
[ullwen < Timinf [Jwg, |lpen <.
n—-o0

Lema 3.4 ([15]). Seja Q C R™ limitado e assumimos que 1 < ¢ < 2 < p. Sejam dy e dy
as melhores constantes para as imersoes W™(Q) — L"P=D(Q) e W2(Q) «— L™=1(Q),

respectivamente, entao
" (w)||pn < CrrP~t + pCyrd™t, Yu € K(r),

onde Cy = d"" e Cy = di "

Demonstragao. Por definigdo de ¢'(u) e pelo Teorema de Representagdo de Riesz, temos

" ()llze = ||l + prlul*u]|

< (el o+ pe [l .

1 1
= ([t ([ are-2al)
Q Q
< (/ |u|n(p—1>> (/ |u,n<p—1>) +u (/Q |u|n<q—1>> (/Q ‘U|n(q—1>>

= lull oy + sellullfota sy
Como W?2™(€2) é imerso compactamente em L"?~D(Q) e L™4~1(Q), entdo
' (@)llzn < Crllulfyzn + nCollullfye.n

Segne de u € K(r), que |¢/(u)]|» < Cyr?™ + pCar ™.
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Lema 3.5 ([15]). Seja 1 < ¢ < 2 < p. Assumimos que C e Cy sejam dados no lema 3./,

entao existe u* > 0 com as sequintes propriedades:

a) Para cada p € (0, p*), existem ri,r9 € Ry com r < ry tal que r € [rq,rs] se, e

somente se, CyrP~L + uCyrd=t < r.
b) Para p = p*, existe um somente um r > 0 tal que CyrP™1 4+ puCyrd=! =r.
c¢) Para p > p*, nao existe r > 0 tal que CyrP~1 + pCor?! =r.

Observagao 3.6. Como o Espago de Sobolev W™(Q) estd compactamente imerso em
L*(Q)), obtemos que X NW>™(Q) = HL(Q) N W?2(Q). Também seque do coroldrio B.51
que u — ||Au|n € uma norma equivalente sob Hg(2) N W?2™(Q). Daqui pra frente,

consideraremos esta norma, isto €,
[ullw2n = [|Aul[n,

para todo u € W>"(Q) N Hy(Q).

A proposicao que sera apresentada a seguir é uma versao adaptada do principio

variacional apresentado no Teorema 2.18 para o contexto do problema (3.1).

Proposigao 3.7 ([15]). Seja X espago de Banach e K um subconjunto convezo e fracamente

fechado em X. Suponha que as sequintes condigoes sejam satisfeitas:
A) O funcional Iy = Uy — ¢ tem um ponto critico ug € X;

B) Eziste vy € K tal que —Avy = |uo|P"2ug + p|uo|72 no sentido fraco. Isto ¢,

/VUOVw dr = / O'(up)wdr  Yw € X.
Q Q

Entdo ug € K e é uma solugio fraca para a equagao —Aug = |ug|P~>ug + p|uol?2.

Demonstragao. Por A), temos que uy é ponto critico do funcional Ix. Entao, segue da

defini¢do de ponto critico, que uy € Dom(Vg) e
U (v) — Wi (ug) > (@' (ug), v — ug) Yo € X.

Como (¢'(ug),v — ug) = [, ¢ (uo)(v — up)dz, entdo segue que

1 1
—/ |Vv|2d:17——/ |Vu0|2dx2/cp'(uo)(v—uo)dx, (3.2)
2 Jo 2 Ja 0
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para todo v € K.

Por B) existe vy € K tal que —Avg = |ug|[P~%ug + pt|ue|?"? no sentido fraco. Isto &,

/VUOVw dr = / ¢ (up)wde  Yw e X.
Q Q

Tomando w = uy — vy, temos

/QV’UOV(UO —vg)dx = / ¢ (ug)(ug —vo)dx Vv € X. (3.3)

Q

Substituindo v = vy em (3.2) e juntando com (3.3), temos
1 2 1 2
— | |[Vulde — = | |Vupl“dz > | VeV (vg — ug)de.
2 Ja 2 Ja Q

Por outro lado, segue da convexidade de ¥ (veja o exemplo 1.19) que
1 2 1 2
— | |[Vupl°de — = | |Vvol“dz > | VeV (ug — vg)de.
2 Ja 2 Ja Q

Logo, temos

1 2 1 2
VuoV(vg — up)de < = [ |Vuo|*de — = [ |[Vugl“de < | VgV (vg — up)de.
Q 2 Ja 2 Ja Q
Isto implica em

1 1
—/ |Vvo|2dx——/ |Vu0]2da::/VUOV(vo—uo)dx.
2 Ja 2 Jo 0

Logo, fazendo uso de produtos notaveis, temos
/ Vo — Vug|*dz = 0.
Q

Portanto, vy = 1 q.t.p em €. Obtendo assim —Aug = |ug|P~2ug + p|uol?2. [ |

Demonstracao do Teorema 3.1: Sabemos, pelo lema 3.5, que existe u* > 0 tal que,

para p € (0, "), existem 7,79 > 0. Definimos

K :={ue€ K(rg) :u(z) >0 q.t.p z € Q}.
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Finalmente definimos o funcional

IK = \I/K — ¢, (34)

onde Uy ¢é a funcao ¥ restrita ao subconjunto K de X denotada Vg, definida por

wos{ 10 Lok

Para aplicar o proposicao 3.7, vamos separar a demonstracao em duas etapas:

a)

Mostrar que existe vy € K tal que Ix(up) = in)f( Ix(u). Com efeito, definimos
ue

p = in)f( Ix(u). Pela defini¢ao de W, temos Ix(u) = oo para todo u ¢ K. Logo,
ue

p = in}f( I (u). Por outro lado, W?m(Q) 2 LY(Q), para todo ¢t > 1 (coroldrio
ue

B.27). Logo, para constantes positivas C e Cy, temos

ay

1
plu) = 5||U||1£p+ Jul|Z

IN

Chllulfyyzn + 1Colluljy2m
< Cl’l“p—i—ﬂOQTq Yu € K.

Como ¥ (u) > 0 para todo u € X, temos I (u) > —(Cir? 4+ Cor?) para todo u € K.
Portanto, § > —oc.

Seja a sequéncia (u,,) C X tal que Ik (u,) — (. Entao a sequéncia (Ix(u,)) é
limitada e podemos concluir, pela definigao de I, que a sequéncia (u,,) é limitada em
W2n(Q)). Logo, existe uma subsequéncia (u,;) C (uy) e ug € K tal que w,,, — ug
em W*"(Q) e up, — up em X. Logo, I (tm,) — Ix(ug) = 8. Portanto, ug é

ponto critico de Ik por ser um ponto minimo.

Mostrar que existe vy € K tal que —Awvy = |uo|P~?ugp + p|ug|7*ug. Com efeito, por

método padrao, existe vy € Hi () tal que
—AUO e ’U0|p72u0 + IU/"LLO|q72'U/0, (35)

no sentido fraco. Observe que o lado direito da igualdade é um elemento em
L™()). Portanto, de acordo com a defini¢ao de espago de Sobolev, conclui-se que

v € W2™(Q) N H(2). Assim, temos que a igualdade (3.5) vale para q.t.p z € Q.
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Portanto, usando a Observacao 3.6, temos

[vol[w2n = [ Avo||Lr = [l¢"(uo)| -
Pelo lema 3.4 e 3.5, temos

lvollwzn < C1rP™t 4+ puCyrd™t <.

Portanto, vy € K (ra).

Para finalizar esta etapa, basta verificar se vy > 0 q.t.p. Mas, isto ¢ uma consequéncia
do Principio do Maximo e do fato que —Awy = |ug|P"2ug + p|ug|?2ug > 0. Logo,

U()GK.

Portanto, com as condi¢oes da proposicao 3.7 sendo satisfeitas, concluimos que ug é uma
solugdo para o problema (3.1).
Para completa a demonstra¢ao, mostraremos que I (ug) < 0. Tome 0 # e € K e

t € [0, 1], entao te € K. Logo,

1 1
Ik(te) = 5/[Vte\zdat:——/|te|pdalf—ﬁ/]te[qd:z:
Q P Ja qJa

$2—4 tP—a
= 1 (—/ |Ve|2dx——/ ]e|pdzv—ﬁ/ |e\qu).
2 Ja p Ja qJo

Para ¢t > 0 suficientemente pequeno, temos Ik (te) < 0. Logo, Ix(ug) = in)f( Ix(u) <O0.
ue
Portanto, uy é uma solugao nao-trivial e ndo-negativa. Usando a Principio do Maximo

Forte, temos que ug > 0 em (2.

[ |
3.2 Equacao Eliptica Semilinear Nao-Homogénea
Consideremos o seguinte problema
—Au = |ulf2u+ f(z) ; x€Q (3.6)
u=0 ; x€dfd

onde 2 C R™ limitado de classe C', 2 < pe f € L*(Q).
Nosso objetivo ¢ usar a proposi¢ao 3.7 e provar a existéncia de pelo menos uma solucao
para o problema (3.6) para um p maior que o expoente critico de Sobolev 2*. O Problema

(3.6) ja foi estudado em [2] para p menor do que 2*.
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Teorema 3.8 (Resultado Principal [20]). Seja 2 < p < p/, onde p' = (2n —4)/(n — 4)
paran >4 e p' = o0 para n < 4. Entdo existe X\ > 0 tal que para ||f|lz2 < A com f#0, o

problema (3.6) tem uma solugdo u € H?*(2) ndo trivial.

Demonstragdo. Seja o espago de Banach X := H}(Q)NH?*(Q) e I : X — R o funcional

Energia referente ao problema (3.6), ou seja,

1 1
:_/ |Vu|2dx——/|u|pda:—/fudx.
2 Jo D Ja Q

Introduzindo as fungoes W e ¢, onde

1 1
:—/ |Vul*dz o(u) ::—/ |u|pdx+/fudx,
2 Ja D Ja Q

I =V — o

temos que

Definimos entao o funcional Ix := Ui — ¢, onde Vg é a funcao VU restrita ao subconjunto
K:=K(r)={ue X :|lu|lgp <r}
Da mesma forma feita na problema anterior, para aplicar a proposicao 3.7, vamos

separar a demonstracao em duas etapas:

a) Mostrar que existe ugp € K tal que Ix(ug) = Jg)f{ Ik(u). Com efeito, definimos
B = Jg)f( Ix(u). Pela definicao de U, temos Ik (u) = oo para todo u ¢ K. Logo,
g = ;gff{[K(u) Por outro lado, como p < p' = (2n—4)/(n—4) paran >4 ep’ = o0
para n < 4, entdao 2(p — 1) < 2n/(n — 4) para n > 4 e p' = 0o para n < 4. Isto

cpct.

implica que H?(Q)) — L2P~1(Q) (veja a proposi¢io B.26). Logo, para constantes

positivas C e Cy, temos

olu) = 1/|u|p+/fudx

<l + | Ifulds
Holder

<l + 1 loe
< Gillullye + ACal e
< Cr?P + XCor.

Como ¥(u) > 0 para todo u € X, temos Ix(u) > —(Cyr? + Cyr) para todo u € K.
Portanto, § > —oc.

Seja a sequéncia (u,) C X tal que Ix(u,) — (. Entao a sequéncia (Ix(uy,)) é
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limitada e podemos concluir, pela defini¢do de I, que a sequéncia (u,,) é limitada
em H%(Q). Logo, existe uma subsequéncia () C (um) € ug € K tal que u,,, — ug
em H?(Q) € ty,, — ug em X. Logo, Ix (tm,) — Ix(ug) = 5. Portanto, uy é ponto

critico de Ik por ser um ponto minimo.

b) Basta mostrar que existe vy € K tal que —Awvy = |ug[P"2ug + f(z). Com efeito, por

método padrao, existe vy € H () tal que
—Awg = JuoP?ug + f (), (3.7)

Observe que o lado direito da igualdade é um elemento em L*(€2). Portanto, de
acordo com a defini¢do de espaco de Sobolev, conclui-se que vy € H(Q2) N Hy ().

Assim, temos que a igualdade (3.7) vale q.t.p x € €. Portanto, usando a Observagao

3.6, temos
lvollzz = 1Avol[z2 = || (uo) 2 = H\Uofpﬁuo + fHL2
< luolP*uollze + || £l 2
Holder p—1
< MwollZag-y + 1Lfllz2-

Como H?(2) imerso compactamente em L2P~1(Q), onde p < p' = (2n — 4)/(n — 4)

paran >4 e p’ = oo para n < 4 e para || f||z2 suficientemente pequeno, temos

[voll 2 < ChlJuo|[%" + A

S ClTp_l + A

Pelo item (b) do lema 3.5, segue para u = A que existe um, e somente um, r > 0 tal
que Ci7P~! + X\ = r. Portanto, vy € K. Usando a proposicdo 3.7, temos que ug é para o
problema (3.6).

[ |

3.3 Pontos Criticos de Funcoes Localmente Lipschit-

ziana em Subconjuntos Convexos

Sejam X espaco de Banach, ¢ : X — R uma funcao localmente Lipschitziana, e K

um subconjunto convexo e fechado de X. Esta secao investiga as condigoes sob as quais
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os pontos criticos de ¢ em K também sao pontos criticos de ¢ em X. Para tal, utiliza-se
o método apresentado no capitulo anterior.

Sabemos que um ponto uy € X é ponto critico de ¢ se 0 € 0.¢(ug) (corolario 1.32).
Logo, observa-se que este problema se configura como um caso particular do principio
variacional, apresentado no capitulo anterior, quando a funcao convexa W ¢ identicamente

nula. Usando a func¢ao indicadora dx com respeito a K, isto é

0, se ue K
O =
+oo, se u¢ K

podemos reformular que ug é ponto critico de ¢ em K se ug é ponto critico do funcional

Ix := 0k + ¢. Assim, ug € Dom(dk) e
Ok (v) = 0k (u0) > (—)° (uo; v — ug) Vo e X.

Observagao 3.9. Observe que, na desigualdade acima, quando v € K, temos 0 € 0. (ug).

O resultado a seguir demonstra que, para um espago de Hilbert, é possivel transformar

pontos criticos de ¢ em K em pontos criticos de ¢ em X usando a Condi¢ao de Invaridncia
de Schauder.

Proposicao 3.10 (Condicao de Invaridncia de Schauder [17][19]). Seja H espago de
Hilbert e ¢ € C'(H,R). Seja K um subconjunto convezo e fechado em H, dizemos que o

par (p, K) satisfaz a condigao de invariancia de Schauder se
(Lo —¢')(K) C K,

onde Iy € a aplicacio identidade em H. Assim, se o par (¢, K) satisfaz a condigao de

invariancia de Schauder, entdo os pontos criticos de @ em K sdo pontos criticos de ¢ em
X.

O resultado acima pode ser entendido para espaco de Banach reflexivo.

Proposicao 3.11 ([16]). Seja X espago de Banach reflexivo, K um subconjunto convexo

e fechado e ¢ : X — R localmente Lipschitziana. Assumimos que
(Ig— J*0.0)(0K) C K,

onde J* é a aplicacdo dualidade vista na definicao 1.38. Entdo todo ponto critico de ¢ em

K sao pontos criticos de ¢ em X.
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Demonstracao. Consulte o Teorema 4.5 em [16].
|

Defini¢ao 3.12 (Condigao de Invaridncia Pontual Tipo I e IT [19]). Sejam X espago de
Banach, K subconjunto convexo e fechado em X e ¢ : X — R localmente Lipschitziana.

Dado ug € K, dizemos que

i) o par (p, K) satisfaz a condi¢io de invariancia pontual tipo (1) em ug se existem

vg € K e uma funcao ® : X — R convexa, G-diferencidvel em ug tal que
0D (vo) N (@' (o) = Oup(uo) ) # 0.

it) o par (¢, K) satisfaz a condi¢io de invariancia pontual tipo (II) em uy se existem

vy € K e uma fungio ® : X — R convexa com 0P(0) = {0} tal que
D' (ug — vo) N Deip(ug) # 0.

Como resultado principal, vamos mostrar que as proposicoes 3.10 e 3.11 acima podem
ser estendidas para espago de Banach utilizando as condigoes de invaridncia pontual (I)
ou (II).

Teorema 3.13 (Resultado Principal [19]). Seja X um espago de Banach, K seja um
subconjunto convezo e fechado, e p : X — R uma fungdo localmente Lipschitziana. O
par (v, K) satisfaz a condigao de invariancia pontual tipo (I) ou (II) se, e somente se, os

pontos criticos de ¢ em K se tornam os pontos criticos de p em X.

Demonstragao. Suponhamos que uy é ponto critico de ¢ em K. Mostraremos que ug é

ponto critico de p em X. Para isso, consideramos dois casos excludentes:

e Se ug ¢ 0K, entao para todo v € X, existe t > 0 suficientemente pequeno tal que
tv + (14 t)up € K. Note que a defini¢do de ponto critico do funcional Ix = 05 + ¢
¢ dada por

Sk (V) — 0 (ug) > (—¢)° (uo; v — ug) Yo e X. (3.8)

Assim, aplicando o ponto tv + (1 — t)uy € K em (3.8), temos
Src(tv + (1 — t)ug) — S (ug) > (—)°(uo; tv + (1 — t)ug — o) Vv e X.
Como 0 (u) = 0 para todo u € K, temos

0> (—p)°(upstv + (1 — hug —up) Vv € X,



CAPITULO 3. APLICACOES 81

o que implica em
0> (=) (ug; t(v — up)) Yv e X.

Usando o fato que ¢°(up; ) é homogénea positiva e logo em seguida dividindo por t,

temos

o
v

(—SO)O(Uo;U — ug)

> —p(ug;v — up),

implicando que
@ (ug; v — ug) >0 Yo e X.

Portanto, 0 € 0.¢(uo).

e Se uy € 0K, consideramos a condi¢ao de invaridncia pontual tipo (I) em uy. Entao

existem vy € K e uma funcao ® : X — R convexa e G-diferenciavel em uq tal que

00 (v0) N (¥ (o) ~ Duplw) ) #0.

Tomando uf € 9P (vy) N (@’(uo) - acnp(uo)>, segue de uf € <<I>’(u0) - 8Cg0(u0)> que
existe w* € J.p(up) tal que
uy = D' (ug) — w*. (3.9)

Usando o fato de que ug é ponto critico de ¢ em K, segue que ug é ponto critico do

funcional Ix = dx + ¢. Assim, segue da definicdo de ponto critico de I, que
O (v) = Ok (u0) > (=)" (uo; v — uo) Vv e X.

Em particular, temos
0> (—¢)*(uo; vo — o).

Note que podemos fazer uso do fato que (—¢)°(u;v) = ¢°(u; —v) (item (a) do

Teorema 1.30). Assim, temos
0 > 0" (ug; up — Vo). (3.10)
Como w* € d.p(ug) e usando a desigualdade acima (3.10), temos que

(w*, ug — vg) < gpo(uo;uo — 1) <0
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implicando em
(w*, ug — vg) < 0. (3.11)

Assim, juntando a desigualdade (3.11) e a igualdade (3.9), temos
(w*, ug — vo) = (P (ug), ug — vo) — {uy, ug — vo) <0

= (D' (ug), up — vo) < (ug,uo — vo) -

Logo, segue de 0P (ug) = {P'(up)} que

IN

(@ (ug), vo — uo)
< (o) — D(uo). (3.12)

(ug, vo — o)

Por outro lado, como uj € 0P(vg) e usando a desigualdade (3.12), temos
(ug, ugp — vo) < P(ug) — P(vg) < (ug, uo — vo) -

— D(ug) — P(vo) = (ug, up — vo) -

Usando a igualdade acima e o fato que uf € 0®(vp), entdo segue pelo lema 2.19 que
ug € 0P(ug) = {P'(up)}. Isso implica que uf = ®'(up). Logo, pela igualdade (3.9),

temos que wj = 0. Consequentemente, 0 € D (uy).

Consideramos agora a condi¢ao de invaridncia pontual tipo (II). Entao existem

v € K e uma funcao convexa ® : X — R com 909(0) = {0} tal que
0P (ug — vp) N etp(ug) # 0.
Tomando uf € OP(uy — vg) N Aeip(uo), segue de uf € IP(ug — vg) e 9P(0) = {0} que
(ug, ug — vo) > P(ug — vg) — ®(0) > (0, ug — vg) = 0. (3.13)

Por outro lado, como ug ¢ ponto critico de ¢ em K, segue que uy é ponto critico do

funcional Ix = dx + . Isto é,
Ok (v) = Ok (ug) > (=) (uo;v —ug) Vv € X.
Logo, tomando v = vy na desigualdade acima, temos

0> (—¢)°(uo; vo — up).
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Note que, como uf € d.p(ug) e usando o fato que (—p)°(u;v) = ¢°(u; —v), temos

(ug, ug — vo) < goo(u(]; uy — vg) <0 (3.14)

Logo, segue de (3.13) e (3.14) que
(ug, uo — vo) < ©°(uo3up — v9) <0 < D(ug —ve) — P(0) < (ug;, up — vo)

Portanto,
O (ug — vg) — P(0) = (ug, up — vo) -

Usando a igualdade acima e o fato que uf € 0P (up — vp), entdo segue pelo lema 2.19

que ug € 09(0) = {0}. Isso implica que uf = 0. Portanto, 0 € d.¢(uy).

Reciprocamente, se uy é ponto critico de K, entao tome vy = ug e & = 0.
[ |

Corolario 3.14 ([19]). Sejam H um espagco de Hilbert, p € C'(H,R) e K subconjunto
convezo e fechado de X. A condicio de invariancia de Schauder implica na condi¢io de

invariancia pontual tipos (1) e (II) em K.

Demonstragao. Seja ug € K arbitrario. Como (@, K) satisfaz a condigao de invariancia

de Schauder, entao
(I, — ¢)(K) C K.

Mostraremos primeiro que isso implica na condi¢do de invaridncia pontual tipo (I). Com
efeito, note que ug — ¢'(ug) = (I — ¢')(ug) € K, entdo tomamos vy := ug — ¢'(ug) €
definimos a fun¢do ® : H — R dada por ®(u) = % (u,u). Note que ® é convexa e

Gateaux-diferenciavel. De fato, dado u € X temos

O(u+ tv) — ®(u) T (u+tv,u+tv) — 3 (u, u)

/ T . .
(®(u), v) = th—r>n0 t N th—1>n0 t
B i)
t—0 t
= t@oﬁ (v,v) + (u,v) Yv e X.
Portanto,
(@' (u),v) = (u,v) Vo e X. (3.15)

Logo, usando a linearidade de @' e o fato que vy = ug — ¢’ (ug), concluimos por (3.15) que

' (up) — '(vo) = P'(uo —vo) = P'(¢' (o)) = ¢'(uo),
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obtendo assim a versao da condi¢do de invariancia pontual do tipo (I) quando a fun¢ao ®
é Gateaux-diferenciavel.

Note também, por (3.15), que mesma funcao ® tem ®'(0) = 0 e ®'(ug — vog) =
' (¢’ (ug)) = ¢'(up), mostrando assim que a condigdo de invaridncia de Schauder implica
na versao da condi¢ao de invaridncia pontual do tipo (IT) quando a fungao ® é Gateaux-

diferencidvel.

Corolario 3.15 ([19]). Seja X espago de Banach reflexivo, K subconjunto convezo e

fechado em X e ¢ : X — R localmente Lipschitziana. Se
(Ig— J*0.0)(0K) C K.

Entao o par (¢, K) satisfaz a condigio de invariancia pontual tipo (I1I) em K.

Demonstragao. Sejam uy € 0K e & : X — R uma fungao convexa e semicontinua
1

inferior definida por ®(u) = 3||ul[*>. Note que, pelo item (a) da proposicao 1.40, temos que
J(u) = 0 (%||u]|?) = 0®(u), onde J é a aplicacdo dualidade normatizada (ver definicdo
1.37).

Assim, para cada u* € 0.p(ug) e cada wy € J*(u*), definimos vy := ug —wy € K. Logo,
uyg — vy € J*(u*). Por outro lado, como X é reflexivo, temos que J* = 9®* onde ®* é a
funcao conjugada de ® (ver definigao 1.10), Portanto, de ug — vy = wo € J*(u*) = 0P*(u*)
implica que u* € 0P (ug — vy) pelo corolario 1.23. Portanto, uf € 0P (ug — vy) N Oep(up)
o que implica em 9P (ug — vg) N Dep(ug) # . Logo, obtemos a condigao de invaridncia
pontual do tipo (II).

3.4 Ponto Fixo de uma Aplicacao Multivalor

Seja X um espaco topolégico vetorial. Um aplicacdo multivalor S : X — 2% é dita ter
um ponto fixo se existe u € X tal que u € S(u). Esta secdo, investiga uma conexao entre
a teoria do ponto fixo para aplicacoes multivalor com o principio variacional estudado.
Ao combinar ambas teorias, obtemos um novo teorema que garante a existéncia de um
ponto fixo para essa classe de aplicacoes. Como consequéncia, obtemos também um novo

teorema.

Definicao 3.16 ([6][19]). Sejam X wum espago vetorial topoldgico, K um subconjunto
nao-vazio de X e h: K — R uma funcdo. Dizemos que T : K — 2% ¢ dito h-pseudo-

monotdna (resp., h-demi-mondtona), se para cada u € K e toda rede (u,) C K tal que
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Uq — U (TESP., Uq — U) cOm

lim sup [ inf  (u*,uq —u) + h(ug) — h(lb)] <0,

o u*€T (uq)

temos que

lim sup [ inf  (u*,uq —v) + h(u) — h(v)] > inf  (u*,u—v) + h(u) — h(v),

o w* €T (ua) T uwreT(ua)
para todo v € K.

Proposicao 3.17 ([6]). Sejam X um espago vetorial topoldgico de Hausdorff, K subcon-
junto nio-vazio em X. Se T : K — 2X" mondtona e continua de uma topologia-fraca em

K para a topologia fraca-estrela em X*, entdo T € pseudo-mondtona e demi-mondtona.

Demonstragio. Seja uma rede (uq)acr, C K e u € K tal que uq — u (resp., ug — u).

Por hipotese, T' é monoétona, entao temos
(T'(ue) = T(u), ua —u),
o que implica em
(T(uq), ue —u)y > (T(u),uq — u) Vo € L.

Por outro lado, como T é continuo, segue que, para algum v € K e ¢ > 0, existem
B1,Pa € L com | (Tu, us — u) | < /2 para todo a > By e | (Tuy — Tu,u — v) | < £/2 para
todo o > f35. Escolha fy € L com y = max{;, 5>}. Portanto,

= (Tugp, uq — u) + (Tug,u — v)

> (Tu,ug — u) + (Tug, u — v)

= (Tu,uq — u) + (Tug,u —v) — (Tu,u —v) + (Tu,u — v)
= (Tu,uq — u) + (Tug — Tu,u — v) + (Tu,u — v)

> —¢/2—¢/2+ (Tu,u —v) Va > Bo.

Segue que limsup (T'uq, uq —v) > —e + (Tu,u — v). Como € > 0 é arbitrario, entao
a€l

lim sup (T'uq, uq — u) > (Tu,u — v) .
a€l

Portanto, T' é pseudo-monétona (resp., demi-mondtona).
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Teorema 3.18 ([6][20]). Sejam X um espaco vetorial topologico de Hausdorff, K sub-
conjunto convezo (ndo-vazio) e a fung¢io h : K — R convera. Seja T : K — 2%
h-pseudo-mondtona (resp., h-demi-mondtona) e semicontinua superior de co(A) para a
topologia fraca-estrela em X* para cada subconjunto A finito de K. Ademais, assumimos
que T(u) € o(X*, X)-compacto e convexo para cada u € K. Suponhamos que existe um
subconjunto compacto nao-vazio (resp., o(X, X*)-fechado e o(X, X*)-compacto) Y de K
e vy €Y tal que, para cada u € K\Y, tem-se

inf (u",u—wv) + h(u) — h(vg) > 0. (3.16)

u*€T (u)

Entao eziste ug € Y e uf € T(ug) tal que
(ug, ug — v) < h(v) — h(uo),

para todo v € K.

Demonstragao. Consulte o Teorema 7 em [6].
|

Teorema 3.19 (Resultado Principal [20]). Sejam X espaco de Banach, K subconjunto
(ndo-vazio) convezo e fechado em X. Definimos T := Jo (I;—S) : K — 2%\ {0},
onde J : X — 2" aplicacdo dualidade normatizada e S : K — 2K\{0} uma aplicagio
multivalor. Entdo S tem um ponto fizo se, e somente se, o sequinte problema tem uma

solugdo: Encontre ug € K e uj € T'(ug) tal que
(ug, v —ug) >0 Yo € K. (3.17)
Demonstragao. Suponha que S possui um ponto fixo uy € K, ou seja, ug € S(up). Logo,
T(uo) = J o (Ig— S)(uo) = J(uo — S(ug)) > J(ug — ug) = J(0) = 0.

Tomando u§ = 0, temos (uj,v —ug) = 0 Vv € K, obtendo assim uma solugdo para o
problema (3.17).

Reciprocamente, assumimos que o problema (3.17) tem solucao, isto é, existe uy € K
e uy € T(up) tal que (uf, v —ug) >0 Vo € K. Vamos mostrar que S tem um ponto
fixo. Para tal, vamos usar o principio variacional estudado. Note que, no corolario 2.28, a

condicao A é satisfeita com W =0e F = —T.
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Agora, vejamos se a condigdo B é satisfeita, isto é, se a tripla (¥, K, ¢) satisfaz a

condigao de invaridncia pontual do tipo II. Primeiramente, note que, como u$ € T'(uo),

existe vg € S(ug) tal que uf € J(ug — vy).

Para S ter um ponto fixo, basta mostrar que vy = ug. Suponhamos, por absurdo,

Vo # ug. Entdo, segue da definigdo de J (ver definigdo 1.37) que

(ug,uo —vo) = [lug —wol> #0 e [lug| = [Juo — vol| # 0, (3.18)

desde que uf € J(uy — vy).

2
| (ug, u)|

Definimos a fungao ® : K — R, dada por ®(u) = o — vl
Ug — Vo

Note que

o & é convexa, pois, dado tv + (1 — t)u € K com u,v € K et € (0,1), segue do fato
(tu+ (1 —t)v)? < tu? + (1 — t)v? que:

t0(u) + (1 = )®(v) — (tu+ (1 - t)v) = tug, w)l” + (1= t) [(ug, o) — [(ug, tu+ (1 — t)o)|”

2||uo — vo|?

_ g, )P+ (1= 1) [Qug, o) — [t (g w) + (L — 1) (ug,v)|”

2[|ug — vo|?

s ) P+ (U ) i 1 = () (1= ) L))

2|luo — vol[?

t (g, w)|” + (1= 1) [{ug, 0" — t [{ug, w)|” — (1 — ) [(u, )|

2|ug — vo|?

||U0 - Uo||2

o 0P(0) ={0} e 0P(ug — vg) = {ui}, pois como P(ug — vy) = — temos que
uy € J(ug —vg) = 0P(ug — vg). Por outro lado, dado w* € 0P (uy — vg) = J(ug — vyp)
temos (w*, ug — vo) = |Jug — vo||* = (ug, up — vo). Obtendo assim w* = v, desde que

U,Q—’UD#O.

Assim, temos uf € F(up) N (6\11(2)0) + 0P (up — vo)>, satisfazendo, portanto, a condicao de
invariancia pontual do tipo (II). Logo, pelo corolario 2.28, temos uf € OV (ug) N F(up),
obtendo assim uj = 0, o que contradiz (3.18). Portanto, vy = uy provando que uy é um
ponto fixo de S.

n

Corolério 3.20 ([6][20]). Seja X espago de Banach e J : X — 2% aplicacio dualidade
normatizada. Seja K subconjunto (ndo-vazio) fechado convero em X e S : K — 25\ {0}
uma aplicagio tal que T := Jo (Ig— 8) : K — 2X"\{0} ¢ semicontinua superior de

K para a topologia-fraca estrela em X*. Assumimos que T é demi-mondtona e T(u)

=0.
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¢ o(X*, X)-compacto e convero para cada u € K. Suponhamos T satisfaz (3.16) com
h =0, i.e, que existe um subconjunto compacto nao-vazio (resp. o(X,X*)-fechado e

o(X, X*)-compacto) Y de K e existe vg € Y tal que, para cada u € K\Y, tem-se

inf (u*,u—wvg) > 0.
u*€T (u)

Entao S possui um ponto fizo.
Demonstracao. Note que as hipdteses do corolario em questao sao um caso particular

do Teorema 3.18 quando T'= J o (I; — S) e h = 0. Ou seja,

inf u— > 0.
u*ler%’(u) <U b U0>

Logo, existe ug € Y C K e ujy € T'(ug) tal que
(ug,v —ug) >0  Yve K.

Assim, segue do Teorema 3.19 que S possui um ponto fixo.
[ |

Corolario 3.21 ([20]). Seja H espago de Hilbert. Seja K um subconjunto (nao-vazio)
convero, limitado e fechado de H. Seja S : K — 2K\{0} uma aplica¢do ndio-expansiva,
i.e.,

lu* — v || < |lu— Vu,v € Hyu # v,Yu* € S(u),Vv* € S(v).

Assumimos que S(u) seja o(X, X*)-compacto e convexo para cada v € K. Entdo S tem

um ponto fixo.

Demonstracio. Note que a aplicacio T := I; — S : K — 2% é monétona. De fato, para

u* € S(u) e v* € S(v), temos que
(u—u*—v+v-u—v) = (u—v,u—v)— (U —v*, u—v) > ||u—v||2—||u—v||||u*—v*|| >0,

pois ||[u* —v*|| < ||u — v||. Sabemos que aplica¢oes monétonas sao de fato demi-monétona
pela proposi¢ao 3.17. A semicontinuidade superior de T" segue do fato que S é nao-
expansiva. Portanto, segue do corolario 3.20 que S tem um ponto fixo.

[

Observacgao 3.22. O coroldrio 3.21 é uma extensao do Teorema do Ponto Fixo de Brouwer

para aplicacoes multi-valor no Espaco de Hilbert.



Apéndice A

Este capitulo é dedicado a uma revisao dos pré-requisitos para iniciar o estudo desta
dissertacao. Ele consiste em uma revisao dos conceitos e resultados de Analise Funcional,
apresentando proposicoes e teoremas em forma de enunciados acompanhados de comenta-
rios, sem a necessidade de demonstragoes detalhadas. No entanto, para uma compreensao

mais aprofundada sobre os assuntos, sugiro ao leitor consultar as referéncias [3][4].

A.1 Espaco Normado, Espaco de Banach

Defini¢ao A.1 (Espago Normado). Seja X um espago vetorial sobre o corpo K (R ou C).
A fungdo || -] : X — R € dita norma se satisfaz:

i) ||z]| >0 VzreX;
it) Se ||z|| =0 = x = 0;
iii) || Ax|| = |A|||z]] Vee X MNeK.
w) Nl +yll <zl + [y Ve,y e X (Desig. Triangular).
O par (X, || -||) € chamado de Espagco Normado.
Observagao A.2. Se a observagio (ii) for retirada, entdo || - || é chamada de seminorma.

Definicao A.3 (Operadores Lineares Continuos). Dizemos que (X, | - [|x) e (Y, - [ly)
sao isomorfos (topologicamente) se existe um operador linear T : X — Y que é continuo,
invertivel, e com a inversa T~ continua. Neste caso dizemos que T é isomorfismo

(topoldgico).
Proposigao A.4. Seja T : X — Y linear. As sequintes condicoes sao equivalentes:

i) T € continua,

89
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it) T € continua em algum ponto de X. Em particular na origem;

itr) sup{||T(x)| : ||z|| < 1} € limitada;

i) Existe C > 0 tal que |Tz|| < C||z|| para todo x € X.
Observacao A.5. Quando T ¢ linear, entdo vale

T € uniformemente continua <= T € Lipschitziana <= T € continua.

Denotamos o conjunto dos operadores lineares continuos de X em Y dado por
L(X,)Y):={T: X — Y : T élinear e continuo}
O conjunto £(X,Y) é um espago vetorial com as operagoes
(T + S)(z) :=Tx+Ty;

(ANT)(z) = \T'(z)

O par (L(X,Y),] - |loc) é um espago normado com a norma ||7||o := sup ||Tz||y.
[l=]I<1

Definicao A.6 (Espaco de Banach). Seja X um espago normado. X é dito Espago de

Banach se toda sequéncia de Cauchy em X é convergente.

Proposicao A.7.

a) Todo espago de dimenséo finita é Banach.

b) Se X é Banach e Y é um subespago de X. Entdo, Y é fechado se, e somente se, Y

for Banach.

A.2 Espaco de Hilbert

Definicao A.8 (Produto Interno). Seja X um espago vetorial sobre o corpo K. Um produto
interno em X é uma fungdo (-,-) : X x X — K satisfazendo: YA € K e Vx,y, € X,

i) (x+y,2) = (z,2) + (y,2);
i) (Az,y) = Mz, y);

i) (r,y) = (y,x);
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w) (x,x) > 0;
v) (z,x) =0<= 2 =0.

Seja X um espago vetorial com produto interno. Entao a fungao || - || : X — R tal

que ||z|]| = v/(z, x) é uma norma.

Definicao A.9 (Espago de Hilbert). Seja X um espago vetorial com produto interno.
Dizemos que X € um espaco de Hilbert se X for Banach com a norma induzida pelo

produto interno.

Teorema A.10 (Teorema de Representagao de Riesz). Sejam H um espag¢o de Hilbert e

© € H*, entao existe yo € H tal que p(x) = (x,yo) Yo € H. Além disto, ||¢|| = ||yol|-

A.3 Teoremas de Hahn-Banach

Teorema A.11 (Teorema de Extensao de Hahn-Banach). Seja X um espago vetorial e a

fungio p : X — R que satisfaz:
i) plu+v) <p(u) +plv)  Vu,ve€X;
it) p(Au) = Ap(u) Yue X e VA > 0.

Seja Y C X um subespago vetorial e funcional linear q : Y — R tal que q(z) < p(z).
Entao, existe um funcional linear ¢ : X — R tal que q(u) = q(u) Yu € Y e

q(u) <plu)  VuelX.

Corolario A.12. Seja X um espaco normado e Y subespaco de X. Se ¢ € Y*, entao
eriste o € X* tal que

Z) ¢|Y =@,
i) [l = llell-

Corolario A.13. Se u € X com u # 0. Entao existe ¢ € X* tal que ||| = 1 e
p(u) = [lul.

Corolario A.14. Se X # {0}, entdo X* # {0}.

Corolario A.15. Se X # 0, entao ||u|| = max{|eo(u)|: p € X" e]|¢] < 1}.
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Proposicao A.16. Sejam X um espaco normado e M um subespaco proprio e fechado
de X tal que ug € X\M. Entao existe ¢ € X* com ||| = 1 tal que |y = 0 e
o(up) = dist(ug, M) > 0.

Defini¢ao A.17 (Hiperplano afim). Um hiperplano afim, denotado por H, é um subcon-

jgunto de X definido da sequinte maneira:
H={ueX:pu) =al,

onde ¢ € um funcional linear (ndo necessariamente continuo) e o« € R. Podemos represen-
tar este hiperplano como H = [p = «]. O hiperplano afim H é considerado fechado se, e

somente se o funcional linear ¢ € continuo.

Lema A.18. Seja C (nao-vazio) convero e aberto de X. Suponha que ug ¢ C, entdo

existe um hiperplano fechado que separa C de uyg.

Teorema A.19 (1* Forma Geométrica de Hahn-Banach). Sejam A, B convezos nao-vazios
de X. Suponha que AN B =10. Se A € aberto, entao existe um hiperplano [¢ = «] fechado
que separa A e B.

Teorema A.20 (2* Forma Geométrica de Hahn-Banach). Sejam A, B convezos nao-vazios
de X. Suponha que AN B # 0 com A fechado e B compacto. Entao existe um hiperplano

fechado que separa estritamente A e B.

A.4 Espacos Reflexivos

Todo espaco normado X pode ser mergulhado isometricamente em seu Bidual X**
através do mergulho candnico Jx : X — X*™* tal que Jx(u)(¢) = ¢(u) para todo u € X.

E facil provar tais afirmacoes, pois note

i) Jx(u) estd bem definida: Desde que |Jx(u)(p)| = |o(uw)] < ||¢ll||ull, segue Jx(u) é

linear e continuo;
ii) Jx é linear e continuo, pois ||Jx(u)|| < ||u|| com ||| < 1;
. : : H.B
iii) Jy é isometria, pois ||Jx(u)|| = sup |Jx(u)()| = sup |e(u)] = |ul.

pEBpx* wEBg*
Observacao A.21.

o Segue do Teorema do Nicleo e Imagem, que Jx é sobrejetiva se dimX < oo.

e Se X for normado ndo Banach, entao Jx ndo pode ser sobrejetor, pois X** é Banach
(Logo, X ndo € isomorfo a X**).
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A.5 Espacos Vetoriais Topologicos

Seja X um espago vetorial real e 7 uma topologia em X. Dizemos que o par (X, ) é

um espaco vetorial topolégico se as operagoes algébricas
+: XXX —X e KxX-—X

(u,v) —> u+wv (A, u) — Au

sao continuas quando consideramos em X X X e em K x X as respectivas topologias
produto.

Tipos de espacos vetoriais topologicos mais comuns:
i) X é localmente convexa se a origem possui uma base de vizinhangas convexas.
ii) X é localmente limitada se a origem tem uma vizinhanga limitada.
iii) X é localmente compacta se a origem tem uma vizinhanca com fecho compacto.
iv) X é metrizavel se 7 contém alguma métrica d.

v) X tem a propriedade de Heine-Borel se todo subconjunto fechado e limitado de X

for compacto.

A.6 Topologia Fraca

A topologia fraca é uma ferramenta poderosa e essencial na analise funcional, permitindo
estudar convergéncia, continuidade e compacidade. Devido ao amplo emprego ao longo
deste trabalho, optei por realizar uma revisao de alguns pontos importantes e enunciar os
principais teoremas.

Dado um espaco topolégico X, almejamos estabelecer uma topologia em X que preserve
a continuidade dos funcionais lineares que eram continuos na topologia original. A topologia
fraca oferece a vantagem de aumentar a compacidade a medida que se reduz o nimero de

conjuntos abertos, simplificando assim o estudo de maximizacoes de fungoes.

Topologia Fraca o(X, X*)

Definigao A.22. A topologia fraca no espa¢o normado X, denotada por o(X,X*), é a
topologia gerada pelos funcionais lineares e continuos p € X*. Quando uma sequéncia (u,)

. w
em X converge para u em X na topologia fraca, escrevemos wu, — u.
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Teorema A.23. Seja X um espago normado. Entdo
a) Se p € X*, entao ¢ : (X,0(X,X")) — K € continuo.
b) Para cada ug € X, 0s conjuntos da forma
Vor o onmoe = {u € X t|pj(u) — p;(ug)| <e Vj=1,--- ,n},
onde ¢; € X* para todo j = 1,---,n e e > 0, formam uma base de vizinhancas
abertas de ug na topologia o(X, X*).

¢) Seja a sequéncia (u,) C X. Entdo u, — ug, se somente se, o(u,) — ¢(ug) para

todo p € X*.
d) o(X,X*) é Hausdorff.
e) Se u, — ug, entio u, — up.
f) Se u, = ug, entdo {u, : n € N} ¢ limitada e |Ju| < liminf, . ||t
g) Se u, — ug em X e @, — @ em X*, entdo p,(u,) — p(ug) em K.
h) A topologia fraca estd contida na topologia da norma.
i) As topologias da norma e fraca coincidem se, e somente se, dimX < co.
J) X7 =(X,0(X, X7))".

Teorema A.24 (Teorema de Mazur). Seja X um espago normado e K um subconjunto
convexo de X. FEntao o fecho de K na topologia da norma coincide com o fecho de K na
topologia fraca. Isto, K = KoXX) - Em particular, um conjunto convezo € fechado na

topologia da norma se, e somente se, € fechado na topologia fraca.

Topologia Fraca-Estrela o(X*, X)

Definicao A.25. A topologia fraca-estrela no dual X* do espaco normado X, denotada por
o(X*, X), € a topologia em X* gerada pelas fungoes pertencentes ao conjunto Jx(X) :=
{Jx(u) : uw € X}, isto €, pelas fungoes p € X* — J(u)(p) = ¢(u) € K onde u € X.
Quando uma sequéncia (p,) em X* converge para ¢ € X* na topologia fraca-estrela,

escrevemos o, SN ®.
Teorema A.26. Seja X espago normado. Entdo

a) Para cada w € X, J(u) : (X*,0(X*, X)) — K ¢é continuo.
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b) Para cada oo € X*, 0s conjuntos da forma
Wie={p € X" :[p(u;) —polu;)| <eVj=1,---,n},

onde u; € X* para todo j = 1,---,n ec > 0, formam uma base de vizinhancas

abertas de o na topologia o(X*, X).

c) Seja (¢n) uma sequéncia em X*. Entao ¢, Yy o se, e somente se, on(u) — p(u)

para todo u € X.
d) A topologia fraca-estrela o(X*, X) é Hausdorff.
e) Se p, — p em X*, entio @, “ ©.

f) Se X é Banach e ¢, Y o em X*, entio o conjunto {¢n : n € N} € limitado e

lll < dim inf [0 .
n——oo
g) Se X é Banach, p, s o em X* e up, — u em X, entio o(u,) — p(u) em K.

h) Denotamos por (X*,o(X*, X))* o espago formado pelos funcionais lineares de X*

em K que sio continuos na topologia fraca-estrela. Entao Jx(X) = (X*o(X*, X))*.
i) Em X*, a topologia fraca-estrela o(X*, X) estd contida na topologia fraca o(X*, X**).

j) As topologias fraca o(X*, X*™) e fraca-estrela o(X*, X) coincidem em X* se, e

somente se, X € reflexivo.

Teorema A.27 (Teorema De Banach-Alaoglu-Bourbaki). Para todo espago normado X,
a bola unitdria fechada Bx- = {u* € X* : ||u*|| < 1} € o(X*, X)-compacta em X*.



Apéndice B

B.1 Nocoes Basicas de Espaco de Sobolev

Apresentaremos um resumo de Espacos de Sobolev e dos principais lemas e proposicoes
que sao necessarios para estudar as aplicagoes em Equagoes Diferenciais Parciais. Para
um aprofundamento, recomendo consultar as referéncias [13][14] e complementar com as
notas de aulas de EDP2 (versao 1.2) do Marcelo Furtado.

Antes de apresentarmos o Espaco de Sobolev, discutiremos os conceitos de Derivada

Fraca e Espaco de Holder.

Definigao B.1 (Suporte Compacto [13][14]). Seja U C R™ aberto, definimos como suporte
da funcao ¢ : U C R" — R o conjunto

supp(p) = {z € U : p(x) # 0}.
Uma fungao ¢ € dita ter suporte compacto se conjunto supp(p) for compacto em R™.

Definicao B.2 ([13][14]). Definimos por C5°(U) o conjunto das fungées ¢ : U — R
infinitamente diferencidveis com suporte compacto em U. Denominamos as fungoes

p € CP(U) como fungio teste.

Definicao B.3 ([13][14]). Um vetor o = (aq, - , ), com o; € NU{0}, é dito multi-

indice de ordem |a| = a; + -+ + a,,. Sejam u € C°, definimos

0%u(x)

aalxl oo aanxn

D%y =

Definicao B.4 ([13][14]). Seja k € NU{0}, definimos D¥u := {D%u : || < k} o conjunto

de todas as derivadas de ordem k. Em particular,

e para k=1, temos Du = (8—“ x 8—“) = Vetor Gradiente;

oz’ ) Oxp

96
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ou . ou
ox1T1 0x1Tn
e para k = 2, temos D*u = : - : = Matriz Hessiana.
ou ou
anxl 8$n$n

Defini¢ao B.5 (Derivada Fraca [13][14]). Sejam um aberto U C R™, u,v € L}, (U) e um

loc

multi-indice a. Dizemos que v é a a-ésima derivada fraca de u se

/Ugo(x)v(x)dx: (—1)a|/u(1‘)D°‘gp(x)dx

U

Para todo ¢ € C§°(U). Denotaremos D*u := v.

A definicao acima diz que a derivada fraca é uma funcao localmente integravel que nos
permite fazer integragdo por partes.

Note que D®u é unicamente determinado a menos de um conjunto de medida nula.
De fato, suponha que v; e vy sdo a-ésimas derivadas fracas de u € L .(U). Entdo,
Jo pvide = (1)l JoyuD*edx = [, pvada. Logo, [, (vi —vg)pdr = 0, obtendo vy = v,
qt.pemU.

Seja U C R™ aberto e limitado. Sabemos que o conjunto C(U), munido com a norma

|ulle@) == max [u(z)|, para todo u € C(U), é um espago de Banach.
zelU

De maneira geral, para k € NU {0}, temos que o conjunto C*(U) munido com a norma

[ullor @) = Z | D“ul| o), para todo u € C*(U), é espaco de Banach.
|la|<k

Definigdao B.6 (Fungao Holder Continua com Expoente « [13]). Sejam U C R™ é aberto

e <y <1. Uma fungiou: U — R tal que uw € C(U) € dita Holder Continua com

expoente v se existe C' > 0 tal que
u(z) —u(y)| < Clz —y|"  Vo,y el

Definicao B.7. Seja U C R™ aberto.

a) O quociente de Holder de w € C(U) € definido por

i, = sp {140 =1}

x,yel |z —y|?
TFY

b) Definimos o conjunto C%V(U) := {u € C(U) : [u], < 0o}.

Defini¢ao B.8 (Espaco de Holder [13]). Seja k € NU{0} e 0 <y <1. O Espago Hélder
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C*1(U) € definido por
CP(U) := {u € C*(U) : [D*u], < 0o para todo multi-indice |a| < k}.

O espago C*7(U) consiste das fungoes u que sdo k-vezes continuamente diferenciavel e

cujas k derivadas sao limitadas e Holder continuas com expoente 7.

Proposicdao B.9. O espaco de Holder C*7(U) é Banach munido com a norma

[ull vy = llullor@) + Z [D%ul,

|| <k

Definigao B.10 ([13][14]). Seja U aberto e limitado. Dizemos que U (ou OU) é de classe
C*7 se para cada xy € OU, existe B = B,(xq) e uma bijecdo 1 de B em A C R" tais que

i) Y(BNU) CRY;
i) Y(BNoU) C OR";
iii) 1 € C*(B), =1 € C*7(A)

Em particular, o aberto U C R™ € de classe C*7 se, e somente se, para cada ponto da sua
fronteira possui uma vizinhanga cuja a interseccao com OU é o grifico de uma fungdo de

n — 1 das coordenadas 1, --- ,x, com essa fun¢io sendo de classe C*7.

Definicao B.11 (Espago de Sobolev [13][14]). Sejam U C R™ aberto, 1 < p < oo e
k=NU{0}. O Espago de Sobolev, denotado por W*P(U)!, é definido sendo o espaco das
fungoes u € LY (U) tais que qualquer derivada fraca de u, até a ordem k, é uma funcdo de
LP(U). Isto é,

WkP(U) = {u € LP(U) : D*u € LP(U) para todo multi-indice o com || < k}
Além disto, quando p = 2, denotaremos H*(U) := W"2(U).
Observagao B.12. Seja 1 < p < 00, entao
i) C*(U) c Whe(U) C LP(U).

ii) Para k =1, temos H'(U) = {u e L*(U) : g—xu e L*U), i=1,--- ,n}.

'Pode-se escrever as notacdes WHP(U) ou WFP com tanto que esteja claro o conjunto que se estd
trabalhando.
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iii) Para k =0, temos WOP(U) = L*(U).
i) Identificamos as fungoes em W*P(U) em q.t.p.em U.

O espaco de Sobolev W*?(U) ¢ um espago normado munido com a norma

( 1/p
/Z]DauF”dx D 1<p<
[ullwer = y lal<k
> ID%ul| e p =00
L la| <k

Outras normas equivalente sao dadas por:

lullwes = > D%l e lullwers = max | Dull s
la|<k
lor| <k

E possivel munir o espaco H ¥(U) com o produto interno

(u,v) g, = Z (D%, D) 2

lof <k

Proposicao B.13 (Propriedades de Derivada Fraca [13][14]). Seja U C R™ aberto e

assumimos que u,v € WkP(U), |a| < k. Entdo
a) D € WFlel»(U7) e D (D*u) = D**Pu para todo multi-indice o, B com |a|+|3] < k
b) D*(Au+ pv) = ADu + pD*v, para todo A, € R.

Demonstracao.

a) Fixamos ¢ € C5°(U). Entdao DPp € C5°(U), e entdo
/ DuDPpdr = (—1)e / uD* P pdx
U U
— (_1)|al(_1)la+ﬁ\ / D Pupdx
U

= (—1)|ﬂ|/Da+ﬂugde
U

Portanto, D?(D%u) = DAy no sentido fraco.

b) Considere p € C§°(U). Pela defini¢do de derivada fraca, temos

/(Au+uv)Dag0 = /\/uDago—iru/vDago
U U U
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= /\(—1)|a‘ / ngau—l—u(—l)la‘ / 0D
U U

= (_1)|a|/U(AD“u+uD“v)%

para todo A, € R. Portanto, D*(\u + pv) = AD%u + uDPv.
[ |

Proposigao B.14 ([13][14]). O espago W*P(U) é Banach para 1 < p < oo e Reflexivo
para 1 < p < oco. O espago H*(U) é Hilbert separdvel.

Demonstracao.

i) Seja 1 < p < oo e (u,,) uma sequéncia de Cauchy em W"?(U). Vamos mostrar que

Uy,) converge em WFP(U). Dado € > 0, existe N. € N tal que
(Um) g ; q
[tun, — U ||wrr <€ VYm,n > N..

Assim, para todo multi-indice « tal que |a| < k, temos

1/p
1Dy — Dt lo < [ Y D%wy = Dupl}s | <& Vm,n> N,
laf <k
o que mostra que (D%u,,) C LP(U) é uma sequéncia de Cauchy. Sendo LP(U)
completo, segue que D%u,,, — u, em LP(U) para todo |a| < k.

Considere u := u,... o) € WP mostraremos que D% = u,, para todo |a| < k.

Fixado ¢ € C§°(U), pela desigualdade de Holder, temos

[upmo- | umD%\ < [ o= unliDel < o=l | Dl
U U U

onde 1/p+1/¢ = 1. Entao

/uDago: lim U DY .
U

m——>00 U

Por outro lado,

/uaso—D“umso S/!ua—DaumHM < [lua = D% o [ Lo-
U U

Assim,

/uagoz lim D%, p.
U

m——>00 U
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Portanto,

/UDQSOZ lim U, D% = lim (—1)'“/(Daum)gp:(_l)la/ua%
U U ,

m—0o0 U m——>00

concluindo que D*u = u,, € LP(U). Portanto, u € W*P(U).

O Caso p = 0o basta seguir o mesmo processo usando a norma Z || D“ul| 50 -
o] <k
ii) Vamos considerar somente o caso k = 1, porque os demais casos sao andlogos.
Sabemos que o E := LP(U) x LP(U) é reflexivo. O operador T : W'?(U) — FE
definido por Tu = (u, Du) é uma isometria. Como W!'P(U) é Banach, entdo
T(WH(U)) é um subespaco fechado de E. Segue que T(WP(U)) é reflexivo.

Consequentemente, WP (U) é reflexivo.

iii) Vamos considerar somente o caso k = 1, porque os demais casos sdo andlogos.
Sabemos que E = LP(U) x LP(U) é separdvel. Portanto, T(W'?(U)) é também
separavel. Consequentemente, W1?(U) é separdvel. Em particular, H*(U) é Hilbert

separavel
[ |

Definicdao B.15 ([13][14]). O espagco WeP(U) é definido como sendo o fecho de C5°(U)
na norma || - ||wwre. Isto €,

WiH(U) = GO .
Além disto, quando p = 2, denotaremos HE(U) := Wéﬁ’Q(U).

Note que u € WP(U) se, e somente se, existe uma sequéncia (u,) C C°(U) tal que
Uy, — w em WFP(U). Interpretamos WP (U) como conjuntos de fungoes u € WP (U)
tal que "D%u = 0 em OU” para todo |a| < k — 1.

Defini¢ao B.16 (Imersao Continua [13]). Sejam (X, || - ||x), (Y, || - |lyv) espagos normados
tal que X C'Y. Dizemos que X estd imerso continuamente em Y se existe um C > 0 tal
que

[ully < Cllullx,

para todo uw € X. Denotamos por X — Y. Em outras palavras, dizer que X estd imerso
continuamente em Y € equivalente a dizer que a aplicagdo identidade Iy : X — Y é

continua.
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Exemplo B.17. Para k € NU{0}. Entdo, C**(U) < C*(U). Assim, dado v € C*1(U),

entao vale

lull ek @y = Z [ D%ulle@) < Z 1D%ull @y = llull crn @)

|| <k lo| <k+1

Proposicao B.18 ([13]). Se k e NU{0} e 0 < ¥ <~y <1, entao

a) CHY(U) — C*(U);

b) C*1(U) — CHU);

c) C*Y(U) — CH(U).
Além disto, se U for convero, entao

d) CHY(U) — CH(U);

e) CHL(U) — Ck(U).
Demonstracao. O item (a) ja foi provado no exemplo acima. Para (b), note que

lullovay = Y ID%ulloq < llullorgy + Y [D%uly = [ullora @),
|or| <k+1 |a| <k+1

para todo u € C*7(U).
Para provar (c), sejam u € C*7(U) fixo e a um multi-indice com |a| < k. Dados

z,y € U com 0 < |z — y| < 1, temos que

[Du(@) — D*uly)| _ |[Du(x) — Duly)|

< < [D%ul,.
|z —y[? |z —y] !

Por outro lado, se |x — y| > 1 entédo

| D%u(x) — D*u(y)|

F—T < [D%u(z) — Du(y)|
< [D%u(z)| + |D%u(y)]
< 2||D%ll ¢

Assim,
[D%uly < 2| D%l ¢ + [Duly,

onde se conclui que

lulloro@) = Z |1 D%ul| @) + Z [D%ul,

o<k | <k
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< D ID%ulle@y + Y (D], +2 ) 1Dl

la<k oo <k oo <k
< ullger @y +2 Z 1D%ull ¢ @) + Z [D%u],
o<k | <k
= 3||U||Ckw(ﬁ)

o que verifica (c).
Suponha que U seja convexo e seja u € C*1(U). Dados x,y € U com z # y, e um

multi-indice « tal que || < k, podemos aplicar o Teorema do Valor Médio para escrever
D%u(x) — D%u(y) = VD(z)(z — y)

para algum z € {(1 —t)x + ty : t € [0,1]}. Desse modo

|Du(z) — Du(y)|
|z —y[!

< |[VD%u(2)] < cl|ullcrr g

e portanto,

lullgea@y = lullerxay + D (Dl < cllullgen ),
|| <k+1

provando assim o item (d). Para finalizar, segue das imersoes continuas abaixo que
C*YTU) — C*Y(U) — c™(U),

provando assim a proposicao. [ |

Definicao B.19 (Imersao Compacta [13]). Sejam X eY espago de Banach tal que X CY.

Dizemos que X estd imerso compactamente em Y se:
a) X =Y,

b) Toda sequéncia limitada em X € pré-compacta em Y. Isto €, se a sequéncia (u,) €

limitada em X, entdo eviste uma subsequéncia (un,;) C (u,) convergente em'Y .

Proposigao B.20 ([13]). Se U C R™ é um aberto limitado, k e NU{0} e 0 < <y <1,

entao

cpct. —
—

a) CF(T) 25 k(D)

cpct.

b) CP(T) <25 ok (D)

Além disto, se U for convero, entao
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cpct. —

¢) CH(T) 25 ok (T)

cpct.

d) CHL(T) 2% k9 (T7),

—. cpct. —_
Demonstragao.Para prova (a) mostraremos primeiro que C%(U) <—— C(U). Conside-

rando entdo uma sequéncia (u,) C C%7(U) tal que

lunllcon@ = llulle@) + lunl, <M VneN,

precisamos verificar que existe uma subsequéncia convergente em C(U). Seja o conjunto
A = {u, :n € N} € C(U) e observe que a inequacdo acima mostra que A é equilimitado
(quando satisfaz a condicao (i) do Teorema de Arzeld-Ascoli). Além disto, como [u,], < M,
segue que

lun () — un(y)| < M|z —y|” Vn e N,Vo,y € U.

Logo, para todo € > 0 dado, a condicao (ii) do Teorema de Arzeld-Ascoli? se verifica para
d=(e/M )% Isto é, a sequéncia (u,) possui uma subsequéncia convergente em C(U). Isto
prova (a) quando k = 0.

Para o caso geral, se (u,) C C*7(U) é uma sequéncia limitada, entdo existe uma

subsequéncia de (u,), que denotaremos por (uy,), tal que u,, — u € C(U). Para todo

multi-indice « tal que |of < k,

lwallorn@y = llunllos@y + Y [Dual, < M.

| <k

Logo,
1D%unl|cor@y = D unllc@) + [D%un], < M.

Usando a primeira parte da demonstragao e passando para subsequéncias se necessario,

temos que D%u,, — ¥, em C'(U). Como a convergéncia é uniforme devemos ter ¥, = D%u.
Desse modo, u € C*(U) e

lwn = uller@y = Y 1D — D*ullogry — 0,

o <k

0 que prova (a).

?(Arzeld-Ascoli) Seja U C R™ um aberto limitado e A C C(U) um subconjunto satisfazendo:
i) Existe M >0 tal que [Jul|g <M u€ A,
ii) dado e > 0, existe § > 0 tal que Vu € A,z,y € U, vale |z — y| < § = |u(z) — u(y)| < e.

Entao a sequéncia (u,) C A possui uma subsequéncia convergente.
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Para provar (b), note primeiramente que, se u € C*7(U) e z,y € U com x # y, entdo

[D°u(e) = Duly)| _ <\Dau<x> - Dau<y>r>3 Dou(a) — Douly)

o
|z —yl’ |z —yl”
de modo que, tomando o supremo, obtemos
_9
[D%uly < ¢[D% ]'y HDC“UH 0

Seja agora (u,) C C*7(U) uma sequéncia limitada. Usando a letra (a) e passando a
uma subsequéncia se necessario, podemos supor que (u,) converge em C*(U). Usando a

estimativa acima obtemos

= tnlloro@y = 3 (1D (n = )y + [0 —
o <K
9 9
< 1D gy (1D = )y + [0 = ).
oo <k

Os termos que aparecem entres parénteses acima sao uniformemente limitados devido
a limitacdo de (u,) em C*Y(U). Como u, converge em C*(U) temos que, para todo
multi-indice de ordem menor ou igual a k, || D%(u, — )o@ — 0, quando n,m — oo.
Logo, a sequéncia (u,) é Cauchy em C*?(U), o que implica que u, — u em C*?(U),
para alguma funcao u € C*?(U). Isto prova (b).

A demonstragao dos itens (c) e (d) segue dos diagramas abaixo

cpct.

Ck-i—l (U) N Ck’l(U)
Ck-l—l(U) N Ck’l(U)

C*(T)
Ck; 19(U)

cpct.

e do fato de que a composi¢ao de um operador continuo com um operador compacto é um
operador compacto.

[ |

A seguir, apresentaremos algumas desigualdades importantes que merecem destaque

nesta secao.

Proposicao B.21 (Desigualdade de Galiardo-Nierenberg-Sobolev [13][14]). Se 1 < p < n,
entao existe C' = C(n,p) > 0 tal que

[ull o < ClI VLo
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para todo u € Cj(R™).

Demonstracao. Consulte o Teorema 1, p.262 em [13].
[

Proposicio B.22 (Estimativa para W, ” [13][14]). Suponha que U C R™ aberto e limitado
e 1 < p < mn. Entdo, para todo q € [1,p*], existe C = C(n,p,q,|U|) > 0 tal que

[ulle < ClIVul| v,

para todo u € Wy P(U).

Demonstragao. Como visto na defini¢ao do espago VVO1 P(U), o resultado vale para ¢ = p*.

Para o caso em que ¢ € [1,p*) basta usar Holder para obter

Jr=([ rm)w v

entdo obtemos a imersdo continua LP"(U) — L4(U) para todo ¢ € [1,p*]. Desse modo,

(p*—q)/p*’

pela desigualdade de Galiardo-Nierenberg-Sobolev, temos
lullze < Collull e < ClIVulrr,

para todo u € Wy (U).
[

Corolario B.23 (Desigualdade de Poincaré [13][14]). Suponha que U C R™ é limitado e
1 <p < n. Entio existe C = C(n,p,|U|) > 0 tal que

[ullzr < ClIVullr»,

para todo u € Wy P(U).

Demonstracgao. A prova segue imediatamente da proposicao B.22.
[

Observagao B.24 ([13]). Uma consequéncia da Desigualdade de Poincaré é que podemos

definir a norma em Wy*(U) por

fullgo = ([ 190lP)” =19l (B.1)
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para todo uw € Wy (U). De fato, note que se u € WyP(U), entdo

fullgs = [ 1Vul
U

[ullwre = llullze + [VullZ
< [Vl + CPl[VullL

< CIVullyy = Clull

IN

Note que || - ||y10 uma norma em Wy P(U). Além disto, essa norma ¢ equivalente | - ||yrp.
Note que a expressio (B.1) ndo define uma norma em W'?(U). De fato, basta notar que

quando U ¢ limitado, a fung¢do u =1 pertence a WHP(U) mas ||u||W§p =0.

Corolario B.25 ([13][14]). Se1 <p <n e U C R" € um aberto limitado, entio vale a
imersio Wy P(U) < LI(U) para todo 1 < q < p*.

Demonstracao. Segue imediatamente da Desigualdade de Poincaré e a Observacao B.24.
[ |

Proposicao B.26 (Desigualdade Geral de Sobolev [13][14]). Seja U C R™ limitado e

CYY(U). Suponha que t* = np , entdo
n —kp

a) Se kp < n, entdo WkP(U) — L' (U).

cpct.

b) Wkr(U) — LY(U), onde 1 < q < t*.

c) Se kp > n, entio W*P(U) — C’ki[%]fl’v(U), onde vy = [%} +1— %, se % €Ze

v € (0,1), se % €L ([%] € 0 masior inteiro que é menor ou igual a %)

cpct.

d) Whe(U) L% ok 1-198(T), onde 8 < .

Demonstracao. Consulte o Teorema 6 p.270 em [13].

cpct.

Corolario B.27 ([13]). W*kn(U) — L' e Wh™(U) iy para t > 1.

Demonstragao. Suponha que n > 1 e considere ¢ > 1 fixado. Usando a definicao de

Expoente Critico de Sobolev obtemos

lim (n—¢)" = lim _nin=¢) = lim nin —¢) = 00.
e—0+ e—0tn—(n—g) e—0t €

Desse modo, para € > 0 suficientemente pequeno, devemos ter (n —&)* > t. Logo,

WhMNU) — WENU) — L9 (U) < LY(U).
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Por outro lado,
cpct.

WHHU) = WHU) = WH=(U) — LY(U),

e o resultado segue do fato da composi¢do de um operador continuo com um operador

compacto ser compacto.
|

Seja a seguinte equacao diferencial segunda ordem Lu = f, onde U C R™ aberto,
f U — R uma funcao. O operador diferencial L atua sobre fungoes u : U — R, e tem

a seguinte forma:

n

Lu = Z T)Ugy; + Zb’ Uy, + c(T)u (B.2)

i,7=1
com a”, b, c: U — R sdo funcoes dadas.

Exemplo B.28. Suponha que b =--- =b"=c=0 e a’ = §;;. Nesse caso, a equagio se

torna a conhecida Equacdo de Poisson
—Au=— E Ugp,z; = [
ij=1

Em particular, quando f =0, temos a conhecida Equacao de Laplace
—Au = 0.

Observe que, se u € C*(U), o Teorema de Schawarz nos assegura que Ugyz; = Ugj
para todo i,5 € {1,--- ,n}. Logo,

n

b= 37 5 (04(0) 00 iy + YW+l

ij=1

e podemos supor, sem perda de generalidade, que para cada z € U a matrix

é uma matriz simétrica.

Definicao B.29 (Operador Eliptico [13]). Dizemos que o operador L definido em (B.2) é

eliptico no ponto x € U se a forma quadrdtica associada a matriz A(x) é positiva. Isto é,
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se A(z) denota o menor autovalor de A(x), entdo

n

D a8 > Ma)l¢)* > 0.

ij=1
para todo & = (x1,--- ,&,) € R"\{0}. O operador é Eliptico em U se A >0 em U.

Defini¢ao B.30 (Operador Uniformemente Eliptico [13]). O operador L é dito uniforme-
mente Eliptico em U se existe 6y > 0 tal que \(x) > 0y para todo x € U. Assim, vale a
desigqualdade

EA@)E = ) a¥(2)&; > bolé]”,
com & € R™.

Proposicao B.31 ([14]). Assumimos que U C R" limitado e CY'. Considere operador
Lu = a"ug,,, + b (2)u,, + c(x)u uniformemente eliptico em U com os coeficientes em
av € C(U) ebi,c€ L*U) comi,j=1,---,nec<0. Entio existe C > 0 (independente
de u) tal que

[ullwze < C[|Lul|ze (B.3)

para todo u € W2P(U) N Wol’p(U) com 1 < p < oo. Em particular, para p > 2, existem
constantes C1,Cy > 0 tal que

Cillullw2r < |Aul|r < Collullpzr

para todo uw € W*P(U) N HY(U).

Demonstragdo. A primeira parte da demonstragdo pode ser vista em [14] p. 242,
lema 9.17. Para provar a ultima parte, basta observar que como p > 2, temos que
W2P(U) N HYU) = W>P(U) "W, P(U). Portanto a existéncia de C; segue da primeira
parte do lema acima e a existéncia do Cy segue do fato que W*P(U) < LP(U).

[

Teorema B.32. Sejam |Q] < 0o, 1 <p,g< o0, g€ C(QxR) e |g(z,u)| < c(1+ |uP/?).
Entao, para todo v € LP(Y), g(-,u) € LI(Q), o operador A : LP(Q}) — LI(QY) definido por

u > g(x,u) é continuo.

Demonstracao. Consulte o Teorema A.2. em [24]. |
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