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Resumo 

 

A Indústria 4.0 exige automação para melhorar eficiência e precisão, tornando os robôs 

colaborativos essenciais pela sua adaptabilidade e integração com IoT e inteligência artificial. 

Neste contexto, a resolução da cinemática inversa em manipuladores, especialmente para pick-

and-place, é um desafio relevante. Esta dissertação investiga métodos numéricos para resolver 

a cinemática inversa em um ambiente simulado utilizando o software GAZEBO, organizando 

peças de LEGO com um Cobot integrado ao ROS e visão computacional via YOLO. Foram 

comparados algoritmos como Gradiente Descendente (baseado na pseudo-inversa do 

Jacobiano), que ajusta iterativamente as variáveis articulares, e os métodos de otimização 

BFGS, L-BFGS-B e Nelder-Mead, que utilizam aproximações da Hessiana para melhorar a 

convergência. Os resultados mostram que, embora os métodos analíticos sejam superiores ao 

tempo de execução, os métodos numéricos oferecem maior flexibilidade e são mais fáceis de 

implementar, no entanto a complexidade e velocidade computacional carecem de desempenho 

em relação ao analítico, tornando-se uma alternativa viável para resolver problemas de 

cinemática inversa em cenários onde soluções analíticas são inviáveis ou inexistentes. 

Palavras-chave: Cobot, Industria 4.0, Cinemática, ROS, Pick-and-place. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

Abstract  

 

Industry 4.0 demands automation to enhance efficiency and precision, making 

collaborative robots essential due to their adaptability and integration with IoT and artificial 

intelligence. In this context, solving inverse kinematics in manipulators, particularly for pick-

and-place tasks, is a significant challenge. This dissertation investigates numerical methods for 

solving inverse kinematics in a simulated environment using the GAZEBO software, 

organizing LEGO pieces with a Cobot integrated into ROS and computer vision via YOLO. 

Algorithms such as Gradient Descent (based on the pseudo-inverse of the Jacobian), which 

iteratively adjusts joint variables, and optimization methods like BFGS, L-BFGS-B, and 

Nelder-Mead, which use Hessian approximations to improve convergence, were compared. The 

results indicate that while analytical methods are superior in execution time, numerical methods 

offer greater flexibility and are easier to implement. However, their computational complexity 

and speed lag behind analytical approaches, making them a viable alternative for solving 

inverse kinematics problems in scenarios where analytical solutions are infeasible or 

nonexistent. 

Keywords: Cobot, Industry 4.0, Kinematics, ROS, pick-and-place.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 



 

 

LISTA DE NOMENCLATURA 

Abreviações 

ROS - Robot Operating System. 

YOLO – You Only Look Once (Usado no contexto de visão computacional). 

BFGS - Broyden–Fletcher–Goldfarb–Shanno. 

L-BFGS - Limeted Memory Quase-Newton. 

DH - Denavit-Hartenberg. 

DOF – Degrees of Freedom (Graus de Liberdade) 

IK – Inverse Kinematics (Cinemática inversa). 

FK – Forward Kinematics (Cinemática Direta). 

FPS – Frames per Second. 

SVD – Singular Value Decomposition (Decomposição em Valores Singulares, usada para 

pseudo-inversa do Jacobiano). 

CNN – Convolution Neural Network 

COBOT – Collaborative Robot 

TCP – Tool Center Point 

RGB – Red, Green and Blue. 

Outros 

Gazebo – Simulador 3D para robótica. 

Pose – Posição e orientação de objeto. 

Blender - Ferramenta que permite a criação de vastos conteúdos de 3D. Oferece funcionalidades 

completas para modelagem, renderização e visualização de conteúdo 3D. 

Pyquaternion - módulo Python completo para representar e usar quaternions. 

Pipeline - Técnica de programação que divide tarefas sequenciais em estágios, permitindo que 

várias instruções sejam executadas ao mesmo tempo. 
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1. Introdução 

Este capítulo contextualiza o tema da dissertação, fornecendo uma base para a 

compreensão do problema de pesquisa. Além disso, apresenta a problemática da pesquisa, o 

objetivo geral e os objetivos específicos traçados para responder ao problema descrito. Além 

disso explora-se a motivação central deste trabalho e sua estruturação. A contextualização 

abrange a origem e a relevância do tema, proporcionando uma compreensão clara e completa 

do problema abordado, enquanto a problemática destaca as lacunas sobre o tema proposto. 

1.1 Contexto 

Os robôs têm sido amplamente utilizados nas indústrias desde a década de 1960 para 

realizar tarefas repetidas e perigosas que seriam difíceis para os seres humanos. Além disso, 

estes são mais eficazes por terem a possibilidade de trabalharem continuamente e sem descanso, 

o que aumenta a eficácia e a produção das fábricas. 

A automação de processos industriais com robôs apresenta um grande potencial para 

melhorar a qualidade dos produtos e reduzir o tempo e os custos de produção [7]. Além disso, 

a utilização de robôs na indústria pode liberar trabalhadores humanos para desempenhar tarefas 

mais criativas e com alto grau de complexidade no manuseio, aumentando assim a satisfação 

no trabalho e a produtividade. Dessa forma, a adoção da automação industrial com robôs pode 

trazer benefícios significativos para a indústria, como aumento da eficiência operacional e 

melhoria da competitividade no mercado. 

Os robôs colaborativos industriais, também conhecidos como Cobots, são amplamente 

utilizados na automação de tarefas repetitivas, como operações de pick-and-place em linhas de 

produção e armazéns [3]. Sua capacidade de operar de forma autônoma, segura e eficiente os 

torna essenciais na indústria moderna [1]. Além disso, eles podem manipular materiais pesados 

e perigosos, como metais quentes e produtos químicos, reduzindo os riscos para os 

trabalhadores humanos. 

Entretanto, a precisão no manuseio de objetos pode ser um desafio significativo, 

especialmente em ambientes de manufatura onde a variabilidade da matéria-prima resulta em 

mudanças frequentes de formas e tamanhos [6]. Para que um Cobot realize operações de agarrar 

objetos com eficiência, é necessário um sistema integrado de visão computacional que 

reconheça e classifique os objetos corretamente, além de um controle otimizado do manipulador 

para garantir o posicionamento adequado do módulo de pick-and-place [5]. O cálculo do 
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planejamento de movimento envolve o controle coordenado de múltiplas juntas, assegurando 

que o Cobot se mova de forma precisa no espaço tridimensional para alcançar seu objetivo sem 

colisões. 

Esta pesquisa investiga e compara métodos numéricos para a resolução da cinemática 

inversa em um Cobot de seis graus de liberdade (6-DOF), analisando sua precisão, eficiência 

computacional e aplicabilidade em operações de pick-and-place. A complexidade desse 

problema se deve à natureza não linear das equações da cinemática inversa, cuja resolução exige 

estratégias computacionais robustas. Assim, são avaliados diferentes algoritmos, incluindo 

Gradiente Descendente (usando a pseudo-inversa do Jacobiano), BFGS, L-BFGS-B e Nelder-

Mead, explorando suas vantagens e limitações em termos de convergência e desempenho 

computacional. 

Além disso, está dissertação propõe um sistema integrado de visão computacional, 

utilizando o YOLO para detecção e classificação de objetos, permitindo a organização dinâmica 

de peças de LEGO. Através de simulações no Gazebo, o estudo analisa o comportamento 

cinemático do Cobot ao longo de trajetórias planejadas, fornecendo uma base comparativa entre 

os métodos numéricos implementados. Dessa forma, esta pesquisa contribui para o avanço da 

robótica industrial, avaliando a viabilidade do uso de métodos numéricos na resolução da 

cinemática inversa e sua integração com sistemas de visão computacional em um ambiente de 

simulação industrial. 

1.1.1. Indústria 4.0 

A indústria 4.0 é uma evolução da indústria manufatureira que tem por objetivo 

aumentar a eficiência, a qualidade e a personalização da produção. Isso é alcançado pela 

combinação de tecnologias avançadas, como inteligência artificial, Internet das coisas (IoT) e 

robótica, para criar uma rede de inteligência artificial que integra sistemas e processos de 

produção. 

De acordo com [9], as atualizações tecnológicas continua sendo um dos principais 

elementos de desenvolvimento para a indústria. Assim, sendo necessário as indústrias 

acompanharem o ritmo do mercado bastante competitivo, para modernizar os sistemas e 

processos de produção [10]. Permitindo que as fábricas do futuro integrem novos tipos de 

sistemas de informação e automação inteligentes, além de robôs colaborativos mais flexíveis, 

conhecidos como "Cobots". Esses avanços visam alcançar uma automação mais completa, 

reduzindo ou eliminando a necessidade de mão de obra humana em tarefas consideradas 
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inviáveis ou inadequadas para trabalhadores [11]. A figura 1.1 ilustra a evolução da produção 

industrial em seus estágios. 

 

Figura 1.1- Diferentes estágios da produção industrial. Fonte: [12]. 

1.1.2. Robôs colaborativos 

Robôs colaborativos, segundo a norma ISSO/TS 15.066 que apresenta a definição de 

um sistema de robótica colaborativa como um estado no qual um robô projetado para esse tipo 

de função e um operador trabalham em um espaço colaborativo. A utilização de robôs 

colaborativos na indústria é feita de diferentes formas, para [25] essa classificação se dá em 

quatro modalidades, sendo elas: 

• Coexistência, quando robô e humano se encontram em um mesmo ambiente, porém 

sem interação entre eles. 

• Sincronizada, quando o robô e o humano interagem em um mesmo ambiente, porém 

em tempos diferentes. 

• Cooperativa, quando robô e o humano coexistem em um mesmo ambiente e realizam 

tarefas distintas ao mesmo tempo. 

• Colaborativa, quando o robô e o humano executam a mesma tarefa ao mesmo tempo 

em um ambiente. 

Os robôs colaborativos, ou Cobots, desempenham um papel crucial na Indústria 4.0, 

também conhecida como a quarta revolução industrial. Esses robôs são projetados para executar 

tarefas repetitivas, como operações de pick-and-place, em que peças ou objetos são 

manipulados e posicionados em locais específicos. Segundo [26], os robôs pick-and-place, são 

exemplos de sistemas de automação flexíveis, que podem ser rapidamente adaptados a 

mudanças na produção ou a novos produtos. A integração de robôs com módulos pick-and-

place na produção industrial é uma tendência global crescente [2], permitindo que os processos 
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de produção se tornem mais eficientes, precisos e ágeis, além de liberar os trabalhadores de 

tarefas repetitivas e potencialmente perigosas. Atualmente, as pesquisas têm focado na 

colaboração entre humanos e robôs, com o objetivo de capacitar operadores a trabalharem de 

forma integrada com esses sistemas. Em especial, busca-se identificar e otimizar os níveis 

adequados de colaboração e automação em operações com Cobots [11]. 

Os robôs colaborativos são uma tecnologia revolucionária fundamental da Indústria 

4.0, que está mudando a forma como trabalhamos e produzimos bens. Além disso, os autômatos 

colaborativos oferecem muitos benefícios, incluindo melhoria da eficiência, segurança e 

qualidade, além de liberar os trabalhadores para tarefas de maior valor agregado. Ademais, o 

setor de robôs colaborativos tem apresentado um crescente aumento nos últimos anos, o que 

demonstra a sua importância e potencial para o futuro da produção industrial. conforme mostra 

a figura 1.2. 

 

Figura 1.2- Utilização de robôs industriais no mundo. Fonte: [27]. 

1.1.3. Machine Vision (visão de máquina) 

Machine vision é uma tecnologia que permite que máquinas, como robôs ou sistemas 

automatizados, percebam e interpretem informações visuais do ambiente usando câmeras, 

sensores e algoritmos. É um subconjunto da visão computacional, que é o campo da inteligência 

artificial e da ciência da computação que se concentra em permitir que computadores 

interpretem e entendam dados visuais do mundo, possibilitando melhor sensibilidade e 

resolução. Isto possibilita para a aplicação identificação e inspeção de peças de vários tamanhos 

e forma. 

Em geral, a machine vision é uma tecnologia cada vez mais importante na era da 

Indústria 4.0, elas resolvem vários desafios do uso da robótica, como a variabilidade as posições 
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das peças e ferramentas, na movimentação do robô e nos pontos de operação do robô, por isso, 

o use de técnicas de machine vision em todas as suas variantes (2D, 3D, nuvens de pontos) são 

fundamentais para o processo industrial [14]. Ela tem o potencial de melhorar a eficiência, 

precisão e segurança em muitas aplicações, e seu desenvolvimento e integração contínuos com 

outras tecnologias provavelmente levarão a aplicações ainda mais avançadas no futuro. 

1.1.4. Modelos digitais 

No crescente corpo de literatura, termos relacionados a simulações, como digital twin 

(DT), têm sido usados de forma inconsistente para definir diferentes relações entre 

componentes físicos e digitais. Em [36], é apresentada uma revisão aprofundada categorizando 

conceitos associados às DTs. Termos como Modelo Digital (DM) e Sombra Digital (DS), 

diferem no que diz respeito à infraestrutura de comunicação entre os componentes físicos e 

digitais. 

Um modelo digital é uma representação digital de um modelo existente ou objeto físico 

onde não possui qualquer troca automatiza de dados entre o objeto físico e o objeto digital. Esse 

tipo de modelo pode incluir uma simulação de modelos de fabricas planejadas, modelos 

matemáticos de novos produtos, ou qualquer outro modelo de objeto físico.  

A sombra digital, com base na definição de modelo digital, se houver um fluxo de 

dados unidirecional automatizado entre o estado do objeto físico existente e um objeto digital 

pode-se classificar essa combinação como sombra digital, pois uma mudança de um estado do 

objeto físico leva a uma mudança de estado no objeto digital, mas não vice-versa. 

Por fim, o digital twin leva o nível de integração mais profundo, permitindo que 

informações sobre o estado dos componentes físicos e digitais sejam analisados 

simultaneamente e comparados em tempo real. Com isso, um DT leva o nível de integração 

ainda mais longe, apesar de uma série de desafios técnicos que devem ser superados para poder 

representar eficazmente as suas capacidades e limitações, para produzir um DT de alta 

fidelidade.  

Esses gêmeos digitais oferecem a vantagem de monitorar e analisar continuamente o 

desempenho dos sistemas físicos, fornecendo informações valiosas sobre sua performance, 

saúde e riscos potenciais. Além disso, eles também possibilitam a simulação de cenários de 

operação e a otimização de processos, ajudando a melhorar a eficiência, a segurança e a 

sustentabilidade da indústria. A tecnologia de gêmeos digitais desempenha um papel central na 
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implementação de fábricas inteligentes, ao integrar dados em tempo real com análises preditivas 

e simulações [4]. 

Na robótica colaborativa, os gêmeos digitais desempenham um papel ainda mais 

relevante. Eles possibilitam a simulação do comportamento dos robôs em diversos cenários, 

permitindo a otimização da programação antes da implantação física. Essa aplicação não apenas 

reduz os custos e o tempo de desenvolvimento e testes, mas também melhora a segurança e a 

eficiência operacional dos robôs colaborativos [17]. Além disso, os gêmeos digitais facilitam o 

monitoramento em tempo real da performance do robô, identificando potenciais falhas e 

possibilitando a manutenção preventiva. 

Assim, é notável que a tecnologia de gêmeos digitais tem um papel fundamental na 

Indústria 4.0 e na robótica colaborativa, promovendo uma integração entre o mundo físico e o 

mundo digital e proporcionando vantagens competitivas para as empresas que a utilizam. 

1.2. Problema 

Os robôs colaborativos (Cobots) têm sido amplamente estudados na indústria, 

especialmente em aplicações de visão computacional e automação de tarefas. No entanto, a 

literatura apresenta uma lacuna significativa no que diz respeito à resolução da cinemática 

inversa para controle de posição em operações de pick-and-place, particularmente quando 

integrados ao sistema Robot Operating System (ROS) e sistemas de visão computacional. 

A transição das indústrias para ambientes colaborativos com Cobots exige soluções 

eficientes para o planejamento de movimento, mas os métodos numéricos para a resolução da 

cinemática inversa ainda carecem de estudos aprofundados em cenários industriais específicos. 

As pesquisas sobre Cobots geralmente se dividem em três áreas principais: implementações e 

modulações [15] [16], estudos sobre a importância e o impacto dos Cobots na indústria [13] e 

estudos de casos [14]. Embora existam abordagens analíticas que resolvem esse problema, sua 

aplicabilidade é limitada a configurações específicas de robôs, tornando necessário investigar 

métodos numéricos alternativos que ofereçam maior flexibilidade e adaptação a diferentes 

tarefas. 

Dessa forma, este estudo busca preencher essa lacuna, investigando e comparando 

diferentes métodos numéricos para a resolução da cinemática inversa em um Cobot de 6 DOFs, 

avaliando seu desempenho em termos de precisão e eficiência computacional em um ambiente 

de simulação industrial, no contexto da organização de peças. 
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1.3. Motivação 

As linhas de produção modernas, em setores como o automotivo, eletrônico e de bens 

de consumo, buscam constantemente otimizar processos produtivos para reduzir o tempo de 

execução e aumentar a eficiência. Tarefas como organização e manipulação de peças exigem 

precisão e são frequentemente executadas por operadores humanos, o que pode resultar em 

riscos ergonômicos, fadiga e exposição a condições adversas. 

O avanço dos robôs colaborativos (Cobots) representa uma solução eficaz para essas 

operações, oferecendo maior segurança e produtividade. A integração desses sistemas com 

visão computacional possibilita a automatização de tarefas pick-and-place, permitindo a 

manipulação eficiente e segura de objetos em ambientes industriais. No entanto, para que os 

Cobots realizem esses movimentos de forma precisa, é fundamental um controle adequado de 

seus múltiplos graus de liberdade (DOF). 

A resolução da cinemática inversa é um desafio essencial nesse contexto, pois 

determina como o manipulador deve ajustar suas juntas para alcançar posições e orientações 

desejadas. Métodos analíticos são tradicionalmente utilizados, mas possuem limitações quando 

aplicados a robôs com configurações mais complexas. Métodos numéricos surgem como uma 

alternativa viável, oferecendo maior flexibilidade para lidar com diferentes configurações do 

manipulador e restrições do ambiente. 

Esta pesquisa investiga e compara diferentes métodos numéricos para a resolução da 

cinemática inversa, avaliando sua eficiência e precisão na manipulação de peças em um 

ambiente simulado. Para isso, será implementado um Cobot integrado ao ROS, equipado com 

um módulo de visão computacional baseado no YOLO, para reconhecimento e classificação de 

peças de LEGO. Os algoritmos analisados incluem Gradiente Descendente (com pseudo-

inversa do Jacobiano), BFGS, L-BFGS-B e Nelder-Mead, explorando suas características em 

termos de convergência, estabilidade e aplicabilidade no controle de manipuladores. 

A contribuição deste estudo está no aprofundamento da compreensão sobre o impacto 

dos métodos numéricos na cinemática inversa de robôs colaborativos, possibilitando a 

aplicação dessas técnicas em cenários industriais que demandam alta precisão, flexibilidade e 

adaptação a diferentes tarefas. 
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1.4. Objetivo geral 

O objetivo principal desta dissertação é investigar métodos numéricos para a resolução 

do problema da cinemática inversa em um robô colaborativo aplicado a operações de pick-and-

place ao longo de uma trajetória. O estudo avalia a precisão, eficiência e tempo de execução 

dos algoritmos, buscando identificar a abordagem que melhor equilibre desempenho 

computacional e comportamento do manipulador em um robô de 6 graus de liberdade (6-DOF) 

no contexto da manipulação robótica 

1.5. Objetivo específico 

Esta dissertação visa investigar o comportamento cinemático de um sistema robótico 

por meio da implementação de algoritmos de métodos numéricos capazes de controlar o 

manipulador em operações de controle de posição. O sistema deverá receber como entrada uma 

pose desejada e, por meio de diferentes métodos numéricos, calcular os ângulos das juntas do 

manipulador. Como caso de estudo, será utilizado um robô colaborativo UR5e para organizar 

peças de LEGO dispersas em uma esteira industrial, integrando recursos de visão 

computacional para reconhecimento e classificação das peças. Para atingir esse objetivo, serão 

realizadas as seguintes etapas: 

▪ Criação de um ambiente de desenvolvimento simulado no software Gazebo para um 

sistema Cobot com um módulo pick-and-place, e a utilização de um módulo de câmera 

RGB-D para realizar operações de classificação e geração de coordenadas para realizar 

o ordenamento das peças em diferentes posições dinamicamente. 

▪ Desenvolvimento de um algoritmo de visão computacional para reconhecimento e 

classificação das peças de LEGO utilizando uma câmera do tipo RGB-D. 

▪ Desenvolvimento de algoritmos para a resolução da cinemática inversa aplicado no 

Cobot utilizando o framework ROS para a implementação dos métodos e cálculo de 

posição de coordenadas para organização e posicionamento de peças, utilizando as 

peças de LEGO como exemplo de aplicação. 

▪ Investigar a técnicas de algoritmos implementadas e realizar simulações. 

▪ Obtenção de métricas do comportamento através de gráficos de convergência e 

estabilidade das juntas.  

▪ Avaliação da performance do comportamento cinemático das operações pick-and-place 

do robô utilizando simulação e comparação com a literatura. 

1.6. Estrutura do documento 
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O conteúdo deste trabalho está divido entre capítulos onde abordam sobre o 

desenvolvimento do sistema, uma revisão literária das principais tecnologias e metodologias 

utilizadas para a resolução problema da cinemática inversa em robôs colaborativos. 

O capítulo 2, Fundamentação Teórica, são apresentados os principais conceitos e 

teorias usados para a pesquisa e desenvolvimento do sistema proposto.  O capítulo 3, Revisão 

da Literatura e Trabalhos correlatos, descreve uma pesquisa sobre o tema e os principais artigos 

que abordam os aspectos da pesquisa, tais como, sistema operacional (ROS), visão 

computacional, algoritmos de cinemática inversa, para serem usados como referencial teórico 

e empregando alguns conceitos de sistemas robóticos que servem como base para a pesquisa. 

O capítulo 4, Método Proposto, descreve a proposta e os módulos que irão compor a arquitetura 

do sistema, descrevendo de forma detalhada cada um dos módulos que compõem a arquitetura. 

No capítulo 5, Resultados, são mostrados os resultados da pesquisa e discussões dos 

experimentos. O capítulo 6, Conclusão, é feito um fechamento do documento com conclusões 

e considerações finais, por último são apresentadas as referências utilizadas para fundamentar 

o trabalho. 
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2.0. Fundamentação teórica 

Neste capítulo, apresenta-se um conjunto de base conceitual que serve como 

embasamento para o desenvolvimento deste projeto acadêmico, consistindo em uma revisão 

bibliográfica sobre os principais temas desta pesquisa, que visa fornecer um suporte teórico 

para a compreensão do tema em questão. 

2.1. Robôs manipuladores 

Segundo [40], um robô manipulador é definido como "uma máquina manipuladora 

com múltiplos graus de liberdade, controlada automaticamente, reprogramável e 

multifuncional, que pode ter uma base fixa ou móvel, destinada a aplicações em automação 

industrial". Dessa forma, esses robôs podem ser projetados para realizar operações 

colaborativas, atuando em ambientes de trabalho compartilhados de maneira eficiente e segura. 

A estrutura mecânica de um robô manipulador é composta por uma série de corpos 

rígidos, chamados elos, interligados por articulações ou juntas. Essa configuração permite que 

o robô manipule objetos com precisão e mobilidade. Em geral, o manipulador é composto por 

três partes principais: um braço, que proporciona movimento; um punho, que garante destreza; 

e um efetuador, que realiza a tarefa para a qual o robô foi programado [41]. 

2.1.1. Elementos básicos de um robô manipulador 

Um robô é composto basicamente por uma base fixa, um braço articulado constituído 

por elos mecânicos, um controlador e sensores. O braço do manipulador robótico é responsável 

pelo posicionamento do robô no espaço físico cartesiano, ou seja, é a parte que se move nos 

eixos x, y e z. Ele é formado por uma série de elos conectados por juntas, sendo fixado à base 

em uma extremidade (elo de entrada) e a um punho na outra (elo de saída). A Figura 1.2 ilustra 

a configuração de um braço robótico. 
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Figura 2.1 - Anatomia de um robô manipulador. Fonte: Adaptado de [39]. 

 Um Robô Manipulador Geralmente possui os elementos básicos descritos abaixo:  

▪ Ligamento: Seria os elos braços e antebraços 

▪ Punho: O punho do manipulador robótico é ligado ao último elo do manipulador, ou 

seja, está conectado com uma ferramenta de trabalho ou apenas uma garra. O que vai 

determinar qual o tipo de ferramenta o manipulador deve possuir, é a função na qual o 

manipulador foi produzido para executar. 

▪ Atuador: São elementos que convertem a energia elétrica, hidráulica e pneumática em 

potência mecânica que são enviadas aos elos para que os mesmos e movimentem. 

▪ Controlador: É a unidade responsável pelo gerenciamento e monitoração dos 

parâmetros operacionais requeridos para realizar as tarefas dos robôs.  

▪ Efetuador: É o elemento que executa e dá função de uso ao robô, já que o robô apenas 

transporta o efetuador a algum lugar, contudo é o efetuador que executa o trabalho. 

Geralmente cada robô trabalha com apenas um efetuador. A ferramenta do efetuador 

mais simples é a garra, no qual possui a função de abrir e fechar. Outros tipos de 

efetuador são pistolas, furadeiras, polidoras ou soldadoras.  

▪ Sensores: São elementos que fornecem as informações, parâmetros externos aos 

elementos de controle. Leva ao conhecimento do controlador o estado de cada junta, 

(posição, velocidade, aceleração). 

▪ Juntas: As juntas em manipuladores robóticos são essenciais para permitir o 

movimento em várias direções e constituem uma das partes fundamentais da 

cinemática do robô [37]. A mobilidade do manipulador resulta de uma série de 

movimentos elementares e independentes, conhecidos como graus de liberdade 

(GL/DOF). A presença de diferentes tipos de juntas permite ao manipulador robótico 
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ajustar-se a diversas posições e executar uma ampla variedade de tarefas. A figura 1.3 

ilustra os tipos de juntas. 

Junta rotativa – gira em torno de linha imaginaria estacionária chamada de eixo 

de rotação. 

Junta prismática – move em linha reta. Translação relativa entre dois 

elementos. 

Junta esférica – Funciona com a combinação de três juntas de rotação, 

realizando a rotação em torno de três eixos. 

Junta cilíndrica – é composta por duas juntas, uma rotacional e uma prismática; 

Junta planar – é composta de duas juntas prismáticas, realiza movimento em 

duas direções. 

Junta parafuso – é constituída de um parafuso que contém uma porca ao qual 

executa um movimento semelhante ao da junta prismática, com movimento do parafuso. 

Essas juntas conferem ao manipulador robótico a capacidade de se mover com precisão 

no espaço tridimensional, possibilitando a execução de tarefas variadas e adaptando-se a 

diferentes configurações e necessidades de operação. 

 

Figura 2.2 - Tipos de juntas utilizadas em robôs. Fonte: [27]. 

O espaço de trabalho de um robô manipulador é definido como o volume total que seu 

efetuador pode alcançar ao executar todos os movimentos possíveis. Esse espaço é limitado 

pelas restrições geométricas e mecânicas das juntas do robô, que podem afetar sua amplitude 

de movimento. Em manipuladores com seis graus de liberdade (DOF), sendo três para 

posicionamento e três para orientação, o robô é capaz de realizar qualquer tarefa dentro dos 

limites do seu espaço de trabalho, pois possui flexibilidade completa para alcançar qualquer 

ponto e orientar-se em qualquer direção nesse volume. Em contrapartida, um manipulador com 

menos de seis graus de liberdade não consegue alcançar todos os pontos possíveis no espaço 
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tridimensional, limitando sua capacidade de movimentação e tornando-o menos versátil para 

tarefas complexas [42]. 

A configuração do espaço de trabalho é um fator crítico no planejamento e controle de 

robôs, especialmente em aplicações industriais onde a precisão e a adaptabilidade são 

essenciais. O design adequado das juntas e dos elos garante que o manipulador possa operar 

eficientemente dentro do espaço de trabalho necessário para a aplicação, maximizando o 

alcance e a eficácia em tarefas como montagem, manuseio de materiais e operações de pick-

and-place. 

2.1.2. Planejamento de movimento de um robô manipulador 

O planejamento de movimento é uma etapa essencial na robótica, especialmente para 

manipuladores robóticos que precisam executar tarefas com precisão em um ambiente 

tridimensional [41]. Essa etapa consiste em definir o conjunto de movimentos necessários para 

que um robô vá de uma posição inicial a uma posição-alvo, evitando obstáculos e respeitando 

restrições físicas e de segurança. No contexto de robôs colaborativos, como braços robóticos 

em ambientes industriais, o planejamento de movimento deve ser tanto eficiente quanto 

adaptável, garantindo que o robô atue de forma segura e colaborativa ao lado de operadores 

humanos. 

Uma das tarefas centrais no planejamento de movimento é resolver a cinemática 

inversa, que consiste em determinar os ângulos das juntas de um robô para que ele alcance uma 

posição e orientação específicas no espaço. Esse problema é essencial, pois controla como o 

manipulador deve ajustar suas juntas para que seu "end-effector" (ferramenta ou garra) atinja 

um alvo específico ou levar o efetuador para determinados pontos do plano cartesiano, 

respeitando as restrições de movimento do robô [43]. A resolução da cinemática inversa pode 

ser abordada por métodos analíticos e numéricos, cada um com suas vantagens e desafios 

específicos. 

2.1.3. Operações de pick-and-place 

Técnicas de otimização para operações de pick-and-place têm sido amplamente 

estudadas ao longo dos anos, com o objetivo de melhorar a eficiência e precisão desse tipo de 

tarefa. Operações de pick-and-place referem-se à movimentação de objetos por meio de 

manipuladores robóticos, abrangendo atividades como transporte de peças, montagem de 

componentes e organização de produtos em linhas de produção. Esses processos são 
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fundamentais em ambientes industriais, onde a precisão, velocidade e repetibilidade são 

essenciais para garantir a produtividade e a qualidade dos produtos. 

Para definir uma operação pick-and-place, [44] descrevem dois problemas 

fundamentais inerentes a essas técnicas, separando-os na forma mais eficiente: 

1. Sensorizar, detectar e classificar os objetos a serem manipulados; 

2. Gripping, que envolve a atuação de uma garra robótica capaz de coletar peças. 

Para o processo de pick-and-place vários autores desenvolveram métodos para esta 

operação, como [45], que desenvolveu um algoritmo em tempo real, usando processamento de 

imagem de várias câmeras estacionárias. Estratégias de gripping também foram aprimoradas 

por diversos pesquisadores. Em [46] propuseram uma estratégia dividida em três passos: 

1. Alinhamento do gripper com o objeto no plano da imagem capturada por um 

sistema de câmera; 

2. Alinhamento do gripper com a peça na direção normal ao plano da imagem; 

3. Fecho do gripper até a peça estar segura pelo mesmo. [46] realizou esta etapa 

para micropeças, mas pode ser estendida para todas as operações.  

Para além dos dois passos principais do processo de pick-and-place (1. Sensorização, 

deteção e classificação dos objetos a serem manipulados; e (2. Gripping) é essencial considerar 

o controle cinemático para garantir o posicionamento preciso do manipulador. A resolução da 

cinemática inversa é crucial para calcular a sequência de movimentos das juntas do robô, 

permitindo que ele atinja a posição desejada de forma eficiente e segura. Isso assegura que o 

robô seja capaz de adaptar sua trajetória e realizar a operação de pick-and-place com precisão, 

mesmo em cenários dinâmicos e ambientes industriais complexos. 

2.2. Robô UR5E 

Robôs industriais colaborativos, como o UR5e da Universal Robots, destacam-se por 

sua flexibilidade em operações com ou sem interação humana. O UR5e possui um design leve 

e compacto, com seis graus de liberdade, permitindo movimentos ágeis e precisos. As 

articulações podem girar até 360°, e a última junta é ilimitada, aumentando a versatilidade em 

operações complexas [28]. 

O UR5e é conhecido por sua interface de programação intuitiva, que permite a criação 

de rotinas de movimento de maneira visual e fácil de entender, mesmo para usuários sem 
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experiência em robótica. Sua central de controle oferece conectividade Ethernet, permitindo 

comunicação com outros dispositivos, como computadores e sensores externos. Essa 

conectividade facilita a integração do UR5e em sistemas de automação e monitoramento, 

tornando-o ideal para aplicações em ambientes industriais modernos. 

Seu ambiente de desenvolvimento suporta várias linguagens de programação como 

python, que é amplamente utilizado para visão computacional e C/C++, além de possuir a 

integração com o framework ROS onde possibilita a criação de nós ROS, onde cada nó pode 

ser responsável para executar uma determinada operação, podendo os nós compartilharem 

recursos e comunicarem entre si, além desse framework está sempre em constante atualização 

pela comunidade. A figura 2.2 ilustra o modelo de robô utilizado neste trabalho. 

 

Figura 2.3 – Robô colaborativo com módulo pick-and-place da UR5. Fonte: [28]. 

Além disso, a capacidade de colaborar com operadores humanos torna o UR5e uma 

escolha segura para diversas tarefas no chão de fábrica, incluindo operações de pick-and-place, 

montagem e manipulação de peças. A presença de sensores avançados de força e torque na 

estrutura do Cobot permite ajustes automáticos em resposta a alterações no ambiente de 

trabalho, garantindo segurança e eficiência durante a execução das tarefas. 

2.2.1. Sistema de coordenadas e orientação do robô UR5e 

O robô UR5e utiliza sistemas de coordenadas cartesianas para definir poses (posição 

e orientação) no espaço de trabalho. Esses sistemas de coordenadas são estabelecidos na base 

do robô (referencial de base) e no centro da ferramenta (referencial da ferramenta). A posição 

da ferramenta em relação à base é definida pelas coordenadas X, Y e Z, enquanto a orientação é 

representada pelo vetor-ângulo, que é uma forma eficiente de representar rotações no espaço 

tridimensional, evitando problemas numéricos comuns em matrizes de rotação. 
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O conceito de orientação por vetor-ângulo é baseado no teorema de rotação de corpos 

rígidos de Euler, que estabelece que a orientação de um corpo rígido pode ser representada por 

uma rotação em torno de um vetor unitário fixo, que serve como eixo de rotação. A Figura 2.3 

ilustra como o eixo de rotação inicial (em azul) se transforma após a rotação de θ graus ao redor 

do vetor 𝑢, resultando no eixo final (em vermelho). 

Essa abordagem é útil em aplicações robóticas, especialmente para controlar a 

orientação do ponto central da ferramenta (Tool Center Point, TCP) e é particularmente útil 

para contornar problemas numéricos que ocorrem em algumas configurações singulares ao 

utilizar matrizes de rotação para definir a orientação. 

 

Figura 2.4 – Sistema de orientação vetor-ângulo. Fonte: adaptado de [38]. 

No caso do UR5e, definindo-se como eixo de referência a base do robô, a orientação da 

ferramenta é definida com apenas três parâmetros, 𝑟𝑥, 𝑟𝑦 e 𝑟𝑧, ou seja, o vetor de rotação é 

calculado a partir das componentes espaciais x, y e z do vetor unitário u e de sua rotação 𝜃: 

𝑟 = [
𝑟𝑥
𝑟𝑦
𝑟𝑧

] = [
𝜃𝑢𝑥

𝜃𝑢𝑦

𝜃𝑢𝑧

] 

 

(2.1) 

 

Apesar de contornar problemas numéricos, o método do vetor de rotação é de certa 

forma mais abstrato, já que é mais complexo correlacionar a disposição física de elementos no 

espaço com os valores numéricos dos vetores de rotação. Sendo assim, a fim de tornar o cálculo 

do ângulo de rotação do robô menos abstrato, utiliza-se um sistema de orientação baseado em 

matriz de rotação. Esse sistema de orientação é baseado na definição de ângulos de rotação em 

torno dos eixos cartesianos do robô z, y e x, respectivamente 𝛼, 𝛽, e 𝛾, tendo como origem a 

base do Cobot. Isso permite calcular a matriz de rotação completa como o produto das rotações 
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em cada eixo, possibilitando o controle preciso do TCP. Essa representação é vantajosa para 

implementar a cinemática direta e inversa do manipulador. A Figura 2.4 ilustra a definição dos 

ângulos 𝛼, 𝛽, 𝛾 em um manipulador robótico. 

 

 

Figura 2.5 – Representação das rotações em torno dos eixos no UR5. Fonte: Autor. 

Pode-se observar que uma rotação de um ângulo 𝛼 com relação ao eixo z da base do 

robô corresponde a uma rotação dos eixos X e Y do TCP. Essa rotação pode ser representada 

pela seguinte matriz: 

• Rotação ao redor do eixo 𝑧 por um ângulo α: 

 

𝑅𝑧(α) = [
𝑐𝑜𝑠α −𝑠𝑒𝑛α 0
𝑠𝑒𝑛α

0
𝑐𝑜𝑠α   

0
0
1

] 
(2.2) 

 

Consequentemente para os eixos x e y tem-se as seguintes matrizes: 

• Rotação ao redor do eixo 𝑥 por um ângulo γ: 

𝑅𝑥( γ ) = [
1 0         0
0
0

𝑐𝑜𝑠γ    
𝑠𝑒𝑛γ 

−𝑠𝑒𝑛γ 
𝑐𝑜𝑠γ 

] 
(2.3) 
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• Rotação ao redor do eixo 𝑦 por um ângulo β: 

𝑅𝑦(β) = [
𝑐𝑜𝑠β 0 𝑠𝑒𝑛β

0
−𝑠𝑒𝑛β

 1 
0

0
𝑐𝑜𝑠β

] 

(2.4) 

 

A matriz de rotação completa, 𝑅, é o produto das rotações individuais. Sendo assim: 

 

𝑅(α, β, γ) = 𝑅𝑧(α) ∗ 𝑅𝑦(β) ∗ 𝑅𝑥(γ) 

Chegando-se a: 

𝑅(α, β, γ)

= [

𝑐𝑜𝑠α. 𝑐𝑜𝑠β 𝑐𝑜𝑠α. 𝑠𝑒𝑛β − 𝑠𝑒𝑛α. 𝑐𝑜𝑠 γ 𝑐𝑜𝑠α. 𝑠𝑒𝑛β. 𝑐𝑜𝑠γ + 𝑠𝑒𝑛α. 𝑠𝑒𝑛γ
𝑠𝑒𝑛α. 𝑐𝑜𝑠β

−𝑠𝑒𝑛β
𝑠𝑒𝑛α. 𝑠𝑒𝑛β + 𝑐𝑜𝑠α. 𝑐𝑜𝑠γ

𝑐𝑜𝑠β. 𝑠𝑒𝑛γ
𝑠𝑒𝑛α. 𝑠𝑒𝑛β. 𝑐𝑜𝑠γ + 𝑐𝑜𝑠α. 𝑠𝑒𝑛γ

𝑐𝑜𝑠β. 𝑐𝑜𝑠γ
] 

(2.5) 

 

 

As três componentes de orientação rx, ry e rz da ferramenta do robô UR5e podem ser 

definidas a partir da sua matriz de rotação 𝑅 (𝛼, 𝛽, 𝛾) da seguinte forma: 

 

θ = 𝑐𝑜𝑠−1 (
𝑅11 + 𝑅22 + 𝑅33 − 1

2
) 

(2.6) 

 

 

w =
1

2𝑠𝑒𝑛θ
[
𝑅32 − 𝑅23

𝑅13 −
𝑅21 −

𝑅31

𝑅12

] 
(2.7) 

 

 

rx = 𝑊1 =
1

2𝑠𝑒𝑛θ
(𝑅32 − 𝑅33) ∗ θ 

(2.8) 

 

ry = 𝑊2 =
1

2𝑠𝑒𝑛θ
(𝑅13 − 𝑅31) ∗ θ 

(2.9) 

 

 

rz = 𝑊3 =
1

2𝑠𝑒𝑛θ
(𝑅21 − 𝑅12) ∗ θ 

(2.10) 
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Dessa forma tem-se a relação entre os inputs que determinam a orientação do TCP do 

robô rx, ry e rz, com os valores dos ângulos de rotação nos eixos de cada eixo do UR5 [47]. 

2.3. Cinemática 

A Cinemática é a ciência que estuda o movimento das estruturas, focando na análise 

de posição, velocidade e aceleração, sem considerar as forças ou torques que o provocam. A 

cinemática envolve todas as propriedades geométricas relacionadas ao tempo, abrangendo a 

posição e orientação das ligações dos manipuladores em condições estáticas. Diferentemente 

da cinemática, a dinâmica do movimento leva em consideração as interações de forças e torques 

que afetam a estrutura do robô. 

A cinemática inversa é uma tarefa essencial para o controle de posição de qualquer 

robô e para o desenvolvimento de simuladores. Ela consiste em calcular as coordenadas das 

articulações que correspondem a uma determinada configuração do "end-effector" (posição e 

orientação desejadas no espaço). Por outro lado, a cinemática direta envolve determinar a 

posição e orientação do "end-effector" a partir dos ângulos atuais das juntas do manipulador. 

Ambas as cinemáticas podem ter múltiplas soluções matemáticas, especialmente em robôs com 

seis ou mais graus de liberdade, exigindo uma escolha da solução mais adequada para evitar 

colisões e maximizar a eficiência. 

Um robô manipulador é modelado como uma cadeia de corpos rígidos, chamados de 

elos, que estão interconectados por articulações. Essa cadeia começa em uma base fixa e 

termina no "end-effector", que é a parte móvel do sistema. O objetivo é controlar tanto a posição 

quanto a orientação do "end-effector" no espaço de trabalho. Para isso, uma trajetória é 

planejada e programada, envolvendo o ajuste das variáveis de junta para alcançar o movimento 

desejado. A cinemática direta e inversa estabelece a relação matemática entre as variáveis das 

juntas, a posição e a orientação do "end-effector" conforme representado na figura 2.6, 

permitindo que o robô manipule objetos de maneira precisa no espaço tridimensional [32]. 
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Figura 2.6 – Representação das transformações das juntas e posição de um robô manipulador. Fonte: 

Adaptado de [5]. 

2.3.1. Cinemática direta  

A cinemática direta é responsável por determinar a posição e a orientação do "end-

effector" com base nas variáveis das juntas do manipulador, como os ângulos das juntas 

rotacionais e os deslocamentos das juntas prismáticas. Esse cálculo é feito em relação a um 

sistema de coordenadas de referência, geralmente a base do robô [32]. A cinemática direta 

descreve o movimento do manipulador sem considerar as forças ou torques que o causam, 

focando apenas na geometria do sistema. 

No caso do UR5e, a cinemática direta é modelada por meio de uma sequência de 

transformações homogêneas, que representam as rotações e translações associadas a cada elo 

do manipulador. A matriz de transformação homogênea 𝑇 é usada para definir a posição e 

orientação de um ponto no espaço 3D em relação a um sistema de coordenadas de referência. 

A matriz é composta por uma matriz de rotação R e um vetor de translação 𝑑: 

𝑇 = [
𝑅 𝑑
0 1

] (2.11) 

 

Onde: 

• 𝑅 é a matriz de rotação 3𝑥3 que representa a orientação do "end-effector" em relação ao 

sistema de coordenadas de base. 
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• 𝑑 é o vetor de translação 3𝑥1 que representa a posição do "end-effector" nas 

coordenadas 𝑥, 𝑦 𝑒 𝑧. 

 Essa abordagem permite calcular a posição final do "end-effector" de maneira precisa, 

utilizando a seguinte fórmula geral: 

𝑇𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = 𝑇1 ∗ 𝑇2 ∗ 𝑇3 ∗ 𝑇4 ∗ 𝑇5 ∗ 𝑇6 (2.12) 

 

Onde 𝑇𝑖 é a matriz de transformação homogênea associada a cada junta 𝑖, incorporando 

tanto a matriz de rotação quanto o vetor de translação do elo correspondente. Essa matriz final, 

𝑇𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙, contém a posição (coordenadas  𝑥, 𝑦, 𝑧) e a orientação (representada pela matriz de 

rotação) do TCP no espaço tridimensional. 

Portanto, a cinemática direta consiste em encontrar a matriz da equação (2.5), a fim de 

obter as informações do efetuador com base nas posições das juntas. Entretanto, esses cálculos 

são trabalhosos e intensificam-se à medida que o manipulador apresenta mais juntas, pois torna-

se necessário encontrar uma matriz de transformação homogênea para cada elo e multiplicá-

las. 

Diante disso, existem algumas convenções que tornam a obtenção das matrizes de 

transformação homogênea um processo sistemático, sendo a notação de Denavit-Hartenberg a 

mais utilizada. 

Convenção de Denavit-Hartenberg 

A Transformação homogênea é utilizada para descrever a relação entre o plano de 

coordenadas 𝑜𝑖𝑥𝑖𝑦𝑖𝑧𝑖  𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑖 ∈ {0, … , 𝑛} que são atribuídos aos elos e juntas do robô. Para 

definir uma movimentação rígida, seis parâmetros são necessários: três parâmetros para definir 

a rotação e três parâmetros para definir a translação. A convenção de DH reduz o número de 

parâmetros que são necessários para definir uma transformação homogênea de seis para quatro, 

se aproveitando da geometria em comum dos manipuladores e fazendo escolhas inteligentes 

para a origem e os eixos de coordenada. A convenção de DH é o procedimento padrão usado 

na derivação da cinemática direta de manipuladores industriais. 

Na convenção de DH cada transformação homogênea 𝐴𝑖 é um produto de quatro 

transformações básicas [32]: 
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𝐴𝑖 = 𝑅𝑜𝑡𝑧𝑖,𝜃𝑖
. 𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠𝑧𝑖,𝑑𝑖

. 𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠𝑥𝑖,𝑎𝑖
. 𝑅𝑜𝑡𝑥𝑖,α𝑖= [

𝑐𝜃𝑖
−𝑠𝜃𝑖

𝑐α𝑖

−𝑠𝜃𝑖
𝑐𝜃𝑖

𝑐α𝑖

𝑠𝜃𝑖
𝑐α𝑖

𝑎𝑖𝑐α𝑖

−𝑐𝜃𝑖
𝑠α𝑖

𝑎𝑖𝑠𝜃𝑖

0   𝑠α𝑖

0     0

   𝑐α𝑖
    𝑑𝑖

0        1

] 

(2.13) 

 

Em que:  

• 𝑹𝒐𝒕𝒛,𝜽𝒊
 : representa uma rotação 𝜃𝑖 em torno do eixo 𝑧𝑖; 

• 𝑻𝒓𝒂𝒏𝒔𝒛,𝒅𝒊
 : representa um deslocamento 𝑑𝑖 ao longo do eixo 𝑧𝑖; 

• 𝑻𝒓𝒂𝒏𝒔𝒙,𝒂𝒊
 : representa um deslocamento 𝑎𝑖 ao longo do eixo 𝑥𝑖; 

• 𝑹𝒐𝒕𝒙,𝛂𝒊
 : representa uma rotação α𝑖 em torno do eixo 𝑥𝑖. 

Assim tem suas respectivas matrizes: 

𝑅𝑜𝑡𝑥𝑖,𝜃𝑖= [

  𝑐𝜃𝑖
−𝑠𝜃𝑖

𝑠𝜃𝑖
𝑐𝜃𝑖

0 0
0 0

0     0
0     0

1 0
0 1

] 

(2.14) 

 

𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠𝑧𝑛−1
(𝑑𝑛) = [

1 0
0 1

0 0
0 0

0 0
0 0

1 𝑑𝑛

0 1

] 

(2.15) 

 

𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠𝑥𝑛
(𝑟𝑛) = [

1 0
0 1

0 𝑟𝑛

0 0
0 0
0 0

1 0
0 1

] 

(2.16) 

 

𝑅𝑜𝑡𝑥𝑛
(α𝑛) = [

1 0
   0 𝑐α𝑖

0       0
−𝑠α𝑖

0

   0 𝑠α𝑖

0 0

𝑐α𝑖
   0

0      1

] 

(2.17) 

 

Onde os quatro parâmetros 𝜃𝑖, 𝑎𝑖, 𝑑𝑖, α𝑖 são ângulo da junta, comprimento do elo, 

distância do elo e torção da junta 𝑗𝑖,  e elo 𝑙𝑖,. Como 𝐴𝑖,  é uma função de 𝜃𝑖, os outros três 

parâmetros são constantes. De acordo com a convenção DH, os planos de coordenadas 𝑜𝑖𝑥𝑖𝑦𝑖𝑧𝑖 

atribuídos a junta 𝑗
𝑖
 e ao elo 𝑙𝑖 devem possuir os seguintes atributos: 

1. O Eixo 𝑧𝑖 deve ser o eixo de revolução da junta 𝑗
𝑖+1

. 
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2. O Eixo 𝑥𝑖 deve ser perpendicular aos eixos 𝑧𝑖−1 e 𝑧𝑖. 

3. O eixo 𝑥𝑖 deve interceptar o eixo 𝑧𝑖−1. 

4. Todos os planos de coordenadas devem seguir a regra da mão direita. 

Na Figura 2.7, apresenta-se uma interpretação visual das 4 matrizes da equação (2.13). 

A partir dessa interpretação pode-se obter os parâmetros 𝜃𝑖, 𝑑𝑖, 𝑎𝑖 e  α𝑖 que são chamados de 

parâmetros membros ou parâmetros DH, os quais recebem as seguintes denominações: 

• 𝜃𝑖  é o ângulo da junta 𝑖, este ângulo é medido entre 𝜃𝑖−1 𝑒 𝑥𝑖em um plano normal ao 

𝑧𝑖−1; 

• 𝑑𝑖 é o elo de deslocamento, encontrado a partir da distância perpendicular a partir da 

origem da junta anterior 𝑜𝑖−1 à intersecção do eixo 𝑥𝑖 com 𝑧𝑖−1, medido ao longo do 

eixo 𝑧𝑖−1; 

• 𝑎𝑖 é o elo de comprimento, encontrado a partir da distância entre os eixos 𝑧𝑖−1 e 𝑧𝑖, e é 

medida ao longo do eixo 𝑥𝑖; 

• α𝑖 é o elo de torção, encontrado a partir do ângulo entre os eixos z𝑖−1 e z𝑖, medido em 

um plano normal a x𝑖. O sentido positivo para α é determinado a partir de 𝑧𝑖−1 a 𝑧𝑖 pela 

regra da mão direita. 

 

 

Figura 2.7 – Representação dos parâmetros de DH. Fonte: [48]. 

A Figura 2.7 demonstra o uso dos parâmetros de DH com dois eixos de coordenadas 

de exemplo. 
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Um conjunto de 𝑛 matrizes de transformação homogêneas, denotadas por 

𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑛, é obtido a partir da substituição dos parâmetros na Equação (2.13). Essas 

matrizes são fundamentais para calcular a cinemática direta do manipulador. 

Essas matrizes de transformação são combinadas para formar uma matriz única, que 

permite determinar a posição e orientação do "end-effector" para qualquer configuração das 

variáveis de junta. Dessa forma, ao obter a posição no espaço de trabalho do manipulador com 

base nos valores das variáveis das juntas, é possível representar o manipulador como um ponto 

no espaço de configurações, abstraindo suas características físicas. 

Para calcular a cinemática direta, as matrizes de transformação homogêneas 

𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑛 são aplicadas sequencialmente na Equação (2.12). A matriz de transformação 

resultante descreve a posição e orientação do "end-effector" em relação à base do manipulador, 

como uma função das variáveis das juntas q𝑖, resolvendo assim o problema da cinemática 

direta. 

2.3.2. Cinemática inversa  

A cinemática inversa consiste em calcular os ângulos das juntas necessários para que 

o "end-effector" alcance uma posição e orientação específicas. No caso do UR5e, esse cálculo 

é particularmente complexo, pois o robô possui seis graus de liberdade, o que permite múltiplas 

configurações das juntas para alcançar a mesma posição final do "end-effector". Além disso, há 

restrições impostas pelos limites dos ângulos das juntas. Em aplicações práticas, são 

frequentemente aplicados critérios de seleção para escolher a solução mais adequada, como a 

proximidade em relação à posição atual do "end-effector" ou a ausência de obstáculos ao longo 

do trajeto até o destino. Em manipuladores mais complexos, com muitos parâmetros DH 

diferentes de zero, o número de soluções possíveis pode ser ainda maior. A resolução da 

cinemática inversa pode ser feita iterativamente, utilizando métodos numéricos ou analíticos: 

• Métodos Analíticos: São aplicados em robôs cuja configuração permite obter soluções 

fechadas para a cinemática inversa, oferecendo uma resolução direta das equações que 

relacionam os ângulos das juntas à posição e orientação do "end-effector" (TCP). Dentro 

dessa categoria, distinguem-se dois métodos principais: o método algébrico e o 

geométrico. O método algébrico utiliza manipulações matemáticas para resolver as 

equações derivadas da cinemática direta, enquanto o método geométrico faz uso 

intensivo de técnicas de geometria plana para encontrar as soluções. Em ambos os casos, 

as expressões envolvidas são geralmente transcendentais, ou seja, compostas por 

funções como de 𝑠en(θ) e 𝑐𝑜𝑠(θ), em vez de funções lineares de θ. 
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• Métodos Numéricos: Para situações em que uma solução analítica não é viável, são 

aplicados métodos como gradiente descendente com pseudo-inversa da matriz 

Jacobiana ou Levenberg-Marquardt, que iterativamente ajustam os ângulos das juntas 

até alcançar a pose desejada. Esses métodos são bem mais custosos do ponto de vista 

computacional, devido a sua natureza iterativa, e são bem mais lentas do que as versões 

correspondentes de forma fechada porem não sofrem com problemas de singularidade 

[51]. 

Para os algoritmos de planejamento e outras análises do espaço de trabalho, resolver o 

problema inverso, que consiste em converter as coordenadas desejadas do ambiente para os 

ângulos das articulações, é crucial. Embora a cinemática inversa em geral busque calcular todos 

os ângulos das articulações, 𝑞𝑎𝑟𝑚 , que posicionam um elo em uma translação e orientação 

específicas, 𝑇 = [ 𝑅 𝑡], as abordagens analíticas frequentemente falham ao lidar com as 

singularidades, resultando em soluções subótimas [33]. Devido a essas limitações, diversos 

métodos numéricos, como o gradiente descendente baseado em 
𝛿𝑇

𝛿𝑞
, foram desenvolvidos. A 

maioria da literatura sobre cinemática inversa generalizada tende a focar nesses métodos 

numéricos, em parte porque resolver o problema analiticamente exige um esforço considerável 

e nem sempre é viável [49].  

2.4. Matrizes jacobiana e singularidades   

Quando o determinante da matriz Jacobiana é zero, o sistema de equações que 

relaciona as forças aplicadas na plataforma móvel com as forças nos atuadores se torna 

insolúvel. Isso indica que a rigidez da plataforma é zero em uma direção específica ou que a 

tensão em uma das ligações do robô se torna infinita [50]. Em manipuladores robóticos, é 

fundamental compreender as configurações singulares, pois essas configurações limitam os 

movimentos possíveis do braço e resultam em perda de graus de liberdade. Na prática, sinais 

de singularidade incluem a incapacidade do manipulador de se mover em uma determinada 

direção ou o movimento extremamente rápido de algumas articulações em resposta a pequenos 

deslocamentos, o que pode comprometer o controle e a estabilidade do sistema. 

Uma singularidade ocorre sempre que det(J) = 0. Quando o Jacobiano perde um rank, 

ou seja, uma linha se torna nula, um ponto de singularidade ocorre. Há dois tipos de 

singularidades, são as singularidades internas e de limites. As singularidades de limites surgem 

tipicamente quando o braço robótico é esticado para seu tamanho máximo perdendo assim 
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liberdade de se mover para qualquer uma direção. As singularidades internas não costumam ser 

simples, seus pontos são obtidos pela resolução do determinante. 

Há três tipos de principais de singularidade: singularidades no pulso, no ombro e no 

cotovelo, conforme representados pela figura 2.8.  

 

Figura 2.8 – Tipos de singularidade no sistema colaborativo. Fonte: [52]. 

• Singularidades do punho: Ocorrem quando os eixos das articulações 4 e 6 ficam 

paralelos e podem fazer com que essas articulações girem 180 graus instantaneamente. 

Nos robôs UR, isso corresponde a θ5=0°, θ5=±180° ou θ5=±360°; 

• Singularidades do cotovelo: Ocorrem quando os eixos das articulações 2, 3 e 4 são 

coplanares, fazendo com que o cotovelo trave na posição. Nos robôs UR, isso 

corresponde a θ3=0°. 

• Singularidades do ombro: Ocorrem quando o ponto de interseção dos eixos das 

articulações 5 e 6 se alinha com o plano que passa pelos eixos das articulações 1 e 2, 

fazendo com que as articulações 1 e 4 girem 180 graus instantaneamente. 

2.5. Métodos numéricos 

Os métodos numéricos para a resolução da cinemática inversa são amplamente 

utilizados quando não há uma solução analítica direta ou quando o manipulador possui uma 

estrutura complexa que inviabiliza a obtenção de expressões fechadas para os ângulos 

articulares. Esses métodos iterativos buscam minimizar o erro entre a pose desejada e a 

alcançada pelo robô, ajustando as variáveis articulares a cada iteração. Entre os algoritmos 

numéricos mais utilizados, destacam-se o Gradiente Descendente, que ajusta as juntas com base 

na direção do gradiente da função de erro; o BFGS e o L-BFGS-B, métodos quasi-Newton que 
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utilizam aproximações da matriz Hessiana para otimizar a convergência e lidar com restrições 

de juntas; e o Nelder-Mead, um método baseado em simplex que não utiliza derivadas e é útil 

em problemas de difícil modelagem diferencial. Esses métodos permitem maior flexibilidade 

para a resolução da cinemática inversa, tornando-os viáveis para aplicações em que soluções 

analíticas são inviáveis ou inexistentes. 

2.5.1. Gradiente descendente 

Em robótica, o método do gradiente descendente, frequentemente referido como método 

de transposição jacobiana, é uma abordagem numérica para resolver um conjunto de 𝑛 equações 

algébricas não lineares com 𝑛 incógnitas. Este método foi aplicado à cinemática inversa por 

Balestrino [34] e Wolovich [35] em 1984. Baseia-se no algoritmo original de otimização de 

descida de gradiente, porém com ajustes específicos para adaptá-lo aos desafios da robótica. 

O método do gradiente descendente utiliza apenas a derivada de primeira ordem da 

expansão de Taylor e pode ser geralmente formulado conforme a equação (2.18), onde 𝑛 é a 𝑛-

ésima iteração, x a variável de otimização, 𝑓(𝑥𝑛) o gradiente da função de otimização, e ∝ a 

taxa de aprendizado, um parâmetro ajustável do algoritmo. 

𝑥𝑛+1 =  𝑥𝑛−∝ 𝛻𝑓(𝑥𝑛)                                                   (2.18) 

 

O gradiente descendente aborda o problema da cinemática inversa ajustando 

iterativamente os ângulos das articulações para minimizar o erro entre as posições desejada e 

real do efetuador final. Para realizar isso, o método emprega a transposição da matriz jacobiana, 

que mapeia o erro de posição entre a localização atual e a desejada do efetuador final no espaço 

dos ângulos das articulações. Para fins de cinemática inversa, 𝑥𝑛 e  𝑥𝑛+1 denotariam ângulos 

de articulação, enquanto o resíduo, 𝑟(𝑥), denotaria um vetor de erro para a pose atual e a pose 

desejada. 

O pseudocódigo do método do gradiente descendente, também conhecido como método 

de transposição jacobiana é fornecido no algoritmo abaixo. 

Algoritimo - Gradiente Descendente 

goal_pose = y 
q = current joint angles 
step_size = desired step size 
tolerance = set tolerance 
e = goal_pose - current_pose 
while norm(e) >= tolerance do 
        J = Jacobian(q)                                                           // Compute Jacobian with method 
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        J_T = J.transpose()                                                          // Compute Jacobian transpose 
       gradient = alpha * J_T * e 
       q += step_size * gradient 
       q = check_joint_limits(q)                     // Adjust to max/min value if above/under limit 
       e = goal_pose - ForwardKinematics(q)                      // Compute pose with FK method 
end while 

 

2.5.2. Métodos Quase-Newton 

Para compreender os métodos Quase-Newton, é importante primeiro entender o 

método de Newton. O método de Newton, também conhecido como método de Newton 

multidimensional, busca minimizar uma função 𝑓: ℝ𝑛 → ℝ aproximando-a localmente por uma 

função quadrática e, em seguida, minimizando essa função aproximada. Essa abordagem utiliza 

uma expansão em série de Taylor da função 𝑓 até a segunda ordem, mostrada na equação (2.19), 

o que permite construir uma representação quadrática próxima da função original ao redor de 

um ponto inicial. O método de Newton é conhecido por sua convergência quadrática, ou seja, 

ele converge rapidamente para a solução. No entanto, essa rapidez de convergência depende 

fortemente da escolha de uma boa estimativa inicial para a solução, pois uma estimativa distante 

pode comprometer a eficiência do método. Com essa aproximação quadrática, o método de 

Newton utiliza informações tanto do gradiente quanto da matriz Hessiana de 𝑓 para calcular as 

atualizações na direção que minimiza a função de forma mais e eficiente [54]. 

𝑓(𝑥) ≅ 𝑞(𝑥) = 𝑓(𝑥𝑘) + ∇𝑓𝑇(𝑥𝑘)(𝑥 − 𝑥𝑘) +
1

2
(𝑥 − 𝑥𝑘)𝑇∇2𝑓(𝑥𝑘)(𝑥 − 𝑥𝑘), 

(2.19) 

 

Em que 𝑥 ∈ ℝ𝑛, ∇𝑓(𝑥𝑘) são o vetor gradiente de 𝑓 no ponto 𝑥𝑘  ∈ ℝ𝑛 e ∇2𝑓(𝑥𝑘) é a matriz 

Hessiana de 𝑓no ponto 𝑥𝑘. A condição necessária para existência de ponto mínimo é que  

 

∇𝑓(𝑥) = 0 

 

(2.20) 

 Assim, considerando a aproximação quadrática, temos, 

 

∇𝑞(𝑥) = 0 

 

(2.21) 

 Com isso, temos que, 
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∇𝑞(𝑥) = ∇𝑓(𝑥𝑘) + ∇2𝑓(𝑥𝑘)(𝑥 − 𝑥𝑘) = 0, 

 

(2.22) 

 

∇2𝑓(𝑥𝑘)(𝑥 − 𝑥𝑘) = −∇f(𝑥𝑘) 

 

 

(2.23) 

 Logo, a expressão que define o método Newton é dada por: 

   

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 − (∇2𝑓(𝑥𝑘))−1∇f(𝑥𝑘), 

 

 

(2.24) 

 Sendo que o critério de parada do método pode ser estabelecido como:  

  

||∇𝑓(𝑥𝑘)|| < 𝜖, 

 

(2.25) 

 Definindo 𝜖 como um erro pré-estabelecido. 

A convergência do método de Newton é garantida quando a matriz Hessiana é definida 

positiva e não singular, condições que devem ser verificadas em cada iteração do método. No 

entanto, para melhorar a eficiência e garantir a convergência em casos onde essas condições 

não são plenamente atendidas, algumas modificações podem ser implementadas. Uma dessas 

modificações é a introdução de um parâmetro de busca 𝛽𝑘, que é ajustado por meio de uma 

busca unidimensional. Esse parâmetro controla o tamanho do passo dado na direção calculada 

pelo método de Newton, permitindo um ajuste mais refinado e garantindo que cada iteração 

leve a uma redução consistente na função objetivo, assim: 

minimizar𝛽𝑓(𝑥𝑘 + 𝛽𝑑𝑘) 

 

(2.26) 

Assim, o método de Newton com busca unidimensional é dado por: 

𝑥𝑥+1 = 𝑥𝑘 +  𝛼𝑘 𝑑𝑘, 

 

(2.26) 

sendo  𝑑𝑘 = −(∇2𝑓(𝑥𝑥))−1∇𝑓(𝑥𝑘) uma direção de descida.  

 O algoritmo do método Newton para a minimização do 𝑓 é representado abaixo. 
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Algoritimo – Método de Newton 

Dados: 𝒇: ℝ𝒏 → ℝ continuamente diferençável,  𝝐 a precisão desejada e 𝒙𝟎o ponto inicial 
K-> 0; 
Output: Ponto de mínimo; 

        while ||𝛁𝒇(𝒙𝒌)|| ≥ 𝝐                                                         

           𝒅𝒌 ← [𝛁𝟐𝒇(𝒙𝒌)]−𝟏 𝛁𝒇(𝒙𝒌);                                            
           𝒙𝒌+𝟏 =  𝒙𝒌 + 𝒅𝒌; 
          𝒌 ← 𝒌 + 𝟏; 
      end while 

Return 𝒙𝒌 

 

Os métodos Quase-Newton, em vez de calcular diretamente a inversa da matriz 

Hessiana, como é feito no método de Newton, aproximam essa inversa de forma iterativa e 

eficiente, utilizando apenas derivadas de primeira ordem. Esses métodos são considerados entre 

os mais sofisticados para resolver problemas de otimização irrestrita, pois evitam o alto custo 

computacional associado à avaliação e inversão da matriz Hessiana. A principal vantagem dos 

métodos Quase-Newton é sua capacidade de construir uma aproximação da inversa da Hessiana 

com base apenas nas informações da função erro, reduzindo significativamente o esforço 

computacional enquanto mantém uma boa precisão na direção de descida.  

2.5.3. BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno) 

O algoritmo de projeção de gradiente Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS) é 

um método quase-Newton que usa os gradientes da função de custo de iterações passadas para 

gerar informações aproximadas da segunda derivada. O algoritmo usa essas informações de 

segunda derivada para determinar a etapa a ser executada na iteração atual [53]. Um método de 

projeção de gradiente é usado para lidar com os limites da função de custo criados pelos limites 

das articulações do modelo do robô. A direção calculada é modificada para que a direção da 

pesquisa seja sempre válida. O objetivo do método BFGS na cinemática inversa é minimizar 

uma função de custo que representa o erro entre a posição e orientação desejadas do "end-

effector" e a posição e orientação atuais, dadas pelos ângulos das juntas 𝜃 = [𝜃1, 𝜃2, … , 𝜃6].  

O método BFGS para cinemática inversa são utilizados os seguintes passos:  

1. Definir a Função de Custo: A função de custo f(θ) mede a diferença entre a posição e 

orientação desejadas e a posição e orientação atuais do "end-effector". A função de custo 

pode ser formulada como: 

𝑓(θ) = ||𝑝(θ) − [𝑝𝑡𝑎𝑟𝑔𝑒𝑡||2 + 𝑅(θ) − 𝑅𝑡𝑎𝑟𝑔𝑒𝑡||2 (2.15) 
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onde 𝑝(θ) 𝑒 𝑅(θ) são a posição e matriz de rotação atuais calculadas pela cinemática 

direta usando θ e 𝑝𝑡𝑎𝑟𝑔𝑒𝑡, e 𝑅𝑡𝑎𝑟𝑔𝑒𝑡 são a posição e orientação desejadas. 

2. Inicializar Valores: geralmente utilizando uma estimativa inicial θ(0)para os ângulos das 

juntas e uma matriz hessiana aproximada 𝐻(0) (geralmente, a matriz identidade I). 

3. Iteração: 

• Calcule o gradiente da função de custo ∇𝑓(θ), que representa a direção do maior 

aumento da função de custo em relação aos ângulos das juntas. O gradiente pode ser 

calculado numericamente ou simbolicamente. 

• Use o atualizador BFGS para ajustar a matriz Hessiana aproximada. A atualização é 

dada por:  

 

𝐻(𝑘+1) = 𝐻(𝑘) +
𝑦(𝑘)(𝑦(𝑘))𝑇

(𝑦(𝑘))𝑇𝑠(𝑘)
−

𝐻(𝑘)𝑠(𝑘)(𝑠(𝑘))𝑇𝐻(𝑘)

(𝑦(𝑘))𝑇𝐻(𝑘)𝑠(𝑘)
 

(2.15) 

 

 Onde: 

• 𝑠(𝑘) =  θ(𝑘+1) − θ(𝑘) é a mudança nos ângulos das juntas. 

• 𝑦(𝑘) =  ∇f(θ(𝑘+1)) − ∇f(θ(𝑘)) é a mudança do gradiente. 

• Calcule a direção de atualização Δθ usando:  

Δθ = −𝐻(𝑘)∇ 𝑓(θ) (2.15) 

 

• Atualize os valores das juntas:  

θ(𝑘+1) = θ(𝑘) + α Δθ  (2.15) 

 

onde α é o tamanho do passo, geralmente ajustado para garantir a convergência. 

4. Critério de parada: O algoritmo é iterado até que o gradiente ∇f(θ) seja suficientemente 

pequeno, indicando que a função de custo está minimizada e que a posição e orientação do 

"end-effector" estão próximas do alvo. 

O método BFGS é vantajoso para resolver a cinemática inversa de manipuladores com 

6 graus de liberdade (DOF), pois oferece convergência rápida e maior estabilidade, 

especialmente em configurações complexas ou próximas aos limites das juntas. A atualização 

adaptativa da matriz Hessiana permite que o BFGS lide eficientemente com regiões de 
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múltiplos mínimos locais, onde outros métodos poderiam apresentar dificuldades. Esse método 

também é eficaz quando a estimativa inicial está distante da solução.  

2.5.4. Limited Memory Quase-Newton L-BFGS-B 

O L-BFGS-B é um algoritmo de memória limitada, esse método baseado em gradiente 

que tem como objetivo encontrar o valor ótimo de uma função, onde resolve grandes problemas 

de otimização não linear sujeitos a limites simples nas variáveis. Ele se destina a problemas nos 

quais é difícil obter informações sobre a matriz Hessiana ou a problemas densos de grande 

porte.  O método faz parte da família dos métodos Quasi-Newton, e visa resolver o problema 

do custo computacional. L-BFGS é o único método Quasi-Newton possibilita lidar com limites 

nas variáveis [55]. 

Nesse método, ao invés de armazenar aproximações densas de dimensões n da matriz 

Hessiana associada ao problema, esse método armazena apenas alguns vetores de dimensão n. 

A ideia do método L-BFGS é armazenar informação de curvatura apenas das últimas iterações. 

Já que provavelmente serão as mais relevantes para a construção da aproximação do Hessiano 

do que as iterações mais antigas. 

 As primeiras m-1 iterações, o algoritmo do L-BFGS-B se equivale ao BFGS, com 𝐻𝑘
0 =

𝐻0
𝐵𝐹𝐺𝑆. No entanto quando 𝑚 >

𝑛

2
, o L-BFGS se torna mais complexo que o BFGS. O algoritmo 

abaixo demostra a construção do método.  

Algoritimo – Método L-BFGS-B 

Entrada:  𝑻𝒅𝒆𝒔𝒆𝒋𝒂𝒅𝒐: 𝑷𝒐𝒔𝒆 𝒅𝒆𝒔𝒆𝒋𝒂𝒅𝒂 𝒅𝒐"𝒆𝒏𝒅 − 𝒆𝒇𝒇𝒆𝒄𝒕𝒐𝒓"  

𝛉(𝟎): Estimativa dos ângulos das juntas 
m: número de pares de gradiente e deslocamento a serem armazenados 
Para k=0 até convergência faça   

        Escolha 𝑯𝒌
𝟎 

           𝑪𝒂𝒍𝒄𝒖𝒍𝒆 𝒑𝒌 ←  −𝑯𝒌𝛁𝒇𝒌  
           𝛉𝒌+𝟏 ← 𝛉𝒌 + 𝜶𝒌𝒑𝒌                                       

           Se 𝒌 > 𝒎, 
               Descarte o par de vetores { 𝒔𝒌−𝒎 > 𝒚𝒌−𝒎 } 
          Fim Se 
          Calcule e armazene 𝒔𝒌 ← 𝛉𝒌+𝟏 − 𝛉𝒌, 𝒚𝒌 ← 𝛁𝒇𝒌+𝟏 − 𝛁𝒇𝒌 
          𝒌 ← 𝒌 + 𝟏; 
      end while 
Fim Para 

Retorne 𝛉𝒇𝒊𝒏𝒂𝒍 = 𝛉(𝒌+𝟏) 

A estratégia de armazenar os últimos 𝑚 pares de vetores (gradientes e deslocamentos) 

no método L-BFGS é particularmente eficiente na prática para robôs de 6 DOF, pois reduz 
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significativamente os requisitos de memória e o custo computacional ao calcular a cinemática 

inversa. Essa abordagem permite otimizar a trajetória do manipulador sem a necessidade de 

armazenar toda a matriz Hessiana. No entanto, essa técnica pode apresentar limitações em 

situações onde o problema é mal condicionado, como em configurações próximas a 

singularidades, onde os autovalores da matriz Hessiana aproximada são muito distantes entre 

si. Em tais casos, seria mais adequado armazenar apenas os pares de vetores que contribuem 

para a geração de uma matriz Hessiana bem condicionada, melhorando a estabilidade e precisão 

do algoritmo. 

2.5.5. Nelder-Mead 

O Método Nelder-Mead, também conhecido como método do simplex, é uma técnica 

de otimização numérica que busca minimizar uma função objetivo em múltiplas dimensões sem 

a necessidade de derivadas. Ele é particularmente útil para resolver problemas onde a função 

objetivo não é diferenciável, ou onde o cálculo de gradientes é inviável ou computacionalmente 

caro [63]. Por isso, ele pode ser utilizado para resolver o problema de cinemática inversa em 

manipuladores robóticos, como o UR5e. 

No contexto da cinemática inversa, a função objetivo do Nelder-Mead pode ser 

definida como o erro entre a pose desejada (posição e orientação do efetuador final) e a pose 

alcançada a partir de uma estimativa inicial dos ângulos das juntas. O método utiliza um 

conjunto de vértices que formam um simplex no espaço das variáveis articulares (θ), adaptando 

iterativamente os vértices com operações como reflexão, expansão, contração e redução. 

As principais etapas do método no problema de cinemática inversa incluem: 

1. Definição do Simplex Inicial: Um conjunto inicial de soluções (ângulos das juntas) é 

gerado. Essas configurações servem como os vértices iniciais do simplex. 

2. Avaliação da Função Objetivo: Para cada vértice, a função objetivo é avaliada, 

comparando a pose alcançada pela cinemática direta com a pose desejada. 

3. Atualização Iterativa: O simplex é atualizado com base em operações de reflexão, 

expansão, contração ou redução, dependendo da qualidade das soluções encontradas. 

4. Convergência: O método converge para uma configuração articular onde o erro entre a 

pose desejada e a alcançada é minimizado. 

Uma vantagem significativa do método Nelder-Mead é sua simplicidade e a ausência 

de necessidade de gradientes, o que o torna adequado para problemas de cinemática inversa em 
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robôs com configurações complexas ou em situações onde os gradientes são difíceis de calcular. 

No entanto, como é um método de busca local, sua eficácia pode depender da escolha do 

simplex inicial e da topologia da função objetivo, exigindo atenção para evitar mínimos locais. 

2.6. Robot Operate System (ROS) 

ROS é um framework de software de código aberto que é amplamente utilizado na 

robótica e em outras áreas da robótica móvel. O ROS foi desenvolvido originalmente em 2007 

pela equipe de robótica do Instituto de Tecnologia da Geórgia e, desde então, tornou-se um 

projeto de código aberto com uma grande comunidade de desenvolvedores que contribuem para 

o seu desenvolvimento e uso.  

O ROS é projetado para ser uma plataforma de desenvolvimento de robôs modular e 

flexível, que fornece uma série de bibliotecas, ferramentas e recursos para facilitar o 

desenvolvimento de aplicativos de robôs. Ele é executado em sistemas operacionais baseados 

em Linux e Windows e suporta uma ampla variedade de linguagens de programação, incluindo 

C++, Python e Java. 

Uma das principais vantagens do ROS é a sua arquitetura distribuída, que permite que 

diferentes componentes do robô (como sensores, atuadores e processadores) sejam executados 

em diferentes computadores, e se comuniquem entre si usando um sistema de mensagens 

assíncrono. Isso torna mais fácil para os desenvolvedores de robôs criar aplicativos complexos 

e distribuídos que envolvem múltiplos sensores, atuadores e outros componentes. 

Outra vantagem do ROS é a sua ampla gama de pacotes e bibliotecas disponíveis para 

os desenvolvedores de robôs. Esses pacotes incluem drivers de dispositivo, algoritmos de 

navegação, pacotes de visão computacional e muitos outros. Além disso, a comunidade do ROS 

é muito ativa, e existem muitos recursos on-line disponíveis para ajudar os desenvolvedores a 

aprenderem a usar o ROS conforme ilustrado na figura 2.9. 

Figura 2.9- Ecossistema do ROS. Fonte:[31]. 

Com base nisso, o ROS é uma plataforma de software modular, flexível e distribuída 

que fornece uma ampla gama de recursos e ferramentas para facilitar o desenvolvimento de 

aplicativos de robôs. Ele é amplamente utilizado na robótica e em outras áreas da robótica 



 

 

35 
 

móvel, e sua arquitetura distribuída e a diversidade de pacotes e bibliotecas o tornam uma 

escolha popular entre os desenvolvedores de robôs. 

A estrutura do framework suporta modularização e reutilização de código por meio de 

pacotes (packages), nós (nodes), bibliotecas (libraries), tópicos (topics) e mensagens 

(messages). Eles possuem as seguintes definições:  

• Um pacote pode conter nós ROS, código de biblioteca e arquivos de dados e 

configuração conforme representado na figura 2.10. As informações sobre um pacote e 

as dependências entre pacotes são descritas por meio de arquivos de manifesto. Pacotes 

ROS são normalmente construídos usando sistemas de compilação específicos do ROS 

(como catkin, baseado em CMake). 

 

Figura 2.10- Sistema de arquivos ROS. Fonte: Autor. 

• Os nós ROS são unidades executáveis. Um sistema baseado em ROS normalmente 

consiste em vários nós rodando em paralelo e se comunicando entre si por meio de 

mensagens ROS. Um nó ROS também pode carregar e usar bibliotecas fornecidas por 

outros pacotes. 

• As mensagens fornecem uma maneira para os nós se comunicarem entre si. As 

mensagens são organizadas por tópicos. Um nó pode publicar mensagens sobre um 

tópico específico. Outros nós inscritos no mesmo tópico podem receber as mensagens 

publicadas. As mensagens são automaticamente serializadas e desserializadas. As 

estruturas de dados são definidas por meio de arquivos de descrição de mensagens e 

traduzidas para diferentes linguagens de programação durante a compilação. A figura 

2.11 mostra a troca de informações entre dois nós. 

 



 

 

36 
 

Figura 2.11- Processo de comunicação entre nós. Fonte: Autor. 

• ROSservices implementam semântica de chamada de procedimento sobre mensagens 

ROS. Um servidor pode anunciar um serviço. Quando um cliente chama o serviço, ele 

envia uma mensagem de solicitação ao servidor e, quando o servidor atende a 

solicitação, ele envia de volta uma mensagem de resposta. 

2.7. Visão computacional 

A visão computacional é uma área de pesquisa no ramo da robótica que tem como 

objetivo desenvolver algoritmos e técnicas capazes de permitir que os robôs "vejam" e 

compreendam o ambiente ao seu redor por meio de imagens e dados visuais. Essa tecnologia é 

amplamente utilizada em robôs colaborativos, especialmente em áreas de pesquisa que exigem 

reconhecimento e classificação de objetos, tais como peças de maquinaria ou ferramentas. É 

fundamental que um robô colaborativo possa reconhecer objetos para trabalhar de forma eficaz 

com humanos e ajustar seu comportamento às necessidades ou alterações de uma linha de 

produção. 

Dentro do campo da visão computacional, existem diversas ferramentas disponíveis. 

Uma das ferramentas mais importantes em relação à aprendizagem de máquina são os 

classificadores [30].  Esses classificadores permitem resolver diversos problemas conhecidos 

na indústria por meio de várias etapas de tratamento e processamento conforme mostrado na 

figura 2.12, resumidamente, embora varie de acordo com a aplicação, a visão computacional 

possui em sua maioria as seguintes funções típicas. 

• Aquisição da imagem: por meio de câmeras e sensores, realiza a aquisição da imagem, 

no qual pode ser bi ou tridimensional, o dispositivo intercepta os pixels e assim identifica 

a intensidade da luze cores, além de outros aspectos como profundidade. 

• Pré-processamento: o sistema realiza o processamento da imagem para assegurar a 

qualidade das análises posteriores. Isso envolve etapas como redução de ruídos, ajuste de 

brilho entre outros. 

• Extração de características: reconhecimento de características fundamentais de uma 

imagem, tais como, texturas, formatos e movimentos. Isso é o que possibilita por 

exemplo, que o robô identifique bordas e campos onde servirão de base para a etapa 

posterior. 
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• Deteção e segmentação: realiza a priorização da relevância de cada região da imagem 

adquirida para o processamento final. 

• Processamento: etapa final onde é realizado a classificação dos objetos. 

 

Figura 2.12 - Exemplo de classificação usando redes neurais. Fonte: [30]. 

2.7.1. YOLO 

O termo YOLO (You Only Look Once) refere-se a uma técnica de detecção de objetos 

que analisa toda a imagem em uma única passagem pela rede, ou seja, “olha apenas uma vez”. 

Essa abordagem permite identificar e classificar objetos rapidamente, dividindo a imagem em 

uma grade de células menores. Cada célula é analisada para detectar a presença de objetos, 

determinando suas bounding boxes — as caixas que delimitam o objeto. Diferentemente de 

outras arquiteturas, como a mask R-CNN, que cria uma máscara sobre o objeto, a YOLO foca 

apenas na criação das bounding boxes. Esse método é amplamente utilizado em sistemas de 

visão que exigem classificação em tempo real, por oferecer alta precisão e baixo custo 

computacional em comparação a redes mais antigas [29]. 

A primeira versão do YOLO foi introduzida em 2015 e vem evoluindo constantemente 

desde então, com cada nova versão trazendo aprimoramentos em precisão e velocidade. A 

arquitetura do YOLO possui semelhanças com a GoogleNet, contando com 24 camadas 

convolucionais, quatro camadas de max-pooling e duas camadas totalmente conectadas. A 

YOLO redimensiona a imagem de entrada para 448x448 antes de processá-la, aplica 

convoluções de 1x1 para reduzir os canais e utiliza convoluções de 3x3 para gerar uma saída 

tridimensional [56]. As camadas convolucionais empregam a função de ativação ReLU, exceto 

a camada final, que utiliza uma função de ativação linear. Além disso, o modelo faz uso de 

técnicas como normalização em lote batch normalization e dropout, para evitar sobreajuste. A 

rede completa é mostrada na figura 2.13. 
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Figura 2.13- Arquitetura de um YOLO com 24 camadas convolucionais, quatro camadas de pooling 

máximo e duas camadas totalmente conectadas. Fonte: [56]. 

A arquitetura funciona da seguinte forma: 

• Redimensiona a imagem de entrada para 448x448 antes de passar pela rede 

convolucional. 

• Uma convolução 1x1 é aplicada primeiro para reduzir o número de canais, seguida por 

uma convolução 3x3 para gerar uma saída cuboidal. 

• A função de ativação subjacente é ReLU, exceto pela camada final, que usa uma 

função de ativação linear. 

• Algumas técnicas adicionais, como normalização em lote e abandono, regularizam o 

modelo e evitam que ele fique sobreajustado. 

2.7.2. Estrutura da YOLOv5: Tronco, Pescoço e Cabeça 

A YOLOv5 é composta de três componentes principais: o tronco (backbone), o 

pescoço (neck) e a cabeça (head). Esses três componentes trabalham de maneira integrada, 

como em um sistema biológico, onde o tronco fornece suporte ao pescoço, que sustenta a cabeça 

[57]. 

Tronco (Backbone): O tronco é responsável pela extração das principais características 

da imagem de entrada. A YOLOv5 utiliza redes do tipo Cross Stage Partial Networks (CSP) 

como backbone, que particionam o mapa de características e o fundem novamente, permitindo 

que o gradiente se propague por diferentes caminhos na rede. Essa estrutura reduz o custo 

computacional da extração de características, aumentando a velocidade de inferência [58]. 

Pescoço (Neck): O pescoço da YOLOv5 é responsável pela criação das pirâmides de 

características, estruturas que permitem a detecção de objetos em diferentes escalas, garantindo 

que objetos pequenos, médios e grandes sejam detectados de forma eficiente. A YOLOv5 adota 
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a Feature Pyramid Network (FPN), usada também em modelos como Faster R-CNN e Mask 

R-CNN, o que possibilita maior robustez na detecção multiescala [57]. 

Cabeça (Head): A cabeça é a etapa final, onde as bounding boxes e as probabilidades 

de detecção são geradas. A YOLOv5 cria três tamanhos de mapas de características (18×18, 

36×36 e 72×72), que permitem a previsão de objetos em várias escalas. Essa estrutura 

possibilita ao modelo lidar com uma variedade de tamanhos de objetos na mesma imagem, 

mantendo a precisão e eficiência na detecção [59]. 

3.0. Revisão da Literatura e Trabalhos Correlatos 

Neste tópico são descritos um conjunto de produção científica gerada em torno do tema 

deste trabalho e os principais trabalhos correlatos, apresentando uma visão geral das pesquisas 

existentes relevantes para o estudo deste documento, as estruturas referentes a arquitetura e 

desenvolvimento estão divididas em: modelagem da cinemática para um robô pick-and-place e 

sistema de visão. 

3.1. Revisão Literária 

Para a revisão literária deste trabalho, foram coletadas publicações, considerando 

apenas artigos em periódicos e publicações em conferências, com a maioria entre o período de 

outubro de 2018 até abril de 2024 sobre assuntos que envolvem o trabalho proposto 

principalmente em relação a modelagem de robôs colaborativos integrados com visão 

computacional, nas seguintes bibliotecas digitais: 

▪ IEEE Xplore – Biblioteca digital de periódicos da Institute of Electrical and Electronics 

Engineers. 

▪ Direct Science – Biblioteca digital de periódicos publicados pela Elsevier.  

Para a seleção dos artigos, foi utilizado como critério a busca por estudos com o termo 

"Robot pick-and-place" nos títulos e resumos. Além disso, foram aplicados critérios de inclusão 

e exclusão. Na etapa seguinte, realizou-se uma leitura ativa dos artigos para analisá-los de forma 

mais aprofundada e selecionar aqueles que apresentavam um desenvolvimento claro sobre 

robôs colaborativos que utilizam visão computacional em suas operações. 

No IEEE Xplore, foi encontrado publicações que abrangem operações de pick-and-

place de robôs em conjunto com a visão computacional. Já no Science Direct, foi limitado a 

busca para engenharia e ciência da computação, utilizando o termo "robot pick-and-place 

computer vision". A Figura 3.1 ilustra o processo de seleção dos trabalhos escolhidos para 

fundamentar e apoiar este trabalho. 
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Figura 3.1- Triagem para a revisão literária. Fonte: Autor, 2024. 

Para atender aos requisitos definidos na seção 1.1, que descreve robôs colaborativos 

com módulo pick-and-place que utilizam visão computacional, foram analisados 1365 

trabalhos. Desses, foram selecionados 96 que tratavam de operações pick-and-place 

implementando o ROS para controle cinemático das operações do robô. Em seguida, foi 

realizada uma análise ativa do processo de desenvolvimento, com foco nas tecnologias 

utilizadas para implementação da visão computacional nos robôs colaborativos para detecção 

de objetos. Dentre os trabalhos analisados, 31 utilizavam técnicas avançadas para a detecção de 

objetos. Portanto este trabalho utiliza esses 65 trabalhos como referência sobre o tema, com 

foco nas 31 publicações que tem como foco principal detecção de objetos utilizando técnicas 

avançadas como YOLO e utilizando ROS para controle e modelagem de operações pick-and-

place como ponto central do trabalho. 

3.2. Trabalhos Correlatos  

Para a pesquisa da modelagem da cinemática inversa, conforme visto nesse 

documento, o principal fator desta pesquisa é a avaliação e a implementação de algoritmos 

numéricos para comparação da performance e comportamento,  alguns estudos discutiram 

,conforme [18], a implementação de algoritmos por métodos numéricos para a simulação da 

cinemática inversa de um robô SCARA implementando métodos tais como o Newton-Raphson, 

Levenberg-Marquardt e Halley para resolver equações não lineares associadas à cinemática 

inversa destacando que o método Newton-Raphson demonstrou maior eficiência com menor 

tempo de execução e precisão elevada onde se utilizou a ferramenta MATLAB para realizar as 

comparações entre os métodos. Outros estudos exploraram métodos de detecção de objetos 

baseados em aprendizado de máquina, que se destacam por sua maior generalidade e capacidade 

de lidar tanto com objetos texturizados quanto não texturizados. Esses métodos demonstram 
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desempenho superior em operações pick-and-place. No trabalho de [22], por exemplo, foi 

utilizado um método de aprendizado profundo para detectar e segmentar diferentes tipos de 

mantimentos. O robô foi então empregado para realizar tarefas automatizadas de coleta e 

organização de itens em lixeiras específicas, onde se utilizou o algoritmo Iterative Closest Point 

(ICP) para a manipulação do robô para obter os pares de pontos correspondentes para o objeto-

alvo. 

A dissertação [19] apresenta um estudo sobre a aplicação de métodos de otimização 

híbridos para resolver problemas de despacho econômico em sistemas de geração de energia 

elétrica. O trabalho foca em uma variante do problema chamada PDE-PCV, que incorpora os 

efeitos do ponto de carregamento de válvula, tornando a função objetivo não convexa e não 

diferençável. Para resolver essa complexidade, o autor propôs um método híbrido que combina 

a evolução diferencial, conhecida por sua eficiência em busca global, com o método Quase-

Newton BFGS, que otimiza a busca local utilizando gradientes aproximados. A implementação 

computacional foi desenvolvida em MATLAB e testada em cenários com diferentes números 

de geradores, onde destacam a eficácia do método em atender às restrições do sistema e reduzir 

os custos operacionais, contribuindo para o avanço de estratégias de otimização aplicadas à 

geração termoelétrica. 

Em [23] explora a minimização de funções objetivas suaves e não convexas por meio 

de um algoritmo iterativo baseado no método de Newton combinado com gradiente conjugado 

(CG). O algoritmo é projetado para detectar e utilizar direções de curvatura negativa na 

Hessiana, permitindo melhorar a eficiência computacional e garantir resultados teóricos de 

complexidade, onde se utiliza aprimoramentos como CG limitado e busca linear para garantir 

redução significativa da função objetiva em cada iteração, mantendo os custos computacionais 

baixos. Além disso, o artigo discute a aplicabilidade do método em contextos que envolvem a 

minimização de problemas sem restrições em larga escala, especialmente quando a avaliação 

completa da matriz Hessiana é inviável.  

Por sua vez, [24] apresenta uma abordagem avançada para a solução de problemas de 

otimização irrestrita de grande porte. A autora, explora a aplicação do método Quasi-Newton 

L-BFGS (Limited-memory BFGS) e propõe uma nova estratégia que utiliza a fatoração 

incompleta de Cholesky para aprimorar a convergência do método em problemas envolvendo 

matrizes Hessianas de grande dimensão e esparsas. A dissertação aborda aspectos teóricos, 

algoritmos de otimização e resultados numéricos. 
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Em [64] apresenta uma análise comparativa entre seis modelos locais aplicados à 

aproximação da cinemática inversa de manipuladores robóticos redundantes. O estudo envolve 

os robôs planar, PUMA 560 e Motoman HP6, utilizando métodos como redes de funções de 

base radial (RBFN), redes de modelos locais (LMN), regressão ponderada local (LWR), entre 

outros. Os modelos foram avaliados quanto à acurácia na estimativa dos ângulos das juntas em 

diversas trajetórias no espaço de trabalho. Além disso, a dissertação realiza testes de hipóteses 

para validar as diferenças estatísticas entre os métodos mais eficazes. Os resultados destacam a 

importância de métodos locais na resolução da cinemática inversa em robôs redundantes. 

O trabalho de [65] investigou métodos analíticos e numéricos para a resolução da 

cinemática inversa em manipuladores robóticos industriais, com foco na implementação 

computacional e na análise de estabilidade em regiões singulares. Entre os métodos abordados 

estão Newton-Raphson, pseudo-inversa e a análise da Posição-Zero. A pesquisa destacou as 

vantagens dos métodos analíticos em termos de velocidade e precisão, mas apontou limitações 

em cenários específicos. Por outro lado, os métodos numéricos demonstraram maior 

flexibilidade, embora com um custo computacional mais elevado. O trabalho também 

apresentou uma aplicação prática em um programa computacional para análise cinemática, 

incluindo representação gráfica e cálculos baseados nos parâmetros Denavit-Hartenberg, 

oferecendo uma base sólida para o estudo e comparação de métodos numéricos aplicados à 

cinemática inversa, alinhando-se aos objetivos da presente dissertação. 

A dissertação [66] apresenta o desenvolvimento e otimização de um resolvedor de 

cinemática inversa (IK) baseado em algoritmos meméticos para o framework de planejamento 

de movimento MoveIt, integrado ao sistema operacional de robôs (ROS). O resolvedor suporta 

árvores cinemáticas com múltiplos efetores finais, indo além das cadeias cinemáticas com um 

único efector final disponíveis nos resolvedores convencionais. O algoritmo combina técnicas 

de otimização evolutiva, otimização por enxame de partículas e métodos baseados em 

gradiente, permitindo lidar com mínimos locais, limites de juntas e alcançar convergência 

rápida e precisa. Testes experimentais mostraram que o resolvedor memético redesenhado 

superou os métodos baseados em gradiente, incluindo implementações existentes no MoveIt, 

em cenários de IK com múltiplos objetivos. 

Em [67] o autor explora o planejamento de trajetórias de manipuladores robóticos em 

ambientes industriais, abordando o desenvolvimento de um planeador de trajetórias baseado na 

família de algoritmos Roadmaps. O trabalho destaca a necessidade de discretização espacial e 
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da definição de equações cinemáticas para guiar o movimento do robô, propondo melhorias e 

comparando o desempenho do novo algoritmo com ferramentas existentes, como o MoveIt. As 

validações são realizadas em dois cenários industriais relevantes: o European Robotic 

Challenge (EuRoC) e o Amazon Picking Challenge. Os resultados evidenciam a aplicabilidade 

do método desenvolvido, oferecendo uma solução flexível e genérica para operações de pick-

and-place. 

Já em [68], O artigo apresenta uma abordagem robusta para a resolução da cinemática 

inversa baseada no método de Levenberg-Marquardt (LM), destacando sua capacidade de lidar 

com problemas de solvabilidade, singularidades e sistemas com múltiplas ou nenhuma solução. 

Esse método numérico minimiza o erro residual entre a posição desejada e a posição real do 

end-effector, garantindo uma solução otimizada com pequenas variações nas articulações. 

Além disso, o uso de um fator de amortecimento robusto melhora a estabilidade numérica e a 

velocidade de convergência, tornando-o adequado para cadeias cinemáticas de grande escala 

com graus de liberdade variáveis. 

Já na parte de visão computacional, diversos estudos têm abordado a detecção de 

objetos utilizando técnicas baseadas em aprendizado de máquina [20] [21] para integração com 

operações pick-and-place. Esses métodos são especialmente adequados para a proposta deste 

trabalho, pois oferecem maior flexibilidade e facilidade de implementação na tarefa de detecção 

de peças de LEGO. No contexto desta pesquisa, a visão computacional desempenha um papel 

secundário, sendo utilizada principalmente para contextualizar o cenário industrial simulado, 

enquanto o foco principal permanece na resolução da cinemática inversa para o planejamento 

de movimento. 

Com base nas referências teóricas revisadas nesta pesquisa, é frequentemente 

observado que os métodos numéricos não apresentam desempenho suficientemente rápido, o 

que levou os métodos analíticos a se tornarem uma escolha popular na resolução do problema 

de cinemática inversa na comunidade acadêmica. A desvantagem de uma solução analítica, 

comprovada historicamente por meio de artigos e a comunidade robótica, é que ela não tem 

uma solução geral, pois a expressão de forma fechada é baseada no projeto do manipulador 

robótico, já que é necessário saber a quantidade de graus de liberdade e os parâmetros do robô 

desejado. Como uma solução analítica (expressão de forma fechada) foi historicamente 

comprovada como sendo mais rápida do que os métodos numéricos, foram publicadas poucas 

pesquisas sobre o uso de métodos numéricos para sistemas robóticos em tempo real, apesar de 

seu potencial para lidar com problemas mais generalizados e flexíveis. 
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Assim, este estudo implementa uma abordagem modular para o sistema pick-and-

place, utilizando nós do ROS como elementos-chave dessa arquitetura. Cada nó é projetado 

para ser flexível, permitindo substituições ou atualizações futuras nos métodos aplicados para 

a cinemática inversa. Essa modularidade torna possível adaptar o sistema para atender a 

diferentes cenários específicos ou mais complexos. Por exemplo, na parte de detecção de 

objetos, este trabalho explora técnicas baseadas em redes neurais convolucionais (CNNs), que 

se mostraram altamente eficazes na identificação de objetos em imagens. As CNNs oferecem 

maior precisão em comparação com técnicas baseadas em características, como o SIFT, e maior 

eficiência em relação a métodos tradicionais de aprendizado de máquina. Essa escolha de 

abordagem reforça a adaptabilidade do sistema e possibilita sua expansão para aplicações 

futuras em ambientes industriais. 

4.0. Arquitetura e Metodologia  

Esta pesquisa propõe a investigação de métodos numéricos para a resolução da 

cinemática inversa em um robô colaborativo de 6 graus de liberdade (6-DOF), aplicado a 

operações pick-and-place. O estudo compara diferentes abordagens computacionais, avaliando 

sua precisão, eficiência e tempo de execução, a fim de identificar a técnica mais adequada para 

controle de movimento em sistemas robóticos industriais. 

Nesta seção, são apresentadas as técnicas e procedimentos detalhados que nortearão 

as atividades desta pesquisa, garantindo a validação dos métodos numéricos investigados para 

o controle cinemático inverso. Dessa forma, são abordados os tópicos relacionados à 

arquitetura proposta e ao desenvolvimento do ambiente de simulação, incluindo a integração 

do Sistema Operacional de Robôs (ROS), o manipulador robótico UR5e e os algoritmos 

numéricos estudados. 

4.1. Arquitetura proposta 

Para desenvolver uma aplicação de reposicionamento de peças de LEGO utilizando 

um robô manipulador UR5e equipado com um módulo pick-and-place, o sistema foi 

estruturado em duas seções principais. Depois que o robô move para a posição inicial, a 

primeira parte é dedicada a fase de identificação das peças, empregando um algoritmo de 

detecção e classificação baseado em imagens capturadas para fornecer as poses das peças de 

LEGO e assim determinar onde colocá-las. A segunda parte concentra-se no fluxo de trabalho 

do pick-and-place, no qual o movimento do robô é planejado e executado utilizando os métodos 

estudados nesta pesquisa, com o controle realizado através do ROS. Nessa etapa, serão 
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implementados algoritmos numéricos desenvolvidos para resolver o problema da cinemática 

inversa, conforme proposto neste estudo. 

O fluxo de trabalho em torno do robô pick-and-place para realizar a solicitação de ação 

para o controlador realizar o movimento é mostrado conforme a figura 4.1. 

 

Figura 4.1 – Etapas do fluxo do ciclo completo de pick-and-place do robô. Fonte: Autor, 2024. 

Na etapa do fluxo pick-and-place, ilustrada na Figura 4.1, o sistema ROS é utilizado 

em conjunto com um sistema de planejamento de movimento para peças de LEGO. Esse 

sistema elabora e manipula a rota de cada peça, permitindo que ela seja movida até sua posição 

designada na respectiva caixa. 

 A fase pick up move o robô UR5e até a peça, pega ela e move para uma posição 

estabelecida conforme mostrado na imagem 4.2.   

 

Figura 4.2 – Fase pick-up robô. Fonte: Autor, 2024. 

Na fase placed mostrada na imagem 4.3, o robô coloca o objeto na caixa apropriada, 

onde a abordagem de posicionamento e as posições de retração são computadas em relação a 

posição de posicionamento desejada. 
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Figura 4.3 – Fase placed do robô. Fonte: Autor, 2024. 

A Figura 4.4 ilustra a arquitetura do sistema pick-and-place. O robô é composto por 

um braço robótico UR5 de seis graus de liberdade (6 DOFs) e opera em um ambiente com 

kernel Linux (Ubuntu 20.04), que fornece a infraestrutura necessária para o middleware ROS. 

Esse middleware gerencia a comunicação entre os diferentes componentes do sistema por meio 

do ROS Communication BUS, utilizando o modelo de publicação e assinatura 

(Publisher/Subscriber), proporcionando uma interface de desenvolvimento rápida e robusta 

para desenvolvimento com codigo c++ e python. A arquitetura é baseada no ROS Noetic, 

integrado ao simulador Gazebo 11. O sistema de visão e o controle do movimento do robô 

comunicam-se pelo barramento ROS, com o sistema de visão fornecendo a localização das 

peças, permitindo ao controlador do braço robótico planejar as coordenadas da trajetória para 

alcançar e agarrar as peças. 

 

Figura 4.4 – Arquitetura do sistema pick-and-place. Fonte: Autor, 2024. 

Os principais componentes conectados incluem: 
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1. Câmera RGBD: Responsável pela captura de imagens, a biblioteca do Gazebo 

"openni_kinect" simula o comportamento de uma câmera Kinect RGBD, permitindo 

obter imagens e informações de profundidade do ambiente montado. Esses dados são 

essenciais para a detecção e reconhecimento de peças no cenário. 

2. Modelo do Robô UR5e: Manipulador colaborativo cuja movimentação e controle são 

gerenciados pelo ROS, permitindo a realização de operações pick-and-place. 

3. Simulador Gazebo: Ambiente virtual utilizado para simular o robô e o cenário 

operacional, possibilitando testes e validações antes da execução em um ambiente 

físico. 

Esses elementos são coordenados pelo ROS Communication BUS, que permite a troca 

de mensagens entre os nós responsáveis pelo processamento das imagens capturadas, o controle 

do movimento do robô e a integração com o simulador. Essa abordagem modular e centralizada 

no ROS facilita a interoperabilidade entre hardware, simulação e algoritmos de controle. 

Dentro dessa estrutura, o sistema de controle robótico utiliza mensagens do ROS para 

publicar e assinar tópicos. Um dos principais tópicos é o “MotionControl”, que coordena a 

comunicação entre os nós do sistema. Nesse contexto, um nó é responsável por executar as 

ações de controle do movimento do manipulador robótico, enquanto outro nó realiza a detecção 

e o reconhecimento das peças de LEGO, publicando suas localizações no tópico 

correspondente. 

4.2. Metodologia 

Esta seção mostra uma descrição detalhado do processo e das etapas envolvidas na 

resolução da cinemática inversa, e assim como a implementação dos referidos métodos que 

serão realizados. O objetivo deste capitulo é apresentar uma explicação clara da metodologia e 

fornecer uma compreensão abrangente das considerações que devem ser levadas em conta na 

implementação das soluções. 

A Figura 4.5 apresenta uma visão simplificada do processo de resolução de trajetórias, 

onde o ROS é utilizado para publicar tópicos contendo os ângulos articulares calculados. O 

controle das juntas é gerenciado pelo "Move Controller", responsável por atualizar os estados 

articulares em tempo real, garantindo a execução precisa dos movimentos do manipulador. Na 

etapa de cinemática inversa, são implementados os algoritmos Gradiente Descendente, BFGS 

e Nelder-Mead para calcular os ângulos articulares necessários, permitindo o controle eficiente 

do manipulador. Esses valores são então validados no ambiente de simulação Gazebo. Os 
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métodos numéricos selecionados foram escolhidos devido à sua capacidade de abordar 

diferentes aspectos da eficiência computacional, precisão e estabilidade no controle de 

manipuladores robóticos, oferecendo uma comparação abrangente de técnicas numéricas 

aplicáveis ao robô UR5e 

 

Figura 4.5 – Visão simplificada das etapas do processo da resolução da cinemática. Fonte: Autor, 

2024. 

4.2.1. Ambiente de simulação   

O ambiente de simulação foi desenvolvido utilizando o software Gazebo, conforme 

descrito no Apêndice D, com o objetivo de criar uma plataforma virtual que integre e teste as 

funcionalidades do sistema proposto. Dois módulos principais foram implementados: uma 

câmera RGBD para o reconhecimento de peças de LEGO e um modelo detalhado do 

manipulador UR5e, utilizado para controlar o movimento do robô no espaço cartesiano. A 

configuração do ambiente está ilustrada na Figura 4.6. 
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Figura 4.6 – Ambiente de simulação do sistema proposto. Fonte: Autor, 2024 

A câmera RGBD foi configurada para capturar imagens em RGB e informações de 

profundidade do ambiente. Esses dados são processados para identificar o tipo e a localização 

das peças de LEGO dispersas em uma esteira virtual. A posição e a orientação aproximadas de 

cada peça são estimadas com base nas coordenadas espaciais e na profundidade capturada pelo 

sensor. A classificação das peças é feita utilizando o modelo YOLOv5, previamente treinado 

em um conjunto de dados. Esse processo permite que o sistema determine as posições-alvo para 

o manipulador robótico realizar as operações de pick-and-place. 

O manipulador UR5e foi modelado no Gazebo com todos os seus graus de liberdade 

(6-DOF), respeitando as especificações técnicas reais do robô. Durante a simulação, o efetuador 

final do robô se move até a posição da peça identificada pela câmera, realiza o agarre utilizando 

o gripper, e transporta a peça até a caixa correspondente, conforme a classificação fornecida 

pelo módulo de visão computacional. Esse fluxo operacional assegura que os diferentes 

subsistemas do sistema proposto trabalhem de forma integrada e coordenada. 

A resolução da cinemática inversa desempenha um papel central no controle do 

manipulador. Para isso, foram implementados diferentes métodos numéricos, incluindo 

gradiente descendente, BFGS, L-BFGS-B e Nelder-Mead. Esses algoritmos calculam os 

ângulos das juntas necessários para que o efetuador alcance a posição e orientação desejadas 

no espaço cartesiano. Os valores das juntas calculados são transmitidos ao manipulador no 

ambiente de simulação através do ROS, que atua como um middleware para a comunicação 

entre os módulos de visão computacional e controle do manipulador. 

4.2.2. Definição e modelo matemático para o manipulador UR5e 

Esta parte foca na definição da cinemática inversa do manipulador robótico UR5e. As 

propriedades geométricas do manipulador servem como base para a definição dos parâmetros 

Denavit-Hartenberg (DH), que são fundamentais para descrever as relações entre as juntas e os 

elos do robô. Esses parâmetros também são utilizados como ponto de partida para as 

transformações aplicadas pelos métodos numéricos implementados. O código, desenvolvido 

em Python, realiza os cálculos da cinemática inversa e permite a comparação entre diferentes 

métodos, como gradiente descendente, BFGS, L-BFGS e Nelder-Mead. Os ângulos articulares 

calculados são testados em um manipulador UR5e simulado no ambiente Gazebo, 
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proporcionando não apenas uma análise matemática dos métodos, mas também uma validação 

visual das soluções, que facilita a verificação e interpretação das implementações. 

4.2.3. Cinemática do manipulador UR5e 

Com base na seção 2.3, a notação de Denavit Hartenberg é uma ferramenta utilizada 

para sistematizar a descrição da cinemática de sistemas mecânicos articulados com n graus de 

liberdade. Para descrever a translação e rotação entre dois eixos adjacentes, Denavit e 

Hartemberg propuseram um método matricial para estabelecimento sistemático de um sistema 

de coordenadas fixo para cada eixo de uma cadeia cinemática articulada. A figura 4.7 e a tabela 

4.1 apresentam os parâmetros de DH de um manipulador UR5e. 

 

 

Figura 4.7 – Referências para cinemática. Fonte: [62]. 
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Tabela 4.1 - Parâmetros da cinemática do manipulador UR5e. Fonte: Autor, 2024] 

Junta 𝑎 𝛼 𝑑 𝜃 

1 0 𝜋
2⁄  0.089159 𝜃1 

2 -0.425 0 0 𝜃2 

3 -0.39225 0 0 𝜃3 

4 0 𝜋
2⁄  0.10915 𝜃4 

5 0 − 𝜋
2⁄  0.09465 𝜃5 

6 0 0 0.0823 𝜃6 

 

  O código apresentado no apêndice A implementa o cálculo da cinemática direta para o 

manipulador robótico UR5e. O objetivo da cinemática direta é determinar a posição e a 

orientação do efetuador final “end-effector” do robô em relação ao referencial base, dado um 

conjunto de ângulos das juntas (θ). O código apresentado tem as seguintes etapas: 

1. Definição dos Parâmetros do Robô 

O manipulador UR5 é descrito por seis parâmetros DH que são usados para definir a 

geometria do robô: 

• d: Deslocamentos ao longo do eixo Z para cada junta. 

• a: Distâncias ao longo do eixo X para cada junta. 

• α (alpha): Ângulos de rotação ao redor do eixo X para cada junta. 

Esses parâmetros são necessários para definir a transformação homogênea que 

descreve a relação entre as diferentes partes do robô. 

2. Função de Transformação Homogênea (HT) 

A função HT(n, th) calcula a matriz de transformação homogênea para o elo 𝑛 do robô, 

utilizando os parâmetros DH. A transformação homogênea é composta por: 

• 𝑇𝑎:  Matriz de deslocamento, que move o sistema de coordenadas da junta. 

• 𝑇𝑑: Matriz de translação, que aplica o deslocamento ao longo do eixo Z. 

• 𝑅𝑧𝑡: Matriz de rotação ao redor do eixo Z. 

• 𝑅𝑥𝑎: Matriz de rotação ao redor do eixo X. 
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Essas matrizes são multiplicadas na ordem correta para gerar a transformação 

homogênea que relaciona a posição e a orientação do efetuador em relação à base do robô. 

2. Função “forward” 

A função forward(th) calcula a cinemática direta total do manipulador UR5, 

multiplicando as transformações homogêneas de cada junta (de 1 a 6) para obter a 

transformação final 𝑇6, que descreve a posição e a orientação do efetuador final no espaço 

tridimensional. Para isso, a função HT é chamada para cada junta, e as transformações 

resultantes são multiplicadas em sequência. Os passos do cálculo da transformação total são os 

seguintes:  

1. Calcula as matrizes de transformação homogênea 𝐻𝑇1,  𝐻𝑇2, … , 𝐻𝑇6 para cada 

elo do robô, utilizando a função HT  

2. Multiplica sequencialmente essas matrizes: 

𝑇6 = 𝐻𝑇1. 𝐻𝑇2. 𝐻𝑇3. 𝐻𝑇4. 𝐻𝑇5. 𝐻𝑇6 

3. Retorna 𝑇6, que contém a posição do efetuador final (x, y, z) e sua orientação no 

espaço tridimensional multiplicando as transformações homogêneas das seis 

juntas, em sequência. 

O cálculo da cinemática direta neste projeto é importante para saber a posição do 

efetuador final na inicialização do sistema, e para saber onde está a pose do efetuador com base 

nas juntas atuais. 

4.2.4. Reconhecimento e classificação 

Para o reconhecimento de peças de LEGO em uma imagem, é possível dividir essa 

tarefa em etapas menores para torná-lo menos complexo e gerenciável. Para o método proposto, 

foi abordado as seguintes etapas: 

1. Instalação de bibliotecas necessárias para fazer o processamento da imagem com o 

python juntamente com o modulo pyTorch já que fornece suporte para redes neurais profundas 

para classificação das peças. 

2. Configuração de um ambiente simulado para implementar um sistema para gerar dados 

e testar modelos de detecção em condições controladas. 

3. Criação de um modelo de reconhecimento de imagem para identificar as diferentes 

peças de LEGO dentro do ambiente industrial simulado. A biblioteca utilizada foi o pyTorch 
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para criação de um modelo de aprendizado de máquina para conseguir aprender a identificar 

as diferentes peças de LEGO localizadas na esteira, para isso, foi utilizado um conjunto de 

dados para detecção de peças de LEGO [61]. 

4. Em seguida, após a criação do modelo é necessário avaliar o desempenho de 

reconhecimento do modelo treinado executando inferências em imagens de testes. Durante a 

inferência, a YOLO processa as imagens em tempo real, gerando caixas delimitadoras e 

classificações para os objetos detectados. 

5. Os resultados são exibidos em uma imagem de saída, desenhando caixas delimitadoras 

ao redor de cada peça identificada. 

No gráfico da imagem 4.8, mostra o objetivo da YOLO de produzir um modelo de 

detector de objetos muito eficiente (eixo Y) em relação ao seu tempo de inferência (eixo X). Os 

resultados preliminares mostram que o YOLOv5 se sai muito bem para esse fim em relação a 

outras técnicas de ponta. É possível notar que todas as variantes do YOLOv5 treinam mais 

rápido que o EfficientDet. O modelo YOLOv5 mais preciso, YOLOv5x, pode processar 

imagens várias vezes mais rápido com um grau de precisão semelhante ao do modelo 

EfficientDet D4. 

O YOLOv5 deriva a maior parte de sua melhoria de desempenho dos procedimentos 

de treinamento do PyTorch, enquanto a arquitetura do modelo permanece próxima ao YOLOv4. 

 

Figura 4.8 – Gráfico de comparação dos desempenhos das versões YOLO. Fonte [29]. 

 

4.2.5. Segmentação de alvos e determinação da pose do ponto de captura 

A detecção das peças de LEGO é realizada com base em visão computacional, 

utilizando a rede neural de aprendizagem profunda YOLOv5 [60] para treinar um conjunto de 

dados e gerar um modelo capaz de detectar diferentes tipos de peças LEGO. Para alcançar 
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melhores resultados de reconhecimento, o sistema requer um número significativo de dados de 

suporte. Nesta pesquisa, foi utilizado a ferramenta Blender para gerar um conjunto de dados de 

peças LEGO devidamente rotuladas. Após 300 épocas de treinamento, os resultados 

experimentais demonstram que o modelo foi eficaz em identificar as peças na esteira e em 

marcar retângulos ao redor delas. 

Para aprimorar o processo de seleção e posicionamento das peças, foi adotado o uso 

de uma garra robótica. O quadro retangular detectado pelo algoritmo YOLOv5 é utilizado para 

determinar o ponto central da caixa delimitadora, onde é extraído com base nos contornos da 

máscara. Ajustes de distorção da câmera são aplicados para alinhar o centro ao referencial 

global. Com isso, uma análise dos resultados de detecção revela que o desvio entre o ponto 

central do retângulo previsto e o ponto central real da peça é pequeno. Assim, neste trabalho, o 

ponto central do quadro retangular é utilizado para a determinação da orientação da peça, com 

base em imagens de profundidade e refinada utilizando vetores diretores calculador a partir dos 

contornos, para assim, realizar a ação de agarre da peça. 

O mapa de cores da câmera é registrado com o mapa de profundidade obtido pela 

câmera Kinect. A posição (X, Y, Z) da peça é transformada para o referencial do robô com base 

na posição da câmera kinect e correções de escala. A orientação é convertida para quaternions 

utilizando a biblioteca PyQuaternion. Após os testes, verificou-se que o erro entre os pontos 

previstos e os reais está dentro de uma margem aceitável, garantindo a precisão necessária para 

o processo de manipulação. 

A processo de treinamento e detecção das peças envolve duas etapas principais conforme 

mostra a figura 4.9. onde temos: 

1. Processo de treinamento: Treinamento da rede de detecção de objetos baseada em RGB 

(YOLOv5) e sua validação em relação ao conjunto de dados de teste. 

2. Processo de detecção de peças: Estimativa de pose usando dados RGB-D brutos em 

tempo real usando a rede YOLOv5 pré-treinada obtendo as posições das peças e 

realizando posteriormente a estimativa da pose. 
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Figura 4.9 – Aprendizagem baseada em YOLOV5 para detecção e estimativa da pose. Fonte [29]. 

Essa pipeline representa a solução completa que combina visão computacional, 

aprendizado de máquina e transformações geométricas para localizar peças de Lego na cena. O 

resultado da detecção das peças no ambiente de simulação com base no método descrito é 

mostrado na figura 4.10. 

 

 

Figura 4.10 – Detecção das peças LEGO no ambiente gazebo. Fonte: Autor. 

4.2.6. Processamento e cálculo do tempo 

Os tempos de cálculo da resolução dos métodos são comparados entre cada um dos 

algoritmos numéricos e o analítico. Para garantir que os resultados desses testes sejam 

confiáveis, cada caso de teste foi executado um determinado número de vezes para ter 

referência de um tempo médio computacional, isso é realizado pois se deve levar em 

consideração que os algoritmos de otimização têm uma tendência a diferir ligeiramente no 

tempo de convergência. O número máximo de iterações foi definido como 5000 e tolerância de 
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1e-6 para métodos que aceitam delimitações. As especificações do ambiente de benchmark de 

teste são apresentadas na Tabela 4.2. 

Computador Alienware M15R2 

Processador 11th Gen Intel Core i7-11800H @ 2.30GHz 

GPU Nvidia 3070 8GB 

Memoria 40,0 GB 

Sistema Ubuntu 20.04 

Tabela 4.2 – Especificação do dispositivo utilizado para executar os testes. Fonte: Autor. 

 

5.0. Resultados 

5.1  Simulação 

Nesta seção, descreve-se a implementação do ambiente de simulação utilizado para 

testar os métodos numéricos de resolução da cinemática inversa. A simulação foi realizada no 

software Gazebo, integrado ao ROS, para permitir a interação entre os módulos de visão 

computacional e controle do manipulador. Foram modeladas peças de LEGO em um cenário 

industrial virtual, e os métodos estudados (Gradiente Descendente, BFGS, L-BFGS-B e Nelder-

Mead) foram aplicados para avaliar o comportamento do robô colaborativo UR5e ao longo de 

diferentes trajetórias. Os testes buscaram analisar a precisão da solução numérica e a 

estabilidade das juntas ao longo do movimento. 

5.2  Análise dos Resultados Experimentais 

O modelo virtual desenvolvido conforme mostra a figura 5.0, simula uma esteira com 

peças de LEGO dispersas em uma área específica. Para isso, foi criado um programa para 

realizar a dispersão das peças na esteira e um nó ROS dedicado ao sistema de visão 

computacional. O objetivo é identificar e classificar as peças para organizá-las em suas 

respectivas caixas. O movimento completo do robô é realizado com base em diferentes métodos 

numéricos para a solução da cinemática inversa, vistos na seção 2, que é o foco principal desta 

pesquisa. A validação e comparação foram realizadas exclusivamente para os métodos 

numéricos, dado que eles são o objeto de estudo. Os testes para o cálculo do tempo do 

movimento foram divididos em dois modos: o primeiro teste avalia o movimento de retorno à 

posição inicial "home" do robô, e o segundo teste representa o processo pick-and-place 
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completo de uma peça de LEGO para sua respectiva caixa. O ambiente que será realizado os 

testes é mostrado na figura abaixo. 

 

Figura 5.0 – Ambiente de simulação gazebo para a realização dos testes de comportamento 

cinemático. Fonte: Autor. 

Para cada método foram realizados 5 testes e feito a média de duração do processo do 

movimento, os resultados dos testes podem ser vistos na tabela abaixo. 

Método Teste 1 duração (s) Teste 2 duração (s) 

Gradiente-Descendente 28.95 235.17 

BFGS 18.97 189.55 

L-BFGS-B 11.02 143.90 

Nelder-Mead 37.67 343.74 

Analítico 3.71 33.80 

Tabela 5.1 – Tempo para resolver a cinemática inversa para diferentes movimentos. Fonte: Autor. 

Os resultados indicam que métodos baseados na matriz Hessiana, como o BFGS e o 

L-BFGS-B, oferecem uma duração de movimento mais rápido que os demais, já o método 

Gradiente Descendente se torna mais rapido que Nelder-Mead devido ao uso da pseudo inversa 

de Jacobiano, que impacta diretamente no cálculo do gradiente e na eficiência do método. O 

Nelder-Mead requer um tempo médio maior do que BFGS e L-BFGS-B, isso é devido a sua 

eficiência ser limitada por depender exclusivamente da geometria do simplex para explorar o 
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espaço de busca. Já o método analítico como esperado, apresenta os tempos mais curtos que os 

métodos numéricos, devido à sua solução fechada, que elimina a necessidade de iterações para 

resolver o problema. A curva de convergência dos métodos é mostrada na figura 5.0, onde é 

obtido essa convergência para um ponto da trajetória do movimento realizado. 

  

  

Figura 5.1 – Curva de convergência de um ponto ao longo da trajetória. Fonte: Autor. 

Para avaliar a eficiência dos algoritmos numéricos em relação a precisão e eficiência, 

foram considerados dois critérios principais: o número médio de iterações necessárias para que 

o algoritmo convergisse ou atendesse ao critério de parada, e o erro médio ao longo de um 

movimento completo do robô. Para calcular o erro médio, foram somados os erros resultantes 

de cada ponto interpolado ao longo da trajetória do movimento, e, em seguida, foi calculada a 

média desses valores. A tabela 5.2 mostra o resultado do teste realizado no ambiente 

implementado. 

 

Método Erro médio Iterações 

Médias por 

Ponto 

media de custo 

computacional 

por iteração 

Tempo 

médio para 

convergência 

de uma 

iteração  
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Gradiente-

Descendente 

9.75e-07 214 54.834 11.728 

BFGS  8.83e-09 42 652.64 27.411 

L-BFGS-B 0.0002267 35 357 12.495 

Nelder-Mead  0.002239 261 423.82 110.620 

Tabela 5.2 – Média de erro e iteração ao longo de um movimento. Fonte: Autor. 

Os resultados apresentados na Tabela 5.2 mostram que o Gradiente Descendente 

requer um número significativamente maior de iterações para convergir (214,71 em média) em 

comparação com os métodos BFGS e L-BFGS-B. Isso está alinhado com a literatura, já que o 

Gradiente Descendente possui convergência linear, enquanto BFGS e L-BFGS-B apresentam 

convergência quase quadrática, explorando o espaço de busca de forma mais eficiente. 

Enquanto o Gradiente Descendente utiliza apenas o gradiente para determinar a direção de 

busca, o BFGS e o L-BFGS-B incorporam uma aproximação da matriz Hessiana, permitindo 

uma melhor exploração do espaço de busca e um número menor de iterações para alcançar a 

solução. 

Os métodos BFGS e L-BFGS-B realizam cálculos mais complexos por iteração devido 

à aproximação da matriz Hessiana, mas compensam essa complexidade com menor número de 

iterações. O BFGS, por exemplo, apresenta um erro médio muito baixo 8,83 × 10−9 e requer 

apenas 42,74 iterações em média, demonstrando sua eficiência em problemas de alta precisão. 

O L-BFGS-B, uma variante de memória limitada, equilibra eficiência computacional e precisão 

ao apresentar um erro médio de 0,00022 e uma média de 35,78 iterações, sendo particularmente 

útil em problemas de alta dimensionalidade ou com restrições de limite. 

Por outro lado, o Nelder-Mead, que não utiliza informações de gradiente ou Hessiana, 

depende de ajustes no simplex, resultando em um número elevado de iterações (261,516 em 

média) e um erro maior (0,00223). Apesar de sua simplicidade e adequação a problemas sem 

gradiente disponível, sua eficiência em termos de convergência é limitada, tornando-o menos 

competitivo em aplicações que demandam alta precisão. 

O Gradiente Descendente com pseudo-inversa da Jacobiana, embora apresente 

cálculos mais simples por iteração, requer um número elevado de iterações para alcançar uma 

solução, refletindo sua menor eficiência em explorar o espaço de busca. Esses resultados 
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indicam que o Gradiente Descendente, apesar de seu baixo erro médio 9,75 × 10−7, é menos 

adequado para aplicações em tempo real devido ao seu elevado número de iterações. 

Uma representação visual do comportamento dos erros de cada método em relação a 

estabilidade das juntas ao longo do movimento "home" pode ser vista na figura 5.2 onde, no 

método Nelder-Mead, a ausência de gradientes e Hessianas faz com que o método dependa 

unicamente do ajuste do simplex. A posição das juntas ao longo da trajetória de cada método 

pode ser visto na figura 5.2, onde quando mais suave é a curvatura das posições mais estável é 

o movimento do robô ao longo da trajetória. 

  

 
 

Figura 5.2 – Posição das juntas ao longo de um movimento. Fonte: Autor. 

No geral, a análise das métricas estudadas confirma que os métodos baseados na matriz 

Hessiana, como BFGS e L-BFGS-B, são mais eficientes para resolver problemas de cinemática 

inversa, especialmente em cenários que exigem precisão e menor tempo computacional. Esses 

métodos demonstram um equilíbrio entre precisão, número de iterações e avaliações da função 

de custo, enquanto os métodos como Nelder-Mead e Gradiente Descendente são mais 

adequados para aplicações específicas ou como soluções iniciais para algoritmos mais 

avançados. 
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6.0. Conclusão 

Com base na seção 1.2, esta pesquisa atingiu seus objetivos ao investigar e 

implementar diferentes métodos numéricos para a solução da cinemática inversa em um robô 

manipulador UR5e, integrando-os a um sistema baseado no ROS. O foco esteve na análise e 

implementação de abordagens baseadas em métodos numéricos. Esta pesquisa demonstra que 

as soluções numéricas são eficazes, mas possuem características específicas que influenciam 

seu desempenho, dependendo do método utilizado. Por exemplo, métodos baseados na matriz 

Hessiana, como o BFGS e o L-BFGS-B, oferecem uma relação ideal entre eficiência e precisão, 

sendo as mais adequadas para a aplicação de cinemática inversa no robô UR5 caso tenha que 

ser escolhido uma solução numérica para resolver problema de cinemática. Apesar do método 

analítico ser superior a ela em desempenho, carece de flexibilidade para lidar com 

configurações mais complexas em alguns robôs, enquanto o Gradiente Descendente com 

pseudo-inversa do Jacobiano apresenta limitações para aplicações em tempo real, devido ao 

elevado número de iterações necessárias para convergir em comparação com métodos baseados 

em curvatura, como o BFGS. Apesar de a pseudo-inversa do Jacobiano permitir uma maior 

estabilidade e robustez em situações de redundância ou singularidade, o método ainda utiliza 

apenas informações do gradiente, sem considerar a curvatura da função de custo. O Nelder-

Mead, embora útil em casos específicos, não apresenta desempenho competitivo frente aos 

métodos baseados em Hessiana. 

A contribuição desta pesquisa está na demonstração da viabilidade de aplicações 

numéricas para a solução de problemas complexos na robótica colaborativa, assim como na 

integração de módulos de visão computacional e controle. Sugere-se, como trabalhos futuros, 

a investigação de híbridos entre métodos numéricos e analíticos para melhorar a robustez e o 

desempenho em sistemas dinâmicos mais complexos. 
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APÊNDICE A – Código para a resolução da cinemática direta pelo DH 
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APÊNDICE B – Código para a resolução da cinemática inversa pelo método BFGS 
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APÊNDICE C – Código para a resolução da cinemática inversa pelo método L-BFGS. 
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APÊNDICE D – Código XML para criação da cena principal no ambiente gazebo. 
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APÊNDICE E – Código para a resolução da cinemática inversa usando pseuda-inversa do 

jacobiano e gradiente descendente. 
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APÊNDICE F – Código para a resolução da cinemática inversa usando gradiente descendente. 
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APÊNDICE E – Código para plotar a estabilidade das juntas. 

 


