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Resumo

SANTANA, M. Existéncia e inexisténcia de subespacos frequentemente
hiperciclicos para operadores weighted shifts. 2025. Dissertacao de Mestrado —

Instituto de Ciéncias Exatas, Universidade Federal do Amazonas, Manaus.

Nesta dissertacao, estudamos critérios de existéncia e inexisténcia de subespacos
frequentemente hiperciclicos. Inicialmente, apresentamos resultados classicos da
analise funcional necessarios ao desenvolvimento deste estudo. Em seguida, discutimos
propriedades importantes a respeito da dinamica de operadores hiperciclicos, com destaque
para o Critério de Hiperciclicidade. Também introduzimos as nog¢oes de subespacos e
operadores frequentemente hiperciclicos. O objetivo principal deste trabalho é o estudo
detalhado dos resultados do artigo [33], que estabelece condigoes para a existéncia e
inexisténcia de subespacos frequentemente hiperciclicos em operadores weighted shifts. Ao

final, construimos exemplos de operadores que satisfazem esses critérios.

Palavras-chave: Analise funcional, sistemas dindmicos, dindmica linear, operadores

hiperciclicos, subespacos frequentemente hiperciclicos.



Abstract

SANTANA, M. Existence and nonexistence of frequently hypercyclic subspaces
for weighted shift operators. 2025. Master’s Dissertation — Institute of Exact Sciences,

Federal University of Amazonas, Manaus.

In this dissertation, we study criteria for the existence and nonexistence of frequently
hypercyclic subspaces. We begin by presenting classical results from functional analysis
that are essential for the development of this study. Then, we discuss important properties
related to the dynamics of hypercyclic operators, with emphasis on the Hypercyclicity
Criterion. We also introduce the notions of frequently hypercyclic operators and frequently
hypercyclic subspaces. The main goal of this work is to provide a detailed study of the
results in [33], which establishes conditions for the existence and nonexistence of frequently
hypercyclic subspaces for weighted shift operators. Finally, we construct examples of

operators that satisfy these criteria.

Keywords: Functional analysis, dynamical systems, linear dynamics, hypercyclic operators,

frequently hypercyclic subspaces.
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Introducao

A dindmica linear é um ramo da analise funcional que estuda o comportamento das
orbitas de vetores sob a acao de operadores lineares. Ao que tudo indica, os primeiros
exemplos de operadores com érbita densa foram apresentados por Birkhoff [7] em 1929,
MacLane [31] em 1952 e Rolewicz [42] em 1969, representando um marco importante para
a area, que s se estabeleceu de fato a partir de 1982 com a tese de doutorado de C. Kitai
[25]. Operadores com 6rbita densa passaram a ser chamados de hiperciclicos, e o interesse
neles motivou a descoberta de resultados importantes, como o Critério de Hiperciclicidade.
As primeiras versoes desse critério foram apresentadas, de forma independente, por Kitai
[25] e por Gethner e Shapiro [17]. O avango da teoria levou a no¢des mais fortes, como a
de operadores frequentemente hiperciclicos, que possuem Orbita nao apenas densa, mas que
retorna com “frequéncia positiva” aos abertos do espago. Vetores com érbitas desse tipo
sao chamados de vetores frequentemente hiperciclicos. Também foi estabelecido o Critério
de Hiperciclicidade Frequente, proposto por Bayart e Grivaux [3, 2] e posteriormente
aprimorado por Bonilla e Grosse-Erdmann [9].

Herrero [24] e Bourdon [12] provaram, de maneira independente, que operadores
hiperciclicos em espagos de Banach possuem um subespaco denso onde cada vetor nao nulo
é hiperciclico. Em 1995, Gonzélez e Montes [18] apresentaram um exemplo de operador
em H(Q2) que possui um subespaco fechado de dimensao infinita cujos vetores nao nulos
sao todos hiperciclicos. Esse tipo de subespago ¢ chamado de subespaco hiperciclico. Em
1996, Montes [37] foi o primeiro a apresentar um exemplo de operador que nao admite
subespaco hiperciclico, além de propor um critério suficiente para a existéncia desses
subespagos. Posteriormente, Gonzalez et al. [21] estabeleceram uma caracterizacao da
existéncia de subespacos hiperciclicos, no contexto de espacos de Banach, para uma certa
subclasse de operadores — a saber, os hereditariamente hiperciclicos — por meio de
seu espectro. Um exemplo de operador em que todo vetor nao nulo é hiperciclico foi
construido por Read [41]. Um critério para a inexisténcia de subespagos hiperciclicos foi
apresentado por Leén e Miiller [28]. O interesse em operadores que admitem subespagos
hiperciclicos motivou diversos outros resultados, sendo objeto de intensa investigacao nos
tltimos anos. Prova disso, por exemplo, sdo os trabalhos [1, 20, 19, 6, 14, 26, 27, 39, 43, 40,
36, 34]. Um resultado importante nessa linha de pesquisa foi obtido por Quentin Menet
[35], que estabeleceu uma condi¢ao necessaria e suficiente para que operadores weighted
shifts admitam subespacos hiperciclicos em £, 1 < p < oo, abrindo caminho para outras
contribuigoes relacionadas a esse tipo de operador.

Recentemente, Bonilla e Grosse-Erdmann, em [8], introduziram a nogao de subespago
frequentemente hiperciclico, ou seja, subespacos fechados de dimensao infinita nos
quais todo vetor nao nulo é frequentemente hiperciclico. Nesse trabalho, os autores

apresentam condigoes suficientes para a existéncia desses subespagos, com base no



critério de hiperciclicidade frequente. Embora tais resultados representem um avanco
importante na teoria, a linha de pesquisa que estuda os operadores que admitem (ou nao)
subespacos frequentemente hiperciclicos ainda nao foi amplamente explorada na literatura,
configurando-se como um ramo promissor para investigagao.

Ao longo dos quatro primeiros capitulos desta dissertacao, desenvolvemos um estudo
sobre a dinamica de operadores hiperciclicos e frequentemente hiperciclicos em espacos de
Banach, desde pré-requisitos, passando por propriedades béasicas das orbitas hiperciclicas,
pelo Critério de Hiperciclicidade, até os conceitos de hiperciclicidade frequente e critérios
gerais para a existéncia de subespacos frequentemente hiperciclicos. Esse conteiido serve
de base para o objetivo principal, feito no ultimo capitulo, que é a andalise do artigo
[33], de Quentin Menet, que trata de critérios de existéncia e inexisténcia de subespagos
frequentemente hiperciclicos para weighted shifts. As demonstracoes presentes no artigo
sdo, em geral, enxutas, com algumas afirmacoes apresentadas sem qualquer justificativa.
Assim, uma das contribuigoes deste trabalho é fazer o detalhamento completo de cada
uma delas, abrindo as contas e justificando cada argumento feito.

No Capitulo 1, apresentamos as defini¢coes e os resultados preliminares que servem
de base para os capitulos seguintes. A maior parte dos teoremas sao classicos, e suas
demonstragoes podem ser encontradas nas referéncias indicadas. Entretanto, como nao
encontramos a demonstragao de alguns resultados na literatura consultada, optamos por
inclui-las para tornar a exposi¢cao mais completa.

O Capitulo 2 é dedicado ao estudo da dindmica de operadores hiperciclicos em espagos
de Banach. Comecamos definindo o conceito de operador hiperciclico e apresentando
algumas de suas propriedades, como a inexisténcia desse tipo de operador em espagos de
dimensao finita. Também discutimos resultados sobre a estrutura das orbitas hiperciclicas,
incluindo sua independéncia linear. Encerramos o capitulo com um exemplo classico de
operador hiperciclico.

O terceiro capitulo aborda o Critério de Hiperciclicidade, tendo inicio com o Teorema
da Transitividade de Birkhoff, que relaciona hiperciclicidade frequente e transitividade
topoldgica. Desse teorema, provamos algumas consequéncias, sendo a principal delas
a que afirma que satisfazer o Critério de Hiperciclicidade é suficiente para garantir a
hiperciclicidade de um operador, sem que seja necessario construir um vetor hiperciclico. Ao
final, incluimos outros resultados, como a conexidade do conjunto de vetores hiperciclicos.

O Capitulo 4 inicia-se com as nocoes de densidade para subconjuntos de Ny. A ideia é
motivar e introduzir os conceitos de operadores e subespagos frequentemente hiperciclicos,
que sdo o foco deste capitulo. Também discutimos o Critério de Hiperciclicidade Frequente e
finalizamos com uma condicao suficiente para a nao existéncia de subespacos frequentemente
hiperciclicos.

Finalmente, no Capitulo 5, detalhamos os resultados do artigo [33] sobre critérios de

existéncia e inexisténcia para subespacos frequentemente hiperciclicos. Organizamos este



capitulo em duas partes. Na primeira, apresentamos um exemplo que fornece uma resposta
positiva ao Problema 1, presente em [8]:
Eziste um operador frequentemente hiperciclico que possui um subespago
hiperciclico, mas nao um subespaco frequentemente hiperciclico?

Para isso, destacamos duas condigoes suficientes para a inexisténcia de subespacos
frequentemente hiperciclicos, sendo a segunda especifica para operadores weighted shifts.
Na segunda etapa, o foco se volta para critérios que garantem a existéncia desses subespacos,
também para weighted shifts. Finalizamos com a construcao de um operador que satisfaz

esses critérios.
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1 Resultados Preliminares

Neste capitulo, reunimos defini¢oes e resultados importantes que serao utilizados
ao longo do trabalho, servindo de base para as demonstracoes e discussoes nos proximos
capitulos. Quando nao apresentadas, as demonstragoes dos teoremas enunciados podem ser
encontradas nas referéncias citadas. Além disso, supomos que o leitor possui conhecimento

prévio de Anélise Real e Topologia Geral.

1.1 Espacos Métricos

Embora a teoria dos espagos métricos anteceda a topologia geral e, portanto, seus
conceitos bésicos ja sejam presumidos como conhecidos, optamos por destacar nesta secao
versoes especificas de certas defini¢oes e teoremas que adotamos, bem como apresentar

demonstragoes de resultados que nao foram encontrados na literatura classica.

Lembre que um espago métrico ¢ um par (X, d), onde d : X x X — R é uma fungao,

denominada métrica, que satisfaz as seguintes propriedades para quaisquer z,y,z € X:

1. d(z,y) > 0ed(x,y) =0 se, e somente se, x = y;
2. d(z,y) = d(y,z);
3. d(z,2) < (z,y) + d(y, ).

Definicao 1.1. Um espago métrico X é dito ser separdvel se possui um subconjunto

enumeravel e denso.

Proposicao 1.2. A respeito de um espaco métrico X, as seguintes afirmagoes sao

equivalentes:

a) X é separdvel;
b) X possui uma base enumeravel de conjuntos abertos para sua topologia;

c) X é um espago de Lindeldf, ou seja, toda cobertura por abertos de X possui uma

subcobertura enumeravel.

Demonstragao. Veja [29, Proposigao 9.1.]. O

Lema 1.3. Sejam X um espago métrico sem pontos isolados e D C X denso em X. Se F

é um subconjunto finito de D, entdo D \ F' também é denso em X.
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Demonstragio. Vejamos que D \ {a}, com a € D, continua denso em X. Sejam z € X e
e > 0. Caso = # a, tome 6 = min{e, d(z,a)}. Como D é denso, existe b € B(x,0) N D.
Note que d(z,b) < 6 < d(z,a), o que implica que b # a. Como B(x,d) C B(z.€), entao
be B(x,e)N(D\ {a}). Isso prova que = € D \ {a}. Agora, suponha z = a. Como x nio é
um ponto isolado, existe w € B(x,¢) tal que  # w. Uma vez que B(x,¢) é um conjunto
aberto, existe 7 > 0 tal que B(w,r) C B(x,¢). Tome ¢ = min{r, d(w,a)}. Como D é
denso, existe b € B(w;c) N D. Como d(w,b) < ¢ < d(w,a), segue que b # a. Logo,

be Bw,r)N(D\{a}) C B(z,e)n(D\ {a}).

Em qualquer caso, x € D\ {a}, ou seja, D \ {a} é denso em X para qualquer a € D.
Agora, seja F' C D um subconjunto finito com £ elementos. Por indugao em k, conclui-se

que D\ F é denso em X. O

Teorema 1.4 (Teorema da Categoria de Baire). Seja M um espago métrico completo.

Entao toda intersecao enumerdavel de abertos densos é um subconjunto denso em M.

Demonstragio. Veja [29, Proposicao 7.19.]. ]

Proposicao 1.5. Sejam X e Y espacgos métricos e f : X — Y uma funcao continua com
imagem f(X) densa em Y. Se D é denso em X, entdao f(D) é denso em Y.

Demonstragio. Sejam y € Y e e > 0. Como f(X) é denso em Y, existe x € X tal que
f(x) € B(y;e). Como f é continua, f~'(B(y;e)) é um aberto de X contendo z. Assim,
existe 6 > 0 tal que

B(x;6) C [TH(B(y;€)).

Uma vez que D é denso em X, existe w € D tal que w € B(x;J). Da inclusao anterior,
temos que w € f~1(B(y;¢€)), o que implica que f(w) € B(y;e). Isso mostra que para todo
y €Y etodo e > 0, a bola B(y;&) contém um ponto de f(D). Logo, f(D) é denso em
Y. ]

1.2 Espacos de Banach

Em um espaco vetorial, uma norma é uma funcao que associa a cada vetor do
espaco um numero real nao negativo. Ademais, esta funcao goza de propriedades que
permitem munir o espago com uma métrica natural, abrindo caminho para o estudo de
propriedades como a completude, que serd o foco desta secao. A menos que seja indicado

o contrario, todos os espacos vetoriais considerados terao como corpo escalar K igual a R
ou C.

Definicao 1.6. Seja X um espago vetorial sobre K. Uma norma em X é uma funcao

|| - ]| - X — R que satisfaz as seguintes condigdes para todos z,y € X e A € K:
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1. |z]] >0, e |z||=0 <= x=0;
2. Azl = [Alll=[l;

3 Nz +yll < Nzl + llyll-

O par (X, || - ||) é chamado de espago normado. Podemos definir a funcao distancia
d: X x X — R dada por

d(fL’,y)Z ||x_yH7 \V/CL’,ZUGX

Nao ¢ dificil verificar que essa funcao satisfaz as propriedades de uma métrica, garantindo
que X se torne um espaco métrico. Além disso, um espago normado completo na métrica

induzida pela sua norma recebe o nome de espaco de Banach.

Proposicao 1.7. Se X é um espaco normado de dimensao finita, entdao X é um espago
de Banach.

Demonstragao. Veja [10, Proposicao 1.1.6]. ]

Proposigao 1.8. Sejam X um espago de Banach e Y C X um subespaco fechado. Entao

Y é um espago de Banach com a norma induzida de X.

Demonstragio. Veja [10, Proposigao 1.1.1]. O

Exemplo 1.9. Alguns exemplos de espacos de Banach sao:

a) Seja K igual a R ou C. O espaco KV, munido de qualquer norma, é um espaco de
Banach. De fato, como K" possui dimensdo finita, a Proposicio 1.7 garante que este

sera Banach.

b) O espaco ¢, com p € [1,00), consiste no conjunto de todas as sequéncias = (z,)nen

de escalares tais que a soma

o0 1/1’
Jall, = (Z \mp)
n=1

é finita. Equipado com a norma || - [|,, ¢, ¢ um espaco de Banach. Veja [10, Secao

1.4].

c) O espago lo é o conjunto de todas as sequéncias limitadas de escalares © = (2, )nen,

munido da norma

[#][cc = sup [zn|.
neN

Esse espaco é de Banach. Veja [10, Se¢ao 1.4].
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d) O espago ¢y, que consiste no conjunto das sequéncias de escalares que convergem
para zero. Esse espago ¢ um subespaco fechado de ¢, e, pela Proposicao 1.8, também

é um espago de Banach. Veja [10, Exemplo 2.1.4].

Exemplo 1.10. O espaco das sequéncias eventualmente nulas, denotado por ¢y, é definido
como
Cop = {x = (Tp)nen € KN :3N €N tal que z,, = 0,Yn > N}.

Esse conjunto é subespaco de ¢, para qualquer p € [1, 00|, tornando-se assim um espago
normado. No entanto, cog nao é completo em nenhuma dessas normas, pois ha sequéncias
em cgo que convergem em ¢,, mas cujo limite nao pertence a cyy. Assim, cypp ndo ¢ um

espago de Banach. Veja [10, Exemplo 1.1.7].

Proposigao 1.11. Seja p € [1,00). O subconjunto das sequéncias eventualmente nulas com
coordenadas racionais (ou coordenadas em Q + Qi se o corpo dos escalares for complexo)

¢ enumeravel e denso em £,,.

Demonstracao. Considere K = R. Denotemos por E o conjunto das sequéncias

eventualmente nulas com coordenadas racionais, isto é,
E = {(xn)nen € coo : x, € Q para todo n}.

Note que
E = L_J(Q”X{O}X{O}x{o}x---).

n
Como Q™ x {0} x {0} x {0} x --- é enumeravel para cada n € N, segue que E é uniao
enumeravel de enumeraveis e, portanto, enumeravel.
Vejamos que E é denso em . Sejam x = (z,,) € {, e ¢ > 0. Vamos construir um

vetor z € E tal que ||z —z||, < €. Como a soma Y 0", |x,|P converge, entdao > oo |z,[P — 0

quando m — oco. Tome N € N tal que

S Jmal? < (e/2)

n=N-+1

Defina a sequéncia y = (y,) por

T, sel<n<N,
Yn =
0, caso contrario.

A respeito da norma do vetor x — gy, note que

. 1/p
€
||x—y||p=( > |a:n|p) <
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Como Q é denso em R, para cada n € {1,2,..., N} existe um racional z, tal que
v — 20l < 5
yn Zn 2N1/p

Isso permite definir a sequéncia de coordenadas racionais

z={z1,29,...,2n,0,0,...} € coo.
Note que
P Noogp eP P
—_ p— JE— p p— p— . —_— —
lo=ell = b= < 3 (3) = % oy = N oy = o
Ou seja,

ly — 2|l <
Da desigualdade triangular, temos

g g
o= 2l < llo = yllp + ly = 2ll, < 5+ 5 =¢

Portanto, o conjunto E das sequéncias eventualmente nulas com coordenadas racionais é
denso em ¢, no caso real. No caso complexo, basta redefinir o conjunto £ trocando Q por
Q+1Q, ja que este é subconjunto enumeravel e denso de C, e repetir o argumento. Assim,

também no caso complexo, o resultado vale. O

Proposicao 1.12. Um espago normado X é um espaco de Banach se, e somente se, toda

o, ¢]
série absolutamente convergente em X é convergente. Ou seja, se para toda série Y. x,

n=1
em X com

[oe)
Z |zn]| < o0,
n=1

o0
a série > x, converge em X.
n=1

Demonstragao. Veja [10, Proposicao 10.1.4]. O

Proposigao 1.13. Seja X um espago vetorial normado nao trivial. Entao, nenhum ponto

de X é isolado.

Demonstragio. Veja [29, Exemplo 1.16]. ]

Definigao 1.14. Seja X um espago de Banach. Dizemos que uma sequéncia (e,,),>1 C X é
uma base de Schauder se, para todo vetor z € X, existe uma unica sequéncia (a,),>1 C K

tal que
o0
xr = Z A€,
k=1

isto é, a série converge para x na norma de X.
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Definicao 1.15. Seja X um espago de Banach. Dizemos que uma sequéncia (€,)n>1 C X

é uma sequéncia bdsica em X se ela for uma base de Schauder do subespaco fechado
M = span{e, : n € N},

Proposicao 1.16 (Funcionais coordenados associados a uma sequéncia bésica). Seja
X um espago de Banach, e seja (e,)n>1 C X uma sequéncia bdsica. Entdo, para cada
n € N, eziste um funcional linear continuo e}, € X' tal que, para todo vetor x na forma
T =Y 5o, agex, temos

*

er(x) = ay.

Demonstracio. E sabido que as aplicacdes
oo
x:Zakekespan{en:neN}HaneK, n € N,
k=1

sdo funcionais lineares continuos (veja [38, Corolario 8.4]). O Teorema de Hahn-Banach
(Teorema 1.30) garante que esses funcionais podem ser estendidos continuamente a todo o

espaco X. Assim, obtemos os funcionais (e;),>1. O

Proposigao 1.17. Seja X um espago de Banach e (e,)n>1 uma base de Schauder de X.

Entdo, toda subsequéncia de (ey) constitui uma sequéncia basica em X .

Demonstragio. Veja [38, Proposi¢ao 10.1]. O

Teorema 1.18 (Teorema de Mazur). Todo espago de Banach de dimensao infinita contém

uma sequéncia bdsica.
Demonstragio. Veja [30, Theorem 1.a.5]. ]

[e.e]
Em um espago normado X, uma série y z,, com x,, € X, é dita incondicionalmente
convergente se a sua convergéncia nao depende da ordem dos termos, isto é, se toda

reordenacao da série também converge e converge para o mesmo valor.

Uma definigao equivalente (veja [11, Theorem 10.1.6]), mais operacional e comum,

¢ a seguinte:

o
Definicao 1.19. Seja X um espaco normado. Dizemos que a série Y. z,, com z, € X, é
n=1

incondicionalmente convergente se, para toda escolha de sinais ¢, € {—1,1}, a série

00
Z Enp
n=1

também converge em X.
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1.3 O Espaco de Sequéncias ¢,

O espaco de sequéncias ¢, com 1 < p < 0o, serd um ambiente de interesse ao longo
desta dissertacao. Nesta secao, reunimos algumas defini¢oes e propriedades adicionais que

reforgam a compreensao da estrutura desse espaco.
Exemplo 1.20. Para 1 < p < 00, os vetores canénicos (e;);>1, definidos por
e; =(0,0,...,1,0,...) (com 1 na j-ésima posi¢ao),

formam uma base de Schauder no espago £, também conhecida como base candnica. Assim,

qualquer vetor x = (z,,) € ¢, pode ser escrito de maneira inica como

)
xr = Z TnCn,
n=1

ou seja, os coeficientes da série sao justamente as coordenadas da sequéncia x.

Demonstragio. Veja [10, Exemplo 10.3.3]. O

Definicao 1.21. Considere o espaco £,, 1 < p < 0o. A wvalora¢io de um vetor nao nulo

= (2,)n>1 € {p, denotada por v(z), é definida como sendo
v(z) :=min{j > 1:x; # 0}.
Ou seja, v(z) é o menor indice de coordenada nao nula da sequéncia x.

Proposigao 1.22. Seja M um subespago fechado de dimensao infinita de £,, 1 < p < oo.
Entao, para qualquer k > 0, existe um vetor y € M tal que a valoracao de y satisfaz

v(y) > k.

Demonstragdo. Defina o conjunto
Wy ={z = (xn)n>1 € M : 2y = 0}.
Esse conjunto é um subespaco vetorial de M. Vejamos que W; tem dimensao infinita.

Suponha, por absurdo, que W, tem dimensao finita. Como M tem dimensao infinita,
podemos tomar uma sequéncia {z7};>; de vetores linearmente independentes (L.I) no
conjunto complementar M \W; = {x € M : x1 # 0}. Agora, considere a seguinte sequéncia

de vetores em Wi:
1

x
1
=gl — —2952,
Ty
2
x
1
22 =% = —31;3,
Ty
J
T
2 =g’ T AR
x
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Observe que

A=l - —af —af — 0,
1
mostrando que 27 € Wy para todo j. Além disso, a sequéncia {27},51 é L.I, pois {27} ;51 ¢
L.I. Isto contradiz a suposicao de que W; tem dimensao finita. Logo, W; tem dimensao
infinita. Agora, defina
Wy ={x = (2y)n>1 € Wi : 29 =0},

Como W5 é um subespago de W7 e Wi tem dimensao infinita, podemos repetir o argumento
anterior para concluir que W5 tem dimensao infinita. Assim, continuamos esse processo

indutivamente, definindo
Wis1 = {x = (2)n>1 € Wi : 241 = 0},

e usando o mesmo argumento para concluir que Wj..; tem dimensao infinita para todo
k > 1. Dado que W}, tem dimensao infinita para qualquer £ > 1, entao ele contém vetores
nao nulos. Escolhendo um vetor qualquer y € W} nao nulo, temos por construcao que
suas primeiras k coordenadas sdo nulas, ou seja, v(y) > k. Como W), C M, segue que y

pertence a M, concluindo a prova. O]

1.4 Operadores Lineares Limitados

Essencialmente, um operador linear ¢ uma funcao entre espagos vetoriais que
preserva a estrutura vetorial, isto é, respeita as operac¢oes fundamentais de soma e
multiplicacao por escalar. Mais precisamente, se X e Y sao espacos normados, um operador

linear ¢ uma funcao 7 : X — Y tal que, para todos z,y € X e todo escalar \, temos
T(xy 4+ z2) = T(x1) + T(22);

T(A\x) = \T'(x).

Nao é dificil verificar que o conjunto de todos os operadores lineares de X em Y forma um
espaco vetorial. Assim, se temos dois operadores lineares S, T : X — Y, entao sua soma

S + T também é um operador linear, assim como qualquer multiplo escalar A7

Vamos restringir nossa atencao a classe dos operadores lineares limitados, que se
caracterizam por transformar qualquer conjunto limitado em outro também limitado, o

que nos permitira definir uma norma para esses operadores.

Definicao 1.23. Sejam X e Y espagos normados sobre um corpo K. Dizemos que um

operador linear T': X — Y é limitado se existe uma constante C' > 0 tal que

IT()]| < Cllzll, Ve X.
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Nao é dificil verificar que o conjunto dos operadores lineares e limitados de X em
Y, denotado por L(X,Y), forma um espago vetorial sobre K. Quando Y = X, escrevemos
simplesmente L(X) para denotar o espago dos operadores lineares limitados de X em si
mesmo. Além disso, no caso particular em que Y = K, o espago L(X,K) é denotado por
X', sendo chamado de espago dual de X. Os elementos de X’ sdo os chamados funcionais

lineares limitados em X.

Proposicao 1.24. Sejam X e Y dois espagos normados, e considere 7" : X — Y um

operador linear. Entao, T' é limitado se, e somente se, 1" é continuo.

Demonstragio. Veja [10, Proposicao 2.1.1]. O]

Proposigao 1.25. Sejam X e Y espagos normados. O espago vetorial L(X,Y) satisfaz as

seguintes propriedades:

1. L(X,Y) é um espaco normado quando munido da norma

1T} = sup [|T(x)].

[lzf|<1
2. Para todos T' € L(X,Y) e x € X, vale a desigualdade

[T @) < T - [[=]-
3. Se Y é um espago de Banach, entao L(X,Y) também é um espago de Banach.

Demonstragio. Veja [10, Proposicao 2.1.4]. O]
Exemplo 1.26. Considere o espaco £, com 1 < p < co. Dada uma sequéncia z = (2, )pen

em ¢, definimos os seguintes operadores de deslocamento (shifts):

« O operador right shift S : ¢, — ¢, ¢ dado por

0, sen =1,
(Sr)n =

Tp_1, Sen > 2.

Esse operador desloca os termos da sequéncia uma posicao para a direita, inserindo

um zero na primeira coordenada.
« O operador left shift Sy, : £, — ¢, é dado por
(Spx)n = Tpy1, VYneN

Esse operador desloca os termos da sequéncia uma posicdo para a esquerda,

descartando a primeira coordenada.
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E facil verificar que Sg e Sy, sdo lineares. Vamos provar que ambos sdo continuos.

Para Sy, sabemos que

ISrel, = (i |<SRx>n|p) g

Substituindo a defini¢do de Sgz, obtemos

1 1
o0 » o0 »
\|5Rx||p=(\orp+z|xnmp) =(z|xmrp) _ izl
n=2 m=1

Assim, ||Sg|| < 1, o que garante que Sk é continuo. Para Sy, temos

|SLxll, = <Z|5Lx ) .

Substituindo a definicao de Sz, segue que

. L e
1Sszl, = (Z |:cn+1|p) < (Z |mn|p) ~ lizll
n=1 n=1

Portanto, ||S.|| < 1, o que mostra que Sy também é continuo. Logo, os operadores shifts

a direita e a esquerda sao operadores lineares e continuos no espago ¢,,.

Proposicao 1.27. Sejam X,Y e Z espagos normados e sejamT € L(X,Y) e S € L(Y, Z).
Entao a composicio SoT : X — Z, definida por

(SoT)(x) =S(T'(x))
para todo x € X, é um operador linear e continuo, ou seja, SoT € L(X,Z).

Demonstracio. E facil ver que S o T é linear. A continuidade segue do fato de que a
composicao de aplicagoes continuas entre espacos métricos arbitrarios é uma aplicagao

continua. O

Definicao 1.28. Sejam X e Y espacos de Banach e seja T : X — Y um operador linear
continuo. O adjunto de T é o operador T" : Y’ — X' definido por

T'(p) =¢@oT, paratodo e Y’

Definicao 1.29. Seja X um espago de Banach e seja T : X — X um operador linear
continuo. Dizemos que um escalar A € K é um autovalor de T' se existir um vetor nao nulo
r € X tal que

T(z) = \x.

Neste caso, dizemos que x é um autovetor associado a A.
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1.5 Teorema de Hahn-Banach

Um dos teoremas mais importantes da Analise Funcional é o Teorema de Hahn-
Banach, que assegura que um funcional linear continuo definido em um subespaco de
um espaco vetorial normado pode ser estendido a todo o espago sem que sua norma
seja alterada. Além dessa formulacdo, o teorema também possui versdes geométricas que

fornecem critérios para a separagao de conjuntos convexos.

Teorema 1.30 (Teorema de Hahn-Banach, extensao de funcionais lineares). Sejam X
um espaco normado sobre K e M um subespaco de X . Suponha que ¢ : M — K seja um
funcional linear continuo. Entdo, existe um funcional linear continuo F : X — K que

estende ¢ e que satisfaca | F|| = ||¢||.

Demonstragio. Veja [10, Corolario 3.1.3]. O

Defini¢ao 1.31. Seja (X, || - ||) um espago normado. Um subconjunto A C X ¢é dito

convero se, para quaisquer =,y € A e para todo ¢ € [0, 1], tem-se
(1—-t)x+ty € A

Teorema 1.32 (Teorema de Hahn-Banach, primeira forma geométrica). Sejam A e B
dois subconjuntos de um espago normado X, ambos convexos, nao vazios e disjuntos. Se

A for um conjunto aberto, entao existem um funcional ¢ € X' e a € R tais que

o(x) <a<(y), paratodosz e Aeyé€E B.

Demonstragio. Veja [10, Teorema 3.4.8]. O

Teorema 1.33 (Teorema de Hahn-Banach, segunda forma geométrica). Sejam A e B dois
subconjuntos converos, nao vazios e disjuntos de um espago normado E. Se A é fechado
e B é compacto, entao existem um funcional ¢ € E' e dois escalares a,b € R com a < b
tais que:

o(r) <a<b<(y), paratodosz e AeycEB.

Demonstragio. Veja [10, Teorema 3.4.9]. ]

Corolario 1.34. Seja X um espaco normado. Um subespaco vetorial M de X € denso em

X se, e somente se, todo funcional linear continuo que anula M também anula X .

Demonstragio. Veja [13, Corollary 1.8.].

Proposicao 1.35. Sejam X,Y e Z espacos vetoriais normados sobre K.
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a) Se as fungoes continuas f : X =Y eg:Y — Z tém imagem densa, entao go f

também tem imagem densa.

b) Se f: X — Y € uma funciao continua, com imagem densa, entdo \f tem imagem

densa para todo escalar \ # 0.

Demonstragio. a) Como ¢g(Y) é denso em Z e D = f(X) é denso em Y, aplicando a
Proposicao 1.5, temos que g(D) = g(f(X)) é denso em Z. Assim, (g o f)(X) é denso em

Z, o que conclui a demonstragao do item (a).

b) Seja y € Y. Como f(X) é denso em Y, existe uma sequéncia {x,} C X tal que
flz,) — % quando n — oo.

Como Af é continua (pois f é continua), segue que

Y

M(zp) — A =Y quando n — oo.
Ou seja,
M(z,) — y quando n — oo.
Isso mostra que Af(X) é denso em Y. O

Observagao 1.36. O enunciado do item b) da proposi¢ao anterior pode ser generalizado via

argumento indutivo da sequinte forma: Sejam X1, Xs, ..., X, espacos vetoriais normados
em K e seja fr : Xi — X1 uwma funcao continua para k = 1,2,...,n — 1. Se a
imagem de fr ¢ densa em Xpyq1 para cada k = 1,2,....,n — 1, entdo a composi¢ao

fn10 fago---0f1: Xy — X, € uma funcdo continua cuja imagem € densa em X,,.

1.6 Espaco Quociente Vetorial

Definicao 1.37. Sejam X um espaco vetorial sobre K e § C X um subespaco vetorial.
Define-se o espaco quociente (vetorial) X/S como o conjunto das classes laterais de S em
X, isto é,

X/S={x+95:2¢€ X},

onde z+ S ={z+s:s€ S} Em X/S, definimos as operacoes de adigdo e multiplicacao

por escalar, respectivamente, da seguinte maneira: dados z,y € X e A € K, temos
(x+9)+y+9)=@+y)+S5, e MNax+S5):=(\x)+S.

E ficil verificar que essas operacdes estdo bem definidas (isto é, independem dos

representantes escolhidos) e que tornam X /S um espago vetorial.

Definicao 1.38. Sejam X um espaco vetorial e S C X um subespaco vetorial. Chamamos

de codimensao de S em X a dimensao do espago quociente X/S.
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Lema 1.39. Seja X um espago de Banach separdvel e de dimensao infinita. Para qualquer
subespago de dimensao finita F' de X, e para qualquer € > 0, existe um subespaco fechado

E de codimensao finita em X tal que para qualquer x € E e qualquer y € F,

. m( Il ) |

24+’ l1+e
Demonstragio. Veja [23, Lemma 10.39). O

Teorema 1.40 (Teorema dos Isomorfismos para Espagos Vetoriais). Sejam X e Y espacos
vetoriais sobre K e seja T : X — Y uma aplicagcao linear. Entao existe uma aplicacao

linear e bijetora entre os espagos X/ ker(T) e Im(X).
Demonstragio. Veja [16, Teorema V.5.6.]. ]

Usaremos a notacao X = Y para indicar dois espagos vetoriais X e Y sao

algebricamente isomorfos, ou seja, existe uma aplicacao linear bijetora entre eles.

Lema 1.41. Seja X um espago vetorial de dimensao infinita. Se M, N C X sao subespacos

de codimensdo finita, entao M N N também tem codimensdo finita.

Demonstracao. Defina a aplicacao
p0: X = X/Mx X/N, ¢(x)=(x+ M,x+ N).
E facil ver que @ é linear. Além disso, como x + M = M <= z € M, entao

ker(p) ={r e X : p(z) =(0+ M,0+ N)}
={reX:z+M=Mex+N=N}
={reX:zeMexeN}
=MnNN.

Assim, ker(p) = M N N. Como Im(¢) € X/M x X/N e o espaco X/M x X/N tem

dimensao finita, entao
dim(Im(p)) < dim(X/M x X/N) = dim(X/M) + dim(X/N).
Pelo Teorema 1.40, temos
X/(MNN)=X/ker(¢) = Im(p) C X/M x X/N.

Assim,

dim(X/(M N N)) = dim(Im(y)) < dim(X/M) + dim(X/N) < .

Portanto, M N N tem codimensao finita. O
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Lema 1.42. Sejam X e Y espacos vetoriais de dimensdo infinita sobre K. SeT : X — Y
¢ uma aplicagdo linear injetora, entao para todo subespago E CY de codimensao finita, o

subespago T~Y(E) C X também tem codimensao finita.

Demonstracao. Considere a projecdo candnica
7Y —=Y/E, w(y)=y+E.

E facil ver que 7 estd bem definida e é linear. Além disso, m é sobrejetora pois todo

elemento de Y/FE é da forma y + F para algum y € Y. Considere a composigao
7oT:X5Y S Y/E.

E claro que moT é linear, o que implica, pelo Teorema 1.40, que X/ ker(roT) = Im(woT).
Sabemos que w(T'(x)) = T'(z) + E. Disso, obtemos

m(T(z)) =0 > T(z)+ E=FE « T(z) € E,
o que implica que
ker(moT)={r € X :7(T(x)) =0} ={z € X : T(z) € B} =T Y(E).
Ou seja, T~1(E) = ker(w o T)). Logo,
X/THE)2Im(roT) CY/E.

Portanto,
dim(X/T7H(E)) = dim(Im(7 o 7)) < dim(Y/E) < oo,

pois Y/E tem dimensio finita por hip6tese. Isso prova que T-!'(F) C X tem codimensio
finita. ]

1.7 Complexificacdo de Espacos e Operadores

Apesar de espacos vetoriais e operadores lineares serem frequentemente considerados
sobre o corpo R, em algumas situagoes ¢ 1til trabalhar no contexto dos nimeros complexos.
Para isso, podemos estender espacos vetoriais e operadores lineares sobre R para o caso

complexo, por um processo chamado complexificagao. Vejamos a seguir como isso ocorre.

Definigao 1.43 (Complexificagdo de espagos reais). Seja X um espago vetorial real. A

complezificagdo de X, denotada por X , é definida como

X ={z+iy: z,y € X},
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que também pode ser denotada por X @ iX. A soma de dois elementos z1 + iy; € x9 + 1Yo

em X ¢ definida da seguinte forma
(21 +iy1) + (22 +iy2) = (21 + 22) +i(y1 + y2).

A multiplicagao por escalar de x + 1y € X por um escalar complexo o + i5 € C é definida

(v +if)(z +iy) = (ax — By) +i(ay + Pz),

que combina a parte real e a imaginaria de acordo com as regras usuais de multiplicacao

de ntimeros complexos.

Proposicao 1.44. A complexificacdo X de um espaco vetorial real X € um espago vetorial

sobre C.

Demonstracao. Para provar que X é um espaco vetorial sobre C, devemos verificar os
axiomas de espago vetorial. Como X ja é um espaco vetorial sobre R, a maioria das
propriedades segue diretamente da estrutura herdada de X. A seguir, serd detalhada

apenas uma propriedade especifica para maior clareza.

Distributividade da soma de escalares: Sejam \,p € Ce z = x + 1y € X.
Mostraremos que (A + )z = Az + pz. Escrevendo A = a +ib e p = ¢ + id, temos

A+ p)z=[(a+c)+i(b+d)|(z + 1y).
Da definicdo da multiplicagdo por escalar em X , obtemos
A+p)z=[a+c)x— (b+d)y]+i[(a+c)y+ (b+d)z]. (1.1)
Calculando separadamente Az e pz, temos
Az = (ax — by) + i(ay + bx), pz = (cx —dy) + i(cy + dx).
Somando essas expressoes,
Az + pz = [(ax — by) + (cx — dy)] + i[(ay + bx) + (cy + dx)].
Distribuindo os termos,
A+ pz=[(a+c)x — (b+d)y] +i[(a+c)y + (b+ d)x].
Comparando com (1.1), concluimos que
A+ p)z =z + pz.

Nao ¢ dificil verificar que os demais axiomas seguem diretamente das operagoes ja validas

em X e C, completando a demonstracao da proposicao. O
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Proposigao 1.45. Seja X um espaco vetorial normado real com norma || - ||. Entdo, sua
complexificacao X=X®iX éum espaco vetorial normado sobre C quando munido da
norma

|z + iyl := sup {|| cos(@)x +sin(O)y| : 0 <0 <27}, z,y€X.

Demonstragio. Veja [15, Section 2.1]. O

Definigao 1.46 (Complexificacdo de operadores lineares). Seja 7' : X — X um operador
linear definido em um espaco vetorial real X. Considere a complexificacio X de X. Entdo

a complexificagdo T:X — X do operador T' é definida por

T(x+iy) =T(x) +iT(y),
onde z,y € X. E ficil ver que a complexificacio T é um operador linear em X.

Proposicao 1.47. Seja X um espago vetorial real. Se X é um espago de Banach separdvel,

entdo sua complexificacao X éum espaco de Banach complexo separdvel.

Demonstragio. Veja [15, Section 2.1]. O

Exemplo 1.48. A complezificacio do espagco RY é CN. Para demonstrar isso, definamos

a aplicagio ® tal que
S (xy,...,zn)+i(yr, ..., UN) ERN —s (x14+iys,...,ox +iyn) € CV.

Deve-se mostrar que ® € um isomorfismo complexo. Nao € dificil verificar que ® € linear,
bastando usar de modo apropriado as defini¢oes de soma e multiplicacao por escalar

impostas em RY. Dedicaremos as proximas linhas para comprovar que ® € bijetora.
A injetividade de ® seque, pois, para um dado z = (x1,...,T,) +i(y1,...,2n) em
@V, tem-se:
O(2) =0« (x1+iyn,...,xy +iyn) =0
s un=-=axy=p=--=yn=0
= 2 =0.

Por fim, visto que dimc(@v) = N = dim¢(CV) e ® € transformacao linear injetora,

conclui-se que ® deve ser sobrejetora. Isto mostra o desejado.
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2 Dinamica de Operadores Hiperciclicos

Neste capitulo, sdo apresentados os fundamentos teéricos da dindmica de operadores
hiperciclicos em espacos de Banach. Introduzimos a no¢ao de operadores hiperciclicos,
discutimos propriedades preservadas por conjugacao e mostramos a inexisténcia de tais
operadores em espacos de dimensao finita. Além disso, abordamos resultados importantes
sobre a estrutura das érbitas hiperciclicas, incluindo sua independéncia linear, e finalizamos
com um exemplo classico de operador hiperciclico. As principais fontes utilizadas neste
capitulo sao [23, 4, 10, 15].

2.1 Definicoes e Propriedades Basicas

Por conveniéncia, sempre que nos referirmos a um operador 7' : X — X, estaremos
supondo implicitamente que T' € L(X), ou seja, que T é um operador linear e continuo

em X.

Definicao 2.1 (()rbita de um vetor sob um operador). Sejam X um espago vetorial e
T : X — X um operador. Dado um vetor x € X, a drbita de x em relacao a T', denotada

por Orb(z,T), é o conjunto dado por

Orb(x,T) = {x,T(x), T*(x), T*(x),...} = {T"(x): n € No}.

A dindmica do operador T' diz respeito ao comportamento das érbitas de seus
vetores a medida que as iteragoes ocorrem. Em alguns casos, as orbitas convergem para
zero; em outros, podem ser periddicas, se repetindo apds um certo niimero de iteragoes.
Dentre os diferentes comportamentos, ha um em especial que nos interessa: quando a
orbita de algum vetor se distribui de forma densa no espago. Essa caracteristica esta

relacionada ao conceito de operadores hiperciclicos, que definiremos a seguir.

Definicao 2.2 (Operador hiperciclico). Diz-se que um operador T : X — X é hiperciclico
se existir algum x € X cuja 6rbita em 7' é densa em X. Nesse caso, x ¢ chamado vetor

hiperciclico para T

Grosso modo, um operador é hiperciclico quando, ao aplicd-lo repetidamente a um
determinado vetor, é possivel aproximar-se arbitrariamente de qualquer outro vetor do

espaco.

Definicao 2.3. Sejam X e Y espacos normados e T': X — X e S : Y — Y dois

operadores.
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a) Dizemos que T' é quase-conjugado a S se existir uma aplicagdo continua ¢ : Y — X

com imagem densa, tal que T'o¢p = ¢ o S.
b) Se além disso, ¢ for um homeomorfismo, entao 7" é dito conjugado a S.

Observagao 2.4. A conjugacao entre operadores € uma relagio de equivaléncia.
Demonstracao. Com efeito, note que

e Um operador T': X — X é conjugado a si proprio pois a identidade i : X — X é

um homeomorfismo e "ot =1707T.

e SeT: X — X éconjugado a S : Y — Y por um homeomorfismo ¢ : ¥ — X, entao

Tog¢=¢oS. Aplicando o homeomorfismo ¢!, obtemos
proTop=8 = ¢ 'oT=S0¢ .
Ou seja, S é conjugado a T por ¢~ L.

e Suponha que T': X — X é conjugadoa S : Y — Y pelo homeomorfismo ¢; : ¥ — X
(Topy =¢108) eque S éconjugadoa QQ: Z — Zpor¢s:Z —Y (Sogpy = py00Q).
Sabemos que a aplicacao ¢ := ¢; o ¢ ¢ um homeomorfismo, pois é composicao de

homeomorfismos. Dai,

Togp=(Top)opy=e10(S0¢s) =¢10(20Q)=0¢0Q.

Logo, T é conjugado a Q).

Isso significa que a relacao de conjugacao entre operadores é reflexiva, simétrica e transitiva,

caracterizando-a como uma relagao de equivaléncia. O]

O resultado acima nos permite organizar os operadores em classes e estudar quais
propriedades dindmicas sao comuns entre os elementos de cada uma. Assim, ao invés de
estudar cada operador separadamente, podemos analisar um representante da classe e

estender os resultados para todos os outros operadores conjugados a ele.

Definicao 2.5. Dizemos que uma propriedade P é preservada por conjugacao se vale
o seguinte: Se um operador T : X — X possui a propriedade P, entao todo operador

S:Y — Y, conjugado a T, também possui a propriedade P.

A seguir, destacamos propriedades importantes relacionadas aos operadores

hiperciclicos.

Proposicao 2.6. A hiperciclicidade € preservada por conjugacao.
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Demonstracio. Sejam T : X — X e S : Y — Y operadores conjugados por um
homeomorfismo ¢ : Y — X. Suponha que S seja hiperciclico. Entao existe y € Y tal que

Orb(y,S) =Y. Faga x = ¢(y) € X. Vejamos que Orb(z,T) = X. Para isso, seja U C X
aberto, com U # (). Temos que ¢~!(U) é um aberto nao-vazio de Y. Desde que a érbita
de y em S seja densa, existe n € Ny tal que S"(y) € ¢~ 1(U).

Como To¢p = ¢po S, entao T" o ¢ = ¢ o S™. Dai, ¢(S"y) = T"(¢(y)) € U.
Tome x = ¢(y) € X. Assim, T"(z) € U, o que implica que Orb(z,T) NU # (. Isto é,
Orb(z,T) = X. Logo, T é hiperciclico. ]

E natural perguntar se a hiperciclicidade pode ocorrer em todo espaco normado. No
entanto, como veremos a seguir, a hiperciclicidade é uma caracteristica exclusiva de espagos
de dimensao infinita. Ou seja, em espacgos de dimensao finita nao existem operadores
hiperciclicos. Para isso, primeiro enunciaremos um lema que nos permitira fundamentar

esse resultado.

Lema 2.7. (a) Seja T um operador hiperciclico. Entao seu adjunto T' nao tem autovalores.

De modo equivalente, todo operador T — NI, A € K, tem imagem densa.

(b) Seja T um operador hiperciclico em um espag¢o de Banach real. Entdao o adjunto T’
de sua complezificacio T ndio tem autovalores. Equivalentemente, todo operador T —

A € C, tem imagem densa.

Demonstragio. (a) Suponha, por absurdo, que existe um operador hiperciclico 7' : X — X
tal que seu adjunto 7" possui um autovalor A € K. Entao existe um funcional ¢ € X', com
¢ # 0, satisfazendo T"(¢) = Ap. Isso implica que (T")"(¢) = A"y, para todo n € N. Seja
xo um vetor hiperciclico para T. Por definigao, T"(¢)(x¢) = ¢(Txo). Dai, segue que

(") (x0) = (T")"(¢)(0) = ©(T" o), para todo n € N.
Assim, temos a igualdade
{o(T"xp): n € N} = {\"p(z0): n € N}.

Note que a sequéncia {\"p(zo)}nen, serd limitada se |A] < 1 ou se ¢(xy) = 0, e caso
Al > 1 e ¢(x) # 0, teremos

[N*p(20)| = [A" - |(20)| — 00 quando n — oo,

ou seja, a sequéncia diverge. Em qualquer caso, o conjunto {\"¢(x¢): n € N} ndo é denso.
Assim, como ¢ é sobrejetor (pois é nao nulo), existe b = ¢(u) € R que nao é aderente
a {o(T"zo): n € N}. Como a 6rbita de zq é densa em X, existe uma sequéncia (yx)ren
em {T"(xo): n € N} tal que limy_,o yx = w. Isso implica, pela continuidade de ¢, que
limy 00 (yx) = @(u) = b. Isto contradiz o fato de b nao ser aderente a {o(T™zg): n € N}.

Logo, T" nao possui autovalores.
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Vejamos que vale a equivaléncia. Suponha que para algum A € K, o operador T — Al nao
tem imagem densa. Pelo Coroléario 1.34, isso ocorre se, e somente se, existir um ¢ € X',
nao nulo, que anula a imagem de 7' — AI. Isto é, satisfaz ¢((T"— A\I)(x)) = 0, para todo
x € X. Note que

o((T—=X)(z)) =0, VreX (T=XD)(p)(x) =0, VeeX
(T"=AI')(¢) =0
T'(¢) = Ap

T’ possui autovalor.

[

Logo, T" nao possuir autovalores equivale a afirmar que Im(7" — AI) é densa em X para
todo A € K.

(b) Seja xg € X um vetor hiperciclico de T'. Suponha, por absurdo, que o adjunto T da
sua complexificacdo T tenha um autovalor A € C. Entdo T"(p) = Ap para algum ¢ € X/,
@ # 0. Isso implica que (T’ )"(p) = A"p para todo n € N. Pela defini¢ao de adjunto, temos
T'(¢)(x0) = @(Tx). Assim, dado n € N, temos

p(T"x0) = (T')"(p)(20) = (N"0) (0)-

Como o +i-0 € X, temos T(z0) = T(x,), de onde segue T"(zq) = T™(xo). Assim,

|@(T"0)| = [(T"w0)| = IAI" [ip(0)] (2.1)

Uma observagao importante é que como ¢ # 0, existe x1 + 1 - 9 € j(v, com 1 +1-xy # 0,
tal que

o(x1 +i.29) = p(x1) + 1 - p(xg) # 0.
Como pelo menos uma das partes, real ou imaginaria, é nao nula, entao existe y € X tal
que o(y) # 0. Dai, |p(y)| > 0. Dado d > 0, tome z := d - —%=. Note que |¢(z)| = d, o que

ley)l”
mostra que a fungao || assume todos os valores positivos em X. Por (2.1), temos que

{lo(T"x0)| : n € N} = {[A]" [(x0)| : n € N}. (2.2)

Por argumento andlogo ao que foi feito no item (a), temos que {|\|" |p(z0)| : n € N} nao
é denso no conjunto dos reais nao negativos R*. Conforme observado, dado d € R™, existe
z € X tal que |p(z)| = d. Por outro lado, como z é um hiperciclico, existe uma sequéncia
(T™ ) em Orb(zg,T') tal que T™(xy) — z, quando k — oo. Pela continuidade de ¢,

temos que p(T™x) — ¢(z), quando k — oco. Como a fun¢do moédulo é continua, temos
lo(T™ )| — |p(2)] =d quando k — oc.

Portanto, {|o(T"z)| : n € N} é denso em R*, o que contradiz (2.2). Logo, 7" nio tem
autovalores. A verificacdo de que essa afirmacdo equivale a dizer que “todo operador T — \I,
com A € C, tem imagem densa” segue exatamente o mesmo raciocinio utilizado no item

(a), aplicando-se agora ao espago X e ao operador T. Por isso, omitimos os detalhes. []
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Teorema 2.8. Para todo N € N, ndo existe operador hiperciclico em K.

Demonstracio. Seja T : KY — K um operador. Prmeiro, suponha K = C. Como todo
operador linear T : CV¥ — C» possui ao menos um autovalor A € C, segue que existe
r € CN, x #0, tal que T(z) = Az. Assim, o operador T'— A ndo é injetivo, e como
estamos em dimensao finita, ele também nao é sobrejetivo. Logo, a imagem de T'— A é
um subespaco fechado préprio de CV, e portanto nio é densa. Pelo Lema 2.7, T nao pode

ser hiperciclico.

Agora, suponha K = R. Pelo Exemplo 1.48, a complexificacdo de T': RV — RV
6 da forma T : CV — CV. Assim, de maneira semelhante ao que foi realizado no caso
complexo, T possui algum autovalor A € C, o que vai implicar que a imagem de T -\

nao é densa em CV. Assim, pelo Lema 2.7, o operador T nao pode ser hiperciclico. [

Corolario 2.9. Nao existem operadores hiperciclicos em espacos normados de dimensdo
finita.

Demonstracao. Seja V um espaco vetorial normado de dimensao N sobre o corpo K, e
seja T': V — V um operador linear. Como V ¢é de dimensao finita, existe um isomorfismo
linear (e portanto um homeomorfismo) ¢ : V' — K¥. Defina o operador linear S :=
poTogp ' : KN — KN. Como So¢p =¢oT, ooperador T é conjugado a S por ¢. Se T
fosse hiperciclico, entao, pela Proposicao 2.6, o operador S também seria hiperciclico. Isso

¢ um absurdo pois contraria o teorema anterior. Portanto, 7" nao pode ser hiperciclico. [

Além de nao existirem operadores hiperciclicos em espacos de dimensao finita, o
comportamento das érbitas de operadores lineares nesses espacos é bastante restrito e
amplamente compreendido. Conforme veremos no teorema a seguir, dado um operador
linear 7' em K", a érbita de qualquer vetor ou tende a zero, ou tende ao infinito em norma,
ou é limitada dentro de um certo intervalo a medida que as itera¢oes avancam. Antes,

apresentemos o seguinte lema:

Lema 2.10. Seja (2")neny = (27,25, ..., 2% )nen uma sequéncia em KY. Se existe i €
{1,..., N} tal que |z}| — oo quando n — oo, entdo ||x™| — oo para qualquer norma || - ||
em K.
Demonstragio. Fixe a norma || - [|; em K. Como |27| — oo, dado M > 0, existe ng € N
tal que

|zl'| > M, para todo n > ny.

Como ||z™||; > |z}| para todo n € N, segue que

|lx™|1 > |z'| > M, para todo n > ng.
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Isto mostra que ||z"|; = co. Como em espagos de dimensao finita todas as normas sao
equivalentes, segue que para qualquer outra norma || - || em K", existe uma constante
C > 0 tal que

"] = Clla"[]1.

Portanto, para qualquer norma em K¥ também vale ||z"|| — oco. O

Teorema 2.11. Seja T : KN — K¥, N € N, um operador linear. Entdo, para qualquer

vetor x € K, uma das sequintes condicoes devem ser satisfeitas:

1) T"x — 0 quando n — 00;
2) || T"x|| — oo quando n — oo;

3) Existem m, M > 0 tais que m < |T"z|| < M, para todo n € N.

Demonstracio. Conforme visto na Secao 1.7, todo operador T' : RY — RY pode ser
complexificado, o que nos permite tratéd-lo como um operador em CV. Assim, é suficiente
provar esta proposicao para operadores em CV. Da Algebra Linear, sabemos que existe

uma base 3 de C¥ tal que a matriz de T em 3 é uma matriz de Jordan, ou seja, possui a

forma
J 0 - 0
0 J, - 0
[T]B = 1. . . o
0 0 - Ju

onde cada bloco J; é uma matriz de Jordan associada a um autovalor \; € C. Cada J;
atua num subespaco invariante V; C CV, de modo que C¥ =V, @ --- @ V. Dessa forma,
o comportamento da sequéncia (T"x),en, para um vetor z € CV, pode ser analisado

separadamente em cada componente associada aos blocos.

Assim, para provar esse resultado, é suficiente considerar o caso em que T é
representado por um unico bloco de Jordan. Por exemplo, se x = x1 + x5 + - - - + 2, com
xr; € V;, entao

Ty = Ji'wy + Jyxe + -+ - + Ji xy,.

. " . .
com Ji'w; € V; para todo n. Se mostrarmos que ||J}'z;|| — oo para algum j, entdo
a sequéncia (T"x)nen € tal que [|[T"z|| — oo. Em casos onde a sequéncia (J'z;)nen é
limitada ou converge para zero, um raciocinio analogo pode ser feito. Os detalhes serao

omitidos para nao deixar a demonstracao longa demais. De qualquer forma, podemos



Capitulo 2. Dinamica de Operadores Hiperciclicos 37

supor, sem perda de generalidade, que T é dado por um tnico bloco de Jordan da forma

A1 0 -0
0 A 1
T=10 A 0
S
0 0 0 Al
Observe que
32 20 1 0 0 o o [wa2et ez o o0 0]
0 X 2\ 1 0 0 0 0 A 22t ()N 0 0
pe_ |0 0 X 231 0 0 |0 0 X ot 0 0
0 0 0 0 0 X 20 oo 0 0 oAz 2xd
0 0 0 0 0 0 A] [0 0 0 0 o0 A
32 3 1 0 o0 o W Ga (@)a .0 o]
0 X 3\ 30 1 . 0 0 0 A 3 (A .0 0
e |00 X B 30 o0 0 00 A 3 T 00
0 0 0 0 0 . XN 3\ 0 0 0 0 AP 3N
00 0 0 0 0 XN| [0 0 0 0 .0 N

e, em geral, para cada n > N — 1, tem-se

A" pAnt (g) N2 (Nril) An—N+17
AT nAtlo (Nn_2) A\n—N+2
0 A" e e (Nig))\n—NH
™= : : I :
AopAnt o (p)an?
A" nA"!
0 AT

Se x = 0, entao T"z = 0 para todo n € N. Ou seja, T"x — 0 quando n — oco. Agora,
suponha que z = (z1,...,2y) € CV seja um vetor ndo nulo. Aplicando T™ a z, vamos

analisar os possiveis comportamentos da sequéncia (7"z),en de acordo com o valor de A.

Caso [\ > 1:
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Seja xp a ultima coordenada nao nula de . A k-ésima linha da matriz 7", denotada

por Ly, possui a forma
Ly = {0 N D VRS o S (Nfik>/\nf(ka)} ,

onde ha k — 1 zeros iniciais, seguidos pelas entradas

n n—1 Y\ n—2 n n—(N—k)
i, (e (7 s

A multiplicagdo da matriz T™ pelo vetor x na linha k fornece
(T"2) = (Li,x) = 0z + -+ X'z + X0+ 0+ +0 = A"y,

Como zp, # 0 e |A] > 1, segue que |A\"zx| — oo quando n — oo. Logo, pelo Lema 2.10,

temos ||T"z|| — oo quando n — oo.

Caso |\ < 1:

Observe que todas as entradas da matriz 7™ sao da forma (Z) A"~k para algum
k € Ny. Para cada n > k, com k € Ny fixo, temos

n\ ok n wr nn=1--(n—k+1) .., nk ek
p— p— < I . .
()= () < e 2

k!
Defina b,, := %’”)\]”_k para cada n. Entao

b 1k)\n+1fk 1Ic 1 k

b, nk APk T b '
Como . i
1 1
w: <1+> — 1 quando n — oo,
n n
conclui-se que
bn
lim - = 1.\ = [\ < 1.
n—oo

~ L KR pk —k 4
Desse modo, o Teste da Razao assegura que a série > |A|"~* é absolutamente convergente
n=k

e, por conseguinte, o seu termo geral deve convergir para zero. Isto comprova que

k
%]A\"’k — 0 quando n — oo.

Logo, por (2.3), obtemos
n n—k
f IA|"™ =0 quando n — oo.
Assim, todas as entradas de T"x tendem a zero e, portanto, T"x — 0 quando n — o0.

Caso |A| = 1:
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Se x = (21,0,...,0) com z; # 0, entdo T"x = A"z, e assim, |T"z| = ||z| para
todo n € N. Como z é ndo nulo, basta definir m = M = ||z||, de modo que m, M > 0

satisfazem m < ||T"z|| < M para todo n € N.

Caso contrario, existe alguma coordenada xx # 0 com 1 < K < N, e tal que

x, = 0 quando v > K. Assim, a

<L1, ZL‘> =Nz, + n)\n_1$2 4 (K

Observe que

(L1, )]

n
—1

(s

Como [\~ K+ =1, segue que

I P
(n

K-1

(

Por outro lado, cada termo (

n
Ny + A" ey 4+ (K B 1))\"_

oo

n >\n—kz+1xk

)/\n—K+1xK

k-1

n
k—

primeira entrada de T"x é dada por

n

1) N E e, 1< K <N.

K+l
Ay nA" L,
-
A"y nA" L,
(Kil) K + (Kil))\”_K“xK 4+ -4 1.

,com 1 < k < K, é tal que

_ (kZ) ||

1) )\nfk+1l‘k

(

Além disso, vale:

()

n

n
K—

))\anHxK

e

1

k-1 n! (K —Dl(n—K+1)!
(KL) (k=D (n—FEk+1)! n!
(K =-1l(n—-K+1)
- (E=Dl(n—k+1)!
(K =1)! (n—K+1)!
k-1 (n—k+D)n—-k)--(n—K+2)(n—K-+1)
(K =1)! 1
k=D (n—k+Dn—-k)---(n—-K+2)
Donde, obtém-se W — 0 quando n — oo, para todo 1 < k < K. Isso implica que
K-1)1%
n n—1
A2y N nA"" g bt 1,
(Kn_l) An—K+lg (K:) A=K+l
quando n — oo. Visto que nl_l}}_loo (an) |z k| = 00, segue que
|(Tn$)1| = ‘<L1,ZC>‘ = ‘)\nﬂil + n)\”*lxg +---+ (K . 1) )\niKJrlQZK — OQ,
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quando n — oco. Portanto, pelo Lema 2.10, concluimos que ||T"xz|| — oo. Isso completa a

demonstracao.

]

Proposigao 2.12. A drbita de qualquer vetor hiperciclico forma um conjunto linearmente

independente.

Demonstracao. Sejam T : X — X um operador e x € X um vetor hiperciclico para T'.
Como x # 0, o conjunto {z} é linearmente independente (LI). Suponha, por absurdo,
que a 6rbita {T™z : n € Ny} nao seja LI. Entao existe N € Ny tal que {z,Tz,..., TNz}

¢ L1, mas {z,Tx,..., TNz, TN*1z} é linearmente dependente. Assim, existem escalares
aq,...,ay € K tais que
N
TNy =" T (2.4)
k=0
Note que o subespago F = span{z,Tx, -, TNz} é invariante. De fato, dado v =

SN o BeTFr € F, temos
N
Tw) =T <Z 5kax>
k=0

N
— Z ﬁkaJrle
k=0
= BT (x) 4+ -+ By ATV (x) + STV (),

e, por (2.4), temos SyTVN T (x) € F.Isso implica que T'(v) também pertence a F, garantindo
a invariancia desse subespaco. Desse fato, temos que T"x € F' para todo n € Ny. Isto é,
Orb(z,T) C F C X. Assim, Orb(x,T’) é um subconjunto denso em F'. Como consequéncia,
a restricdo T'|r : F' — F é um operador hiperciclico, com vetor hiperciclico x € F. Mas
isso contradiz o Corolario 2.9, ja que dim F' < oo e nao existem operadores hiperciclicos em
espagos de dimensao finita. Portanto, Orb(x,T") é um conjunto linearmente independente
de X. O]

O fato de a 6rbita de um vetor hiperciclico ser linearmente independente mostra
o quao complexa pode ser a dinamica de operadores em espacos de dimensao infinita.
Intuitivamente, é como se o operador 1" enviasse os vetores da oOrbita para “diregoes

diferentes” a cada iteracdo, indicando uma desordem no comportamento da orbita.

2.2 Um Exemplo de Operador Hiperciclico

Nesta se¢ao, apresentamos um exemplo de operador hiperciclico. Além de garantir

a existéncia desse tipo de operador, o exemplo ajuda a compreender as condigoes que
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tornam a 6rbita de um vetor um conjunto denso, servindo como motivagao para o Critério

de Hiperciclicidade, que serda abordado no capitulo seguinte.
Definig¢ao 2.13. Seja £, 1 < p < oo. Dado A € K, o operador scaled left shift ¢ dado por
T =ASL : 4, = 1,
onde Sy, é o left shift dado por Sp(xo, 21, x9,...) = (21, T2, x3,...). Assim,
T(xg,x1,Ta,...) = A1, T2, T3, ... ).
J& vimos no Exemplo 1.26 que o operador Sy, : ¢, — ¢, é continuo. Disso, temos

que
1T ()| = IASL@) = AL - [1Sc() | < AL 1S - [,

para todo = € {,, o que mostra que T é continuo. Além diso, se |A| < 1, entdo 7" nao ¢é

hiperciclico. De fato, seja © = (xo, z1, T2, ...) € {,. Note que
Tz = N (@p, Tpat, Tngoy - - - )-
Assim, dado n € N,
o 1/p
[T ||, = |A" (Z |ij”) < Al -
j=n

Como [A| < 1, entdo |A|* < 1. Assim, || 17"z, < ||z||,- Logo, a érbita {IT"z : n € N} é
limitada e, portanto, nao pode ser densa em /,. Portanto, T nao ¢ hiperciclico quando

N < 1.

No entanto, quando |[A| > 1, o comportamento de T' permite construir vetores com

6rbitas densas em /,. Isto é o que veremos no exemplo a seguir:
Exemplo 2.14. Seja T : ¢, — {, definido por
T =M\S,

onde [A\| >1e 1 <p<oo. Entao T ¢é hiperciclico.

Vamos verificar que isto de fato ocorre. Defina o operador S : ¢, — £, por

1
S(Il,xg,l’?), .. ) = X(O,xhl’g, .. )
Seja w = (w;)jen € ¢p. Dado k € N, note que
1
TF(w) = N (wpy1, Wpro, Whys,...) e S¥(x) = F(O, oo 0w wa, ). (2.5)
———
k zeros

Pela Proposigao 1.11, existe um subconjunto £ = {y"},en, enumeravel e denso em ¢,

formado por sequéncias eventualmente nulas. Para cada k € N, definimos m; como o
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maior indice com coordenada nao nula de y*. Isso faz sentido pois como y* € cgp, essa

sequéncia ¢ da forma

y* = (ylf,...,yfnk,0,0,...).

Por inducao, podemos construir uma sequéncia n, de naturais tal que, para qualquer

k > j > 1, tenhamos
ne>my+ng e A > AP

Assim, para k > j > 1, temos

IS @l = 191 < Ty < Ty (26)
Além disso, como |A|™ > |\[%TF]|y*|, segue que
ni+k n; k
1z B = B e = s
Dividindo por |\|¥, para cada k > j > 1, temos
1 e 1tk
= L (2.7)

Defina o vetor z := 332, S™(y*). Conforme observado em (2.6), dado j € N, temos

j
> lIS™ M) < Z o
k=1 |>\|

Fazendo j — oo, temos

[e.9] [e.9] 1
> IS™ W < 3 g < oo

Ou seja, a série .52, S™ (y*) é absolutamente convergente. Como ¢, ¢ Banach, pela

Proposigdo 1.12 concluimos que z := 3232, S™(y*) é convergente em £,,. Ou seja, = € {,.
Dado k € N, temos
T (x) = T (Z 5™ (y ) " (Z ST (y’) + S™ (y*) + Z S™ (y )
m=k+1

Pela linearidade do operador 7™, obtemos

T (@) = T (Z 5" @ﬂ)) FTTH(SM() + T ( > s <yj>) .2

Observe que T™ (S™iy") = 0 para todo i < k. Isso ocorre pois

1 - i
W(O,...,O,yl,y%...,ymi,O,O,...).

n; 7Zeros

S"(y') =
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Como ng > m; + n;, segue que para cada ¢ < k, vale
™
T (Snzyz) = )\T (07 0, 0, . ) =0.
Donde,
k—1 ‘ k—1 ‘
T X SM(Y) | =2 TS (y') =0.
j=1 j=1

Por outro lado, como T™ (S™ (y*)) = y*, segue de (2.8) que

T (z) = y"+T™ ( i S”J'(yj))

j=k+1
_ yk 4T (Snk+1<yk+1)) Sy (Snk+2 (yk+2)) 4+
— yk + Snk+1—nk (yk+1> + Snk+2—nk (yk+2> + .

=yt Y ST

j=k+1

Portanto, temos

T (z) =y + > ST ().

Jj=k+1
Isso implica que
> syl = T ) - o (2.9)
j=k+1
Note que
- n;—n j - n;—n j - 1 j - ng—"n; j
> ST < 2 IS = X pmm = 0 I
Jj=k+1 j=k+1 j:k+1| | j=k+1
Por (2.7), obtemos
A"y || < —.
A< Y
Jj=k+1 Jj=k+1
Além disso,
5 1 opEr 1 11
Plarnt AP 1— ﬁ IAFAL N =1 [AF N =17
Dai, e de (2.9), vale
1 1
n k
HT ) —y H < Y para todo k € N. (2.10)

Vejamos agora que Orb(T, x) é denso em /,. Dado € > 0, escolha m € N tal que

S
IAI™ Al=1

de E. A Proposicao 1.13 nos garante que ¢, nao tem pontos isolados. Pelo Lema 1.3, a

< ¢ e defina o conjunto I = {n : n > m}. Considere a subsequéncia y = {y’};c;

subsequéncia y continua sendo densa em ¢, pois foi retirada apenas uma quantidade finita
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de termos da sequéncia original . Assim, dada uma sequéncia z € ¢, existe k € [ tal

que ||z — y*|| < e. Como k > m, obtemos ﬁ I/\I%l < e. Assim, de (2.10), temos

+ e < 2e.

1 1
Ty — z|| < | T2 — o e R
[T % — 2| < [Tz = y*|| + [ly* = 2 AF =1

Pela arbitrariedade de z € ¢, e de € > 0, verifica-se assim que Orb(7, z) é um conjunto

denso em ¢,. Portanto, 7' ¢ um operador hiperciclico em £,,.
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3 Sobre o Critério de Hiperciclicidade

Iniciamos este capitulo com o Teorema da Transitividade de Birkhoff, que caracteriza
a hiperciclicidade por meio da transitividade topoldgica. A partir dele, auferimos outros
resultados, entre os quais se destaca o mais importante: o Critério de Hiperciclicidade,
que permite verificar a hiperciclicidade de operadores sem a necessidade de construir
explicitamente um vetor com 6rbita densa (veja o Exemplo 2.14, onde tal construgao
é realizada). Posteriormente, introduzimos os operadores weighted shifts e exibimos
uma condicao suficiente que garante sua hiperciclicidade, a qual se baseia no Critério
de Hiperciclicidade. Ao final, incluimos ainda outros resultados importantes, como a
conexidade do conjunto de vetores hiperciclicos. As defini¢oes e os resultados apresentados

neste capitulo podem ser encontrados em [4, 23].

3.1 Transitividade Topoldgica e o Critério de Hiperciclicidade

Comecaremos apresentando uma caracterizacao classica para operadores

hiperciclicos.

Teorema 3.1 (Teorema da Transitividade de Birkhoff). Seja X um espago de Banach

separdvel e seja T € L(X). As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(1) T € hiperciclico;

(i) T € topologicamente transitivo; isto €, para cada par U,V de conjuntos abertos ndo
vazios de X existe n € N tal que T"(U) NV # 0.

Demonstragdo. (i) = (ii) Sejam U,V abertos nao-vazios de X. Se y ¢é hiperciclico em T,

entdo Orb(y,T') é densa em X. Assim, existe n € N tal que 7"y € U. Note que
Orb(T"y, T) = Orb(y, T)\ {y, Ty---T"*(y)}.

Ou seja, Orb(T"y, T) é igual a Orb(y,T') menos uma quantidade finita de elementos. Uma
vez que X nao tem pontos isolados, pois é um espago vetorial normado, segue do Lema
1.3 que Orb(T™y, T') também é um conjunto denso de X. Ou seja, existe m € N tal que
Tm™(T"y) € V. Como T"y € U, temos T™(T™y) € T™(U). Logo, T™(U) NV # 0.

(77) = (i) Denote por HC'(T') o conjunto de todos os vetores hiperciclicos de T'. Como X

é separavel, pela Proposigao 1.2, existe uma base enumeravel {V;};cy para a topologia

de X. Vejamos que HC(T) = N U T7"(V;). Dado = € HC(T), fixe j € N. Como a
7j=1n=0
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sequéncia (T"(z)),,5 ¢ densa em X, para o aberto Vj existe um n; tal que T (z) € V;.
Dal, x € T7"(V;). Ou seja, x € U;—y T~ ™(V;) para todo j € N. Isto é,

e N UTW)

j=1n=0
Assim, temos HCO(T) C N2, UnZo T7™(V5).

Agora, suponha que = € ﬂ UOT "(U,). Entao para cada j € N, temos = €
o T7"(V;). Ou seja, para cada]j EnN, existe um n; tal que 7" (x) € V;. Seja U C X
aberto nao vazio. Como este subconjunto é uniao de abertos da base {V;},en , podemos
escolher um V), tal que V), C U. Pela condicao que temos, havera um n;, € N tal
que T™o(z) € V;, C U, o que prova que a sequéncia (7"(x)),~, é densa em X. Ou
seja, r é hiperciclico em T, o que prova que z € HC(T). Portz;nto, vale a igualdade

HC(T) = 0 U T7(V)).

j=1n=0
Como T é continuo e V; é aberto para todo j € N, segue que cada 7! (V) é aberto.
Isto implica que U T-(V;) é aberto, para todo j € N. Afirmamos que U T-"(V;) é
=0
denso em X para cada jeN. Como X é Banach, pelo Teorema da Categorla de Baire

(Teorema 1.4), temos que HC'(T) = ﬂ U T~"(V;) é um conjunto denso em X e, portanto,

nao-vazio. Logo, existe x € HC(T ), 0 que prova que 1" é hiperciclico.

o
Mostraremos, agora, que cada J T7"(V;) é denso em X. De fato, dado um aberto
n=0
nao-vazio V' C X, como V; é nao-vazio, segue da transitividade topolégica de T" que existe
m € N tal que

(V) NV, # 0.

Ou seja, existe v € V tal que T (v) € V;. Dal, v € T7™(V}), o que implica que v €
U T=(V;). Assim, V N ( oLj T‘"(V})) # ), o que mostra a densidade que querfamos. [
n=0

Apesar de til, a transitividade topoldgica nem sempre é facil de ser verificada. O
resultado a seguir, conhecido como Critério de Hiperciclicidade, oferece uma alternativa
que, em muitos casos, torna mais simples verificar a hiperciclicidade, desde que certas

condigoes sejam atendidas.

Definicdo 3.2 (Critério de Hiperciclicidade). Sejam X wm espago vetorial normado
e T € L(X). Dizemos que T satisfaz o Critério de Hiperciclicidade se existirem dois
subconjuntos densos D1, Dy C X, uma sequéncia crescente de inteiros nao negativos (ny)

e uma sequéncia de aplicagoes Sy, : Dy — X tais que:

i) T™(x) — 0 para todo x € Dy;

i1) Sn,(y) — 0 para todo y € Dy;
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iti) TS, (y) =y para todo y € Ds.

As fungodes S, nao precisam ser lineares nem continuas. Quando (ny) coincide com
a sequéncia dos nimeros naturais, isto é, ny = k, e os subconjuntos D; e D, sao iguais, o

operador T satisfaz uma condicao mais simples, conhecida como o Critério de Kitai.

Teorema 3.3. Seja T' € L(X), onde X € um espago de Banach separdvel. Suponha que T

satisfaca o Critério de Hiperciclicidade. Entao T é hiperciclico.

Demonstracao. Suponha que T satisfaga o Critério de Hiperciclicidade. Mostraremos que
T é topologicamente transitivo. Sejam U,V dois subconjuntos abertos nao vazios de X.
Pela densidade de D; e Dy, podemos escolher x € Dy NU, y € Do, NV. Como U é aberto,
existe £ > 0 tal que B(x,e) C U. Assim, da condicao ii) do Critério de Hiperciclicidade, a
sequéncia Sy, (y) é tal que

lim z+ S, (y) =x€U. (3.1)
k—o0

Da defini¢ao de convergéncia, existe k; € N tal que
|z + Sn,(y) — x| <e, paratodo k > k.

Ou seja, x + S, (y) € B(x,e) C U para todo k > ky. Além disso, das condigoes i) e iii),
temos
kh_}rgoT (x+ S, (v) = kh_}rgoT ac+kh_>r£10T Sn,(y) =y eV.
Como V' é aberto, existe § > 0 tal que B(y,0) C V. Assim, existe ky € N tal que
| T (x4 Sp, (y)) —y|| <9, para todo k > k.

Logo, T™(x + Sy, (y)) € B(y,d) C V para todo k > k.

Tome ko =max{ki, ko}. Entao z + S, (y) € U e T™(x + S,,(y)) € V para todo
k > ko. Ou seja, T™(U) NV # () para todo k > ky. Isso prova que T é topologicamente

transitivo e, portanto, é hiperciclico pelo Teorema 3.1 da Transitividade de Birkhoff. [

Como consequéncia do Critério de Hiperciclicidade, temos outro mais especifico: o
Critério de Godefroy—Shapiro. Este oferece uma forma alternativa de identificar operadores

hiperciclicos baseada nas caracteristicas dos autovalores e autovetores do operador.

Corolério 3.4 (Critério de Godefroy—Shapiro). Seja T' € L(X), onde X é um espaco de
Banach separdvel. Suponha que U)y<i Ker(T — X) e Uy 1 Ker(T' — ) ambos geram um

subespaco denso de X. Entao T € hiperciclico.

Demonstracao. Mostraremos que T satisfaz o Critério de Hiperciclicidade. Considere a

sequéncia ng = k, com k € N, e os subconjuntos

D, := span ( U Ker(T — )\)) e Dy 1= span ( U Ker(T — )\)) .

[Al<1 [A|>1
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Observe que Dy é o subespaco gerado por autovetores de 1" associados a autovalores A com
|A| > 1. Assim, se y € Dy é algum desses autovetores, entdo T'(y) = Ay. Como T*(y) = \*y
para todo k € N, podemos definir Sy,(y) := A"*y. Note que

T*Si(y) = TF(\Fy) = A A hy = 4.

No caso em que y € D, tem a forma y = a1y1 +- - - + a,yn, onde cada y; # 0 é um autovetor
de T' com autovalor \;, |\;| > 1, a defini¢ao de Si pode ser estendida linearmente a essa
combinagao. Ou seja,

Se(y) := ar ATy + - an )\, Py (3.2)

Essa combinagdo é unica, uma vez que os autovetores {y;} associados a autovalores {\;},
dois a dois distintos, formam um conjunto linearmente independente, o que torna cada

aplicagdo Sy bem definida. Assim, ao aplicarmos T" a Si(y), obtemos
T*Sk(y) = T" (al)\fkyl +o 4 an)\;kyn) .
Usando a propriedade T'(y;) = \;y; para cada y;, obtemos
T Sk(y) = ar Ay - A g 4 -+ andy - Ay = aays + -+ anyn = v

Portanto, T%Sy(y) = y, o que satisfaz condicdo 4ii) do Critério de Hiperciclicidade. Note
que como || > 1 para cada i € {1,...,n}, temos que \;* — 0 quando k& — oo. Isso
implica que a;\; *y; — 0 quando k — co. Assim, de (3.2), obtemos

Sk(y) — 0 quando k — oo,

o que verifica a condicao ii). Para verificar a condigao i), considere um vetor x = a;x; +
asTy + -+ + a,x, € Dy, onde cada x; é um autovetor de T', com T'(x;) = \jx; e |[N] < 1.

Aplicando T* a z, temos
Tk(x) = Tk(alxl + asxo + -+ + apxy,) = a1>\]f$1 + ag)\’;asg 4+ 4 an)\,’zxn.

Como |N\| < 1 para cada i € {1,---,n}, segue que \¥ — 0 quando k — oo.
Consequentemente, cada termo a;\fx; também tende a zero quando k — co. Como T%(x)

¢ a soma finita de termos que tendem a zero, obtemos
T*(x) = 0 quando k — oo,

o que verifica a condicdo ). Portanto, todas as condigoes do Critério de Hiperciclicidade

foram verificadas, o que prova que 1" é hiperciclico. O
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3.2 Operadores Weighted Shifts

Nesta se¢ao, introduziremos um tipo de operador em espacos de sequéncias que sera
importante nas discussoes seguintes. Trata-se dos operadores weighted shift, que deslocam
as coordenadas para tras e as multiplicam por pesos. Antes disso, é importante esclarecer
que, de agora em diante, em qualquer resultado envolvendo weighted shifts, iniciaremos os

vetores da base canonica de £, com 1 < p < oo, a partir de eyg. Ou seja,
eo = (1,0,0,0,...)

er = (0,1,0,0,...)

es = (0,0,1,0,...)

Desse modo, a primeira coordenada de uma sequéncia correspondera a posicao 0, a segunda

a posicao 1, e assim por diante. Utilizaremos a notagao (e;);>o-
Definicao 3.5. O operador weighted shift By, : ¢, — {,, 1 < p < oo, ¢é definido por
Buy(xo, 71,22, ..) = (W11, WaTo, w33, . . . ),

onde w = (wy,),>1 é uma sequéncia limitada de reais positivos, chamada sequéncia de
pesos. Ou seja,

Byer = wper_1 parak >1, e B,ey =0,
onde (eg)k>0 ¢ a base candnica de £,,.
Observacgao 3.6. Visto que w = (wy,)n>1 € limitada, tem-se ||w||o = sup |w,| < co. Logo,
n>1
dado © = (T,,)n>0 € £p, obtém-se

[es) ) [es)
[Bu(@)[[F = > [waza” = Y fwalPleal” < wlli D [zl < JwlBllzllp- (3.3)
n=1 n=1 n=1

Portanto, B,(x) € {,, o que mostra que B, estd bem definido. Ademais, mostrou-se

também por (3.3) que B, é continuo com || By < [|w]|co-

No resultado a seguir, utilizamos o Critério de Hiperciclicidade para obter uma

condicao suficiente que garante a hiperciclicidade de weighted shifts.

Teorema 3.7. Seja B,, um operador weighted shift em €,, com 1 < p < oo. Suponha que

lim sup (H wk> = 00.

Entao B,, ¢é hiperciclico.
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m
Demonstracdo. Como lim sup ( IT wk> = 00, existe uma subsequéncia crescente de indices
n—oo k=1

(my)r>1 em N tal que
mg
[Mw >0+ |wlle)®, para todo k € N. (3.4)
j=1

Além disso, podemos supor que (my) satisfaz my > max{2k, my_; + 1} para todo k > 2.

Note que |w;| < 1+ [Jw||« para cada i. Observe que, dividindo (3.4) por w,,,, temos

2k
my—1 m
Ty = W (1 el — (14 lwll)™ (3.5)
j=1 ’ Wy~ 14 |lwlle > . .

Dividindo (3.5) por wy,, -1, temos

my—2 17 w; (1 + ||wl| )2k_1 2k—2
we — =t Wi = = (1+lw|se) .
L Ty T A

Prosseguindo assim, até dividir a tltima desigualdade resultante por w,,, —2x+1, obtemos

my—2k
IT w2 @+ [Jw]e)* ™ = 1+ [lw]e) = 1.
j=1
Ou seja,
Mk T 2k—r
I w; > (1 + ||w||oo) ,  para todo 0 < r < 2k. (3.6)
j=1

Escolha (ng)g>1 tal que ng := my, — k. Tome Dy = Dy = ¢y e defina S, := (S,,)"", onde
Sw(To, 1, T2, ...) = (O, wi tz, wy try, wy ey, .. )
Note que a condigao my, > max{2k, my_; + 1} implica
g1 =M1 — (K+1) >npg=mp — k> k.

Ou seja, (ng)r>1 € uma sequéncia crescente e klim ng = 00.
- —00

Agora, verificaremos as condig¢Oes referentes ao Critério de Hiperciclicidade. Para
isso, considere

x = (2o, T1, %2, ..., Thy,0,0,...) € cop.

Note que

By(z) = (wl X1, Wo To, W3 T3, - . ., Wky Thyy 0,0, ... )
Aplicando B,, novamente, temos

2
Bi(x) = Bw(wlxl, WaTa, W3T3, ..., WkyThy, 0,0, .. )

= (wlngg, WoW3T3, ..y Wry—1WkoLkg, O, 0, .. )
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Aplicando mais uma vez,
3
B;(x) = (wlwgwgzg, WoW3WyTy, - ..y Why—2Wky—1WhkoThys 0,0, ... )
Via argumento indutivo, apos ny iteragoes, obtemos

n
By (z) = (w1w2 e Wy Ty WolW3 .. Wiy 11 Ty 1, W3WY -« . Wy 42 Ty 425 - - - )

= Hw] x"k’ H w] :Enk—i-la H w] .Tnk+2,

Note que B/*(x) = (0,0,0,...) = 0 para todo ny > kg, o que implica que
Bl (z) - 0 quando k — oc.

Isso verifica a condigao i) do Critério de Hiperciclicidade.

Lembre que (ey)r>0 denota a base canonica de ¢, e seja i € Ny fixado. Assim,
posicao 1+1

Su(e:) = (0,0,...,0, /E 0,0,...).

Vale a pena notar que, na expressao acima, convenciona-se a posi¢ao zero como a primeira

coordenada do vetor. Agora, aplicando S,, ao vetor acima, temos
S2(er) = Su(0,0,..,0,w;},0,0,....) = (0,0, ..., 0,0, wiuw 50,0, ...).
————
posicao 142
Repetindo o processo, temos
3
Si(er) = Su(0, -, 0,wihwih,0,0,...) = (0, ..., 0,0, wiwibwi},0,0, ... ).
—_——
posicao 143
Prosseguindo assim, obtemos

posicao i+ny

Sy (er) = Sik(er) = (0,0, .., 0, wihw -~ wil, 0,0, .. (3.7)
-1, —1 -1
wl ’LU2 W, _ —_ —
= O’ 07 cety 07 U};lw;l...wgl wi_;’_llwi_;'_g"‘wi_i_lnk, O7 0,

Note que

HSnk(e,L) — 1 2 — 1 K

Wy ... . WWi1Wi42 . . - Witn,, Wy .. WWi41Wi42 - - - Wign,,
(S
wi < fwllo,  we < fwlloo, vy ws < Jw]loe

Disso, obtemos

wiws . w; < JJwllsl[wllos - wllo = ([w]loc)"
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Assim,
. (o) |
p Wy .. WWi41Wi42 - - - Wign,,

Como ny := my — k, segue que

I$n(e] < (o)

Wy - WiWi1Wig2 - - - Winy—k+i

Por outro lado, como 0 < k — i < 2k quando k > i, segue de (3.6) que
2%k —(k—1) k+i
Wy Wi Wik - W) > (1 w]]oo) = (14 |wlw)

quando k > 1. Invertendo esta desigualdade, obtemos

1 1

WIW2 . . WiWit1 - - - Wiy —(k—i) (1 + ||w||oo)k+i'

Assim,
1

(1 + fJwlloo)*+*

| S e)

< ()

Como (1 + ||w|ls) ™% — 0 quando k — oo, segue que HSnk(ei)

— 0 quando k£ — oc.
p
Ou seja,

Sn,(€;) = 0 quando k — oo.

Dado y € ¢y, podemos escrever y = Zf\io aje; para algum M. Como S, ¢ linear, temos

Snk (y) = Z: a/iSnk(ei)'

Logo,
M M
B Suulv) = 20 i S fed) = 200 =0,

conforme pede a condigdo i) do Critério de Hiperciclicidade. Por fim, dado
v = (Yo,y1,Y2,...) € coo, note que B S, (y) = y, o que verifica a condicdo ii).
Como ¢gp é denso em ¢, concluimos assim que B,, satisfaz o Critério de Hiperciclicidade.

Segue do Teorema 3.3 que B, é hiperciclico. O

3.3 Sobre o Conjunto de Vetores Hiperciclicos

Nesta secao, reunimos dois importantes resultados que tratam da estrutura do
conjunto de vetores hiperciclicos de um operador. O Teorema de Herrero-Bourdon garante
a existéncia de um subespaco denso cujos vetores nao nulos sao hiperciclicos, seguido
de um corolario que afirma a conexidade do conjunto de vetores hiperciclicos. Para tal,

faremos uso do seguinte resultado.
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Teorema 3.8 (Bourdon). Sejam X um espago de Banach separdvel e T € L(X) um
operador hiperciclico. Entdo, para qualquer polinémio ndo nulo p, o operador p(T') tem

imagem densa em X.

Demonstracao. Primeiro, considere o caso onde X é um espaco complexo. Se p é um
polinémio constante nao nulo, entao existe v # 0 tal que p(z) = v para todo z. Neste
caso, a aplicagao de p ao operador T resulta no operador p(7T') = I, onde I é o operador
identidade. Como [/ tem imagem densa, pois é sobrejetor, segue da Proposi¢ao 1.35 que
p(T) = ~I também tem imagem densa. Agora, suponha p(z) = > a,2", com ay # 0,
N > 1, um polinémio nao nulo com coeficientes complexos. O Teorema Fundamental da
Algebra garante a existéncia de pelo menos uma raiz complexa para este polindémio, que

pode ser fatorado, em termos de suas raizes, por
p(z) =an(z—A)(z—Aa) -+ (2 — An),
onde A1, ..., \y 8o as raizes do polindomio. Aplicando o polinémio ao operador T', temos
p(T) =an(T — MI)(T — XoI)--- (T — AnI).

Como T é hiperciclico, pelo Lema 2.7, para cada k =1,..., N, o operador T"— A/ tem
imagem densa. Além disso, pela Proposi¢ao 1.35, a composi¢ao desses operadores também

tem imagem densa. Logo, p(T') possui imagem densa.

Agora, se X é um espago real, considere a complexificacao T:X — X de T. Como
T é hiperciclico, pelo Lema 2.7, temos que T — M tem imagem densa para qualquer
escalar A € C. Por argumento analogo ao que foi feito no caso complexo, segue que p(f)
possui imagem densa em X para qualquer polindémio complexo nao nulo p. Considere um
elemento arbitrario u € X. Sabemos que u = u + 10 € X. Como p(f) tem imagem densa,

existe uma sequéncia (v,), C X tal que

p(T)(vp) — v em X.

Para cada n € N, podemos escrever v,, = x,, + iy,, onde x,,y, € X. Assim,

p(T)(vn) = p(T) () + ip(T)(yn) — u + 0.
Sabemos que vale a convergéncia separada de suas partes real e imaginaria

e p(T)(y,) -0 em X.

A convergéncia p(T)(z,) — u nos mostra que p(T) : X — X também possui imagem

densa, concluindo a prova. O]
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O préximo resultado apresenta um subconjunto denso de vetores hiperciclicos para
um operador hiperciclico T'. Além disso, garante a existéncia de um subespaco invariante

e denso cujos elementos, exceto o vetor nulo, sao todos vetores hiperciclicos para T'.

Teorema 3.9 (Herrero-Bourdon). Sejam X um espago de Banach separdvel e T € L(X)

um operador hiperciclico. Se x € X € um vetor hiperciclico para T, entdo
{p(T)x: p € um polinomio} \ {0}

¢ um conjunto denso de vetores hiperciclicos. Em particular, qualquer operador hiperciclico
admite um subespaco invariante denso que consiste, exceto pelo vetor nulo, de vetores

hiperciclicos.

Demonstracao. Seja x € X um vetor hiperciclico para T'. Note que
{p(T)x : p é um polinémio} = span(Orb(:p, T))
Isso ocorre porque qualquer vetor y € {p(T")z : p é um polindémio} é da forma

y=p(T)z=>Y a,T"z € span(Orb(:c, T)>

k=0

Além disso, se y € span(Orb(x, T )), entao existem escalares ag, aq,...,a,, tais que

Y= Z apTFx.
k=0
Defina o polinémio p(z) = ag + a1z + - - - + a,,2™. Entdo, aplicando p(T') em x, obtemos
p(T)x = apx + a1 Tx + -+ + a, Tz = y.

Assim, y € {p(T)x : p é um polindmio}, o que prova a igualdade. Além disso, o conjunto
M = {p(T)z : p é um polinémio} = span (Orb(x7 T)) é subespaco vetorial de X. Este é

invariante para T pois se y = >7_, axT*z € M, entdo
T(y) =T <Z akax> =Y @ T "z
k=0 k=0

Logo, T(y) é uma combinagao linear finita dos vetores Tz, T?z, ..., T" 'z, o que significa
que T'(y) € span(Orb(a:, T)) = M. A relacao Orb(z,T) C M C X nos mostra que M é

denso em X.

Resta verificar que M \ {0} é um conjunto de vetores hiperciclicos. Seja y =
p(T)z =X a Tz € M\ {0}. Em particular, p # 0 e p(T) = 7, a;, T". Além disso,
dado n € Ny, temos

Ty =T" <Z akax> =Y T (Trz) = > a;T" .

k=0 k=0 k=0
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Observe que ao aplicar p(T') em T™z, obtemos
p(T)(T ) = > axTF(T"2) =Y )T e = TTy.
k=0 k=0

Logo, T"y = p(T)(T"x) para todo n € Ny. Ou seja,
Orb(y, T) = {T"y: n € No} = {p(T)(T"x): n € No} = p(T) (Orb(z,T)) .

Pelo Teorema 3.8, a imagem de p(T") é densa em X. Como Orb(z,T') é densa em X, pela
Proposigao 1.5 temos que Orb(y,T') é densa em X. O

Uma propriedade topoldgica importante do conjunto de vetores hiperciclicos é a
sua conexidade. Isso decorre como uma aplicagao do resultado anterior, conforme mostra

o corolario a seguir.

Corolario 3.10. Seja T € L(X), onde X é um espago de Banach separdvel. Entdo, o

conjunto HC(T) de vetores hiperciclicos para T € um subconjunto conezxo de X.

Demonstragio. Seja x € HC(T). Vejamos que M := spanorb(z,T) tem dimensao maior
que 1. De fato, se M tivesse dimensao 1, entao o subespago M seria gerado apenas pelo
vetor x e a oOrbita de x sob T seria composta por multiplos escalares de . Isto é absurdo
pois, pela Proposicao 2.12, a 6rbita de x forma um conjunto linearmente independente
de vetores. Ou seja, M tem dimensao maior que 1. Como M é conexo, pois é subespago

vetorial, segue que o conjunto M \ {0} também é conexo.

Agora, suponha, por absurdo, que HC(T') nao é conexo. Entao, existem abertos
A, B C HC(T) tais que

HC(T)=AUB, com ANB=0, A B#0.
Conforme visto na demonstragao do Teorema 3.9, temos M \ {0} € HC(T). Segue que
M {0} = (M\ {0} 1 A4) U (M {0} 1 B).
Como A e B sao disjuntos, temos
(M\{0}nA)N(M\{0}nB)=0.

Note que (M \ {0} N A) e (M \ {0} N B) sdo nao vazios, pois M \ {0} é denso pelo Teorema
3.9. Isto contradiz o fato de M \ {0} ser conexo e, portanto, HC(T') é necessariamente

conexo. O
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4 Hiperciclicidade Frequente: Operadores e

Subespacos

Neste capitulo, introduzimos a nocao de operadores e subespacos frequentemente
hiperciclicos. A fim de tornar claro o sentido do termo “frequente” a ser considerado,
comegamos com os conceitos de densidade para subconjuntos de Ny. A defini¢do de operador
frequentemente hiperciclico, conforme veremos na sequéncia, exige nao apenas uma 6rbita
densa, mas também uma condicao adicional relacionada as intersegoes dessa 6rbita com
os abertos do espaco. Em seguida, discutimos o Critério de Hiperciclicidade Frequente,
utilizando-o para demonstrar uma condi¢ao suficiente para que um operador weighted
shift seja frequentemente hiperciclico. Finalizamos com um resultado que estabelece uma
condicao suficiente para a inexisténcia de subespacos frequentemente hiperciclicos para

um dado operador.

4.1 Densidades

Para um subconjunto finito S C Ny, denotaremos por #S a cardinalidade de S.
Uma maneira de medir a presenca dos elementos de um subconjunto em Nj é por meio da
densidade natural, que indica a propor¢ao de seus elementos entre os N primeiros naturais,

a medida que N cresce. Esta segdo baseia-se nos livros [44, 32].
Definigao 4.1. Seja A C Ny. A densidade natural de A é dada por

dens A := lim —#(Aﬂ [O’ND,
N—o0 N—|— 1

sempre que o limite existir.

A nocao de densidade natural de um conjunto A ajuda a compreender como os
elementos de A se distribuem em Ny e, também, qual é a frequéncia com que aparecem ao

longo da sequéncia (n),>o.
Exemplo 4.2. A densidade natural do conjunto dos pares 2Ny := {0,2,4,6,...} C Nq €
1/2. De fato, note que

N N
2

<#(2NgN[0,N]) < —+1 para cada N € N.

Isso implica que

N _#@Non[0,N]) _ S+1
2(N+1) — N+1 T N+1
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Visto que
N 1 T +1

! oy, 2
NS 2(N+1) 2 Noe N1

seque do Teorema do Confronto que

_#0ONN[O,N]) 1
lim = —.

Logo, dens 2Ny = 1/2.

Tenenbaum, em [44], apresenta a seguinte generalizacao desse resultado:

Exemplo 4.3. Sejam a € Ny e ¢ € N. Entao o conjunto
A:=a+qNg={a+qn:n €Ny}

possui densidade natural igual a 1/¢. Como consequéncia, segue que o conjunto dos
nimeros impares também tem densidade natural igual a 1/2. Veja [44, Part 111, Chapter

I11.1] para uma demonstragao deste resultado.

Teorema 4.4 (Teorema dos Nimeros Primos). Seja w(x) a quantidade de primos menores

do que ou iguais a x. Entdao

1
i @0
T—00 x
Demonstragio. Veja [32, Teorema A.21]. O

Proposigao 4.5. A densidade natural do conjunto dos nimeros primos € zero.

Demonstracdo. Seja P o conjunto dos niimeros primos. Note que, para N > 2. temos

#(PNJ[0,N]) =n(N).

Como
m(N) a(N)lnN 1 N
N+1 N InN N+1’
segue que
. 7(N) , 7(N)InN 1 N
1 =1 . . . 4.1
VBN F1 No%| N mN N+1 (4.1)
Pelo Teorema 4.4, temos
. m(N)InN
R
Além disso,
li L _ 0 li N 1
NN 0 ¢ NSeN+1
Assim, segue de (4.1) que
m(N)

]&1_r>nooN+1:1-0~1:0.
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Portanto, concluimos que

densP = lim M li m(N)

N->oo N +1 :N1—1>ICI>0N—|-1:0'

]

Ao contrario dos exemplos anteriores, existem subconjuntos A C Ny que néo

possuem densidade natural, ou seja, para os quais o limite

N—oo N -+ 1
nao existe. Para lidar com esses casos, introduzimos as noc¢oes de densidade inferior e
superior, que se caracterizam, respectivamente, por tomar os limites inferior e superior

para
#(A N0, N])
N+1
quando N — oo. Esses conceitos ajudam a entender o comportamento de um subconjunto

de Ny, mesmo quando a densidade natural nao existe.

Definigao 4.6. Seja A C N.

o A densidade inferior de A é dada por

densA := lim inf w
N—oc0 N + 1

e A densidade superior de A é dada por

— #(AN [0, N])
densA = h]r\? jolip N1l

#(AN[L,N])
N

Quando A C N, usamos liminfy_ para definir a densidade inferior

de A. A mesma convencao serda usada para a densidade superior, quando se trata de

#(AN[0,N])
N+1

0 e 1, todo subconjunto de Ny possui densidade inferior e densidade superior. No entanto,

subconjuntos de N. Além disso, uma vez que a sequéncia ( )N N é limitada entre
€No

a densidade natural nem sempre existe, conforme veremos no seguinte exemplo:

Exemplo 4.7. Considere o conjunto A C N dado por
A= J[10"2-10" - 1] NN,
k=0

Entao A ndo possui densidade natural, mas que possui densidade inferior igual a 1/9 e

densidade superior igual a 5/9.

Demonstracdo. Sobre os intervalos da unidao que constitui o conjunto A, observe que:
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o Para k =0, temos o intervalo [1, 1], que contém apenas o nimero 1.

o Para k =1, temos o intervalo [10, 19]. Todos os naturais desse intervalo comegam
com 1 e sao formados por dois digitos. A quantidade de elementos nesse caso é
19—-1041=10.

« Para k = 2, temos o intervalo [100, 199]. Todos os naturais desse intervalo tém trés
digitos, onde o primeiro deles é 1, e o total de elementos ¢ 199 — 100+ 1 = 100 = 102.

De modo geral, para cada k € Ny, o intervalo [10*, 2-10* — 1] contém os niimeros naturais
com k + 1 digitos cujo primeiro digito é 1, e possui exatamente 10* elementos. Assim, o
conjunto A contém todos os naturais cujo primeiro digito da representacao decimal é igual
a 1. Denote por B(z) := #(AN[1,z]) a quantidade de elementos de .4 menores ou iguais
a x. Observe que 10™ — 1 é o maior natural com m digitos. Assim, B(10™ — 1) representa
a quantidade de elementos de A que pertencem aos blocos da forma [10%, 2 - 10¥ — 1] com
kE=0,1,...,m—1. Ou seja,

m—1
B(10"—1)= > 10" =1+10+10%+--- +10™".
k=0

Essa soma se trata de uma progressao geométrica de razao r = 10, com m termos, onde o

primeiro termo é igual a 1. Assim,

m-l 10m—-1 10m—1
> 10F = = :
= 10—1 9
Ou seja,
10m —1
#(AN[1,10™ —1]) = B(10™ — 1) = —5

Disso, obtemos

#(ANTL, 10 — 1))

1
= —, para todom € N.

10m —1 9’
Isso significa que a sequéncia (W)N@N tem uma subsequéncia constante igual a é.
Logo,
densA := I%Vrgio%fw < ;

Resta mostrar que é < densA. Seja N € N, com N > 10. Temos dois casos a analisar.
Primeiro, vamos supor que N ¢ A, ou seja, que N € [2-10%, 10*+1 — 1] para algum k € N.
Como 2 - 10 — 1 < N, segue que

AN[1,2-10" —1] C ANJL, N].

Assim,

k ) 10k+1 -1
#AN[L,N]) > #(AN[1L,2-10F 1)) => 107 = —
7=0
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Além disso, N < 10**! — 1, o que implica que

#(Aﬂ [l,N]) 10’“;171 10k+1—1 1

> 9 =,
N - N  T10k1 -1 9

Logo,
#HAN[LN]) 1
N -9

Agora, suponha que N € A. Entdo existe k € N tal que N € [10%, 2-10* — 1]. Sabemos

que o nimero total de elementos de A até 108 — 1 é

k—1 k

- 10% -1
d 1 = :
7=0 )

Além disso, o ntimero de elementos de A no intervalo [10%, N] é igual a N — 10* + 1, ja

que todos os naturais nesse intervalo pertencem a A. Assim,

_10% -1
9

#(AN[1,N]) + (N —10% + 1).

Disso, obtemos
10F — 1+ 9(N —10* + 1)
3 .

#(ANL N]) =

Isso implica que

#AN,N]) 1 (10" =1+9(N —10"+1)
R e

Note que podemos escrever
10" —=14+9(N —10F+1)=10F — 1+ 9N —9-10" +9 =9N — 8- 10" + 8.

Entao
#(AN[L,N])) 1 9N—-8-10"+8 9N —8-10"+38

N N 9 9N
Como N > 10* — 1, concluimos que 8N > 8 - 10¥ — 8. Observe que

9N —8-10F +8

ON—-N>8-10F—-8 = 9N -8-10F+8>N — oV

Asssim, de (4.2), obtemos

#(AN[L,N]) 9N —8-10"+8 U1
N B 9N -9
Portanto, mostramos que, para todo N € N, com N > 10, vale

HANLN] 1
N -9

Disso, segue que

densA := lim inf M
N—oo N

Nl

>

(4.2)

L
-
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Como ja haviamos demonstrado anteriormente que densA < %, concluimos que

1
d = -
ens A 5

Agora, a respeito da densidade superior de A, note que o nimero 2 - 10™ — 1 é
o maior nimero com m —+ 1 digitos que ainda tem o digito inicial igual a 1. Isto é, o

maior natural no intervalo [10™,2 - 10™ — 1]. Assim, B(2 - 10™ — 1) representa a soma da

quantidade de elementos nos blocos [10%,2 - 10¥ — 1], para k = 0,1, ..., m. Segue que
m - k i k m 10m -1 m
B(2-10m—1)=>10"= > 10" ) +10™ = +10™,
k=0 k=0 9

Dividindo por 2 - 10™ — 1, temos

B(2-10m—1) 15— 410™
2.10m—1  2.10m—1 "

Observe que

o=l +10m  10m—1+9-10m  10-10m—1  10m1—1

2.10m — 1 9(2-10m —1)  9(2-10m—1) 18-10m—9’

Logo,
B(2-10m—-1) 10m+tt —1
2-10m—1  18-10m -9
Isto é,
#AN[L,2-10m —1]) 10m+t —1
2-10m — 1 ©18-10m -9
Isto implica
N[L,2-10m -1 0™+ /10™ — 1/10m 10— 10 5
lim #AN L, ) = lim / / = lim —A% = — =
m—00 2-10m —1 m—00 18 —9/10™ m=o 18 — % 18 9
Ou seja, a sequéncia (W)NGN possui uma subsequéncia que converge para g. Logo,
_ Nn{1, N 5
densA := lim sup M > —.
N—oo N 9

Resta mostrar que
_— 5
densA < 9

Seja N € N, com N > 10. Assim como foi feito na analise da densidade inferior, vamos
considerar dois casos. Primeiro, suponha que N € A. Ou seja, existe k& € N tal que
N € [10%,2 - 10* — 1]. Sabemos, por (4.2), que

#(AN[L,N]) 9N —8-10"+8
N B 9N '
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Como N < 2-10% — 1, obtemos 4N = 9N — 5N < 8- 10¥ — 4. Note que

ON —5N <8-10F -4 +—= 9N -—-8-10F+4<5N
<~ ON —8-10"+8 < 5N +4.

Isso implica que

ON —8-10F+8 5 4
< -4 .
9N -9 9N
Logo,
#ANI[L,N]) 5 4
Il 4.
N —9 + 9N (43)
Agora, se N ¢ A, entdo existe k € N tal que N € [2-10%, 105! — 1]. Sabemos que
e (e
#AN[LN]) =#AN[1,2-10"F 1) => 107 = —
5=0
Assim,
N[, N 10F1 —1
HANLN] | )
N 9N
Como 2 - 10 < N, segue que 10¥+1 =10 - 10* < 5N. Isso implica que
105! — 1 < 5N — 1 < 5N +4.
Assim,
10+ -1 5 4
< -4+ —. 4.5
9N T 9 * 9N (45)
Segue de (4.4) e (4.5) que
#ANLN) 5 4
N -9 9N’

Dai, e de (4.3), concluimos que isso ocorre tanto quando N € A quanto quando N ¢ A.

Portanto, provamos que

1, N 4
M<§+— para todo N > 10.

N -9 9N’
Ao tomarmos o limite superior quando N — oo, segue que
_ Nn{1, N 5
dens A := lim sup M < -
N—oo N 9

de onde se obtém que dens. A = 5/9. Como as densidades inferior e superior sdo distintas,

A nao possui densidade natural. O]

4.2 Operadores Frequentemente Hiperciclicos

Mais do que apenas exigir que um operador possua um vetor com Orbita densa, a
noc¢ao de operador frequentemente hiperciclico pede que as interse¢oes dessa érbita com
cada conjunto aberto nao vazio do espago ocorram com frequéncia positiva, no sentido da

densidade inferior. Formalmente, temos a seguinte defini¢ao:
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Definicao 4.8. Seja X um espago de Banach separavel e de dimensao infinita. Um
operador T' € L(X) é dito ser frequentemente hiperciclico se existe um vetor x € X
(chamado de vetor frequentemente hiperciclico) tal que para qualquer conjunto aberto
nao vazio U C X, o conjunto de indices N(z,U) = {n > 0:T"x € U} possui densidade

inferior positiva.

No Teorema 3.3, apresentamos um critério suficiente para que um operador seja
hiperciclico. Grosse-Erdmann e Peris, em [23], apresentam um resultado anédlogo para
operadores frequentemente hiperciclicos, conhecido como Critério de Hiperciclicidade

Frequente, cujo enunciado diz:

Teorema 4.9 (Critério de Hiperciclicidade Frequente). Sejam X um espaco de Banach
separdvel de dimensao infinita e T € L(X). Dizemos que T satisfaz o Critério de
Hiperciclicidade Frequente se existe um subconjunto denso Xo C X e wma aplicacao

S Xo — Xo tal que, para todo x € Xy:

[e.9]

i) > T"x converge incondicionalmente,
n=1
[e.9]
i) Y S"x converge incondicionalmente,
n=1
i) TSz = x.

Nessas condicoes, T' € frequentemente hiperciclico.
Demonstragio. Veja [23, Lemma 10.39). O

O proximo teorema fornece uma condi¢do necessaria e suficiente sobre os pesos
de um weighted shift B, : ¢, — {, para garantir sua hiperciclicidade. Vale destacar
que a suficiéncia da condigao foi demonstrada por Bayart e Grivaux em [2], enquanto
a necessidade foi estabelecida posteriormente por Bayart e Ruzsa em [5], por meio de
técnicas envolvendo probabilidade e combinatéria. No que segue, enunciaremos o resultado
em sua forma geral, mas demonstraremos apenas a parte que assegura a suficiéncia da

condigao. Para isso, faremos uso do Critério de Hiperciclicidade Frequente.

Teorema 4.10. Seja B, : {, — £, um operador weighted shift, com 1 < p < oo. Entao

k=1 Hﬁ:l |lw, [P

se, e somente se, B, € frequentemente hiperciclico.
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Demonstracio. Suponha que Y ——1——

Z T or < 00. Seja (€e,)n>0 a base candnica de £,. Defina
= b

o conjunto
Xo = span{e,, : n >0},

que é denso em ¢,,. Considere o operador
Sw(o, x )= (0, wy? - -
w Lo, L1,T2y... ) = , Wy To, Wy X1, Wy T2, ... ).

m
Seja x € Xj. Entao existe m tal que x = Y aje;. Assim,
5=0

m
Bx = Z a;Be;.
=0

Note que Bjje; = 0 quando n > j. Assim,
Bie;j =0 Vn>m>j = Bix=0 Vn>m.

Logo,
> Bilx =) Bl
n=1 n=1

o0

Ou seja, a série ) B,z se reduz a uma soma finita, o que a torna incondicionalmente
n=1

convergente. Assim, a condigao ¢) do Critério de Hiperciclicidade Frequente é satisfeita.

Para comprovar a validade da condigao i) do Critério de Hiperciclicidade Frequente,
primeiro veremos que a série ioj Syye; € incondicionalmente convergente para todo j € No.
Para isso, sejam j € Ny, (5,1):;1) € {—1,1}" e £ > 0 arbitrariamente fixados. Vimos em
(3.7) que

posigao j+n
S (e;) = (0, 0, .y 0, wikwily . wil,, 0, 0, )
Ou seja,
1 p
Srei||f = | =————
Iszelf = [
Pela hipétese, existe Ny € N tal que
s 1
N >Ny = —— < &P

n=N ’Hj/l:l wj+1/‘p

Note que se M > N > Ny, entao

p

M M
= > llenSueilll = > ISuesll?
n=N n=N
M 1

=y = <

n=N ‘ngl wj-i-r/lp

M
Y enSue;
n=N

p
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Donde,
M
> enSlei| <e
n=N p
Ou seja, a sequéncia
N
(z gnsgej>
n=0 N>1

¢ de Cauchy e, portanto, convergente. Isso prova que Y 7, Sye; ¢ incondicionalmente

convergente. Dado x € X, existem um natural m e escalares ag,aq,...,a, tais que
m
r = Y. apeg. Note que, para qualquer (,),>0 € {—1, 1}, tem-se
k=0 -
m [e's) m N m N
a epSier = ay lim eSler, = lim apenSe
S oS caSien = S im Y euSie = lim 3 S e
k=0 n=0 k=0 n=0 k=0n=0
N m N 00
= lim ) 5nSZL}< > akek> = lim > e,Shr =Y e,
N—oo N—oo
n=0 k=0 n=0 n=0
o
Logo, Z enSix é convergente para qualquer escolha de sinais €, € {—1, 1}, pois é soma
n=0
oo
finita de séries convergentes. Portanto, a série Z Sy € incondicionalmente convergente,
n=0

comprovando assim a condigao i) do Critério de Hiperciclicidade Frequente. A condigao
i71) também é verificada pois dado x € Xy, temos B,, S,,(z) = z. Pelo Teorema 4.9, B,, é

frequentemente hiperciclico.

Para a reciproca, veja [5, Theorem 4]. ]

Definigao 4.11. Sejam X um espago de Banach separével e de dimenséao infinita, T € L(X)

e M C X um subespaco fechado de dimensao infinita. Dizemos que:

a) M éum subespago hiperciclico para T se todo z € M \ {0} é hiperciclico para T.

b) M é um subespaco frequentemente hiperciclico para T se todo z € M \ {0} é

frequentemente hiperciclico para T'.

Observagao 4.12. Seja M C X um subespago hiperciclico para T € L(X). Entdo, para
todo j € N, o operador T?|y: M — X € injetor. Isso ocorre pois se x € ker(T7|yr), entdo
x €M e Tz =0 para todo n > j. Assim, a érbita de z, dada por {x, Tz, T?x, ..., Tiz},
¢ finita e portanto, ndo pode ser densa em X. Como x € M, temos que x = 0. Isso prova

que T7 € injetivo.

O lema a seguir sera ttil em demonstragoes posteriores. Ele fornece uma condicao
suficiente para garantir que um operador nao admite subespagos frequentemente

hiperciclicos.
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Lema 4.13. Para provar que um operador T € L(X) ndo possui nenhum subespaco
frequentemente hiperciclico, € suficiente provar que cada subespago fechado de dimensdao

infinita M contém um vetor x tal que a densidade superior de {n > 0 : [|[T"z|| > C} é

tgual a 1 para algum C > 0, ou seja,

< STz >
lim sup #in < N: ||[T"z]] = O} =

1.
N—oo N+1

Demonstragdo. Seja M um subespaco de dimensao infinita. Suponha que existe x € M tal
que a densidade superior do conjunto A := {n > 0: ||T"z|| > C} é igual a 1 para algum
C > 0. Ou seja,

< N :||T"x| >
tmesup FANOND _ o <N ITal 2 O}

1.

Note que o vetor x é necessariamente nao nulo, pois, se tivéssemos x = 0, entao T"x = 0
para todo n € N. Assim, teriamos A = (), o que implicaria que a densidade superior de A

é zero, o que nao pode ocorrer. Defina o conjunto
B:=Ng\A={n>0:||T"z|| <C}={n>0:T"z € B(0;C)}.
Note que AUB =Ny e AN B = (. Assim, dado N € N, temos que
#(ANn{0,1,...,N}) +#(Bn{0,1,...,N}) =N+ 1.

Isso implica que

#HAN{OL,..,NY) | #(BN{0.1,...,N})

=1.
N +1 N +1

Logo,
#AN{O.L.ND | #B{01,. N}
N+1 B N+1
e, portanto, para cada M € N,

H(AN{0,1,... N}) 4(BN{0,1,... N}
1+ ~
et N1 Nebr N+1
L (#B{0L N
T NEm N +1 '
Assim,
| BAN{0,1L, NY  #(BN{01,. N}
A s A VD
Ou seja,
A 1,...,N B 1,....N
limsup#( ARURPERY })—i—liminf#( oL, }):1.
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Pela hipotese, lim sup %ﬁ“’m) = 1. Entao

N—oo

#(BN{0,1,...,N}) #(BN{0,1,...,N})

1+11NHL10r<1)f Nl =1 = hNHLIOI})f Nl =0.
Logo,
B N
liminfwz().

N—o0 N —+ 1
Isto é, a densidade inferior do conjunto B := {n > 0 : T"x € B(0;C)} é zero. Como
B(0; C) é um conjunto aberto, segue que x nao é um vetor frequentemente hiperciclico de

M. Isso conclui a demonstracao. O
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5 Critérios de Existéncia e de Inexisténcia para

Subespacos Frequetemente Hiperciclicos

Apresentamos neste capitulo o detalhamento dos resultados do artigo [33] de Quentin
Menet, que trata de critérios de existéncia e inexisténcia de subespagos frequentemente

hiperciclicos.

5.1 Inexisténcia de Subespacos Frequentemente Hiperciclicos

O objetivo desta se¢do é apresentar um exemplo que fornece uma resposta positiva a

pergunta levantada por Bonilla e Grosse-Erdmann em [8, Problem 1], a saber:

Eziste um operador frequentemente hiperciclico que possui um subespago

hiperciclico, mas nao um subespago frequentemente hiperciclico?

Para responder a essa pergunta, Quentin Menet apresenta, em [33], um critério suficiente
para a inexisténcia de subespacgos frequentemente hiperciclicos. Esse resultado leva a
um segundo critério, particular para operadores weighted shifts. Ao longo desta segao,
discutiremos ambos os critérios e, ao final, apresentaremos o exemplo mencionado no

inicio.

Teorema 5.1. Sejam X um espago de Banach separdvel e de dimensdo infinita e T € L(X).
Se existe C > 0 tal que, para qualquer K > 1, qualquer subespaco fechado de dimensao
infinita M de X, qualquer x € X, existe ' € M tal que ||2']] < % e

#n<k:|TM(x+2)]| >C} 1
S
iy k1 K

entdo T nao possui subespaco frequentemente hiperciclico.

Demonstragio. Seja M um subespaco de X, fechado de dimensao infinita. Queremos
mostrar que M nao pode ser frequentemente hiperciclico para T. E claro que se M nao
for um subespago hiperciclico para 7', também nao podera ser frequentemente hiperciclico
para T'. Entao sem perda de generalidade, vamos supor que M é subespaco hiperciclico

para T. Assim, pela Observacao 4.12, TV M— X é injetivo para todo j € N. Vamos

&
mostrar que existe um vetor x € M, nao nulo, tal que

. #{n < N :|[T"z|| = C/2}
1 —1
N N+1

Isso vai implicar, pelo Lema 4.13, que z nao pode ser frequentemente hiperciclico. Para

isso, serdo construidas duas sequéncias: uma sequéncia de vetores (z,),>0 C M e outra
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sequéncia crescente de indices (k,),>0 C No. Essas sequéncias deverao satisfazer zo = 0,

ko = 0 e as seguintes propriedades:

1
i) ||zl < , para cada n € N. Além disso, vale

# 47 < bt 177 (S 2| = CF 1
— >1- (5.1)

it) Seja n € N. Para cada j < k,_1 e cada k < n — 1, E}; é o subespaco fechado de
codimensao finita associado ao subespago Fj ; = Span{zjo, e ,zjk} eac =1,
cuja existéncia é garantida pelo Lema 1.39. E vale
Tix, € ﬂ Ey;, paratodo j <k, ;. (5.2)
k<n—1
Primeiro, vamos supor que existem tais sequéncias (z,)n>0 € (kn)n>0, satisfazendo as

condigoes acima. Com essa suposi¢ao, daremos continuidade a demonstracao. A verificagao

da existéncia dessas sequéncias sera apresentada ao final.

1
Como |[|z,|| < — para todo n € N, segue que § ||x,|| converge pois
n n=1

1
ZH%H<Z*<OO

Como M é fechado e X é Banach, M é Banach pela Proposicao 1.8. Como a série ioz Ty €

n=1

absolutamente convergente, obtemos }_ x, € M pela Proposigao 1.12.
n=1

o0
A partir de agora denotaremos = := ) x,. Para cada n € N, defina
n=1

spelp ol e

Mostraremos que para qualquer j € J,, vale que || T7x| > C'/2. Note que para ¢ € N fixo,

temos

T’ (éj xk> = Zi:Tj(xk). (5.4)

Como lim Z T = Z x, = x e T? ¢é continuo, por (5.4), temos
£—00 =1 k=1

Ti(x) <hm Zxk> Jim 77 (Z xk> = lim ZTJ ).

L—00 el

Assim, T (z) = 5 T7(zy). Isso implica que
k=1

177 ()] = (5.5)

2:{TU xk
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0 .
Divida a soma ) 77z, em duas parcelas
k=1

Zzjk:ZT]xk+ Z Tj.lfk.
k=1 k=1

= k=n+1

Por construgao, F, j=span {T7z¢, T?x1,..., Tz, }. Assim, Y. Tz € F, ;.
k=1
De (5.2), temos
T, € By, Vi <kmo, VE+1<m. (5.6)
Suponha que n + 1 < m (onde esse n é o indice fixo que separa as somas). Entao, segue

de (5.6) que, para j < k,, temos Tz, € E, ;. Ou seja,

Tix,, € E,j, paratodom >mn+1.

o0
Assim, como E, ; ¢ um subespaco fechado, temos Z T’z € E, ;. Defina
k=n+1

n o0
y =Y T'ayeF,; e y:= > Tz €E,;.
k=1 k=n+1

Pela construcao dos subespacos FE;, j e I, j, onde usou-se o Lema 1.39, temos que

1/ / /
1 (21191 5 W
Logo,
e . n ) e ) 11 )
ZTJxk = ZT].Tk + Z T].Cljk 2 - ZTJxk . (57)
k=1 k=1 k=n+1 21l =
Como j € J,, por defini¢ao temos, ||T7 (Y}_; z)|| = C. Disso, obtemos
> . C
- Z Tjﬂfk Z —_.
2o 2
Logo, segue de (5.5) e (5.7) que, para todos n € N e j € J,, temos
. 1SN C
| T7z|| > <|| Y TP x| > = (5.8)
2= 2

Observe que

k=1

jeJ, = j<kye

, 1 C
= j< ke |T'(@)] 25 > 5 por (5.8)

n
Z le’k
k=1

, C
— j€ {Z < ks || T2]] 2 2}~
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, C
Isto mostra que J,, C {j <kp:||T7z| > 2}. Disso, obtemos

#{ < ks 792l > S ) >

o que implica que

: : C
#{Jﬁkn- HTJ?CHZ2} "y

) 5.9

k,+1 “k,+1 (5.9)

De (5.1) e (5.3), obtemos
#Jn 1
1——.

k, + 1 - n?

Assim, temos
. C
#li<hi ol 25}
1——. 5.10

b+ 1 S (5.10)

Como o
{j <k, |T7z| > 2} c{0,1,... k,},
en < k, para todo n € Ny, temos
. - C
#{i <k Tl 2 S <k 1,
o que implica
, C
#{i < s 192 2 5}
2) <1, (5.11)

kn+1 -
Por (5.10) e (5.11), obtém-se
1 #{i <k T2 > 6}

1——=< < 1.
n? k,+1 -

Disso, obtemos

#{5 < bt T3] 2 C}
lim 2 =1
n—00 k;n_|_1

#{i<n: |T2>5 }
n+1

Note que, para todo n € Ny, temos

Ou Seja, a sequéncia < > tem uma Subsequéncia que converge para 1.
n€eNy

#{0<j <n; ||T2) > §}

0<
n+1

<1

— Y

pois o numerador é menor ou igual do que n + 1, e maior ou igual do que zero. Logo, isso

implica que

=1.

 #{i<mTiz) > ¢}
lim sup
Portanto, pelo Lema 4.13, T' nao possui subespaco frequentemente hiperciclico.
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Agora, vamos provar que, de fato, a sequéncia (z,),>0 € M e a sequéncia crescente de
indices (ky,)n>0 existem. Comecemos com zg = 0 e ky = 0. Os termos z,, e k, seguintes sao

determinados a partir dos seguintes passos.

(1) Passo n = 1 (determinando os termos 1 e ky):

Sejam K := max{1% ko} =1, M, := M e x =1y = 0. A hipétese do teorema garante

1

a existéncia de um vetor z; € My = M, com ||z]| < = = 1, tal que
<k:|Tm >C 1

oy HOSEe T o a2 C) | 1

k>K E+1 K

Como K =1 e zy = 0, isso implica na existéncia de x; para o qual

#{n < k:||T"(z)| = C}
> 0.
on s

A definigao de supremo nos permite escolher k; > 1, tal que

#{j <k [T (2| = C}
> 0.
ky+1

Essa escolha é possivel pois 0 ndo é cota superior do conjunto em questao.

(77) Passo n = 2 (determinando os termos x5 e k»):

Para cada 0 < j < k; e cada 0 < k < 1, defina Fy; := span{TVxy,...,T7z;}. Nesse
caso, temos
Fy; = span{T7z} = {0}, pois z¢ = 0,

e Fl’j = span{zjO,zjl} = span{Tj;cl},

Sabemos, pelo Lema 1.39, que para cada subespaco Fj ; e para cada € = 1, existe um

subespago L ; C X, fechado de codimensao finita, tal que, para todos x € Ey; e y € Fj ;,

ot > max (151, 121,

vale

372
Defina

My:=Mn (T (ﬂ Ek,j) :

J<k1 k<1

E claro que M, é fechado. Observe, pelo Lema 1.41, que Nk<1 Ek,; tem codimensao
finita em X. Como Tj|1\~4: M — X é injetor, o Lema 1.42 garante que cada subespaco
(T9] )" (ﬂkg Ekyj) = MNT™ (ﬂkgl Ek,j) tem codimensdo finita em M. Novamente

pelo Lema 1.41, o subespaco

My:=Mn () T (ﬂ Ek,j)

J<k1 k<1
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também tem codimensao finita em M. Logo, M, tem dimensao infinita. Aplicando a
hipétese do teorema para K := max{2% k;}, M := M, e z := xy + z1, concluimos que

existe um vetor x5 € My tal que ||zs]| < &, e que vale

#{n < k:||T"(xog+ x1 + 22)|| > C} 1
>1——. 5.12
s ket K (5-12)

Como K > 2% e 2y = 0, segue que ||z3|| < 1/22, donde, (5.12) pode ser escrita como

#{n < k:||T"(x1 +22)|]| > C} 1 1
- >1-
iy 4 kot 1 ST RS T ®

Da defini¢ao de supremo, existe ky > K = max{2% k;} (e portanto ky > k;) tal que

#j Sk (@t 20 1
ks +1 22

Isso é garantido pois 1 — 1/2% j4 ndo é cota superior para o conjunto em questao. Além

disso, segue da definicao de M, que

To9 € My C m T (ﬂ Ek,j) .

i<ki k<1

Logo, para todo j < ki, temos
zjz c ﬂ Ek,j-

k<1
Assim, até este momento, verificamos que:
. 1
i) Nl < o
i1) o termo ko satistaz

#{j < ko [T (21 + 22)|| > C} S L.
ky + 1 2%

iii) para todo j < ki, temos
le’g € ﬂ Ek,j~

k<1

(7ii) Caso geral (determinando os termos z,, e ky,):

Suponha que os termos zg, x1,...,%,_1 € ko, k1, ..., k,_1 ja tenham sido construidos.

Para cada j < k,,_; e cada k < n — 1, defina o subespaco
Fyj = span{TVz¢, T'x,..., Tz} C X.

Tomando € = 1, o Lema 1.39 assegura que, para cada Fj ;, existe um subespaco Fj; C X,

fechado de codimensao finita, tal que, para todos x € Ej; e y € Fj;, vale

Il iyl
> .
ot 1 > ma (151,12
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Defina

M,:=Mn N Tf'( N E,”)

j<kn_1 k<n—1

E claro que M,, é fechado. Observe, pelo Lema 1.41, que Mk<n—1 Ek,; tem codimensao
finita em X. Como Tj|1\~4: M — X é injetor, o Lema 1.42 garante que cada subespaco
(T9]5) 7" (ﬂkgnq Ek’j) = MNT— (ﬂkgnq Ek,j) tem codimensdo finita em M. Novamente
pelo Lema 1.41, o subespaco

M,:=Mn N TJ’( N Ek,j)

k<n—1
também tem codimensdo finita em M. Logo, M,, tem dimensdo infinita.

Aplicando a hipétese do teorema para K := max{n? k, 1}, M := M, e z := nil Tr,
obtemos um vetor x,, € M, tal que ||z,|| < % e =

#{j <k:||T(z+x,)| >C} 1
o1 L 5.13
iy ¢ k1 K (5.13)

Aqui, z +x, = 37, 7. Como K > n? temos que ||z,|| < % Além disso, via justificativa
analoga a que foi feita nos passos 1 e 2, segue de (5.13) que podemos escolher um
k, > K > k,_; tal que

# Sk | TV (i ze) [ 2C 1
— >l (5.14)

Assim, verificamos a condigdo i) das propriedades que supomos no inicio para (z,),>0 € M

e (kn)n>o0. Para verificar a condigao i7) lembre-se que z,, € M, e que por definigao,

Mng'ﬂ T‘j( N Ek])

Disso, temos que
2, €T\ () Erjl= () T7(Bry), Vj<ko
k<n-—1 k<n—1
Ou seja, para cada j < k,,_1, temos
Tz, € () Ewj
k<n—1

E assim construimos recursivamente as sequéncias (x,)n,>0 € (kn)n>0, satisfazendo as

propriedades inicialmente consideradas. O

Lema 5.2. Seja B, o operador weighted shift da Defini¢ao 3.5. Para quaisquer x = (xx)g>0
e x' = (x})k>0 em £y, e para todo k > 1, vale

#{n < k| Balw+a)| 21} #H{n >0 |[(wy + ap) Buew| > 1}
k+1 - k+1 '




Capitulo 5. Critérios de Ezisténcia e de Inexisténcia para Subespacos Frequetemente Hiperciclicos 75

Demonstracao. Da definicao de operador weighted shift, temos
Byer = wre,_q, para k> 1.
Aplicando B, novamente, obtemos
B2e, = By(Byer) = By(wpep—1) = wpByep_1 = Wywy_1€65—2, para k > 2.
Aplicando B,, mais uma vez:
Bf’uek = WiWk_1WE_2€k_3, para k > 3.
Prosseguindo assim, obtemos

WEW_1 -« Wh—n 1€l sek>n
Ble, = " v ’ (5.15)
0, se k < n.

Ou seja, Bl'e, serda ou um multiplo escalar nao-nulo de algum e,,, ou o vetor nulo.
Escrevamos
! . / .
r+a =Y (x;+2))e;

Jj=0

Aplicando B! nesta soma, obtemos
Bi(z+a') =By [ > (z;+ ))e;
Jj=0

Como B ¢ linear, podemos escrever

By(z+a') =) (x;+2})Bpe; = Y (x; + 2 )wjwj1 - - Wj_ns1€j-n.
>0 izn

Defina

/\j = WjWj—1 " Wj—n41-

Assim, podemos reescrever

By(z+a') =Y (x; + 2))Ajejn
j>n
= (@, + x) A€o + (Tng1 + 21 ) Ang1e1 + (Tpgo + 25 0) Apgoes + - - -
Disso, obtemos
By(x+a) = ((mn +27) An, (Tpg1 + x;1+1>)‘n+17 (Tnyo + 'CL.;L-FQ))\TL‘FQ? = ) .

Ou seja, para cada m > 0, temos

(B +2")m = (Tmin + x;n+n)>‘m+n-



Capitulo 5. Critérios de Ezisténcia e de Inexisténcia para Subespacos Frequetemente Hiperciclicos 76

Sabemos que Ajpin = WininWmin—1 - Wya1. Substituindo, temos
n / /
(B +2")m = (Tmin + xm+n)wm+nwm+n71 Cr Wt

Assim, a norma é dada por

S =

n p
HBw(x + $,)H = (Z ‘(mern + x/m—i-n)mernmernfl e wm+1‘ ) . (516)

m2>0

Visto que B} emin = WintnWmin—1 - * Wpnt1€m, Obtemos
/ n /
(Tmn + mern)Bweern = (Tmgn + xm+n)wm+nwm+nfl © o Wmd-1€m,
o que implica que

(@m0 + Tsn) Bulmanll = [[(@man + i) Wit nWintn—1* + Wing1€m|
= |(xm+n + x;n-m)wm-i-nwm-i-n—l T wm+1| HemH

= |(Tmgn + x/m-i-n)wm-knwm-kn—l Wiyl
Ou seja,
[ (Trmgn + $;n+n)Bgem+an = |(Tmgn + $;n+n)wm+nwm+n71 < Wi [P

Dai, e usando (5.16), obtemos

=

1By (x + ) || = (Z 1(@min + xﬁn)BZemmll”)

m>0
Faca j := m + n. Logo, para m > 0, tem-se 7 > n. Reescrevendo a soma acima, obtém-se
1
P
1B (z + 2)|| = (Z 15 + SEQ)BZGjllp) : (5.17)
Jjzn
E claro que, para cada k > n, vale

> WG+ 25) BlellP = |l(wx + o) Brex|”.

jzn

Isto implica

B =

(Z 15 + x})BZGJHP) > [|(zx + ) Biex].
j>n
Dai, e de (5.17), obtemos

| Bl (z 4+ 2')|| > |[(zx, + ) Bllex|| para todo k > n. (5.18)

Assim, se n > 0 é tal que ||(zx + x},)Blek|| > 1, entdo por (5.15) e (5.18) deve ocorrer

n<k e [Biz+2a)|>1.
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Isso garante a seguinte inclusao de conjuntos:
{n<k:[By(z+a)| 21} 2{n>0:|[(zx + z}) Byexl| > 1}.
Como consequéncia imediata de tal inclusao, vale
#{n <k |Bio+a)] > 1} > #{n > 0 |[(e + o) Brexl] > 1},

Dividindo ambos os lados por k + 1, alcancamos a desigualdade desejada:

#{n < k:||Bale+a)l| =1} #H{n = 0: ||y +27)Byed| = 1}
k+1 - k+1 '

Isso conclui a demonstracao. O]

Apresentamos a seguir um critério para operadores weighted shift que, com base no
comportamento da norma das iteragoes dos vetores da base canonica, garante a inexisténcia

de subespacos frequentemente hiperciclicos.

Teorema 5.3. Seja B, : {, — {, um operador weighted shift, com 1 < p < oo. Suponha

que existe uma sequéncia (Cy )0 de nimeros positivos tal que Y _(1/Cy)P < 0o e que
k=0

#{n >0 ||Biel| = Cr} _

1.

Entao B, ndo possui subespagos frequentemente hiperciclicos.

Demonstracio. O Teorema 5.1 nos d& uma condigdo suficiente para mostrar que um
operador nao possui subespago frequentemente hiperciclico. Faremos uso dele nessa
demonstracao. Sejam K > 1, M C ¢, um subespago fechado de dimensao infinita e

x € {, um vetor arbitrdrio. Vamos construir um vetor z’ € M que satisfaca ||2/|| < + e

que
<k:|B} NN >1 1
o HO SR B )21y 1
k>K kE+1 K
Por hipotese,
>0:||B" > (!
i 7200 |Bies]| 2 G} _
Isso nos garante a existéncia de kg tal que
>0:||B" >C
#in = k”+“iek|| = Ok} 1-— % bara todo k > k. (5.19)
Como estamos tomando x € £, vale Z |z |P < oo. Isso implica que
k=0

o0
Z |zg[P — 0, quando m — oo.

k=m
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[e.9]

1\? >
Assim, existe k' > 0 tal que » |z’ < (QK) . Como a série Y (1/Cy)? é convergente
k= k=0

por hipétese, segue que
<1
Z C'p — 0, quando m — .

1 1 \?
Dali, existe k” > 0 tal que Z - < () . Tome k; > max(k', k"). Logo,
S0 CF 2K

Stk < () ¢ Y g < (o)
k a1 ~p o1 9
2K & cr - 2K

k=k1

o que implica

o 1/p 1 o 1 1/p .
k=k1

Por conveniéncia, suponha também que k; > max(ko, K + 1).

Pela Proposicao 1.22, existe um vetor nao nulo y em M tal que v(y) > k;. Ou seja, y

tem todas as suas primeiras k; — 1 coordenadas iguais a zero. Defina o vetor 2’ = % . ﬁ

Assim,
||I/||:H.H:1.”y”:1
Kyl Kyl K
1
K Hyll’
o que nao alteram os indices onde y tem entradas nao nulas. Ou seja, também

1
K>

Note que quando fazemos x’ = apenas multiplicamos as coordenadas de y pelo

escalar
K || (K

temos que v(z') > ky. Assim, 2/ € M, com ||2/| = e x;, = 0 para k < k;. Dados
a,b € {,, sabemos que

la =+ 0ll, = flall, = 15[l

Assim,
o 1/p 1/p 1/p . 1/p
(Z \1’2+Ik|p) (Z ll’klp) (Z lfklp) = ||| - (Z ll’klp) :
k=Fk1 k=Fk1 k=K1 k=Fk1
Como
1 0 ey
/ — P <
segue que

Usando (5.20), obtém-se

k=k1

o 1/p o 1 1/p
(ZIJJH%P) ><Z Op) : (5.21)
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Afirmamos que existe um indice v > k; tal que

1
2!, + x| > —.
C,

1
De fato, suponha, por contradigdo, que isso ndo seja verdade. Ou seja, |z}, + x| < oA
k

para todo k > k;. Elevando a poténcia p, obtemos

|l‘;€ + $k|p < —=.
Ck

Somando sobre todos os k > ki, temos

o0 o0 1
dDolm Al <Y
Cy

k=k1 k=k1

1 1
o ) /p o /p
D Ja + @ < Zﬁ ;
k

k=k1 k=k1

Disso, obtemos

o que contraria (5.21).

Agora, sabemos que |z, + 2| > 1/C, para algum v > k;. Além disso, dado n > 0, vale

a igualdade ||(z, + ) Ble,|| = |z, + 2| - || Bire,||. Assim, temos
/ n 1 n
||(IV + xu)BweVH > ?HBweVH (522)
Segue de (5.22) que se n > 0 é tal que ||Blle,|| > C,, entdo
(2 + 2,) Byey|| > 1.

Ou seja,
{n=0:]Ble]| 2 C} S{n=0:|(z, +x,)Ble | = 1}

Isso implica que
#{n = 0:|[(z, +2,)Bres|| 2 1} = #{n > 0: | Bje.|| = C.}.
Logo,

#i{n >0 |[(z, +z,)Bie || 21}  #{n>0:[|Bie|| > Cu}
v+1 - v+1 ’

Do Lema 5.2, temos

#{n < v By +a)| 21} #H{n >0 (e, +,)Bie) > 1)
v+1 - v+1 '

Portanto,
#n < v |Bita)| 2 1) #{n>0: |Bie) > C)

v+1 v+1

(5.23)
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para algum v > ki. Como escolhemos k; > max(ko, K + 1), o que implica que v > ko,

segue de (5.19) que
#n>0: Bl >C) 1
v+1 K

Dai e de (5.23), segue que

#{n <v:|[|By(z +2")|| > 1} 1
>1— —.
v+1 K

Note que v > K (pois k1 > K). Logo,

< k- n N>
wpF Sk Bz 1
k>K k+1 K

Pelo Teorema 5.1, conclui-se que B, nao possui subespago frequentemente hiperciclico. [

Quentin Menet apresenta, em [35], a seguinte condi¢do necessaria e suficiente para que

um weighted shift admita subespaco hiperciclico.

Teorema 5.4. Seja B, : ¢, — {,, um operador weighted shift, com 1 < p < 0o. Entdo B,,

admite um subespaco hiperciclico se, e somente se,

n

sup inf H Wty < 1.
n>1 k=20 v=1

Demonstracio. Veja [35, Theorem 3.3]. ]

Com base nos resultados que apresentamos, podemos agora construir um exemplo de

operador que responde a pergunta levantada no inicio da segao:

Teorema 5.5. Fxiste um operador weighted shift frequentemente hiperciclico que admite

um subespago hiperciclico, mas que nao possui subespaco frequentemente hiperciclico.

Demonstragio. Seja (a,),>0 uma sequéncia estritamente crescente de inteiros nao

negativos, com ag = 1. Defina a sequéncia de pesos w = (wg)g>1 por

2, sek € [agn, as,11) para algum n > 0,
Wg =
1, caso contrario.

Como w ¢ limitada, o operador B,, estd bem definido em ¢,. Aqui a notacao [aay, G2n+1)
representa um intervalo de niimeros inteiros, ou seja, o conjunto {asy,, as,+1, ..., as,+1—1}.

Assim, U2 [azn, a2nt1) é 0 conjunto dos indices £ > 1 em que wy = 2. Para uma melhor

compreensao a respeito da sequéncia w, note que

w:@g,wz L1,...,1, 2,2,...,2, 1,1,...,1, 2,2,....2, 1,1,....1, m)

k‘E[ao,al) kJG[a1,a2) kE[ag,ag) kE[a3,a4) kE[a4,a5) kE[as,ae)
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Note que, para cada n € Ny, vale

1 o 1 p
= (), 5.24

k€lazn,a2n+1

onde «; 1= #([agj, a2j+1)), e convenciona-se oy + -+ - + a_; = 0 (que aparece apenas no
caso n = 0). Fixemos N € N, e somemos os termos da forma (5.24), variando n = 0 até
n = N:

N 1 N an 1 p
S Y =3 ()

p
n=0 k€[azn,a2n+1) L1r=1 (U},/) n=0 k=1

o111 1
> T om Tttt Smre e

Assim,
1

[ee]

= i::l (;)p < 0. (5.25)

Agora, considere o produto [J*_,(w,). Podemos escrever

k

[Tw, =11 wo- I wo,

v=1 veSk I/isk
onde Sy é o conjunto de indices v em [1, k], onde w, = 2. Assim, se v ¢ Sy, temos w, = 1.
Se k > agy11, entdo os fatores w,, com v € [agy,, Gans1), fazem parte do produto [TF_, w,,
pois satisfazem v < k. Como esses fatores sdo iguais a 2 e existem ag, 1 — ag, indices em

[a2n y Aon+1 ) ) temos
azn41—1

Qa: —a
H w, = 2%n+17azm,

V=azn
Nessas condigoes, como o produto H’jzl w, contém pelo menos esses fatores, segue que

k

H w, = H w, > 2%,

v=1 vESE

Logo, para qualquer k > ag, 1, temos
k
H w, > 902n+1—02n
v=1

Isso implica que

1 < 1
H'Ile (fwu)p - (2a2n+1*a2n )P

14

, paratodo k> agniq.

Em particular, como essa desigualdade vale para todos os k € [agn11, Gont2), Obtemos

1 1
2 Ty = 2, @

k€lazn+1,a2n4+2) H1r=1 k€lazn4+1,a2n+2)
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Observe que o termo dentro do somatorio 3 cia,, ., nao depende de k.

1
a2n+2) (2”‘2n+1_0‘2n)17
Como a quantidade de indices que k assume no intervalo [ag, 11, a2ni2) é Aopio — A2ny1, €SS€
somatoério pode ser reescrito como o produto dessa quantidade de indices pela constante

dentro da soma. Ou seja,

Z ; = (a —a ) 1 _ Q2p42 — A2p41
T (2a2n+1*a2n)p 2n+2 2n+1 (2a2n+1*a2n)p (2a2n+1*a2n)p .
n k) n+
Entao, para todo n > 0, temos
Z 1 A2n42 — A2n41

M () = @)

k€laon+1,a2n+2)

Isso nos da -
> >

n=0 k€[azn+1,a2n+2) H (

i 2n+2 — A2n+1 (5 26)

2a2n+1*a2n )P
Observe que
> 1 1 1

Z k (V)p: Z + Z k (wy)p+ k (V)p+'“

i =1 (w kelag,ar) L= 1(“’ )P kelar,az) Llv=1 k€laz,as) [ (w

1

Como a série acima ¢ formada por termos positivos, a ordem com que as parcelas sao
somadas nao afeta o fato de a série ser convergente ou divergente. Logo, podemos organiza-
la separando as somas com indices pertencentes a intervalos da forma [ag,, a2, 1), daquelas

com indices contidos em intervalos do tipo [ag,41, G2ny2). Com isso, obtém-se

> 1 1 1 1
Z _— — Z + Z _— + e e L
k=1 Hlljil(w’/)p (kje[a@’al) v= l(w ) ke[g@,a?’) l’f:l (wy)p k;e (14,(15) HV 1(w'/) )

+( > kl()p+ %ﬂL kl+)

k€lai,a2) HV:l wy k€las,aq) Hll:l (wV>p k€las,a6) HV=1<wV)p

[sso nos permite escrever

i 1 1
Zﬁ_z > ki—i_z > T (w)

k=1 n=0 k€[azgn,a2n+1) L1V= 1(w” n=0 k€lazn+1,a2n+2) L V=1

Segue de (5.25) e (5.26) que

3 1 c- Qon+2 — A2p+1
T (o) = % T E il 5.7
kz::l Hﬁ:l (wu)p o Z (23> + 7;) 202n41—02n )p ( )

Para que o operador B, satisfaga as condigoes exigidas, a sequéncia (a,)n,>0 que

consideraremos serd a seguinte:

o =14+nn+1), agy =1+ nm+1)>2
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E facil ver que se trata de uma sequéncia estritamente crescente, com ay = 1. Note que

(gnt1 — Gon = [1+ (n41)*] = [L+n(n+1)]
=(n+1)°-n(n+1)
=n*+2n+1—-n’>—n
=n+ 1

Além disso,

Gonso = tonr = [L+ (n+1)(n+2)] = [L+ (n +1)’]
= (n+1)(n+2)—(n+1)2
=’ +3n+2)— (N’ +2n+1)

=n-+1.
Assim, N N
Se fizermos b,, := ;(:Jj), entao

Logo,
n 2) 1
L = lim Intl _ lim (n+ >—
n—oo @, n—00 (TL + 1) op
1

Como o primeiro fator tende para 1, obtemos L = % Como p > 1, temos 2P > 2 e,

1
portanto, L < 3 Como L < 1, o teste da razao garante que a série converge para qualquer
p > 1. Portanto,

[e.9]

Z A2n+2 — G2n+1 i n+1

(202n+1 —a2n )P

n=0
Agora, observe que .
1N &L &Y
Y(5) “Taw-2(3)-
7j=1 7j=1 7=1
1

¢ uma série geométrica da forma 72, rJ, com r = 25+ Sabemos que 3 rJ converge quando

|r| < 1. Como 2%, é sempre menor que 1 para qualquer p > 1, temos que
> (5) <o

Segue de (5.27) que
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Pelo Teorema 4.10, concluimos que B,, é frequentemente hiperciclico.

Dado n > 1, sabemos que ag, 12 — a2,11 = n+ 1. Isso implica que agpi0 —1 = agyi1 +n.
Como todos os valores de k no intervalo [ag, 1, Gont2) sdo tais que wy = 1, segue que se
kn, = asny1, entao

Wiy 41 = Why 2 = **° = W, pn = 1.

Ou seja,

ITwetv=1x1x---x1=1.

v=1

Isso prova que, para qualquer n > 1, existe k,, > 0 tal que [[,_; wg,+, = 1. Donde,

inf{H Wgay = k> 0} <1, paratodon > 1.

v=1

Logo, o conjunto

B:{inf{Hwkw : /{:ZO} : nzl}

v=1

é limitado superiormente por 1. Portanto,

n
sup B =supinf || wpy, < 1.
n>1 k>0 VH:1 v

Dai, e pelo Teorema 5.4, segue que B,, admite um subespago hiperciclico.

v . sncia C) . :
Agora, vamos definir a sequéncia C} da seguinte forma
Cl = 2a2"+1_a2"7 para aspi1 < [ < A2n+3-

A fim de esclarecer a defini¢do, avaliemos os primeiros valores dos C;s abaixo:

« Dado !l € [a1,a3) e como a; =2 e ag = 5, temos
Cp=2m7%=2""1=2
Ou seja, Cy = C3 = Cy = 2.
« Dadol € [a3,a5) e devido a a3 =5 e a5 = 10, segue que
C, =279 = 2573 =92 — 4
Ou seja, C5 = Cg = C7 = Cy = Cy = 4.
« Dado agora [ € [as, az), visto que a5 = 10 e a; = 17, obtemos
Cp=2%""=20"7T=2"=38

Ou seja, C1op = Ch1 = Cia = Ci3 = Cra = C15 = Ci6 = 8.
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Os casos considerados acima ilustram o comportamento da sequéncia C; em diferentes
blocos [ag,.1, azn13); neste caso, para os primeiros trés blocos. Em termos gerais, temos

que para | € [agy1,a2,13), 0 termo C) é dado por C) = 2%2n+17%n o que implica que

1 1

Cilp <2a2n+1—a2n)P'

Disso, segue que

00 1 az—1 1 as—1 1 a7—1 1
gt gt gt gt
l=a; ! l=a; l=as
az—1 1 as—1 a7—1 1

1
—Z@ﬂw+z@@w+zﬁﬁw*“

l=a1 l=ag l=as

Assim, esta soma pode ser escrita como uma soma por blocos da seguinte forma

0o oo a2n+3—1 1
I—a Cp 0 = P 2a2n+1_a2n)p.

Como existem as, 3 — Go,+1 termos em cada intervalo [ag,11, @2,43), & soma dentro do

somatorio pode ser reescrita como

az2n+3—1

1 B 1
l Z (2a2n+1—a2n)p - (02n+3 - CL2n+1) . —<2a2n+1—a2n>p'
=a2n+1

Isso mostra que
>© 1 0 o
Z Z A2n+3 A2n+41
P 2a2n+1—azn)P '
l=a1 l n=0

Da escolha de a,,, segue que
Ugni1 — Gon =N+ 1, € Gopys — Ggpyr = (n+2)* — (n+1)* = 2n + 3.

Substituindo isso na soma, chega-se em

=1 > 2n+3
2 o7 = 2 gy

l=a l n=0

A convergéncia da série acima é garantida pelo teste da razao, de forma andaloga a

demonstracao feita para a série (5.28), e a prova aqui serd omitida. Assim, temos

> 1 > 2n+3
L a T mey <

l:a1 l n=

Agora, fixe n > 0 el > ag, 1. Provaremos que
#{k>0: ||B{f}el|| > 20T @t > qo.

Para cada m natural, com 1 < m < as,, escolha r,, = [ — as, + m. Essa escolha faz sentido

pois como [ > agy1 > agy, temos | — ag, > 0. Isso implica que

Tm =1 — as, + m >m.
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Além disso, como [ — r,, + m = as, > m implica | — r,, > 0, segue que [ > r,,. Conforme

visto em (5.15), temos

WwWy_1 - Wi_gr1€—g, sel >k,
Bf,ez: JWi—1 I—k+1€1—k (5.29)
0, se l < k.

Segue assim que
Bimep =wp - wi—y - Wiy, 41€1—p,,  ((DOIS 1 > Tp).
Substituindo as,, = [ — r,, +m, obtemos
Byrep = wp - wi—1 - - Wag,yy * ** Was,, Cagn—m-
Reorganizando e destacando os fatores importantes:
B;mel = (wl GRS R wa2n+1) : (wa2n+1*1 U wa2n)ea2n*m'

Note que a expressao (wg,, 1 ‘W, ), da igualdade acima, é formada por ag,1 — ag,

fatores. Além disso, por construgao, cada um deles é igual a 2. Ou seja,
a —aQ
wa2n+1_1 T wa2n = 2 et 2“'

Disso, temos

HBZ;"@ZH = ’wl e wa2n+1Hwa2n+1*1 o waQn‘ : Heaznfln > 2021 aan,
Logo,
||BTWL6l|| > 2a2n+1_a2n'
w 2z
Como m varia de 1 até as,, obtemos pelo menos as, indices distintos, k1, ks, ..., kq,, , que

satisfazem a desigualdade ||B/me|| > 29%2n+17%n Portanto,
#{k>0:|BFe| > 20217021 > gy,

Se [ ¢ escolhido de modo que ag,+1 <1 < agy13, entdo C) = 2927+17%n ¢ g expressao acima

fica
#{k>0:|Bre|| > C1} > agn. (5.30)
Como a9yt < | < agyys implica [ + 1 < ag,43, segue que 1%1 > ﬁ Assim, de (5.30),
obtemos
#Hk >0 ||Boall = Gy #{k>0:[|Bial > G} | aan
[+1 - 2143 T Q2043
Logo,

#{k>0:||Bhell > Ci} S Q2
[+1 T agnys’

(5.31)

sempre que Go,i1 < I < aopys.
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Decorre de (5.29) que se k > [, entdo BXe; = 0. Assim, o maior valor possivel para k

antes que BPe; se torne nulo é k = [. Como k > 0, necessariamente temos
#{k>0:|Bhe|| > C} <1+1.

Dividindo ambos os lados por [ + 1, obtemos

#{k > 0: | Byell > Ci}

<1
[+1 -

Dai e de (5.31), segue que

Ao _ #{k>0:|Bke]| > O}
2n+3 [+1

<1, (5.32)
sempre que aop1q < | < ag, 3. Observe que
aogn =14+nn+1) e ags =1+ (n+2)>%

Assim,
agn  1+nn+1) 1+n(n+1)

Qonss  1+(Mm+2)2  n24+4dn+5°

Dividindo o numerador e denominador por n?, temos que

1 n(n+1) 1 n+1
e B S - S

2 4 5 4 5 °
S = A e SR T il il

Dai, segue que
A2n

— 1 quando n — oc.
A2n+3

Lembre que [ e n estao relacionados de modo que ag,1 < I < ag,13 (confira (5.32)). Desse
modo, n — oo quando [ — 0o. Segue assim de (5.32) e pelo Teorema do Confronto que
#{k > 0: | Bhell = Ci}
[+1
Concluimos assim, através do Teorema 5.3, que B,, ndo possui subespaco frequentemente

— 1 quando [ — oo.
hiperciclico. Isso completa a demonstracao. O

5.2 Existéncia de Subespacos Frequentemente Hiperciclicos

Até agora, discutimos critérios que garantem a inexisténcia de subespagos
frequentemente hiperciclicos. Mas sera que esses subespacos de fato existem? E, se existem,
em quais condigbes isso ocorre? Para responder a isso, nesta secdo destacamos o Teorema
5.10, de Quentin Menet, que estabelece um critério suficiente para a existéncia desses
subespagos. Também apresentamos um exemplo de operador weighted shift que satisfaz as

condigoes desse teorema, confirmando, assim, a existéncia desses subespacos.

Antes de prosseguirmos, vejamos que, para os operadores weighted shift em {,, com
1 < p < o0, a condicao de satisfazer o Critério de Hiperciclicidade Frequente nao é apenas

suficiente, mas também necessaria.
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Teorema 5.6. Seja B,, um operador weighted shift em P, com 1 < p < oo. Entao B, é
frequentemente hiperciclico se, e somente se, By, satisfaz o Critério de Hiperciclicidade

Frequente.
Demonstragio. Veja [22, Theorem 2]. O

Mais adiante, verificaremos uma condi¢ao suficiente para a existéncia de subespagos
frequentementes hiperciclicos para um operador que satisfaz o Critério de Hiperciclicidade
Frequente. Mas antes disso, apresentaremos um teorema e um lema que serao importantes

para fundamentar a demonstracao deste critério.

Teorema 5.7. Seja (e,)n,>1 uma sequéncia basica em um espago de Banach X, e seja
(ef)n>1 a sequéncia de funcionais coordenados (veja Proposicao 1.16) associados a (e,,). Se

(fn)n>1 € uma sequéncia em X tal que

D
0= llenll - llen = full <1,
n=1
entao

1. (fn)n>1 também é uma sequéncia basica em X;

2. para toda sequéncia de escalares (a,),>1, a série >.°° | a,e, converge em X se, e

somente se, >~ | a, f, converge em X;

3. os funcionais coordenados (f;) associados a (f,,) satisfazem

n

1
1]l < 135 leX]| para todo n > 1.

Demonstragio. Veja [23, Lemma 10.6]. ]
Lema 5.8. Seja T um operador em um espago de Banach separavel X que satisfaz o
Critério de Hipercriticidade Frequente. Seja (e,), uma sequéncia em X tal que
T"e; — 0 quando n — oo, Vj > 1.
Entao para qualquer sequéncia de escalares positivos (&,), existem
« uma sequéncia densa (¥ )n,>1 em X;

« uma sequéncia (fy,)n>1 em X;

e conjuntos E(l,j) C N, com [ > j > 1, de densidade inferior positiva

tais que, para todo j > 1,
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LoIf; — el < e

1 ) )
2. ”Tnfj —?JlH S ? para n < E<l7j)7 lZ]

n Ej . . . .
3. NT"(f5 — el < 2% paran € E(l,j), 1 >j', j' # j.

Demonstragio. Veja [8, Lemma 1]. O

O proximo resultado sera utilizado para estabelecer um outro critério, especifico para

operadores weighted shift.

Teorema 5.9. Seja X um espaco de Banach separdvel de dimensao infinita, e seja
T € L(X). Suponha que T satisfaga o Critério de Hiperciclicidade Frequente. Se existirem
um subespaco fechado de dimensdo infinita My C X e um conjunto A de densidade inferior

positiva tais que, para qualquer x € My,

n—r00,
"'z —= 0,
neA

entao T possui um subespaco frequentemente hiperciclico.

Demonstracao. Como My C X é fechado e de dimensao infinita, e X é Banach, entao M,
também é Banach. Pelo Teorema 1.18, existe uma sequéncia bésica (e,) C M. Seja (ny)

uma enumeracao crescente de A. Pela hipdtese, temos

k—o0

T"e; —— 0 para todo j € N. (5.33)
Seja (e) a sequéncia de funcionais coordenados associados & base (e,) C My, ou seja,
er(e;) = d,; (veja Proposicao 1.16). Defina K, := max(1, ||e}||) e tome
1
€5 1= 2j+1Kj .

Como T satisfaz o Critério de Hiperciclicidade Frequente, pelo Lema 5.8 obtemos

« uma sequéncia densa (y,)n>1 C X,
e uma sequéncia (f,)n>1 C X

e subconjuntos E(l,j) C N com densidade inferior positiva,

tais que
1
1fi — el < 2j+71Kj’ (5.34)
1 : .
IT"f; —wll < o, paran € E(Lj), L2, (5.35)

) 1 | s
e |T"(fi—epll < 2K, para n € E(l,5'), 1 > j', j' #j. (5.36)
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1, por (5.34), temos
>0 1 1
— <1

Z 21 =

Como HejH . K% <

oo oo 1
Sollesl - 11fi — el < jZl el - Y, =

1

0= el Ifs el < 5
j=1

Pelo Teorema 5.7, (f,) é uma sequéncia basica em X. Além diso, como

segue que
1 1
— < 2.

-0

N[+

Logo, novamente pelo Teorema 5.7, temos
(5.37)

/7]l <2K;, paratodoj€N.
Defina o espago M :=span{f, : n > 1}. Claramente M é fechado e tem dimenséo infinita

Vejamos que M é subespaco frequentemente hiperciclico para T'. Defina

N
2= 4f;
=1
N} tal que a,, = 1. Defina também

com a condigao de que existe m € {1

w= Z a;€j,

JEN,j#m

ou seja, w ¢ a mesma combinacao linear de e;, mas omitindo o indice m

Fixe [ > m e n € E(l,m). Note que

Tz =y =T"fm—u + > a;T"(f;
o
J m

e;) + T"w

1T fo = wll + D s 1T (f5 — e) || + 1T w]l.
j<N
i#m

Entao,
[Tz =yl <

yll < o, obtemos

=l < o+ Yl I
j<N
i#m

fi(z), entao |a;| < [|f;] [|2]|. Usando esta desigualdade e (5.36), temos

Usando (5.35), onde ||T™ f,,
— &)l + 1T w|

Como a; =
772wl < 5+ SISl e + 1Tl
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Pela defini¢do de K e por (5.37), obtemos

n 2 n
IT"z —y, + 20 |z|| + || T"w]|| para z € span{f, : n > 1}. (5.38)

2
| < o
Agora, seja z € M = span{ f,}, z # 0. Como (f,) é uma sequéncia basica em X, podemos

escrever
00
zZ = Z CLjfj.
j=1

Como z # 0, escolha m com a,, # 0 e, se necessario, suponha a,, = 1. Pela defini¢ao de

M, existem combinacoes finitas

Ny
w=> a;f; (v=1)
=1
tais que z, — z em X. Como os funcionais f} sao continuos, temos

av; = fi(z,) —— [i(2) = a;, paratodo j. (5.39)

V—r00
Em particular a,,,, = a,, = 1 quando v — oco. Podemos assumir a,,, = 1 para todo v.

Para cada v, defina

= Z ayje; € M().
J<Ny
Jj#Em

Estenda a, ; = 0 para j > N,.. Isso nos permite escrever

oo
zy = Zau,jfja Z (y,j€j-
j=1

J#m
Segue que
(W, —2) = (Wu = 24) = D ajej — Zau,jfj - ( D aue;— Z%jﬂ')
j#m j J#m J
= Z Ay — Gy j)e Z(av,j —auj)fi
JjFm J
=D (an; —auy)e; — fi).
j#Fm
Disso, obtemos
Hwy = 2) = (wa = 20)ll < D lawy — apyllle; — fill- (5.40)

j#m
Como a,; = ff(z,) e au; = [7(z,), entdo
aij - aﬂvj = fg*(zV) - f;(zu) = f;(ZV - ZM)'

Assim,
av; — ap| = |f5 (2 = 2)l < [If7 [ 120 = 2]
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Disso, obtemos

lav,; —apgllle; — fill < (Jaw; —au;l +1) [le; — fil]
lav; — apgllle; — fill + lle; — £l

1z = zullllf5 llle; = S5l + lle; = £51l-

As desigualdades (5.34) e (5.37) justificam

IN

IN

Iz —2all | 1 Nl —zll+3
(lav; = apsl + Dlle; = fill <« === + 5555 = S (5.41)

Note que (z,) é limitada pois converge em X. Entdo existe M > 0 tal que ||z,|| < M para
todo v. Assim,
120 = 2ull < [zl + ll2ull < 2M.

Tome C :=2M + 5. Entao de (5.41) temos

I{avs = aus)(e; = )l = 55
Por (5.39), temos

(@ — ap;)(e; = fj) == 0 em X, paracadajeN.

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada, temos

 Hm ; (av; — au;)(e; — f;) = ; im (s —ay5)(e; — f;) = 0.
JFm JFmM

Ou seja
> av; = aug)(e; — f7)ll — 0 quando v,y — oo.
i#m

Por (5.40), temos

|(w, — 2,) — (w, — 2,)|| — 0 quando v, u — .

Logo, (w, — z,) é de Cauchy. Como X é Banach, toda sequéncia de Cauchy converge.

Assim, existe w := lim,_,o.(w, — z,) € X. Visto que M, é fechado, tem-se w € M,.
Vamos aplicar (5.38) para z, € w,.
772~ ull < 2+ Sl + T

Tomando o limite v — oo, pela continuidade da norma, e lembrando que 2z, — z e w, — w,

obtemos, para todo [ > m e n € E(l,m), o seguinte

i /22 .
tim (1772, = gl < Jim (o + ol ] + 177w, )

—00

) 2 2 .
= 17"z =yl = o + =l + [T"w]. (5.42)
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Seja B(y,0) = {z € X : ||z — y|]| < 0} uma bola aberta. Como (y;) é denso em X,

existe [ > m tal que
5
v —yll < 3.
Podemos também escolher esse [ de modo que
% + %||z|| < %.
Por (5.33), temos

k—
T ™ =225 0.
np€A

Assim, existe Kj tal que
T ™w| < 8, para todo k > K.
Para ng € J(I,m) :={ny e N: k€ E(l,m)} com k > K, de (5.42) obtemos
IT" = gill < 3+ 2sl] + [ T™w] < £ +2 = &
Logo, para todo ny € J(I,m), com k > K, temos
1Tz~ < [Tz — il + s —oll < 5+ 2 =4
Ou seja,
T"z e B(y,0) paratodong € J(I,m), k> K.

O conjunto J(I,m) tem densidade inferior positiva pois E(l,m) tem densidade inferior
positiva. Note que
A= J(I,m) N [Ny,o0) C N(z, B(y,9)) (5.43)

(Lembre-se da notagao apresentada na Definigao 4.8). Retirar finitos elementos nao altera o
lim inf, entdo A tem densidade inferior positiva. A inclusdo (5.43) garante que N(z, B(y, 9))
também tem densidade inferior positiva. Isso mostra que z é frequentemente hiperciclico.
Como Zz é arbitrario em M \ {0}, concluimos que M é um subespago frequentemente

hiperciclico. O

Com base no teorema anterior, Quentin Menet estabeleceu uma condicao suficiente

para a existéncia de subespacos frequentemente hiperciclicos para weighted shifts.

Teorema 5.10. Seja B, : ¢, — {,, com 1 < p < oo, um weighted shift frequentemente

hiperciclico. Defina
Gk, C):={n>0:|Bpex]| <C}, keNy C>0. (5.44)

Se existirem uma sequéncia estritamente crescente (k;);>1 de inteiros nao negativos e C' > 0
tais que >y G(ki, C) tenha densidade inferior positiva, entio B, possui um subespagco

frequentemente hiperciclico.
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Demonstragio. Defina o subespago M, := span{ey, : [ > 1}. Note que M, é fechado e tem
dimensdo infinita, pois contém a familia {ey, };>1, que é linearmente independente em £,,.

Sabemos, pela Proposicao 1.17, que qualquer = € M, é da forma

00
xr = Z Xk, €k, -
=1

Dado n > 0, via processo andlogo ao que foi feito no Lema 5.2 para a verificacao de (5.17),

obtemos que
1Buzll” = > low Pl Bhex|I”. (5.45)

klZn

Suponha que n € A := ;51 G(k;, C). De (5.44), obtemos
| Buer, || < C  paratodo ! > 1.

Isso implica que
|2k, |P|| Buer, ||P < CP|zg,|P para todo [ > 1.

Assim,

Z |xkl ’pHBgelep < Z ‘xkl|pcp =C? Z |xkz‘p‘

ki>n ki >n kizn
Dai, e de (5.45),
1Buzll” < €7 > o |, (5.46)

ki>n

Como x € My C £y, a soma >y, >, |7y, [P converge. Logo, temos

> g |P 0.
klZn

Portanto, para = € My, segue de (5.46) que
| Brx||P =% 0.
neA

Pelo Teorema 5.6, B, satisfaz o Critério de Hiperciclicidade Frequente. O conjunto
A :=NG(k,C) tem densidade inferior positiva por hip6tese. Portanto, pelo Teorema 5.9,

B,, possui um subespaco frequentemente hiperciclico. O

Finalmente, exibiremos um exemplo de weighted shift que admite um subespaco
frequentemente hiperciclico. Sua construcao, baseada na aplicagao do Teorema 5.10 e na
escolha adequada de uma sequéncia de pesos, serd detalhada na demonstracao do proximo

teorema.

Teorema 5.11. Para cada 1 < p < 0o, existe um weighted shift B, : £, — {, que admite

um subespaco frequentemente hiperciclico.
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Demonstracio. Seja
w=(4,19,4,19 4,1% .4, 1% 4,...),

onde a, = 3" para todo n € N, e 1% denota um bloco formado por a, repeti¢oes do

numero 1. Ou seja,

w=(4,1,1,1,4,1,1,1,1,1,1,1,1,1,4,1,1,1,...,...).
——
a1=3 a2=9 a3=27

Vejamos que B,, admite um subespaco frequentemente hiperciclico. E claro que B,, esté

bem definido em P pois w ¢ limitada. Vamos analisar a série

Note que suas 4 primeiras parcelas sao

L, 1 1 13
T T N T T

A soma das parcelas de k =5 até k = 14 é dada por

11 IR - &
2 m T T T e
10 vezes

De igual modo, a soma das parcelas de k = 15 até k = 42 fica

11 113
o m Y Em T m
28 vezes

O - O WU TR A
- Z((n)p*(@)p)‘Z<4n>p+z<4">p'

Logo,

k=1 1ly=1 T o —

Podemos reescrever o primeiro somatério como

2 (4r1z)p B i (ip)n

n=1

Isto é, trata-se de uma série geométrica com razao r = 4%,. Como p > 1, temos 47 > 4.
Issso implica que 4% < % < 1. Logo, essa série converge por ser de razao estritamente

menor do que 1. Agora, observe que
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também é uma série geométrica, com razao r = 4%. Como p > 1, temos 47 > 4 > 3. Isso

implica que 4% < 1. Assim, a razao é estritamente menor do que 1, o que garante a sua

convergéncia. Portanto,

i 1

k=1 Hz]le (w, )P n=1 (4n)p n=1 (4n)r

e, pelo Teorema 4.10, o operador B, ¢ frequentemente hiperciclico.

< 00,

Agora, vejamos que a sequéncia a,, = 3" satisfaz a desigualdade
3" >33+ (n+1) paratodon € N.
k=1

E claro que esta desigualdade vale para n = 1, pois 3'*' =9 > "} 3% +2 = 5. Como

hipétese de indugao, suponha que para algum n € N, vale
3 >N "3+ (n+1).
k=1
Somando 3"*! + 1, obtemos
n n+1
343 41> <Z 3F+(n+ 1)) +3" +1=>"3"+(n+2). (5.47)
k=1 k=1

De 3 -3 > 2.3"! obtemos
32 =3.3"" >2.3"" 11 paratodon eN.

Comparando com (5.47), temos que
n+1
32 > 335+ (n+2).
k=1
Isso prova, por inducao matematica, que
3" >3"3F 4+ (n+1), paratodon € N. (5.48)

k=1

Recapitulando o teorema anterior: se existe uma sequéncia estritamente crescente (k) C N
eum C > 0 tal que N;>; G(ki, C) tem densidade inferior positiva, entao B, possui um

subespaco frequentemente hiperciclico.

Considere .
k., ::ZSk—i—n e C=1.
k=1

E claro que (k,) é uma sequéncia estritamente crescente de naturais. Defina o conjunto

A= () G(kp1).

i
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Primeiro, vamos provar que
G (kn,1) =10,3"|U [k, + 1,00) .
Vimos na demonstragao do Lema 3.5 que

WEWg_1 - - - Wh—_yna1Ch— se k>m
Bmey = m m ’ (5.49)
0, se k < m.

Para simplificar a notacio nas etapas seguintes, vamos denotar k, := >7_, 3 + n. Note

que se m € [0,3"], entdo m < 3" < k,, Assim, por (5.49), temos

m
Bw €k, — Wk, Wk, —1 - - - Wk, —m+1€k,—m-
Lembre que a sequéncia w se configura da seguinte forma

w= 41, 1,4,1,..., 1,41 1.
31 vezes 32 vezes 3" vezes

Perceba que o indice k,, corresponde exatamente ao iltimo 1 do bloco de 3™ uns. Isto é,
wg, = 1. Além disso, os indices k, — 1, k, —2, ..., k,—(m—1) ainda estao dentro do mesmo
bloco, ja que m < 3". Ou seja, wy, Wk, -1 Wk, —ms1 = 1-1---1 = 1. Assim, B]'ey, =
1 - ek, —m, 0 que implica que ||Bleg. || = |lek,—m|| =1 < 1. Logo, m € G(k,, 1) para todo
m € [0, 3"], provando que [0,3"] C G(k,,1). Agora, se m € [Z’,;‘Zl 3F+(n+1), oo), entao
m > ky, + 1. Por (5.49), temos || Blrey, || = 0 < 1. Dai, [ Y, 3% + (n 4 1),00) C G(kn, 1).

Portanto,

0,3"] U zn:?)k—l—(n-i—l),oo) C G (kn,1).

Para mostrar que G(k,, 1) C [0,3"] U [k, + 1,00), é suficiente provar que qualquer m €
(3", k,] ndo pertence a G(k,,1). Isso é o que faremos. Seja 3" < m < k, = >7_, 3 + n.

Neste caso, como m < k,, por (5.49), temos
m
Bw ekn = wknwkn_l N wkn_m+1€kn_m.

Ja vimos que o indice k,, corresponde exatamente ao ultimo 1 do bloco de 3™ uns. Entao
esse bloco comega no indice k, — 3" + 1. Assim, todo j € [k, — 3" + 1, k,] é tal que
w; = 1. Como 3" < m, obtemos k,, —m + 1 < k, — 3" + 1. Isso significa que o intervalo
[k, —m + 1, k,] ultrapassa & esquerda o inicio do bloco 3", mostrando que o intervalo

|kn, —m 4+ 1, k,] contém pelo menos um indice j onde w; = 4. Dai,
|w,, -« Wey—mi1| > 1= ||Bler,|| > 1= m ¢& G(ky, 1).

Logo,
G(kn, 1) C€[0,3"| U [k, + 1,00),
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0 que nos leva a concluir que
G (kn,1) =10,3"|U [k, + 1,00) .

Disso, temos que

ﬂG<Z3k+n1> (](03" lz?,k +(n+1), ))
n=1 1
A Desigualdade (5.48) torna os intervalos [Z 3+ (n+1), 3”“} bem definidos. Vejamos
que
3Ju lz?ﬁr (n+1) 3"“].
n=1 Lk=1
Para facilitar, denote

03uU[Z3’“ +(n+1) 3"“] e Gp:=10,3"U lZzJ,k + (n+1), )

n=1 Lk=1

Entao A =22, G, e o que queremos provar é que A = B. Seja m € A. Entao
€ [0,3"] U [Z 3F+ (n+1), ) para todo n € N.

Em particular, para n = 1 temos m € [0,3] U [5,00). Temos dois casos a analisar. Se
€ [0, 3], entdo é claro que m € B pois o intervalo [0, 3] esta contido em B. Se m > 5,

tome ng > 2 como sendo o menor natural que satisfaz
m < Z 3 Tl() +1

Note que

no—1
Z3k+n0<m<z3k + (no +1). (5.50)
Por outro lado, como m € A, temos m € Gn para todo n. Em particular, para n = ny,

temos

m € Gp, = [0,3™] U lz 3% 4+ (ng + 1), ) (5.51)

No entanto, de (5.50), temos que m ¢ [ 1 3%+ (no + 1),00). Isso prova que m €
[220:_11 3% + ny, 3”0} C B. Em qualquer caso, temos m € B. Assim, A C B.

Agora, seja m € B. De novo, temos dois casos. Suponha que m € [0, 3]. Sabemos que
0,3] C [0,3"] C G, para todo n € N. Assim, m € A =22, G,,. O segundo caso é quando
m € [ 10 3%+ (ng + 1), 3”0“} para algum ng € N. Nessa situacdo temos os seguintes

subcasos:

e Se n < ng, entao

n no
>3F+n+1) <> 3F+(ng+1)<m

k=1

ou seja, m € {Zzzl 3F+(n+1), oo) C Gy
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e Sen > ng, comom < 3"t < 3" entao m € [0,3"] C G,.

Assim, m € G,, para todo n, o que implica que m € A =2, G,,. Ou seja, B C A. Logo,
A = B. Isto é,

A=10031ulJ D 3+ (n+1),3"|.

n=1 Lk=1

Por fim, vamos mostrar que a densidade inferior de A é positiva. Isto é,

densA — lim inf A0 10:m])

> 0.
m—00 ﬂ@%—l

Dado m > 9 = 32, defina n,, := max {n € N: 3" <m}. Defina também
An=103JulJ D 3"+ (n+1),3".
n=1 Lk=1

Como A,, € AN [0, m|, segue que
B(Ay) < #(AN[0,m)]). (5.52)

Observe que o ultimo intervalo da uniao que define A,, possui cardinalidade menor ou

igual que #(A,,) (pois estd contido em A,,). Ou seja,

#(An) > # ngl 3F 4+ (nn + 1), 3”m+1D :

Lembre que se a e b sdo inteiros, entdo o niimero de inteiros no intervalo [a,b] é b —a + 1.

Dai,
#(Ap) = 3"+ — <Z 3%+ (nn + 1)) +1.
k=1

Como (3%), é uma progressiao geométrica, segue que Y5, 3% = %(3”’" —1). Dai,

#(Ay) > 3t — (2(3% — 1)+ (nm + 1)) +1

3
> 3t 5(3% —1) — (nn + 1).

Comparando com (5.52), temos

gt _ “;’(3% — 1) — (e + 1) < #(AN[0,m]).

Disso, obtemos

gt = 43— 1) = (i + 1) _ #(AN[0,m])

5.53
m+1 - m+1 ( )

Note que
Nm+1
m < 3"t =3.3mmtl §3<Z 3k+(nm+2)>.
k=1
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Ou seja, m+1 <3 (2221“ 3%+ (N + 2)) Assim,

13wt =23 —1) = (nm + 1) - grm At — 3(3mm — 1) — (g, + 1)
3 [ L ) - m+ 1 '

De (5.53), seque que

1 3mett— 3(3% —1) = (g, +1) _ #(AN[0,m])

Ym > 9. 5.54
Com relagdo ao numerador da fragao
Snerl 3 3nm 1) — m 1
S 3k 4 (g, + 2)
note que
3 3 3
nm+1 n n n
m . m __ 1 _ 1 — m o, . m o _ 1
3 53 )= (M 1) = 3" 3= 23" 4 D =y

. 3 3
=3 (3-5) 4 (5 )

3 .. 1
=53+ (5 mm)

Ja quanto ao denominado da fracao (5.55), temos

nm~+1 3

> 3F+ (n,+2) = 5(3%+1 — 1)+ (nm +2)
3 3
=gt Sy 19
5 5 T+

9 1
=9 '2+<”m+2>

9 ny,+i
— g 2]
<2 + 3n7n )

Assim,
Nm § linm
grmtl _3(3mm 1) = (ny, +1) 3 (z +2m )
nm+1 9k - 1\ °
3+ (g, + 2 o (9 | Mmts
Py ( ) 3 <2 + >

Isso implica que

i S B D) = (1) 32 L
Ny —00 anJrl 3k + (nm -+ 2) 9/2 3

Para m — oo temos n,,, — 0o. Assim, de (5.54), segue que

1 gnm+l _ 3(3nm _ 1) — w1 AnNTo
Loy (" = 1) = ¥ 1) gy #ANL0m])
3 m—oo Zz;nl 3k + (nm + 2) m—00 m+1
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Portanto,
AN|o 1
densA = lim inf M > — > 0.
m—00 m+1 9
Logo, mostramos que a sequéncia k, := Y p_; 3" + n e a constante C = 1 sdo tais

que o conjunto A := 72, G (k,,C) tem densidade inferior positiva. Pelo Teorema 5.10,

concluimos que B,, possui um subespaco frequentemente hiperciclico. O
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