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RESUMO

O sistema mecanico sub-atuado duplo péndulo invertido sobre um carro é um sistema
complexo em termos da teoria de controle. O principal motivo de interesse de pesquisadores
por este sistema é a dificuldade caracteristica deste sistema em equilibrar duas hastes na
vertical apenas com o movimento do carro. Apesar da evolugdo da teoria de controle ao longo
dos anos, o desenvolvimento de um controlador robusto ainda € uma questdo aberta. A fim de
promover uma analise sobre as técnicas de controle existentes, considerando aspectos de
eficiéncia e robustez, um estudo comparativo foi realizado e, a partir dele, foram escolhidas as
mais eficientes para fazer parte do modelo proposto neste trabalho. Devido a dificuldade de
padronizacéo entre as diferentes leis de controle aplicadas ao sistema, 0 mesmo é modelado,
linearizado e seus movimentos dindmicos sdo estudados. Trés técnicas de controle s&o
projetadas para este sistema modelado, sendo elas regulador linear quadratico — LQR,
controle por logica fuzzy e controle por modo deslizante. Para este Gltimo aplicamos uma
melhoria na funcdo de chaveamento visando a atenuacdo do problema de chattering,
utilizando a funcdo de saturacéo. A estabilidade assintotica das superficies de modo deslizante
de cada um destes subsistemas € provada teoricamente usando o lema de Barbalat e a teoria
de estabilidade de Lyapunov. Os resultados de simulacbes para o controle LQR e fuzzy
aplicados ao sistema linearizado comprovam sua eficiéncia na estabilizacdo do sistema, sendo
que o controlador fuzzy possui uma melhor aproximacao das variaveis de estado do ponto de
equilibrio, contudo, sua resposta ¢ lenta. Os resultados com o controlador por modo deslizante
apresentam também melhores resultados frente ao LQR, com uma resposta mais rapida. Os
resultados com o controlador por modo deslizante hierarquico comprovam sua eficiéncia
frente as incertezas do sistema e a funcdo utilizada para atenuacdo do fendmeno de chattering

mostrou-se eficaz.

Palavras chave: duplo péndulo invertido, sistemas sub-atuados, regulador linear quadratico,

l6gica fuzzy, controle por modo deslizante hierarquico.



ABSTRACT

The sub-actuated mechanical system of the double inverted pendulum on a cart is a
complex subject in the field of control theory. The main reason researchers have focus their
attention on this system is its characteristic difficulty on balancing two rods in vertical only
using the movement of the cart. Although the evolution of the control theory throughout the
years, the development of a robust controller is still an open question. In order to provide a
study on more efficient control techniques, considering aspects of efficiency and robustness,
we performed a comparative study from which we chose the most appropriate to make part of
the model presented in this work. Since there is no a common standard in the different control
laws applied to the system, it is modeled, linearized and its dynamic movements are studied.
Three control techniques are designed to this modeled system: linear quadratic regulator
(LQR), fuzzy logic control and sliding mode control. To the last technique we applied an
improvement in the switching function in order to decrease the effects of the chattering
problem, using the saturation function. The asymptotic stability of the sliding mode surfaces
in each one of these subsystems is proved theoretically using the Barbalat’s lemma and the
Lyapunov stability. The results of the simulations to the LQR and fuzzy control applied to the
linearized system proved its efficiency in stabilizing the system, and the fuzzy controller as a
better approximation of the state variables of the equilibrium point, however, their response is
slow. The results with the sliding mode controller also present better results when compared
to the LQR, with a faster response. The results with the hierarchical sliding mode controller
proved its efficiency in face of the uncertainty of the system and the function used to decrease

the effects of the chattering problem showed itself useful.

Key words: Double inverted pendulum, sub-actuated systems, linear quadratic regulator,

fuzzy logic, hierarchical sliding mode control.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

A evolugdo tecnoldgica nas diversas areas da ciéncia, que envolve sistemas cada vez
mais complexos com multiplas entradas e multiplas saidas, esta presente cada vez mais no
cotidiano do ser humano. Estes sistemas complexos necessitam de controladores altamente
sofisticados, que garantam uma performance elevada principalmente em condi¢des adversas
de funcionamento. A teoria de controle convencional, que baseia-se na relacdo entrada-saida,
limitam a acdo de controle e ndo satisfazem os requisitos de sistemas complexos. A teoria
moderna de controle foi entdo desenvolvida para lidar com este tipo de sistema e concentra-se
no desenvolvimento de controladores robustos para suprir a demanda por sistemas mais
precisos.

Como se sabe, os sistemas de controle reais sdo geralmente ndo lineares, mas
dependendo do objetivo de controle esses sistemas podem ser aproximados a modelos lineares
para que os métodos de controle convencionais possam ser utilizados. O método mais
comum, que inclusive é a base de muitos controles aplicados aos modelos ndo lineares de
sistemas, € a realimentacdo de estado. E ainda a técnica de otimizacdo da realimentacdo de
estados que € o regulador linear quadratico, mais conhecido por sua abreviacdo LQR.

Atualmente, os chamados controles inteligentes, utilizados principalmente para lidar
com as incertezas de sistemas, ganhou forca permitindo o avanco tecnoldgico, mas ainda séo
muito complexos para sistemas com um namero elevado de variaveis de controle. Entre 0s
métodos de controle inteligente mais conhecidos estdo os controladores baseados na légica
fuzzy e os baseados em redes neurais.

Para sistemas mais complexos e com numeros elevados de variaveis de estado, com
incertezas e sujeitos a disturbios externos, que requerem robustez e eficiéncia, o0 método de
controle mais utilizado € o modo deslizante que é baseado em estrutura variavel.

Dentre estes sistemas complexos que demandam por controladores sofisticados,
langamento de foguetes, controle automatico de avido, sistemas robdticos, sistemas de

controle de temperatura e etc.
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Muitos dos meétodos de controle dos sistemas citados foram desenvolvidos
anteriormente através de simulagdes em outros sistemas para verificacdo da eficiéncia dos
mesmos. Um dos sistemas mais utilizados é o duplo péndulo invertido sobre um carro.

O duplo péndulo invertido €é atualmente considerado como uma ferramenta de
validagdo de novas leis e técnicas de controle por diversos pesquisadores da area de controle.
Este sistema é um tipico problema de controle por ser um sistema de multiplas saidas, ou seja,
diversas variaveis de estado, e apenas uma entrada de controle que o torna um sistema critico
a falhas. Além disso, é um sistema com fortes ndo linearidades em suas equacdes dinamicas,
que possui dinamicas acopladas e incertezas paramétricas e esta sujeito a disturbios externos.
Todas estas caracteristicas o tornam um sistema ideal para validacdo de novos controles
principalmente por ter um modelo dindmico que pode ser obtido matematicamente. Inimeros
pesquisadores utilizaram e este sistema ao longo dos anos como esta ferramenta de validagédo
e, atualmente, ainda € um problema de controle aberto.

Nos ultimos anos encontramos diversos tipos de controladores com diversas leis de
controle aplicados ao duplo péndulo invertido sobre um carro inclusive com controladores
hibridos, com duas ou mais técnicas de controle na literatura. Para este sistema, tanto
controladores convencionais, baseados no modelo linear do duplo péndulo invertido sobre um
carro, quanto controladores modernos, baseado no modelo completo e ndo linear do sistema
séo encontrados.

Uma dificuldade encontrada na analise destes trabalhos foi a diferenca matematica
entre 0s modelos dindmicos do duplo péndulo invertido sobre um carro. Este problema
dificulta a comparacao dos resultados obtidos. Neste trabalho, utilizaremos um Gnico modelo
do sistema em suas formas linearizadas e ndo linearizadas para facilitar o processo de
comparacdo de resultados. Além disso, encontramos diversos controles aplicados ao modelo
linear e ndo linear do sistema, dentre eles, utilizaremos trés para termos de comparacdo de
resultado. Os trés métodos de controle utilizados neste trabalho baseiam-se no regulador
linear quadratico, ldgica fuzzy e controle por estrutura variavel com modos deslizantes. Por
fim, o desenvolvimento de uma melhoria para o controle do sistema néo linear.

A organizacdo desta dissertacdo segue a seguinte seqléncia:

e Introducéo;
e Revisdo da Literatura;
e Duplo Péndulo Invertido Sobre um Carro;

e Controlador LQR,;
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e Controlador por Légica Fuzzy;

e Controlador por Modo Deslizante;
e Concluséo;

e Referencias Bibliogréficas.

No capitulo de revisdo da literatura, os trabalhos referenciados concentram-se na
abordagem de métodos de controle aplicados ao sistema duplo péndulo invertido sobre um
carro. Neste, procurou-se avaliar o desempenho dos métodos de controle aplicado e, ainda, 0s
mais utilizados atualmente visando a fundamentacdo da escolha dos métodos utilizados nesta
dissertacéo.

No capitulo do duplo péndulo invertido sobre um carro, obtemos as equacdes
dindmicas ndo lineares do sistema utilizando o método de Lagrange. Em seguida,
linearizamos as equacgdes dindmicas do sistema, necessarias para 0s proximos capitulos. Por
fim, realizou-se uma analise da dindmica acoplada do sistema, identificando os possiveis
movimentos sob a acdo de uma forca externa.

No capitulo do controlador LQR, abordamos a teoria de realimentacdo de estados e
controle por malha-fechada para que, em seguida, 0 método de otimizacdo LQR (regulador
linear quadratico) seja descrito. Por fim, projetou-se e analisou-se a aplicacdo deste método de
controle para o sistema duplo péndulo invertido sobre um carro.

No capitulo do controlador por logica fuzzy, introduziu-se a légica fuzzy com sua teoria
de conjunto e propriedades. Em seguida, a arquitetura de sistema de inferéncia fuzzy €
apresentada e suas etapas de fuzificacdo, base de regras e defuzificacdo sdo descritos. E entéo,
uma metodologia de controle baseada em logica fuzzy é aplicada e analisada para o sistema
duplo péndulo invertido sobre um carro.

No capitulo do controlador por modo deslizante, a teoria de controle por estrutura
varidvel é apresentada. Em seguida, o controle por estrutura variavel utilizando superficie de
deslizamento e funcdo de chaveamento, assim chamado de modo deslizante, é descrito com
suas propriedades. Para a implementacdo deste controlador no sistema duplo péndulo
invertido sobre um carro, utilizou-se uma metodologia baseada no modelo linear do sistema.
E entdo, uma metodologia de controle baseada no modelo ndo linear é desenvolvida e
melhorada com o objetivo de atenuar o fendmeno de chattering. Os resultados destes dois

métodos de controle sdo apresentados e analisados.
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Na conclusdo os resultados de todos os métodos de controle aplicados ao duplo
péndulo invertido sobre um carro sdo analisados e comparados. As consideragdes finais sobre
a dissertacao sdo discutidas e apresentadas sugestdes para trabalhos futuros.

A seguir, detalharemos o objetivo geral e os objetivos especificos desse trabalho.

1.1 OBJETIVO GERAL

Pesquisar e comparar métodos de controle aplicados ao sistema duplo péndulo

invertido sobre um carro visando a estabilidade do sistema.

1.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

e Descrever as equagdes dinamicas do sistema duplo péndulo invertido sobre um carro;

e Investigar as tecnicas de controle utilizadas no sistema duplo péndulo invertido sobre
um carro;

e Avaliar o desempenho dos métodos de controle selecionados, enfatizando a aplicagao
ao modelo completo do sistema em sua forma ndo-linear e ainda, aproximando-se de
uma aplicacao real;

e Propor uma funcdo para a melhoria do desempenho do controlador por modo

deslizante visando a atenuacéo do problema de chattering.
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CAPITULO 2

REVISAO DA LITERATURA

O interesse por sistemas sub-atuados cresce a cada ano, diversos pesquisadores na area
de controle se utilizam deste tipo de sistema como uma ferramenta de validacdo de novas
técnicas de controle, buscando o objetivo comum do sistema controlado. Tais sistemas
possuem um numero menor de entradas de controle que saidas a serem controladas, ou seja,
possuem um numero menor de atuadores que graus de liberdade (Dianwei et al, 2006). Esta
caracteristica inerente aos sistemas sub-atuados, diminui a tolerancia a falhas dos atuadores do
mesmo, tornando-os um problema de controle muito atrativo. Alguns exemplos deste tipo
sistema encontrados na literatura sdo: Acrobot, TORA, sistemas ball-beam, sistemas de
péndulos invertidos, etc.

Como um tipico sistema sub-atuado, o duplo péndulo invertido sobre um carro é uma
das ferramentas mais utilizadas para a validagdo das novas técnicas de controle linear e
ndolinear. Neste sistema, o carro move-se na horizontal, sendo este movimento a Unica forca
que atua no sistema. Por ter apenas uma entrada de controle e multiplas saidas, que o
classifica como um sistema SIMO e o torna critico a toleréncia a falhas. Outras caracteristicas
deste sistema que o tornam um problema de controle desafiador sdo: fortes ndo linearidades;
dinamicas acopladas; estrutura simples, que permite obter todas as equagdes dindmicas do
sistema; incertezas paramétricas, que, na pratica, frequentemente sdo causados por
perturbacGes externas e internas (Dianwei et al, 2007); alta instabilidade e complexidade
matematica.

A maioria dos trabalhos em controle do duplo péndulo invertido sobre um carro,
concentram-se em dois problemas (Bogdanov, 2004): estabilizacdo dos péndulos na posi¢céo
vertical e controle de balango dos péndulos na posicao vertical. Algumas destas técnicas de
controle baseiam-se no modelo linear do sistema duplo péndulo invertido sobre um carro, ou
seja, 0 comportamento do sistema fica limitado a posi¢des proximas a vertical, distanciando a
dindmica do sistema do comportamento real do mesmo. Sob essas condi¢es, se um dos
péndulos assumir uma posicdo distante da posi¢do vertical, o desempenho desses

controladores mostra-se insatisfatorio (Dianwei et al, 2006).
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Devido as caracteristicas mencionadas anteriormente, somente o controlador
proporcional (P), da teoria classica de controle, ndo pode estabilizar sistemas de péndulos
invertidos (Niemann e Poulsen, 2003). Desta forma, (Lin et al, 2002) projetou um controlador
multi-PD para o sistema duplo péndulo invertido sobre um carro. O primeiro passo deste
projeto € a linearizacdo do sistema e entdo a formulacdo de um controlador PD para cada
subsistema. A lei de controle do sistema é baseada na realimentacdo de estados que, a partir
da funcdo de transferéncia do sistema obtida com este método de controle, tem sua matriz de
realimentacdo calculada pelo método da alocacdo de pdlos. Os autores utilizaram dois
experimentos de laboratério para testar a eficiéncia do método de controle proposto, o
primeiro consiste em atingir o péndulo superior com a mesma forca lateral e, o segundo
consiste em colocar a massa na extremidade do péndulo superior. O tempo escolhido para a
realizacdo destes dois experimentos foi a metade do tempo total de execucéo do experimento.
Apesar de ser simples e de facil aplicacdo, este método de controle ndo apresentou nenhuma
vantagem quando comparado com o controlador LQR.

Em (Niemann e Poulsen, 2003), um sistema duplo pendulo invertido sobre um carro é
linearizado, mas sdo incluidos a dindmica do sistema os distdrbios e variagdes parameétricas
caracteristicos do funcionamento do sistema real. Baseado neste modelo do sistema, um
controlador por realimentacdo € projetado utilizando a sintese u. As interacfes do controlador
determinam as matriz de peso que otimizam a performance do sistema. Os resultados obtidos
mostram a dificuldade de estabilizacdo do sistema com este controlador, principalmente para
a variavel de posicédo angular do péndulo superior.

Realizando um estudo sobre controles aplicados ao duplo péndulo invertido sobre um
carro, (Bogdanov, 2004) iniciou seu relatério técnico projetando um regulador linear
quadratico (LQR) e a partir deste, utilizando a discretizacdo das equacbes dindmicas do
sistema, projetou uma lei controle com a Equacao de Riccati de Estado-Dependente (SDRE),
que € considerada como uma extensdo ndo linear para o LQR. Ainda com o objetivo de
ampliar a aplicacdo de realimentacdo de estados para um faixa maior de estados iniciais do
sistema, o autor utiliza um regulador 6timo com redes neurais (NN). Por fim, uma mistura
deste ultimo controle com os dois anteriores sdo aplicados ao sistema. Com base nos
resultados apresentados, o regulador com redes neurais foi 0 método de controle empregado
mais limitado na faixa de deflexdo dos péndulos, 0 método SDRE foi o0 que apresentou um
melhor resultado referente ao faixa de deflex&o. Verificando o resultado de simulagbes para
os sistemas de controle com acréscimo da rede neural, pode-se constatar 0S mesmos nao

tiveram sua capacidade de tolerancia a uma maior deflex&do dos péndulos aumentada.
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Como se sabe, controlador LQR realiza a otimizagdo da matriz de realimentacéo de
estados através da minimizacdo da funcdo de custo. Entdo (Zare et al, 2009) desenvolveu um
controle 6timo por programacdo nao linear como um novo método de minimizacéo da fungéo
de custo. Utilizando ferramentas matematicas, definiu dois teoremas objetivando alcancar a
minimizacgdo da fungdo de custo, utilizando o modelo ndo linear do sistema duplo péndulo
invertido sobre um carro. A resposta do sistema ao controle foi satisfatéria, similar ao
controle LQR no modelo linear do sistema, mas a desvantagem deste método de controle é o
elevado volume de célculos envolvidos no projeto, podendo interferir em uma possivel
aplicacdo em tempo real.

Buscando novas solucdes para controle do sistema duplo péndulo invertido sobre um
carro, observa-se atualmente um aumento na utilizagdo de sistemas de controle fuzzy pelos
pesquisadores. No trabalho de (Jiangiang et al, 2000), a entrada de controle do sistema € um
somatorio do produto do grau de importancia dindmica pelo resultado da inferéncia fuzzy de
cada mddulo de regras de entrada simples (SIRM) de cada variavel de estado. O grau de
importancia dinamica é determinado de acordo com a situacdo de controle. No sistema duplo
péndulo invertido sobre um carro, o controle do angulo superior tem a maior prioridade,
seguido do angulo do péndulo inferior e, por fim, o controle da posicdo do carro. Os
resultados apresentados mostram a estabilizacdo do sistema com este método de controle, mas
0s autores nao apresentam a estrutura de controle de forma clara e ndo descrevem o modelo
matematico do sistema.

Ainda com relacdo ao controlador fuzzy, existe uma dificuldade de projeto do mesmo
para sistemas com um numero elevado de varidveis de estado, que € o caso do sistema em
questdo, utilizando exclusivamente a teoria de controle fuzzy. A quantidade de regras de
controle com ldgica fuzzy é determinada pela quantidade de parametros e nimero de variaveis
de estado. Se para cada varidvel de estado do duplo péndulo invertido sobre um carro
tivermos n parametros, o nimero de regras fuzzy do controlador seria n®, aumentando o custo
computacional do sistema impossibilitando uma aplicacdo em tempo-real (Sun e Sun, 2009).

Com o objetivo de tornar o projeto de controladores fuzzy mais simples para sistemas
com mdltiplas variaveis de controle, (Lei e Langari, 2000) dividiu o sistema duplo péndulo
invertido sobre um carro em dois subsistemas, ignorando o subsistema carro na estratégia de
controle. Para cada subsistema foi projetado um controlador fuzzy, formando o nivel inferior
do método de controle hierarquico, num nivel superior da estrutura, outro controlador fuzzy é
projetado, mas com o objetivo de ajustar os pesos que multiplicardo a saida dos controladores

do nivel inferior. A lei de controle final deste controlador hierarquico é a somatéria do
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produto entre 0s pesos e a saida dos controladores fuzzy dos subsistemas. A desvantagem
deste método de controle estd na desconsideracdo do subsistema carro na estrutura de
controle, comprovada pela limitacdo na faixa controlavel da posigao dos péndulos.

Seguindo a mesma orientacdo do controlador anterior, (Tu et al, 2000) construiu uma
estrutura hierarquica com multiplos controladores fuzzy e maltiplas camadas de controladores
fuzzy. A diferenga entre este e o0 anterior esta na incorporagdo de todas as variaveis de estado
na estrutura de controle. Os controladores fuzzy sdo projetados todos com apenas duas
entradas e uma saida, para o sistema duplo péndulo invertido sobre um carro, entdo, a
primeira camada é formada por trés controladores fuzzy. As proximas camadas tém como
entradas, a saida dos controladores da camada anterior, até que a Ultima camada tenha apenas
um controlador fuzzy com uma saida de controle. Os resultados comprovam a estabilizacdo do
sistema, mas tem a desvantagem de possuir muitos controladores fuzzy, que pode dificultar a
aplicacdo do mesmo em tempo real.

Outra técnica de controle similar encontra-se em (Sun e Sun, 2009), que aplica o
controle fuzzy em multiplas etapas ao sistema duplo péndulo invertido sobre um carro. A
metodologia emprega cinco controladores fuzzy cascateados, onde o primeiro tem como
entradas duas variaveis de estado do sistema e os demais recebem como entradas a saida do
controlador fuzzy anterior e outra variavel de estado. Este controlador fuzzy foi aplicado em
controle de tempo real, apresentando muita oscilagdo. O problema encontrado nesta
metodologia foi a selecdo dos parametros do controlador pelo método de tentativa e erro.

Visando a simplificacdo do numero de controladores fuzzy e a simplificacdo da
quantidade de regras, (Fuyan et al, 1996 e Qiang-Rui et al, 2008) utilizaram a matriz de
realimentacdo de estados otimizada para criar duas novas variaveis, que servirdo de entrada
para o controlador fuzzy, formadas pela composicdo das varidveis de estado do sistema
original. No trabalho de (Fuyanet al, 1996) as variaveis de estado do sistema sdo usadas
diretamente com a matriz de realimentacdo de estados, compondo a entrada erro F e a taxa de
erro EC com 11 parametros para cada variavel, sem apresentar resultados de simulacfes. Ja
no trabalho de (Qiang-Rui et al, 2008) trés controladores fuzzy sdo projetados aplicando uma
transformacéo na matriz de realimentacdo de estado diferente para cada subsistema do duplo
péndulo invertido sobre um carro. Mesmo com a reducdo do nimero de entradas no controlar
de seis para dois, 0 nimero de regras de controle é quarenta e nove. Os testes realizados com
este controlador demonstraram o peso desta quantidade de regras no custo computacional do
controlador. Os resultados dos controladores apontam para um melhor desempenho do

controlador que prioriza o subsistema péndulo superior.
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Modificando o tipo de método de controle fuzzy, (Shi e Zhong, 2003) utilizou o
modelo Takagi-Sugeno (T-S) para estabelecer a matriz de realimentacdo de estados do
controlador. O sistema duplo péndulo invertido sobre um carro linearizado é controlado via
modelo T-S com otimizacdo dos parametros pelo método ANFIS em (Sheng et al, 2008). Os
dados da resposta dindmica do controlador LQR sdo utilizados como dados de treinamento
para o controlador ANFIS. As entradas sdo uma fusdo das variaveis de estado, uma € o erro de
rastreamento e a outra a taxa do erro de rastreamento. Os testes do controlador proposto
incluem um sinal de distarbio no péndulo superior, apresentando um grande pico na dindmica
do sistema, mas ndo impedindo que o controlador dirija o0 sistema novamente para a
estabilidade.

Com o intuito de aprimorar o desempenho do metodo de controle fuzzy para sistemas
com incertezas paramétricas, como o duplo péndulo invertido sobre um carro, (Ding et al,
2009) utiliza a mesma técnica de reducdo do nimero de entradas no controlador utilizadas por
(Fuyan et al, 1996 e Qiang-Rui et al, 2008) associada uma otimizacao utilizando algoritmo
genético. Os parametros escolhidos para serem otimizados séo: 0s coeficientes de
realimentacdo de estados, a largura e o centro das fungdes de pertinéncia do controlador fuzzy.
Os coeficientes de realimentacdo de estado sempre sdo alvos de métodos de otimizacdes
devido as imprecisdes no modelo, mas a largura e o centro das funcbes de pertinéncia do
controlador fuzzy tornou as curvas assimétricas, o que comparando com os trabalhos
anteriores, nos indica que a oscilacdo apresentada nas curvas de resposta do deslocamento do
carro que tal escolha ndo melhorou o desempenho do sistema e, ainda, que a estabilidade do
péndulo superior e inferior ndo foi comprovada.

Devido as caracteristicas do sistema duplo péndulo invertido sobre um carro,
principalmente, ndo linearidades, alta instabilidade e distdrbios externos, encontramos na
literatura um poderoso método de controle de realimentacdo ndo linear, o controlador por
modo deslizante que é baseado na teoria de controle de estrutura variavel e é capaz de superar
tais problemas.

Encontramos em (Wu et al, 2008) uma aplicacdo do controle por modo deslizante ao
sistema real duplo péndulo invertido sobre um carro. Neste, 0 modelo matematico linear do
sistema € utilizado para o projeto das superficies de deslizamento e os coeficientes de cada
superficie sdo obtidos atraves de alocacdo de polos do sistema com transformacéo linear. Os
demais parametros do controlador sdo especificados pelo projetista. Um dos problemas deste
método de controle é o fendmeno de chattering, caracterizado por fortes oscilagdes do sistema

em torno da superficie de deslizamento. Para atenuar este fendmeno, (Wu et al, 2008) propbs
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a substituicdo da funcdo sinal que promove o chaveamento na lei de controle permitindo a
alcancabilidade da superficie de deslizamento, por uma funcdo continua de aproximagéo. Os
resultados apresentados demonstram uma boa performance da lei de controle, mas a oscilagéo
persiste.

Uma abordagem semelhante a anterior realizada por (Huang et al, 2008), utiliza
controlador por modo deslizante, onde os parametros do controlador sédo determinado pela
matriz de realimentacdo de estados do sistema duplo péndulo invertido sobre um carro
transformado. A diferenca estd na otimizacdo dos parametros do controlador, incluindo a
matriz de realimentacdo de estados e os parametros da lei de alcance exponencial. Os
resultados demonstram a eficiéncia da lei de controle na estabilizagdo do sistema.

Em (Dianwei et al, 2006), uma metodologia de controle hierarquica com modo
deslizante aplicada ao duplo péndulo invertido sobre um carro. Neste, o sistema € dividido em
trés subsistemas, péndulo superior, péndulo inferior e o carro. Cada subsistema teve sua
superficie deslizante projetada e as trés formam o primeiro nivel de superficies de modo
deslizante. Em seguida, o segundo nivel de superficie de modo deslizante é projetado a partir
da saida de todas as superficies do primeiro nivel. A analise de estabilidade requerida para
este controlador é feita com base na teoria de Lyapunov e o teorema de Barbalat. O
controlador projetado é testado no sistema sem disturbios externos, apresentando curvas de
estabilizacao similares aos sistemas de controle linearizados.

Em (Dianwei et al, 2006), uma estrutura hierarquica diferente para as superficies de
modo deslizante. Nesta estrutura, os niveis de superficies de modo deslizante sdo formados
por apenas duas superficies de modo deslizante. Desta forma, para o duplo péndulo invertido
sobre um carro, o primeiro nivel é selecionado como a superficie de modo deslizante de um
dos subsistemas, o segundo nivel é formado pela saida do primeiro nivel com um fator de
multiplicacdo e pela superficie de modo deslizante de um segundo subsistema com suas duas
variaveis de estado e, por fim, o terceiro nivel de superficies formado pelas saidas do segundo
nivel com um fator de multiplicacdo e pela superficie de modo deslizante do altimo
subsistema. Este controlador desenvolvido foi aplicado ao sistema com um acréscimo de
incertezas com valores diferentes. Os resultados apresentam mais oscilagdes que o anterior
antes da estabilizacdo, como é de se esperar. Mas neste trabalho, a sequéncia de escolhas dos
subsistemas ndo foi apresentada e, como visto anteriormente, a ordem de prioridade de
controle afeta a estabilidade do sistema.

Em (Yinxing et al, 2007), o controlador por modo deslizante chamado de incremental

é projetado para estabilizar o sistema duplo péndulo invertido sobre um carro. Nesta estrutura
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de controle, o primeiro nivel de superficies de modo deslizante é composto pelas variaveis de
estado de um dos subsistemas. Os préximos niveis sdo formados pela saida do nivel anterior
com outra varidvel de estado de outro subsistema. Este processo continua até que todas as
variaveis de estado estejam incluidas na estrutura de controle. A novidade empregada aqui é a
utilizacdo do erro de rastreamento nas superficies deslizantes. A andlise de estabilidade de
todas as superficies deslizantes sdo provadas teoricamente pelo teorema de Lyapunov e
Barbalat. O método de controle é eficiente e rapido na estabilizacdo do sistema.

Ainda nesta mesma linha de controladores, (Mahjoub et al, 2009) utilizou as duas
estruturas hierarquicas anteriores e acrescentou uma terceira estrutura, testando os resultados
no sistema duplo péndulo invertido sobre um carro com o acréscimo de distdrbios com
valores diferentes. A terceira estrutura hierarquica projetada é uma sequéncia de superficies
de modo deslizante, sendo a primeira formada por duas das variaveis de estado do sistema e
as demais formadas por uma variavel do sistema e a saida do nivel anterior de superficies de
modo deslizante. Para estas trés estruturas foi acrescentado um compensador por modo
deslizante a lei de controle final. Os parametros do controlador de modo deslizante das duas
primeiras estruturas hierarquicas sdo constantes, mas a terceira estrutura tem seus parametros
variaveis, ajustados de acordo com o estado atual das variaveis de estado do sistema. Como
nos casos anteriores, a estabilidade € analisada por Lyapunov e teorema de Barbalat. A
sequéncia de escolha dos subsistemas também ndo foi descrita e, também como
anteriormente, ha severas oscilagdes no inicio da acdo de controle, mas a estabilidade é
alcancada. Dentre as trés estruturas testadas, a segunda estrutura hierarquica de modo
deslizante foi a que apresentou um valor mais elevado de deslocamento do carro e péndulos,
podendo significar uma demora na acédo de controle.

O problema mais evidente no projeto do controlador por modo deslizante é a
determinacdo dos seus parametros. Em (Ji-Chang e Ya-Hui, 1998), o controlador por modo
deslizante fuzzy desacoplado é projetado. Os sistemas sdo divididos em dois subsistemas com
metas de controle diferentes para cada subsistema. A lei de controle final é o controle é
baseado no controle SMC, a diferenca entre este controlador e o SMC padrdo estd nas
superficies deslizantes. Apenas um dos subsistemas entra diretamente na lei de controle, o
outro subsistema é incorporado a superficie deslizante do subsistema principal como uma
funcdo da superficie deslizante do subsistema secundario. A lei funciona bem para os sistemas
péndulo invertido sobre um carro e Ball-beam, que possuem apenas quatro variaveis de
estado, mas para o sistema duplo péndulo invertido sobre um carro, que tem seis variaveis de

estado, somente o subsistema carro ndo foi incluido na lei de controle, apresentando um
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resultado com muita oscilacdo, ndo retornando o carro a sua posi¢do de origem. O método
apresentou-se limitado.

Aprofundando este método de controle, (Chih-Min e Yi-Jen, 2005) projetaram um
controlador por modo deslizante hierdrquico fuzzy desacoplado. As superficies dos demais
subsistemas sdo acopladas a superficie de modo deslizante do subsistema principal através de
fatores de acoplamento. Estes fatores de acoplamento séo ajustados via légica fuzzy de acordo
com seu grau de importancia na convergéncia da lei de controle, ou seja, na estabilidade do
sistema. A vantagem deste método de controle para o desenvolvido por (Ji-Chang e Ya-Hui,
1998) é que este incorpora todas as varidveis de estado na lei de controle através das
superficies deslizantes, estendendo a aplicacdo do mesmo com robustez. Os resultados
mostram uma boa velocidade de resposta do controlador, mesmo com distarbios externos,
quando comparado ao controle por modo deslizante fuzzy comum. O controle fuzzy converge
para valores 0timos os coeficientes de acoplamento. Os resultados também apresentam muita
oscilacdo, mas estabiliza os trés subsistemas do duplo péndulo invertido sobre um carro.

Os principais e mais utilizados sistemas de controle para estabilizar e rastrear o duplo
péndulo invertido sobre um carro, apresentados acima, foram analisados. Dentre as
caracteristicas mais buscadas em sistemas de controle para uma aplicacdo real destes esta o
tempo de resposta do sistema de controle e o custo computacional. Outra caracteristica
essencial que permite ou ndo sua aplicacdo em sistemas reais € a limitacdo do sistema de
controle, que pode ser explicada pelo tipo de modelo no qual o sistema de controle é
projetado: baseado no modelo linear do sistema ou baseado no modelo ndo linear do sistema.
Neste sentido, fica claro que um sistema de controle que é projetado com base no modelo nédo
linear do sistema a ser controlado tem maiores chances de ser utilizado com sucesso em
sistemas reais, uma vez que os modelos linearizados limitam o comportamento dindmico do
sistema para uma regido muito préxima do ponto de equilibrio.

Um ponto chama atencdo quando comparamos 0s diversos trabalhos revisados, que é
heterogeneidade das equacGes dinamicas do duplo péndulo invertido sobre um carro. Isto
dificulta a analise para efeitos de comparacdo entre os diversos controladores utilizados.
Visando o desempenho dos controladores selecionados para esta andlise, 0 sistema em

questdo estara padronizado em relacdo as equagfes dindmicas e parametros.
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CAPITULO 3

DUPLO PENDULO INVERTIDO SOBRE UM CARRO

3.1. INTRODUCAO

O sistema duplo péndulo invertido sobre um carro é um problema cléssico de controle
utilizado por diversos pesquisadores de todo o mundo como uma poderosa ferramenta de
validagéo de novas leis de controle baseadas tanto no modelo linear como no modelo nédo
linear do sistema. Tal interesse por este sistema deve-se as suas caracteristicas que, como um
sistema mecanico sub-atuado, o namero de graus de liberdade € maior que nimero entrada de
controle, caracterizando-o como um sistema de simples entrada e multiplas saidas (SIMO),
torna a toleréncia a falhas critica deste sistema, além de suas dindmicas servirem de base para
execucdo de tarefas que envolvem balan¢co como a acdo de caminhar e o langamento de
foguetes. As principais caracteristicas do duplo péndulo invertido sobre um carro sdo: nao-
linearidade, sistema multi-variavel, dinamicas acopladas, instabilidade elevada, complexidade
matematica do modelo e incertezas.

A descricdo real do modelo do sistema inclui as incertezas, que podem ser dividas em
incertezas paramétricas e incertezas dinamicas (Niemann e Polsen, 2003). As incertezas
paramétricas referem-se a dificuldade ou impossibilidade de mensurar os parametros do
sistema ou, ainda, a variacdo destes parametros em funcdo do tempo. No sistema duplo
péndulo invertido sobre um carro as principais incertezas paramétricas sdo as constantes de
atrito de Coulomb. As incertezas dinamicas podem ser: dindmicas negligenciadas, ou seja,
dindmicas ndo modeladas como de rolamentos em sistemas que possuem esteiras, dinamicas
de alta freqiiéncia e etc; dindmicas ndo lineares, presentes no sistema ndo linear através das
funcdes seno e cosseno.

O sistema é composto por um carro que se move na horizontal e por duas hastes
articuladas entre si e o carro. Os parametros do sistema visualizados na Figura 3.1 sdo: x €
deslocamento horizontal do carro; M é massa do carro; m, é massa do péndulo inferior; m, é
a massa do péndulo superior; 8, € 0 angulo do péndulo inferior em relagéo a vertical; 6, € 0
angulo do péndulo superior em relacdo a vertical; /; € 0 momento de inércia do péndulo

inferior; /, € o0 momento de inércia do péndulo superior; L, é o comprimento do péndulo
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inferior; L, ¢ o comprimento do péndulo superior; [, é a distancia de 0, para 0 centro de
massa do péndulo inferior; [, é a distancia de O, para o centro de massa do péndulo superior;
fo é 0 coeficiente de atrito do carro; f; é o coeficiente de atrito do péndulo inferior; f, é 0
coeficiente de atrito do péndulo superior; g é a aceleracdo da gravidade e; u é a forca de

controle.

ICENCD
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Figura 3.1 — Sistema Duplo Péndulo Invertido Sobre um Carro.

3.2. MODELAGEM MATEMATICA DO SISTEMA

As equacdes dinamicas do sistema duplo péndulo invertido sobre um carro serdo
obtidas através do método de Lagrange. O método de Lagrange consiste na formulacdo das
equacOes de energia cinética e energia potencial dos subsistemas para determinar as equacoes
dinamicas do sistema (Callinan, 2003). Para aplicar o0 método de Lagrange no sistema duplo
péndulo invertido sobre um carro vamos considerar, na Figura 3.1, cada componente do
sistema individualmente, ou seja, formularemos as equacBes de energia cinética e energia
potencial para o carro, para o péndulo inferior e para o péndulo superior separadamente.
Depois de obtida a energia cinética de cada componente do sistema, obtemos a energia
cinética total do sistema com a soma das energias cinéticas de cada componente e, da mesma
forma, obtemos a energia potencial total do sistema com a soma das energias potenciais de

cada componente do sistema.



27

A energia cinética da componente carro é:

1
A energia potencial da componente carro é:
A energia cinética da componente péndulo inferior é:
1,1 iy 1
T1 == 51161 +Em1x +m1x1101 Ccos 91 +Em11191 (33)
A energia potencial da componente péndulo inferior é:
V, = mygly cos 6, (3.4)
A energia cinética da componente péndulo superior é:
1o, 1 o o 1.
T, = 51262 + Emzx + myxL,60; cos 68, + myxl,0, cos 0, + Emleel
" (3.5)
+ mleéllzéz COS(O]_ - 02) + Emzlgezz
A energia potencial da componente péndulo superior €:
V, = my,gL4 cos 6, +m,gl, cos 6, (3.6)

A energia cinetica total do sistema duplo péndulo invertido sobre um carro €, entdo, a
soma de (3.1), (3.3) e (3.5), que resulta em:

1 1.

. . . 1.
+ %(my 116, cos 6, + myL16; cos 8y + m,l,0, cos 6,) + ) 02(J, + myl3) (3.7)

+myL,041,0, cos(8; — 6,)
A energia potencia total do sistema duplo péndulo invertido sobre um carro &, entdo, a
soma de (3.2), (3.4) e (3.6), que resulta em:
V = mygl; cos 0y + mygL, cos 6, + mygl, cos 6, (3.8)
Através da funcdo de Lagrange (Callinan, 2003; Sweeney, 2004),
L=T-V (3.9)
temos:

1 1.

. . . 1.
+ x(my14 6, cos 6, + myL, 0y cos 8y + myl,0, cosb,) + 3 02(J, + myl3) (3.10)

+myL,0,1,0, cos(8; — 6,) —m,gl; cos§; — m,gL, cos 6,

—mygl, cos O,
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Conforme o diagrama de forcas do subsistema carro, Figura 3.2, podemos obter sua

equacdo dindmica como segue.

0
fo u
OTO
VMg

Figura 3.2 — Diagrama de forcas do subsistema carro.

A equacdo de Lagrange para a variavel de estado x é:

d (0L oL
Z(ZZ) 2=y — Fox 3.11
dt (ax) ax = W So¥ (3.11)
onde
oL _, (3.12)
d0x
oL . . .
— = x(M + my + m,) + my1,6, cos 6; + m,L,0; cos 8, + m,l,0, cos b, (3.13)

ax
Substituindo (3.12) e (3.13) em (3.11), obtemos:

¥(M +m,; +my) + 6,(myl; cos0; +my,L, cos 6,) + 6,(m,l, cos 6,) (3.14)
— 07(myly sin 6; +m,Lysin6;) — 63(myl,sin6,) = u — f % '
Conforme o diagrama de forgas do subsistema péndulo inferior, Figura 3.3, podemos

obter sua equacao dinamica como segue.

Figura 3.3 — Diagrama de forgas do subsistema péndulo inferior.
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A equacdo de Lagrange para a variavel de estado 6, é:

%(;—;)—:—i=—(f1+fz)91 + f26; (3.15)
onde:
oL . . .
20, = —xmql,60; sin6; — xm,L,0, sin6; — m,L,6,1,0,sin(6, — 6,) + m,gl; sin6,
+m,gL, sin 6, (3.16)
= —%6, sin 0, (myl; + myL;) — myL,6,1,6,sin(6; — 6,) + gsinb; (myl4
+m;Lq)
L 1

P 5291(]1 +my 2 + myL3) + xmyl; cos 0; + xmyL, cos 0; + myL, 1,60, cos(6; — 6,)
1

= 0,(J; + my? + myL2) + % cos 0, (myly + myLy) (3.17)
+myL,1,0, cos(8, — 6,)
Substituindo (3.16) e (3.17) em (3.15), temos:
¥cos 0y (mqly + myLy) + 6, (J; + myl? + myL3) + 6,m, L1, cos(6; — 0;) (3.18)

+ m2L112922 Sin(91 - 92) - gSin 91 (mlll + mle) = _(fl + fz)él + fzéz
Conforme o diagrama de forgas do subsistema péndulo superior, Figura 3.4, podemos

obter sua equacao dinamica como segue.

Figura 3.4 — Diagrama de forgas do subsistema péndulo superior.

Para a variavel 6,, temos a seguinte equacdo de Lagrange:

(L) -2k fo, - o (3.19)
dt \ a6, BGZ_fZ 1~ f202 .
onde
oL . .
35, = —xm,l,0, sin 6, + m,L,6,1,0, sin(6; — 6,) + m,gl, sin6, (3.20)
2
oL . . ) .
- = xmzlz CoSs 62 + 62(]2 + mzlz) + m2L19112 COS(91 - 02) (321)

90,
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Substituindo (3.20) e (3.21) em (3.19), temos:
¥myly cos By + B;myLq 1, cos(8, — 0,) + 8,(J, + myl2) — myL 621, sin(6, — 6,) (3.22)
—myglysind, = [0, — f>6, .
As equac0es de Lagrange para o sistema podem ser reescritas na forma compacta de

matrizes como:

Hlx 6, 6,]"+Plx 6, 6,]T+W=Yu (3.23)
onde
(mo + my + my) (mqly + myL,) cos 6, (m,l, cos 6,)
H= (m1l1 + mle) Cos 61 Ul + mll% + mzLi) mlelz COS(Ql - 92) (324)
m,l, cos 6, myLyl, cos(6; — 6,) (J, + myl3)
fo  —6,(myly + myL,)sin6, —0,(m,l, sin 6,)
P=|o0 fit+fs my L1150, sin(0; — 65) — f; (3.25)
0 —myL0,1;sin(0; —6;) — f> f2
0
W= [_9 sin6; (mql; + mle)] (3.26)
—-m,gl, sin 0,
1
Y=]0 (3.27)
0
O modelo em espaco de estado do sistema x = Ax + Bu, requer a seguinte mudanca de
variavel:

X = [x 91 92 56' 91 éz]T = [xl xz x3 x4 x5 xG]T (3.28)

Desta forma, as equacdes dindmicas do sistema sdo descritas como:

(X1 = X3
X, = f1(X) + by(X)u
X3 = X4

Ve = 0 + b,(Ou (3.29)
X5 = Xg

X6 = f3(X) + bs(X)u

ondef; (x) e b;(x) sdo as fungdes ndo lineares do sistema obtidas conforme:
fi = dyc +dypcp +dyses
f2 = da10q F dya0y + dascs
fz = d3101 + d3a0p + d3scs

b, =dq
b, = dy,
b; = d3;

ondeC =P[x 6; 6,]T+W, ¢; sdo os coeficientes das matrizes C e d;; 0s coeficientes da

matriz H=1.
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3.3. LINEARIZACAO DO SISTEMA

Como alguns dos métodos de controle baseiam-se no modelo linear do sistema, faz-se
necessaria a linearizacdo do sistema duplo péndulo invertido sobre um carro. A abordagem
mais simples e usual na linearizacdo deste sistema é a aproximacao das fun¢Bes ndo lineares a
ao ponto de operacdo x = 0.

Para este ponto de operacdo as funcdes ndo lineares do sistema em (3.23) séo

aproximadas para sin @ = 6 e cos @ ~ 1. Assim, obtemos as seguintes matrizes linearizadas:

M +my +my) (myly + myLy) (myl,)
H = (mlll + mle) Ul + mll% + mzLi) mlelz (330)
myl, mylql; (J, + myl3)

fo 0O 0
P=|0 fi+tf —f2 (3.31)

0 —f f2

0
W = [_g91 (m]_l]_ + mle)] (3,32)
—m,gl,0,

O sistema obtido € representado em espaco de estado como:
X = Ax+ Bu (3.33)

3.4. ANALISE DINAMICA DO SISTEMA

Durante a acdo de movimento do sistema, quando o carro desloca-se para a direita o
deslocamento deste movimento é definido positiva, caso contrario, 0 mesmo sera definido
negativo. Considerando a origem dos péndulos suas posicdes verticais, 0 movimento dos
mesmos no sentido horario é definido positivo e no sentido anti-horario € definido negativo.

A dindmica de movimento deste conjunto de subsistemas submetidos a uma forca de
controle é definida a seguir conforme Figura 3.5 e Figura 3.6.

Na Figura 3.5 podemos observar o movimento do duplo péndulo invertido sobre um
carro sob a acdo de uma forca de controle positiva. Nessa condi¢cdo, 0 carro move-se no
sentido da direita para esquerda. O movimento do carro aciona uma forga no sentido contrério
que atua no péndulo inferior, isto torna 0 movimento deste definido negativo, ou seja, sentido
anti-horério. E 0 movimento do péndulo inferior aciona uma forca no sentido contrario ao seu
movimento atuando no péndulo superior, tornando o seu movimento definido positivo, ou

seja, sentido horério.
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«—

Figura 3.5 — Movimento do sistema com forca de atuacéo positiva.

Na Figura 3.6 podemos observar o movimento do duplo péndulo invertido sobre um
carro sob a acdo de uma forca de controle negativa. Nessa condi¢do, o carro move-se no
sentido da esquerda para direita. O movimento do carro aciona uma forga no sentido contrario
que atua no péndulo inferior, isto torna 0 movimento deste definido positivo, ou seja, sentido
horario. E 0 movimento do péndulo inferior aciona uma for¢a no sentido contrario ao seu
movimento atuando no péndulo superior, tornando o seu movimento definido negativo, ou

seja, sentido anti-horario.

DN

—

Figura 3.6 — Movimento do sistema com forca de atuacéo negativa.
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CAPITULO 4

CONTROLADOR LQR

4.1. INTRODUCAO

Apds a modelagem matematica do sistema duplo péndulo invertido sobre um carro, o
sistema de controle tem suas caracteristicas incluidas no modelo do sistema, estendendo a
idéia de modelagem. Como podemos observar na secdo anterior, as equacgdes dinamicas do
sistema possuem expressdes matematicas complexas com inter-relagdes complicadas entre 0s
subsistemas. Estas caracteristicas do modelo do sistema tornam a abordagem convencional da
teoria de controle, baseada na relacdo de entrada-saida da funcdo de funcao de transferéncia,
uma tarefa tediosa de célculos para a analise do sistema. A solucdo para este problema ¢ a
analise do sistema via variavel de estado, mostrado na secdo anterior, onde o sistema €
representado por seis equacOes diferenciais de primeira ordem. Esta representacdo matricial
do sistema simplifica a representacdo matematica do sistema sem aumentar a complexidade
das equacoes.

A andlise do sistema por variaveis de estado inclui a representacdo do sistema em
espaco de estados, analise de controlabilidade e observabilidade do sistema e permite o
projeto de controladores baseados na realimentacdo de estado, como o controle 6timo
quadratico.

Nesta secdo 0 modelo linear em espaco de estados do duplo péndulo invertido sobre
um carro das equacdes (3.31) a (3.42) ¢é simplificado a fim de se obter as matrizes em valores
reais e, a partir de entdo, realizar a analise de controlabilidade e observabilidade do sistema.
Em seguida, o controle a malha fechada por alocacdo de pdlos é implementado para que,

enfim, o controle 6timo quadréatico possa ser projetado para este sistema.
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4.2. INTRODUCAO AO CONTROLE OTIMO QUADRATICO

Assegurar a estabilidade do sistema duplo péndulo invertido sobre um carro utilizando
o controle a malha fechada é uma questéo central para o projeto de sistemas de controle 6timo
quadrético. Para se alcancar a estabilidade do sistema, faz-se necessario definir estabilidade
que, de acordo com (Dorf e Bishop, 2001), é uma medida de desempenho do sistema onde 0
sistema é considerado estavel se todas as raizes da sua equacdo caracteristica tiverem parte
real negativa.

Os sistemas a serem controlados apresentam uma ou mais raizes de sua equacgao
caracteristica com parte real positiva ou nula. Para alcancar a condicdo de estabilidade, o
método mais utilizado é a alocacdo de polos, para pdlos arbitrarios especificados pelo
projetista. Este método de controle possui o pré-requisito que o sistema tenha estados

completamente controlaveis.

4.3. FUNDAMENTOS DE REGULADOR LINEAR QUADRATICO

Para analisar a controlabilidade do sistema duplo péndulo invertido sobre um carro,
simplificaremos seu modelo matematico de acordo com as seguintes suposicoes:
e Cada péndulo é um corpo rigido e ndo distorce durante 0 movimento;
e A forca atua diretamente no carro sem atraso e sua magnitude € razao direta para a
entrada do amplificador de poténcia;
e As forcas de atrito sdo negligenciadas durante esta analise.
Os parametros do sistema duplo péndulo invertido utilizados para a andlise de

estabilidade e controlabilidade do sistema estdo descritos abaixo, na Tabela 4.1.

Tabela 4.1 — Parametros Fisicos do Duplo Péndulo Invertido Sobre um Carro.

M 1 kg Iy 0.05m
m; 1 kg I, 0.05m
my 1 kg fo 0.01

J; |0.00083 kgm® | f; 0.007
J, | 0.00083 kgm | f; 0.007
Ly 0.1m G | 9.8m/s°
L, 0.1m




O sistema em espaco de estados apds a substituicdo dos parametros é:
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0 0 0 1 00 0
0 0 0 010 0
. _|o 0 0 0 0 1 0
*=lo 147196 -16421 0 o0 of*T| 07781 |* (4.1)
0 —441.8844 1474914 0 0 O —10.0134
0 4424743 —3439500 0 0 O 3.3512
1 0 0 0 0 O Fxl'
01 0 0 0 O0ff*
_ 0 01 0 0 Of*%s
Y=lo 0 0 1 0 o]|x (4.2)
0 0 0 01O Lxs
0 0 0 0 0 145X
ondex=[x 6, 6, x 6, 6,]"
A lei de controle de realimentacéo de estados € definida como abaixo:
u = —Kx (4.3

A primeira etapa do projeto de alocacdo de polos € o teste de controlabilidade do
sistema (4.1), que garante que todos os autovalores da matriz A podem ser alocados
arbitrariamente se a matriz de controlabilidade do sistema tiver um rank = n.

Para o sistema descrito em (4.1), a matriz de controlabilidade é definida como

Co=[B AB A?B A3B A*B A°B], resultando em:

0 0.7781 0 —152.8960 0 81574
0 —10.0134 0 4919 0 —2.9771 x 10°
Co = 0 3.3512 0 —5583.3 0 4.0969 x 10° (4.4)
0.7781 0 —152.8960 0 81574 0
—10.0134 0 4919 0 —2.9771 x 10°¢ 0
L 3.3512 0 —5583.3 0 4.0969 x 10° 0

Para a matriz em (4.4), temos que rank(Co) = 6, logo, podemos dizer que o sistema é
a estados completamente controlaveis.

A segunda etapa para a alocacdo arbitraria de polos € obter os coeficientes da equacédo
caracteristica do sistema |sI — A| = s® + a;5° — a,s* — azs® + a,s? + ass + a5, para o
sistema (4.1) temos:

s + (4.4409¢e — 015)s° — 134.1531s* — (2.9993e — 013)s3 + (3019.2)s? + Os
+0=0

A terceira etapa € a escolha arbitraria de pdlos, para o sistema duplo péndulo sobre um
P2 P3 Ps Ds

polindmio caracteristico desejado, s + a;5° — ays* — a3s3 + aus? + ass + ag

(4.5)

carro, Pa = [P1 Pe], a partir deste, obtemos os coeficientes «a; do
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Com os dados de (4.6) e (4.5), podemos determinar a matriz de realimentacdo de

como:
K=[ag—as as—as a,—a, az—az A2—0d @ —0a)T"1 4.7
ondeT = CoM é a matriz de transformacéo e Mé:
[as a, az; a, a
a, a3 a, a; 1
a; a, a; 1 0
a, a; 1 0 0
a, 1 0 0 0
LT 0 0 0 0 O
Como podemos observar na secdo anterior, 0 método de alocagdo de pélos é arbitraria

(4.8)

cCo o oR

e depende da experiéncia do projetista para determinar os polos e, conseqiientemente, a matriz
de ganhos de realimentacdo de estados. Este metodo pode levar o sistema a uma estabilidade,
mas pode ndo se a melhor resposta para o sistema a ser controlado. A fim de otimizar a funcdo
da matriz de ganhos de realimentacdo de estados, o regulador linear quadratico (LQR) surgiu

utilizando o método de reducgéo da fungéo de custo quadréatica pela equacédo de Riccati.
] = f(xTQx + uTRu)dt (4.9)
0

ondeQé uma matriz simétrica real constante e positiva e R é uma matriz simétrica real
constante definida positiva. As matrizes Q eRdeterminam a importancia relativa do erro e do
dispéndio de energia
Na funcdo de custo quadratica (4.9), determinamos as matrizesQ eRde forma que a
uma matriz Pdefinida positiva seja determinada a partir da equacdo de Riccati, definida a
sequir:
AP + PA-PBR1B"™P+Q =0 (4.10)
Depois de determinada a matriz P, a matriz de ganhos de realimentacdo de estados
Kotima é obtida como abaixo:
K =R 1BTP (4.11)
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4.4, METODOLOGIA DO REGULADOR LINEAR QUADRATICO

Aplicando o regulador linear quadratico para o sistema duplo péndulo invertido sobre

um carro, selecionamos as matrizes Q eR de (Qing-Rui et al, 2008) como abaixo:

100 0 0 0 0 O
0 100 0 0 0 O
o o 200 0 0 0
Q=106 0o 0 0 0 0 (4.12)
0 0 0 000
0 0 0 000
R = 0.01 (4.13)

A matriz de ganhos de realimentacdo de estados obtida por (4.1), (4.11), (4.12) e
(4.13):
K=[200 -12386 669.459 156.3017 —31.0251 —47.5357] (4.14)
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Figura 4.1 — Modelo no Simulink do Controlador LQR.

A Figura 4.1 mostra o diagrama em blocos da simula¢do do sistema no ambiente
Matlab — Simulink. A resposta para o sistema (4.1) com a lei de controle de realimentacdo de

estados utilizando a otimizacdo regulador linear quadratico é apresentado abaixo.
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Figura 4.2 — Estabilizacédo do subsistema carro sob acéo do controlador LQR.

O gréfico da Figura 4.2, referente a posi¢cdo do carro, mostra a estabilizacdo do mesmo
na posicao 1m. Este ponto de parada do carro fora da origem deve-se ao fato da ndo utilizacéo
do erro de posicdo e taxa de erro, para corrigir o ponto de parada. Observando o objetivo de
controle do duplo péndulo invertido sobre um carro de equilibrar o péndulo inferior e superior
na posicao vertical, a posicdo de parada do carro fora da origem nédo é importante, ou seja, hdo
interfere no objetivo de controle. Mas, se considerarmos o comprimento do trilho que o carro
pode se deslocar, ndo s6 a posicdo de parada do carro, como também os picos de

deslocamento que o mesmo atinge podem ultrapassar os limites reais de movimento do carro.
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Figura 4.3 — Estabilizacdo do subsistema péndulo inferior sob acdo do controlador LQR.

O grafico da Figura 4.3, referente ao deslocamento angular do péndulo inferior, mostra
a estabilizacdo do mesmo na origem. Considerando a posi¢ao angular medida em radianos, o
deslocamento do péndulo inferior ocorre em um intervalo entre [-17 8.59] graus, ou seja,
um deslocamento muito proximo a origem. Este comportamento do sistema é tipico dos

controladores baseados no modelo linear do sistema, limitando sua aplicacdo em modelos
reais.

J/O

Angulo superior (rad)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Time (s)

Figura 4.4 — Estabilizacéo do subsistema péndulo superior sob acao do controlador LQR.
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O gréfico da Figura 4.4, referente ao deslocamento angular do péndulo superior,
mostra a estabilizacdo do mesmo na origem. Diferentemente do gréafico anterior, 0 movimento
angular deste péndulo executa voltas completas em torno do seu eixo. A explicagdo para tal
deve-se novamente a nao utilizacdo do erro de rastreamento e taxa de erro de rastreamento,
indicando que o controlador estabiliza o sistema sem levar em consideracdo os limites fisicos
do sistema, mesmo que o péndulo superior tenha, em certas posigdes, condigcdes de executar

voltas completas em torno do seu eixo.
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CAPITULO5

CONTROLADOR POR LOGICA FUZZY

5.1. INTRODUCAO

A logica fuzzy foi desenvolvida por Zadeh no ano de 1965 com o objetivo de
representar as incertezas e conhecimentos ndo precisos. (Zadeh, 1965) apresentou a teoria de
conjuntos fuzzy como uma forma de aproximacéo a classes de objetos encontrados no mundo
fisico real, uma vez que o processamento computacional era até entdo, baseados na logica
booleana. Na logica booleana classica, o raciocinio logico é baseado em premissas e
conclusdes, onde uma conclusdo verdadeira é representada pelo estado 1 e uma concluséo
falsa é representado pelo estado 0, fornecendo um raciocinio aproximado para mundo fisico
real, mas em questfes puramente l0gicas muitas destas aproximacg6es tornam-se incompletas.
A logica fuzzy é entendida como uma extensdo da l6gica booleana classica, no sentido de que
ela fornece uma forma de lidar com as incertezas e imprecisdes no conhecimento do modelo.
De forma mais objetiva, a logica fuzzy captura as informacdes linguisticas, ou ndo ldégicas, e
as transforma em dados numéricos, formato este compreendido e manipulavel por
computadores.

Os conjuntos fuzzy sdo uma interpretacdo do mundo real baseado no conhecimento que
0 projetista tem sobre este mundo real, onde os conjuntos fuzzy atribuem a classes de objetos,
ou variaveis, graus de pertinéncia, através de funcdes de pertinéncia que variam entre zero e
um. A utilizacdo deste sistema baseado em conhecimento em sistemas de controle de loop-
fechado melhora o desempenho, a confiabilidade e robustez do controlador, pela incorporacéo
do conhecimento antes impossivel de ser considerado em algoritmos de controle baseados no
modelo analitico (Driankov et al, 1996). Esta caracteristica da l6gica fuzzy somada com sua
capacidade de realizar inferéncias permite sua aplicacdo em diversas areas como: sistemas
especialistas, computacdo com palavras, raciocinio aproximado, linguagem natural, controle
de processos, robética, modelagem de sistemas parcialmente aberto, reconhecimento de
padrbes e processos de tomada de deciséo.

Um controlador baseado em logica fuzzy é composto de trés partes. A primeira é

responsavel pela fuzzificagdo das varidveis de entrada, que converte as entradas de valor ndo
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fuzzy em valores fuzzy. A segunda parte € a inferéncia fuzzy que contém a base de regras fuzzy
do tipo IF...THEN. A terceira parte é a desfuzzificacdo que converte a acdo de controle fuzzy
em uma agéo de controle ndo fuzzy.

No Japdo, onde sistemas fuzzy sdo muito utilizados, o aumento da aplicacdo de logica
fuzzy em processos industriais ocorreu no ano de 1987 e, suas aplicacdes elétricas no ano de
1990 (Dote, 1995). Atualmente sistemas fuzzy sdo muito atrativos para engenheiros de todas
as partes do mundo. As principais vantagens que 0s torna atrativos séo:

e As inferéncias baseadas em regras sdo simples e poderosas;

e O controle fuzzy é uma tecnologia eficiente e de baixo custo para a automacdo
industrial;

e O controlador fuzzy é de facil compreensdo para engenheiros e pessoas sem
conhecimento matematico aprofundado;

e O controle fuzzy resolve facilmente problemas de controle ndo linear com linguagem
pela introdugé@o de conhecimento humano no controlador.

Contudo, apesar das vantagens apresentadas acima, os sistemas fuzzy apresentam alguns

problemas descritos abaixo como:

e Uma rigorosa analise matematica de sistemas fuzzy ainda ndo foi bem desenvolvida.

e Os metodos de projeto de sistemas fuzzy ndo sdo bem desenvolvidos, em alguns casos
métodos especiais sdo utilizados;

e Os problemas que podem ser resolvidos com logica fuzzy ainda ndo foram

delimitados.

5.2. FUNDAMENTOS DE LOGICA FUZZY

Zadeh publicou em 1965 um trabalho pioneiro que utilizava a matemética para
representar o mundo fisico real, através de conjuntos fuzzy. Os conjuntos fuzzy definidos em
(Zadeh, 1965) é uma classe de objetos com graus de pertinéncia continuos. Estes conjuntos
sdo representados por funcBGes de pertinéncia que atribuem para cada objeto um grau de
pertinéncia onde o universo de discurso, ou dominio, de cada objeto assumem valores entre
zero e um. Estes conjuntos fuzzy, assim como em outros conjuntos matematicos, tém
estabelecidos no¢Ges de incluséo, unido, intersecdo, complemento, relacdo, convexidade, etc.

Na teoria de conjuntos fuzzy, uma variavel pode pertencer a um ou mais conjuntos e,

em cada conjunto, esta mesma variavel recebe um grau de pertinéncia especifico, geralmente
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este grau de pertinéncia é representado pela letra grega p. A Figura 5.1 mostra um exemplo de
fuzzificacdo de uma variavel, este exemplo pode ser atribuido a uma variavel entrada de
medida de temperatura e as fungdes de pertinéncia atribuem ao valor de entrada um grau de
pertinéncia dentro de um ou dois dos trés conjuntos fuzzy intitulado por Baixa, Média e Alta.
O eixo das abscissas representa o valor da medida de temperatura em graus Celsius. Estes
graus de pertinéncia que sdo atribuidos a temperatura equivale a uma atribuicdo lingtistica da
temperatura medida. Por exemplo, um valor de temperatura de 16°C, equivale a dizer que a
temperatura esta entre baixa e média, ou invés de simplesmente definir a temperatura como ou
baixa ou média. Com este simples exemplo podemos visualizar também a idéia de
conhecimentos, ou experiéncia sobre o assunto. Neste caso, em que a variavel temperatura é
fuzzificada, a definicdo dos dominios de cada conjunto varia de acordo com a pessoa que 0S
define, ou ainda de uma forma mais global, de acordo com a regido em que a pessoa Vvive.

Mas o importante neste exemplo é a necessidade do projetista do conjunto no
conhecimento sobre o grau de temperatura, para que possa classifica-las adequadamente. Para
um valor de temperatura de 30°C, o grau de pertinéncia da variavel no conjunto Alta seria
u(T) = 1, sendo o grau de pertinéncia mais elevado para uma variavel, isto significa que este
valor de temperatura é considerado simplesmente como uma temperatura alta. A definicao
matematica para o grau de pertinéncia é:

1 se,e somente se,x € 4
u(x) = 0 se, e somente se,x ¢ A (5.1)
0 <u(x) <1 sexpertence parcialmentea A

Como podemos observar na equacgdo (5.1), o intervalo de pertinéncia e [0,1], onde 0
significa que o elemento ndo pertence a um determinado conjunto, 1 significa que o elemento
pertence completamente ao conjunto, e valores entre 0 e 1 representam graus parciais de

pertinéncia.

Baixa Média Alta

0.5

a
o 3 5 10 15 20 25 27 30

Figura 5.1 — Exemplo de funcéo de pertinéncia.
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Em relagdo as caracteristicas dos conjuntos fuzzy acima representados, podemos dizer
que:

e Astemperaturas sdo classificadas como Baixa de —oo até 15°C;

e De 15°C até 20°C, o grau de pertinéncia das temperaturas diminui no conjunto Baixa e
cresce no conjunto Média;

e A Unica temperatura unicamente classificada como média é 20°C;

e De 20°C a 25°C, o graus de pertinéncia da temperatura diminui no conjunto Media e e
cresce no conjunto Alta;

e De 25°C até «o, as temperaturas sao classificadas como altas.

Como podemos observar na Figura 5.1, os subconjuntos fuzzy s@o definidos
linguisticamente, ou seja, séo classificados por nomes. Esta caracteristica de conjuntos fuzzy é
denominada por variavel linglistica. Uma variavel linglistica é representada por termos
lingiiisticos utilizados no mundo real como “mais ou menos”, “alto”, “ndo muito”, entre
outros. A ideia principal da logica fuzzy é quantificar estas variaveis linguisticas atribuindo a
elas um conjunto limitado de dados que melhor se encaixem nesta classificacdo. Por esta
razdo, uma mesma informacéo pode estar em dois ou mais subconjuntos fuzzy, mas com graus
de pertinéncia diferentes. Este processo de classificacdo linglistica de um dado de entrada
para uma variavel linglistica é denominado de fuzificacao.

O primeiro passo para a construcdo de conjuntos fuzzy é a definicdo das variaveis
lingliisticas que serdo representadas por estas funcGes de pertinéncia. Estas variaveis
classificardo o valor de entrada em uma ou mais funcGes de pertinéncia com graus de
pertinéncia apropriados, ou seja, tenta modelar o valor de entrada no sentido das palavras,
tomadas de decisdo ou senso comum do ser humano. Alguns exemplos de variaveis
linglisticas utilizadas na nomeacdo dos conjuntos fuzzy sdo: alto, baixo, quente, frio, muito
negativo, muito positivo, etc.

O segundo passo, apds definido o tipo de funcdo de pertinéncia, é a escolha da funcéo
de pertinéncia. Esta escolha vai depender do tipo de variavel que se deseja fuzzyficar, da
capacidade computacional disponivel para o processamento da informacéo e da aplicacdo do
sistema. As fungdes néo lineares geralmente sdo mais eficientes para problemas complicados,
mas a capacidade computacional exigida por elas é bem maior que a exigida pelas funcdes

lineares. Algumas fungdes de pertinéncia mais utilizadas estdo descritas na Tabela 5.1 abaixo.
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Tabela 5.1 — Fungdes de pertinéncia fuzzy.

Funcg&o Triangular

trimf (x;a,b,c) = max (min (x —acT x)’ 0)

b—a'c—b

Funcéo Trapezoidal

X—a

_ d—x
trapmf (x;a,b,c,d) = max (mln (b —a’ L d— c)’O)

Fungdo Gaussiana

1/x—c)\>2
gaussmf (x;a,b,c) = e"E(T)

Funcéo Sino Generalizada

1

gbellmf (x;a,b,¢) = ——;

X—C

1+b

A Figura 5.2 representa graficamente cada uma das fungdes de pertinéncia descritas

acima, onde a letra (a) representa a funcdo triangular, a letra (b) representa a fungéo

trapezoidal, a letra (c) representa a funcdo gaussiana e a letra (d) representa a fungdo sino

generalizada.

{(a) Tnangular

Grau de Pertinéncia

(c) Gaussiana

Grau de Pertinéncia

Grau de Pertinéncia

Grau de Pertinéncia

(b) Trapezoidal

(d) Sino Gemeralizada

Figura 5.2 — Representacdo gréfica dos tipos de funcdes fuzzy.

Apos a construgdo dos conjuntos fuzzy, podemos definir as operages basicas destes

conjuntos. Assim como na teoria classica de conjuntos, os conjuntos fuzzy obedecem a certas

propriedades e podem ser operados de diversas maneiras. Estas operagOes sdo de extrema

importancia para a construcdo de sistemas que utilizam a logica fuzzy, pois os célculos

propostos séo baseados nessas operagoes.
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A definicdo matematica para a fungdo de pertinéncia uz de um conjunto fuzzyF é uma
fungéo:
Up: X = [0,1] (5.2)
ondeur(x) € [0,1]ex € X.
Fé um conjunto fuzzy determinado por:
F = {(x, up(2))|x € X} (5.3)
Assim como na teoria classica de conjuntos, onde algumas operacfes sao definidas, os
conjuntos fuzzy também possuem operaces que os fundamentam, a saber: complemento,
unido e intersecdo. Estas trés operacOes sdo equivalentes as operacOes negagdo, oue e,
respectivamente, na légica booleana.
Considere dois conjuntos A e B em um universo de discurso X, de (5.3) podemos
defini-los como:
A ={(,1a(0))1x € X}, p4(x) € [0,1] (5.4)
B = {(x, 15 () 1x € X}, 15 (x) € [0,1] (5.5)

As operacdes basicas e propriedades dos conjuntos fuzzy definidas por (Zadeh, 1965),

estdo definidas abaixo:

1. A operacdo de complemento dentro da teoria classica de conjuntos € utilizada para
representar os elementos deste conjunto que ndo pertencem a um subconjunto
qualquer contido nele, equivalente a opera¢do de negacdo na ldgica boolena, pois
pode ser interpretado como todos os elementos do conjunto que ndo estdo contidos
num subconjunto A qualquer deste conjunto. Estendendo este conceito para conjuntos
fuzzy, os elementos estdo contidos dentro do intervalo [0,1]. Considerando a Figura
5.1, temos que o complemento do subconjunto Baixa é o subconjunto Alta. Podemos
escrever o complemento de conjuntos fuzzy como:

NOT A =—-A={(x,ps(x))|x €Xep_s(x) =1— pu(x)} (5.6)

2. A operacdo de unido na teoria classica de conjuntos é a associacdo entre dois
subconjuntos, ou seja, representa todos os elementos que estdo contidos no
subconjunto A qualquer e no subconjunto B qualquer, que é equivalente a operacdo ou
da légica booleana, pois pode ser interpretado como o conjunto de elementos que
estdo contidos ou no subconjunto A ou no subconjunto B. Estendendo este conceito
para conjuntos fuzzy, esta operacdo é realizada dentro do intervalo [0,1]. A Figura 5.2

representa graficamente a unido entre os subconjuntos A e B pela regido em cinza no
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grafico. A operagdo de unido dos subconjuntos fuzzy A e B é definida
matematicamente como:
AORB = AU B = {(x, max(ts (x); ts ()))|x € X} (5.7)

pa(x) Ug(x)

a

Figura 5.3 — Representacédo grafica da operagdo de unido em conjuntos fuzzy.

A operacéo de intersecdo é definida na teoria classica de conjuntos como um conjunto
de elementos comuns entre os subconjuntos A e B. Esta operacao equivale a operacado
e na logica booleana, pois pode ser interpretada como os elementos que pertencem ao
subconjunto A e que também pertencem ao subconjunto B. Estendendo este conceito
para a logica fuzzy, esta operagdo ocorre dentro do intervalo [0,1]. A Figura 5.4
representa graficamente a intersecdo entre dois subconjuntos fuzzy através da regido
em cinza. A operacdo de interse¢cdo entre subconjuntos fuzzy € definido
matematicamente como:

AAND B = AnB = {(x, min(u,(x); ug(x)))|x € X} (5.8)

pa(x) g (x)

0

Figura 5.4 — Representacéo gréafica da operagao de intersecdo em conjuntos fuzzy.
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4. A operagdo de igualdade é definida matematicamente como:

A=B o (us(x) = ug(x)),vx € X (5.9)
5. A operacdo de inclusédo é definida matematicamente como:
ACB o (uu(x) <pug(x)),vx e X (5.10)

6. A operacdo de diferenca entre os dois conjuntos é o que sobre da intersecdo desses

conjuntos e é definida matematicamente da seguinte maneira:

A= B = {(x, (tan-s(x)))|x € X} (5.12)
7. A operagdo de idempoténcia e definida matematicamente como segue:
AUA=AeAnA=A (5.12)

8. Nas operacOes de identidade, sejam o conjunto fuzzy vazio @ e o universo de discurso

X e seus respectivos graus de pertinéncia 0 e 1, temos:

AnNy=A AUP=A ANP=0 AUu=u (5.13)

9. A operacdo de absorcao ¢ definida matematicamente como:
AU(ANB)=A An(AUB)=A (5.14)

10. A comutatividade é a operacdo matematica definida como:
ANB=BNA AUB=BUA (5.15)

11. Seja € um terceiro conjunto fuzzy definido como (5.3), a associatividade dos
conjuntos fuzzypodem ser definidos matematicamente como:
AnB)NnC=An(BnC) (AUB)UC=AU(BUCO) (5.16)
12. A distributividade dos conjuntos fuzzy é definida como:
AN(BUC)=((ANB)UANDO)
AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
13. O complemento duplo é definido matematicamente como:
—-(=4) =4 (5.18)

14. Alem das operacdes acima descritas, a lei transitiva é outra operacdo que pode ser

(5.17)

aplicada aos conjuntos, é definida como:

SeA™PB eB™( — AT™M( (5.19)
15. E finalmente, Zadeh estendeu a Lei de Morgan para conjuntos fuzzy conforme abaixo:
—|(AUB) =-AN-B —.(AﬂB) =-AU-B (520)

Alem dessas operagdes e propriedades acima descritas, pode-se definir um niimero de
outras formas de combinagdes de conjuntos fuzzy e relagdes entre eles, como uma adigdo as

operagdes de unido e intersecao.
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O produto algébrico é uma dessas outras formas e € denotado por AB, definidos em
termos das fungdes de pertinéncia de A e B pela seguinte relagéo:
Hap = Hallp (5.21)
onde AB € AN B.
A soma algébrica de A e B, outra operagdo algébrica em conjuntos fuzzy, é denotada
por A + B e definida por:
Pa+p =Ha +Hp <1 (5.22)
Como podemos ver em (5.22), a soma algébrica de dois conjuntos fuzzy s6 é
significativa quando a condicdo g, (x) + pg(x) < 1 é satisfeita para todo x.
A diferenca absoluta entre dois conjuntos fuzzy é denotada por |A — B| e é definida
por:
Wa-p| = s — 1zl (5.23)
Combinacdo convexa de trés conjuntos fuzzy arbitrarios A, B e C, € denotada por
(4, B; C) e é definida por:

(A,B,C) =CA+ —~CB (5.24)
ou, reescrevendo (5.24) em termos das funcdes de pertinéncia, temos:
tasic) () = pepa(x) +[1 = pc()]pp(x), x€X (5.25)
Uma propriedade basica da combinacéo convexa em (5.24) e (5.25) é definida por:
ANB c(AB;C)cAUB paratodoC (5.26)

Esta propriedade € uma conseqliéncia imediata das desigualdades abaixo:
min [, (%), g ()] < Aps () + (1 — Dpp(x) < max[p,(x), pp(x)] x €X (5.27)
que sdo validos para todo A em [0,1]. Pode-se observar que se encontrarmos um conjunto
fuzzyD que satisfacga AN B € D € A U B, entéo este conjunto é D = (4, B; C).

A relacdo é definida com um conjunto de pares ordenados em conjuntos ordinarios.
Estendendo este conceito para o contexto de conjuntos fuzzy, uma relacdo fuzzy no universo
de discurso X é um conjunto fuzzy no espaco do produto X x X . Para exemplificar,
consideremos uma relacdo denotada por x > y, x,y € R, entdo, esta relagdo pode ser
considerada como um conjunto A em R?, com funcdo de pertinéncia, u,(x,y), tendo os
seguintes valores representativos: u,(10,5) = 0, dentre outros. Desta forma, podemos ter n-
ésimas relagdes fuzzy, com funcbes de pertinéncia do tipo gy (x4, x5, ..., X,), Onde x; € X €
i=12,..,n

Para os conjuntos fuzzy induzidos por mapeamento, seja T um mapeamento de X para

um espaco Y e, sendo B um conjunto fuzzy em Y com funcdo de pertinéncia ug(y), o
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mapeamento inverso T-! que induz a um conjunto fuzzy A em X, entdo a funcdo de
pertinéncia deste conjunto é definida como:

ta(x) = pp(¥) (5.28)
para todo x em X que seja mapeado por T em y.

Apos as definigdes das operacdes e propriedades dos conjuntos fuzzy, o segundo passo
para a construcdo de um sistema baseado em ldgica fuzzy é a construcéo das regras fuzzy. As
regras fuzzy sdo utilizadas para operar, de forma correta, os conjuntos fuzzy, com o objetivo de
obter outros conjuntos como uma consequiéncia dos anteriores. Este processo de criacdo das
regras fuzzy parte de um raciocinio coerente com 0 que 0 projetista deseja manusear e obter.
Este raciocinio pode ser divido em duas partes: avaliar o antecedente da regra e aplicar o
resultado consequente.

A forma de se expressar 0 conhecimento sobre 0s conjuntos fuzzy e o que se pretende
obter é por meio de regras do tipo condi¢do-acdo. Essas condi¢bes formam um conjunto que
descrevem as parcela das possiveis saidas do processo e gque estdo associadas a uma agéo que,
no caso de um controle de temperatura por exemplo, ira controlar a temperatura de um
ambiente a niveis desejados. Este conhecimento, representado na logica fuzzy por meio de
variaveis linglisticas associadas as entradas e/ou saidas do sistema.

As regras fuzzy sdo do tipo se-entdo-sendo, que sdo frequentemente utilizadas em
controladores fuzzy. Por exemplo:

se x é alto,entdo x é pesado

Nos casos em existem diversos variaveis a serem analisadas, outro operador pode ser
incluido nas regras, ou seja, nos casos em que existam varios conseqlientes. No caso em que 0
operador utilizado como o elemento de ligacdo entre 0s conseqlientes seja e ou AND, o
método de combinacgdo escolhido deve garantir um resultado que ndo ultrapasse o valor de
menor pertinéncia. No caso em que o operador utilizado como elemento de ligacdo entre os
consequentes seja ou ou OR, 0 método de combinacao escolhido deve garantir um resultado
gue ndo seja menor que 0 maior grau de pertinéncia.

Um importante passo para a constru¢do de sistemas baseados em ldgica fuzzy é a
escolha do modelo de inferéncia. A inferéncia fuzzy é um processo que avalia as entradas, a
partir das regras previamente definidas e das entradas de informagdes, para obter conclusdes
ja definidas nos conjuntos fuzzy. Esta escolha envolve o tipo de problema a ser resolvido, para
que se obtenha um melhor processamento das informagdes. O processo de inferéncia fuzzy
inclui todas as partes que foram descritas anteriormente: conjuntos fuzzy, funcbes de

pertinéncia, operacdes logicas e as regras fuzzy.
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Existem vérios métodos de inferéncia, mas dois deles sdo os mais utilizados em
sistemas de controle, 0 método tipo Mamdani e o método tipo Sugeno. Estes sistemas de
inferéncia tém sido aplicados com sucesso em areas como: controle automatico, classificagéo
de dados, andlises decisdo, sistemas experientes e visdo computacional.

Devido a sua natureza multidisciplinar, os sistemas de inferéncia fuzzy sdo conhecidos
por outros nomes, tal como sistemas de base de regras fuzzy, sistemas experientes fuzzy,
modelagem fuzzy, memoria associativa fuzzy, controlador por logica fuzzy e simplesmente
sistemas fuzzy.

O método de inferéncia fuzzy Mamdani é o mais comumente usado na metodologia
fuzzy e esta entre os primeiros sistemas de controle projetados utilizando a teoria de conjuntos
fuzzy. Foi proposto pelo professor Ebrahim Mamdani da Universidade de Londres em 1975
como uma tentativa de controlar uma maquina a vapor e uma caldeira utilizando a sintese de
um conjunto de regras de controle linglistico obtido a partir de operadores humanos
experientes. Seu método de inferéncia surgiu a partir de outro trabalho de Zadeh, que em 1973
publicou outro artigo onde desenvolveu um algoritmo fuzzy para sistemas complexos e
processos de tomada de decisdo.

O processo de raciocinio na construgcdo desse sistema é dividido em quatro partes:
fuzificacdo, avaliacdo das regras fuzzy, agregacdo das regras fuzzy e, defuzificacdo. As
funcbes de pertinéncia neste método, assim como na entrada, sdo conjuntos fuzzy. Depois do
processo de agregacdo de regras fuzzy, existe um conjunto fuzzy para cada variavel de saida e

que precisa passar pelo processo de defuzificacao.

Inferéncia

! Fuzificacio

Variaveis

v Base de Dados | Varidveis |
Linguisticas

Linguisticas

{ Defuzificacio |

Variaveis

A Varidveis
Numéricas

Numeéricas

Entrada Saida

Figura 5.5 — Arquitetura de um sistema fuzzy.



52

Na Figura 5.5 temos a arquitetura de um sistema fuzzy. Como podemos observar, 0
fluxo de informacéo parte da esquerda para a direita e o sistema possui a entrada de variaveis
numéricas e a saida, também de variaveis numericas. Em sistema fuzzy as regras tém natureza
paralela, o que é uma vantagem com relacdo a sistemas que alternam entre 0s modos baseados
em pontos de interrupcdo, fazendo com que a légica flua sem problemas de regides onde o
comportamento do sistema é dominado por uma regra ou por outra regra.

A arquitetura de um sistema fuzzy pode ser dividida em cinco partes: definicdo das
variaveis de entrada, fuzificacdo das variaveis de entrada, selecdo dos conjuntos de
pertinéncia das varidveis saida do sistema, aplicacdo do processo de inferéncia utilizando a
base de regras, e defuzificacdo. As etapas para o projeto de um sistema fuzzy como e exemplo
da Figura 5.5, ser@o descritos abaixo.

A entrada da arquitetura sdo numeros medidos ou tomados, que devem estar contidos
dentro de um intervalo pré-definido, essencial para a proxima etapa da arquitetura. Alguns
exemplos de entradas de sistemas fuzzy sdo: a altura de uma pessoa, a tensdo de entrada de um
motor, uma nota de qualificacdo de servico, etc.

O modulo de fuzificacdo é a etapa na qual as variaveis lingiisticas sdo definidas e com
elas, suas funcdes de pertinéncia cujas mais usuais podem ser visualizadas na Figura 5.2. E
nesta etapa que a analise do problema é realizada. Este modulo executa duas funcgdes:

e Executa uma transformacdo escalar, mapeando os valores fisicos das variaveis de
estado (entrada) correntes do processo e a variavel de saida do controlador para um
universo de discurso normalizado, quando o dominio usado ndo é normalizado, a
normalizacdo da entrada e saida ndo sdo necessarios;

e Executa o processo de fuzificacdo propriamente dito, que converte um ponto
apropriado (crisp), que é o valor corrente de uma variavel de estado em um conjunto
fuzzy.

O mobdulo de base de dados e a base de regras fazem parte da base de conhecimento de
um sistema de controle por ldgica fuzzy. E este mddulo que fornece a informacao necesséria
para 0 bom funcionamento do médulo de fuzificacdo, o modulo de base de regras e 0 mddulo
de defuzificacdo. Estas informacdes sao:

e Conjuntos fuzzy, representados pelas funcbes de pertinéncia, e definem o significado
lingliistico das variaveis de estado do processo e também as varidveis de saidas de

controlador;
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e Os dominios fisicos e suas normalizacdes complementares juntos com os fatores de
normalizagdo/desnormalizacao.

O modulo de base de regras, que também faz parte da base de dados, é formado por
regra antecedente e regra conseqliente para cada regra. Nesta etapa, as proposicdes séo
definidas e depois examinadas paralelamente, ndo havendo necessidade de serem escritas em
uma sequéncia. O projeto da base de regras incluem os seguintes passos:

e Selecdo dos estados e variaveis de saida do controlador;

e Selecdo do conteudo de regras antecedentes e de regra consequente;

e Selecdo dos conjuntos de termos para os estados do sistema e para as variaveis de
saida do controlador;

e Derivacdo do conjunto de regras.

As proposicdes ou regras podem ser condicionais ou ndo condicionais e séo do tipo:

if WisZthenXisY Proposicao Condicional
XisY Proposicao Ndao — Condicional

O modulo de inferéncia executa o calculo de todos os valores da variavel de saida do
controlador baseado na contribuicdo de cada regra da base de regras. Nesta etapa, 0 método da
implicacdo é utilizado para obter as regides geradas por cada regra fuzzy. Existem dois
operadores para 0 método de implicagdo: AND, com min (minimo) ou com prod (produto) e;
OR, com max (mé&ximo) ou probor (OR probabilistico). Apos a aplicacdo do método de
implicacdo, uma regido resultante de todas as regides de cada regra é obtida pelo método da
agregacao. Este método calcula a importancia de uma determinada regra para a situacéo
corrente. O método de agregacdo é acumulativo, tornando verdadeira a afirmacdo feita
anteriormente de que a ordem em que as regras sdo executadas, ou projetadas, € irrelevante.
Existem trés métodos de agregacdo comumente utilizados: max ou maximo, probor ou
probabilidade OR e sum ou soma de cada conjunto de saida.

O modulo de defuzificacdo transforma as variaveis linglisticas da saida da inferéncia em
variaveis numéricas, ou variaveis fisicas. E esta saida que sera utilizada para um controle ou
uma tomada de decisdo. Este mddulo executa as seguintes funcdes:

e Executa a defuzificacdo propriamente dita, convertendo o conjunto de valores de saida

modificados para um valor apropriado;

e Executa a desnormalizacdo, que mapeia os valores de saida obtidos pela inferéncia

para um dominio fisico, novamente, esta etapa s6 é necessaria se 0 dominio utilizado

for normalizado.
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Os métodos de defuzificacdo da regido final obtida do mddulo de inferéncia mais
conhecidos sdo: o célculo do centrdide, bissetriz, média de maximo (media do valor méximo
da regido de saida), maior do maximo e menor do maximo.

Atualmente, diversas pesquisas envolvendo logica fuzzy sdo desenvolvidas por
pesquisadores de todo o mundo. Dentre os paises que mais utilizam a légica fuzzy podemos
citar em especial o Japdo, por ser um dos paises mais avancados em robética e inteligéncia
artificial, que utiliza em seu dia a dia industrial e comercializa produtos com esta tecnologia.

Apesar de algumas dificuldades de modelagem do sistema de inferéncia fuzzy citado
inicialmente, atualmente a logica fuzzy tem sido muito utilizada em combinacdo com diversos
outros tipos de sistemas inteligentes, de controle e de otimizacdo. Alguns exemplos destes
sistemas sdo: redes neurais, algoritmos geneticos, ou ainda como uma otimizagdo de sistemas

de controle por modo deslizante.

5.3. METODOLOGIA DE CONTROLE POR LOGICA FUZZY

Apesar da facilidade de entender e projetar controladores baseados na logica fuzzya
utilizacdo deste método de controle, em sua forma convencional, em sistemas multi-variaveis
tem um grande problema conhecido como “explosdo de regras”. Visto que o nimero de regras
depende da quantidade de variaveis de entrada e do nimero de fungbes de pertinéncia de
entrada e de saida, o numero de regras necessarias para um sistema € obtido da seguinte
relacéo:

N =x" (5.29)
ondeNy é o0 numero de regras, x € a quantidade de conjuntos fuzzy e n € o nimero de entradas
do sistema fuzzy.

Para sistemas de péndulos invertidos articulados sobre um carro, onde o numero
minimo de variaveis de estado em espaco de estado é quatro, considerando um ndmero
minimo de cinco conjuntos fuzzy, a quantidade de regras atingiria um niimero de 625 regras.
Para o duplo pendulo invertido sobre um carro que possui seis variaveis de estado em espaco
de estados, utilizando a mesma quantidade de conjuntos fuzzy, teriamos a quantidade de
15625 regras fuzzy. Além da dificuldade de implementacdo, uma quantidade tal elevada de
regras fuzzy aumentaria muito o custo computacional e tornaria inviavel uma aplicacdo real do

sistema de controle.
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Para resolver o problema de “explosdo de regras”, diversos autores como (Fuyan et al,
1996; Hong et al, 2007 e Qing-Rui et al, 2008) optaram por reduzir o niamero de entradas do
controlado fuzzy utilizando uma composicéo das variaveis de estado de sistemas de péndulos
invertidos. E mais recentemente, (Sun e Sun, 2009) resolveu este mesmo problema com
varios blocos de sistemas de controle fuzzy cascateados com duas entradas cada um.

Por simplicidade, um controlador fuzzy sera projetado para o duplo péndulo invertido
sobre um carro pela composi¢do das variaveis de estado em duas novas variaveis que servem
de par@metros de entrada.

A primeira etapa do projeto deste controlador fuzzy é a definicdo das variaveis de
estado que irdo compor cada variavel de entrada do sistema de controle. O importante nesta
escolha € poder definir conjuntos fuzzy que permitam englobar todas as variaveis de estado
que compdem uma determinada variavel de entrada. Assim sendo, o significado fisico é a
informacao mais coerente para a definicdo das variaveis de entrada do sistema.

Para o duplo péndulo invertido sobre um carro, observamos que as variaveis de
estados podem ser dividas em dois parametros fisicos: velocidade e posi¢do. A primeira nova
variavel de entrada sera uma composicéo das posic¢des do sistema, conforme definido abaixo:

X1 = a;X + a0, + a0, (5.30)

Seguindo o mesmo raciocinio da primeira, a segunda nova variavel de entrada do
sistema de controle sera definida conforme abaixo:

X, = AuX + asf, + agh, (5.31)
ondea; € uma constante de ganho comi =1, ...,6.

Definidas as variaveis de entrada do controlador, o proximo passo é a definicdo dos
ganhos de cada variavel de estado. Uma forma simples de determinar o valor desses ganhos é
através da matriz de realimentacdo de estado definida em (4.3) e calculada pelo método do
regulador linear quadratico, definido na secdo 4.3, a fim de se obter um melhor resultado.

Substituindo a matriz de realimentacdo de estados étima (4.14) nas equacdes (5.30) e
(5.31) temos:

x; = 200x — 1238.66, + 669.4596, (5.32)
x, = 156.3017% — 31.02516, — 47.53576, (5.33)

Definindo o carro como variavel principal a ser controlada, as equaces (5.32) e (5.33)
séo transformadas para (5.34) e (5.35) respectivamente:

x; = x — 6.1936, + 3.34730, (5.34)
x, = x — 0.19856, — 0.30416, (5.35)
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A Ultima etapa do projeto deste controlador é a definicdo das funcGes de pertinéncia
com seus universos de discurso para x;, x, € u, € a composicdo das regras fuzzy. Para este
sistema, definiremos sete funcdes de pertinéncia, que dara um total de 49 regras de controle
para o duplo péndulo invertido sobre um carro. As sete fungdes de pertinéncia séo triangulares
e tem os seguintes significados linguisticos: muito negativo (NB), médio negativo (NM),
pequeno negativo (NS), zero (ZO), pequeno positivo (PS), médio positivo (PM) e muito

positivo (PB). Na Tabela 5.2 temos a composicao das regras de forma resumida.

Tabela 5.2 — Conjunto de Regras fuzzy.

X2

1 NB | NM NS Z0 PS PM PB

NB NB NB NB NB NM NS Z0

NM NB NB NM | NM NS Z0 Z0

NS NB | NM | NM NS Z0 Z0 PS

Z0 | NM NS NS Z0 PS PS PM

PS NS Z0 Z0 PS PM PM PB

PM Z0 Z0 PS PM PM PB PB

PB Z0 (ON) PM PB PB PB PB

Abaixo estd o modelo no simulink para o sistema duplo péndulo invertido sobre um

carro sob a acdo do controlar fuzzy, Figura 5.6.
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Figura 5.6 — Modelo no Simulink do controlador fuzzy.

Os resultados de simulagdes para o sistema da Figura 5.6 sd&o mostrados nas figuras
seguintes. Uma caracteristica peculiar deste controlador é o elevado custo computacional que
tem como conseqiiéncia o lento processamento do mesmo.

A Figura 5.7 apresenta a acdo do controlador por logica fuzzy, que apresenta picos
elevados no inicio de sua atuacdo e pequenos picos até por volta de 16s, tempo em que o

sistema como um todo é estahilizado.

Acéao de controle (u)

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Time (s)

Figura 5.7 — Acéo de controle fuzzy do sistema.
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A Figura 5.8 apresenta o deslocamento do carro sob a a¢do do controlador por logica
fuzzy. A trajetoria desta varidvel de estado é estabilizada em torno de 16s, mas apresenta

variacGes muito pequenas, da ordem de 1073,

x 10°

0.5

€
x
-0.5
U
-1.5
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Time (s)

Figura 5.8 — Deslocamento do carro sob ac¢éo do controlador fuzzy.

A Figura 5.9 apresenta 0 movimento angular do péndulo inferior sob a acdo do
controlador por légica fuzzy. Esta variavel é estabilizada em 9s, com variacdes também muito

pequenas.
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Figura 5.9 — Deslocamento do péndulo inferior sob acéo do controlador fuzzy.

A Figura 5.10 apresenta o deslocamento angular do péndulo superior sob a acdo do
controlador por légica fuzzy. Esta variavel de estado estabiliza em 9s, com pequenas
variacodes.

x 10°

Angulo superior (rad)
-

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Time (s)

Figura 5.10 — Deslocamento do péndulo superior sob acdo do controlador fuzzy.
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CAPITULO 6

CONTROLADOR POR MODO DESLIZANTE

6.1. INTRODUCAO

Historicamente a analise e o método de projeto para controladores por modo
deslizante, comeca com algumas publicacdes por volta do ano de 1930, estas possuem idéias
semelhantes a este tipo de controlador (Utkin et al, 1999). Estas publicacbes apresentam a
idéia de controle por vibracdo de Kulebakin, que utiliza realimentacdo descontinua e um
chaveamento de alta freqliéncia, caracteristicas do controle por modo deslizante. Todos estes
trabalhos foram desenvolvidos na antiga Unido Soviética.

Em 1955, Tsypkin também da Russia, publicou um trabalho sobre sistemas de controle
utilizando a teoria de rele, que apresenta um funcionamento similar ao controle realizado por
controladores por modo deslizante.

Mas foi em 1970 que Emelyanov e outros autores, da Russia, publicaram um trabalho
pioneiro sobre sistemas de controle utilizando a teoria de estrutura variavel, que € a base para
o0 desenvolvimento de controle por modo deslizante. Mas foi a partir da publicacdo do livro de
Itkin em 1976 e da pesquisa de Utkin em 1977, publicados em inglés, que os sistemas de
controle baseados em estrutura variavel ultrapassaram as fronteiras da Russia, tornando-se um
assunto de interesse por pesquisadores de todo 0 mundo (Edwards e Spurgeon, 1998).

Sistemas de estrutura varidvel € um conjunto de subsistemas continuos em conjunto
com uma ldégica de comutacdo adequada (Utkin, 1977). Em seu trabalho, Utkin define os
modos deslizantes, suas propriedades e vantagens.

Umas das principais caracteristicas do sistema de controle por modos deslizantes é a
natureza descontinua da acdo de controle, que tem como termo adicional uma funcdo de
chaveamento, que leva a sistemas com diversas estruturas distintas a um movimento, que foi
nomeado de modo deslizante em (Emelyanov, 1970 e; Itkins, 1976).

O controle por modos deslizantes atua no sistema a ser controlado levando as variaveis
de estado a uma linha ou superficie de deslizamento que, uma vez alcangada, torna o
desempenho do sistema insensivel as incertezas do sistema e a distlrbios externos e essa é a

principal vantagem deste sistema de controle. A eficiéncia e robustez deste sistema de
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controle foram suficientes para torna-lo alvo de interesse de pesquisadores, com diversas
publicacBes recentes da aplicacdo deste método de controle em sistemas ndo lineares de
ordem elevada com incertezas (dindmicas ndo modeladas e incertezas paramétricas).

Contudo, o controlador por modo deslizante apresenta como principal desvantagem o
surgimento do fenémeno de chattering, conseqliéncia da funcdo de chaveamento do sistema.
Outro problema peculiar a aplicacdo deste método de controle a sistemas sub-atuados, como o
duplo péndulo invertido sobre um carro, é a dificuldade em projetar as superficies deslizantes,
pois 0s parametros das mesmas nao podem ser obtidos diretamente pela condi¢cdo de Hurwitz
(Dianwei et al, 2006).

A teoria de controle por modos deslizantes pode ser encontrada no projeto de
reguladores robustos, sistemas adaptativos, sistemas de rastreamento, observadores de estado,
sistemas de deteccdo de falhas, dentre outros (Mahjoub et al, 2009). Devido a esta sua
versatilidade, este controlador é utilizado em problemas diversos como controle automatico
de vbo, controle de motores elétricos, processos quimicos, sistemas de estabilidade de

helicdpteros, sistemas espaciais, manipuladores roboticos e outras aplicacdes.

6.2. FUNDAMENTOS DO CONTROLADOR POR MODO DESLIZANTE

A diferenca entre controladores baseados em sistemas de estrutura variavel e 0s
demais € a mudanca na estrutura de controle, ou seja, mudar sempre que necessario para outra
funcdo continua de estados dentro de um conjunto de funcGes de estado projetadas. O
problema do projeto de estrutura variavel é a selecdo dos pardmetros de cada estrutura e
definir a l6gica de comutacao.

A complexidade desta mudanca estrutural € justificavel pela vantagem de extracdo das
propriedades Uteis de cada estrutura para compor o deslizamento desejado. Além desta
vantagem, um sistema com estrutura variavel pode apresentar novas propriedades que podem
até ndo ser encontrada nas estruturas que o compd@e, quando analisadas separadamente. Um
exemplo bem simples disso sdo sistemas assintoticamente estaveis composto por estruturas
em que nenhuma seja assintoticamente estavel.

Para ilustrar esta vantagem de sistemas com estrutura variavel, vamos considerar o
seguinte sistema de segunda ordem:

X=u (6.1)

Utilizando a lei de controle de realimentacéo de estados (4.3), temos:
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u=—kx (6.2)
ondek é um escalar estritamente positivo.

Vamos analisar o resultado do movimento em malha-fechado através do plano de
fases, que é o grafico da velocidade pela posi¢do. Substituido (6.2) em (6.1) e multiplicando
ambos os lados por x, obtemos:

X% = —kxx (6.3)

Integrando ambos os lados de (6.3), obtemos a relacdo entre a velocidade e a posi¢éo
que precisamos para gerar o plano de fases:

x2+kx?=c (6.4)
ondec € a constante de integracéo e, neste caso, é estritamente positivo.

A constante k pode assumir duas estruturas definidas por k =k, e k = k,, onde
0<k,<1<k,.

O plano de fase das duas estruturas do sistema (6.1) e apresentado na Figura 6.1, (a) e
(b), abaixo:

(a) (b)

X X

.

Figura 6.1 — Plano de Fases de Duas Estruturas do Sistema de Estrutura Variavel.

O plano de fases das duas estruturas do sistema de estrutura variavel representado na
equacdo (6.1) possuem a forma de elipse, exceto para k = 1 onde assume a forma de um
circulo de raio v/c. As duas estruturas vistas separadamente nio garantem a estabilidade
assintotica do sistema da equacdo (6.1). Mas se analisarmos as propriedades dos dois planos

de fase acima, podemos concluir que:
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O primeiro e o terceiro quadrantes do plano de fase da estrutura (a) faz em um
percurso menor para atingir a origem do eixo vertical;
e O segundo e o quarto quadrantes do plano se fase da estrutura (a) faz em um percurso
maior para atingir a origem do eixo horizontal,
e O primeiro e o terceiro quadrantes do plano de fase da estrutura (b) faz em um
percurso maior para atingir a origem do eixo vertical, e;
e O segundo e o quarto quadrantes do plano de fase da estrutura (b) faz em um percurso
menor para atingir a origem do eixo horizontal.
De posse dessas informacdes, podemos projetar uma légica de chaveamento alternando
entre essas duas estruturas de modo que a estabilidade assintética do sistema (6.1) seja
atingida. A seguinte lei de controle foi selecionada com base nessas informagoes:

_{kl sexx =0
u= k, sexx <0

(6.5)

A Figura 6.1 abaixo mostra o plano de fases do sistema da equagdo (6.1) apds a
implantacdo da logica de chaveamento (6.5). Analisando a légica de chaveamento, no
primeiro e no terceiro quadrante a estrutura selecionada é a estrutura visualizada na Figura 6.1
(a) e no segundo e terceiro quadrante, a estrutura selecionada € a visualizada na Figura 6.1 (b).
Devido a condicdo k? > k%, a logica de chaveamento selecionada leva o sistema a
estabilidade assintotica, combinando as duas estruturas apresentadas. Observando a Figura
6.2, que mostra o plano de fases do sistema com controle de estrutura variavel, vemos que sua

forma lembra uma espiral e leva o sistema a uma estabilidade assintética.

Figura 6.2 — Plano de Fases do Sistema de Estrutura Variavel.
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Analisando este exemplo de uma maneira mais formal, vamos considerar a seguinte

fungdo:
V(x,x) = x? + x? (6.6)

do teorema de Pitagoras, esta fungdo representa o quadrado da distancia do ponto (x, x) para a
origem no plano de fases ou ainda, da funcéo candidata de Lyapunov, representa a energia do
sistema.

Derivando (6.6) no tempo, temos:
V = 2%x + 2ix (6.7)
e substituindo (6.1) em (6.7), temos:

2xx(1—a;) sexx >0

V=2x(x+u)= {sz‘C(l —a,) sexx <0

(6.8)

Por (6.7), notamos que a distancia da origem € sempre negativa. Esta observagédo é
semelhante a anterior feita de forma intuitiva. Novamente, comprovamos que a simples
introducdo da légica de chaveamento entre as duas estruturas de controle, independente de
serem ou nao estaveis, produz uma estabilidade assintotica no sistema de malha-fechado
obtido.

Baseado na teoria de estruturas de controle variada acima exemplificada, o controlador
por modo deslizante sera desenvolvido abaixo.

O controlador por modos deslizantes utiliza a mesma mudanca estrutural, dentro de
estruturas pre-definidas, na lei de controle. A diferenca a introducéo da superficie ou linha de
chaveamento. E esta superficie de chaveamento que vai determinar que estrutura sera
utilizada em um dado ponto (x, x) no plano de fases.

Para esclarecer o conceito de modo deslizante, consideremos o seguinte 0 mesmo
sistema do exemplo anterior em (6.1). a lei de controle selecionada agora € dada por:

u—{_l ses(x,x) >0
"1 ses(x,x)<0

(6.9)
ondes é a funcdo de chaveamento definida por:

s(x,x) =mx+x (6.10)
ondem é um escalar positivo projetado. Neste caso, é a funcdo de chaveamento (6.10) que
definird que estrutura de controle sera usada no ponto (x, x) no plano de fases.

Nos controladores por modos deslizantes, a lei de controle (6.9) é habitualmente
definida como:

u = —sign(s) (6.11)
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Em (6.11) sign é a funcdo sinal definida conforma abaixo (Ji-Chang e Ya-Hui, 1998),
e visualizada na Figura 6.3.

-1 sex<0
sign(x) =10 sex=0 (6.12)
1 sex>0

1C

L™ 4

Yy

D -1

Figura 6.3 — Funcéo Sinal.

A funcdo sinal tem uma propriedade que serd muito Util na andlise estabilidade do
controlador por modo deslizante, tal propriedade é definida como:

s sign(x) = |s| (6.13)

De posse da funcdo de chaveamento em (6.10), a Figura 6.4 mostra graficamente o

plano de fases para o sistema com valores maiores para x no plano de fases. A linha

pontilhada representa o conjunto de pontos para qual s(x,x) = 0, neste caso a linha passa

pela origem do gradiente - m.

Figura 6.4 — Plano de Fases do Sistema com Linha de Chaveamento.
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Os valores de x satisfazem a inequacéo m|x| < 1, logo:

ss=s(mx+ %) = s(ma‘c — sign(s)) <|s|(m]x]—1) <0 (6.14)
ou, equivalentemente:
Sllrg;rs' <0 e Sl_i}rtl)n_S >0 (6.15)

Isto nos leva a concluir que, quando m|x| < 1 a trajetdria do sistema em cada lado da
linha pontilhada é dada como:

Le={(x%x) : s(x,x)=0} (6.16)
e sempre apontam para a linha.

A frequiéncia com que ocorre a mudanca de estrutura de controle é alta e sempre que a
trajetoria do sistema cruzar a linha £, ocorrera este chaveamento. Esta freqiiéncia de
chaveamento, que é refletida no movimento do sistema, € conhecida como chattering. Em
uma situacédo ideal, se a freqliéncia de chaveamento é infinita, entdo a trajetoria do sistema,
apos atingir a linha £, permaneceria sobre esta linha. Se 0 movimento permanece na linha L,
entdo a condicdo s(x, x) = 0 é satisfeita e, é definida como:

X =—-mx (6.17)

> X

Trgjetoria do Sistema

Suparficie Deslizante

Figura 6.5 — Plano de Fase de um movimento deslizante.

A Figura 6.5 apresenta as trajetérias deslizando ao longo da linha £, em direcdo a
origem. Este comportamento dindmico é descrito como modo deslizante ideal ou movimento
deslizante ideal e a linha £, é denominado como a superficie de deslizamento. A acdo de
controle no sistema de malha-fechado tem o objetivo de garantir que as condi¢cdes dadas em
(6.15) sejam satisfeitas, o que é suficiente para garantir que s(x, x) = 0 seja satisfeito.

A condigdo imposta por (6.15) é mais frequentemente encontrada como em (6.17), e é

conhecida como a condigéo de alcangabilidade.
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s$<0 (6.18)
Analisando o sistema de controle com estrutura variavel com modos deslizantes a
partir deste exemplo dado podemos afirmar que:

a lei de controle do sistema apenas garante que a condi¢ao de alcancabilidade seja
satisfeita;
e a fungdo de chaveamento com 0s seus parametros, neste exemplo m, determina a

performance da resposta;

e e durante o movimento de deslizamento, o0 sistema comporta-se como um sistema de
ordem reduzida, aparentemente independente do controlador.

Os exemplos acima comprovam as caracteristicas que tornam o controlador por modos
deslizantes atrativos. Nas secOes anteriores, o sistema utilizado como base para o0s
controladores era linear e as incertezas paramétricas foram desprezadas também por questoes
de linearidade. Em modos deslizantes, pode-se trabalhar tanto com o modelo linear quanto o
ndo linear do duplo péndulo invertido sobre um carro e, no segundo modelo, as incertezas
parameétricas compativeis podem ser incluidas nas equac6es dindmicas do sistema sem perda

de robustez e eficiéncia do controlador.

6.2.1. Descricdo Formal de Controle por Modos Deslizantes

O projeto do controlador por modos deslizantes pode ser divido em duas etapas que €
a definicdo das superficies de deslizamento e o projeto da lei de controle. O sistema de malha-
fechado obtido sob a acdo de controle pode ser dividido em duas fases: a fase de
alcancabilidade, em que o controlador atua no sentido de forcar as trajetdrias do sistema para
a superficie de deslizamento, é nesta fase que o controlador é afetado pelos disturbios
externos, portanto o controlador deve ser projetado de forma que esta fase seja a menor
possivel e; a fase de deslizamento, em que as trajetérias do sistema ja se encontram na
superficie de deslizamento, nesta fase a funcdo de chaveamento atua sobre o sistema de forma
a manté-lo na condicdo de deslizamento e é nesta fase que o sistema de controle torna-se
insensivel as variagdes paramétricas e distlrbios externos.

Em sistemas mecénicos, a utilizacdo de sistemas de controle estrutura variavel ndo
induzem ao movimento deslizante ideal. A explicacdo para tal é obvia, sistemas mecanicos
reais apresentam problemas como atrasos e histerese, que conduzem a ocorréncia do
fendmeno de chattering, que é o cruzamento em alta freqiiéncia da superficie de deslizamento

e ocorre na segunda fase da acdo de controle. O aparecimento deste fendmeno é altamente
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indesejavel por exigir muito dos atuadores do sistema levando-os a desgastes desnecessarios e
muitas vezes a rompimentos dos mesmos.

Usualmente, tal situacdo é contornada pela modificacdo da acdo de controle
descontinua, forcando a permanéncia das trajetorias do sistema ndo mais para exatamente
sobre a superficie de deslizamento, mas para uma pequena camada limitada sobre a superficie
de deslizamento, sendo que esta pequena camada é determinada de forma arbitraria.

Considerando inicialmente um sistema linear invariante no tempo com m entradas,
dado por:

x(t) = Ax(t) + Bu(t) + f(t,x,u) (6.19)
ondeA e R BeR™™ com1<m<nef:RXR"XR"™~ R" é desconhecido mas
limitado por algumas fungdes conhecidas do estado.

Sendo s: R™ » R™ uma funcgéo linear definida como:

s(x) = Sx (6.20)
ondes é a funcdo de chaveamento e S € R™*™ possui rank completo e S € um hiperplano
definido por:

S={xeR* : s(x)=0} (6.21)
Definicéo 6.1. Existe um tempo finito t,, tal que a solucé@o para (6.19) representada por x(t)
satisfaca:

s()=0 Vt=>t
entdo, um movimento deslizante ideal é rastreado para todo t > t;.
Se reescrevermos a equacao de (6.19) em sistemas de malha-fechada o resultado sera:
x(t) = F(t,x) (6.22)

onde a funcdo F: R X R™ ~ IR™ é descontinua com relacdo ao vetor de estados.

Para a teoria classica de controle, a solu¢do da equacdo diferencial (6.22) é obtida
utilizando a condicdo de Lipschitz, que garante a existéncia de uma Unica solugédo, onde existe
um escalar L tal que:

|F (¢, x1) — F(t, x)l < Lllxq — x| (6.23)

Porém, qualquer funcdo que satisfaca a condicdo de Lipschitz é necessariamente
continua, impossibilitando sua utilizacdo na teoria de estrutura varidvel. Logo, uma
abordagem alternativa deve ser adotada. Mas se analisarmos pelo lado de sistemas fisicos
reais, 0 movimento de deslizamento ideal ndo é alcangdvel devido a imperfeigbes como:
atrasos, histereses, dindmicas ndo modeladas. Estas imperfei¢des causam um movimento na

vizinhanca da superficie de chaveamento, como visualizado na Figura 6.6.
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Figura 6.6 — Fendmeno de chattering.

O método usual para obter a solucdo para sistemas de controle com estrutura variavel
foi proposto por Filippov em 1994 (Edwards e Spurgeon, 1998). Neste método sao
apresentadas solucdes para descrever o0 movimento do sistema durante o deslizamento, onde a
solucdo das equacGes com funcdo descontinua é obtida da aproximacdo do ponto de
descontinuidade de pontos diferentes. Esta solucdo € interpretada geometricamente como a
dindmica “média” do sistema (Slotine e Li, 1991).

Para ilustrar o método de Filippov, vamos considerar x, como um ponto de
descontinuidade na superficie de deslizamento S, F_(t, x,) e F.(t, xo) sdo os limites inferior e
superior, respectivamente, de F(t,x). Como x, é aproximado pelo lado oposto ao plano

tangente de S em x,, entdo a solucdo é dada por:

x(t) =(1—a)F_(t,x) + aF.(t,x) (6.24)
onde o escalar 0 < a < 1 é dado tal que o vetor
E,=0—-a)F_+aF, (6.25)

seja tangente a superficie S, conforme ilustrado na Figura 6.7.

Figura 6.7 — Método de Filippov.
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Este conceito € melhor abordado pelo método de controle equivalente proposto por
(Utkin, 1977). De maneira geral, o controle equivalente é o controle necessario para manter o
movimento de deslizamento ideal na superficie de deslizamento S.

Supondo que no sistema descrito pela equacdo (6.19) a fungdo f desconhecida seja
zero, entdo temos:

x(t) = Ax(t) + Bu(t) (6.26)

Da equacdo (6.20) e (6.21) temos que Sx(t) = 0, derivando esta equagdo no tempo
temos s(t) = Sx(t) = 0 para todo t > t,, relembrando que t, é o tempo necessario para que
as trajetérias do sistema atinjam o movimento de deslizamento. Substituindo em (6.26),
temos:

Sx(t) = SAx(t) + SBu(t) Vt=>t, (6.27)

Supondo que a matriz S é tal que SB seja ndo singular, B tenha rank completo e S
seja um parametro de projeto, temos a seguinte definig&o.

Definicdo 6.2.0 controle equivalente u,, de sisttmas como os da equagdo (6.26), a Unica
solucdo para a equacao algébrica (6.27) é definida como:
Ueq(t) = —(SB)™'SAx(t) (6.28)

A substituicdo da lei de controle equivalente (6.28) no sistema da equacao (6.26) torna
0 movimento deste sistema livre, ou seja, independente da acdo de controle, equacao (6.29).
Isto comprova a afirmacao feita anteriormente de que, sob a acdo de controlador por modo

deslizante, o sistema de comporta aparentemente livre do controlador durante 0 movimento

deslizante.
x(t) = (I — B(SB)™1$)Ax(t) Vt=>t,eSx(t) =0 (6.29)
onde(I — B(SB)~1S) é o operador projecéo definido como
P, = (I — B(SB)™1S) (6.30)
E deve satisfazer duas equacdes, a seguir
SP.=0 e PB=0 (6.31)

6.2.2. Propriedades de Modos Deslizantes

Entre as afirmagOes feitas anteriormente, uma delas diz que o sistema comporta-se
como um sistema de ordem reduzida durante o movimento de deslizamento. A partir das

deducdes feitas sobre o controle equivalente, podemos comprovar a afirmagéo acima.
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Proposicdo 6.1.0 movimento de deslizamento encontrado na equacéo (6.29) é de ordem
reduzida e os auto-vetores associados aos auto-valores diferentes de zero do sistema de
matriz (6.31), pertencem ao espaco nulo da matriz S.
Aoq = (I —B(SB)™'S)A (6.32)

Prova. Desde que S € R™*" tenha rank completo, 0 m-ésimo estado do sistema (6.19) pode
ser escrito como uma combinagéo linear dos outros n — m estados. Isto faz com que o sistema
dependa apenas das i-ésimas dindmicas de estados, onde i=1,..,n—m,
ocorrendo a reducdo de ordem do sistema.

Se a matriz A,, em (6.31) possuir um nimero de auto-valores maior que n —m e,
supondo que 0s auto-vetores correspondentes sejam todos distintos, entdo a matriz V €
R™*(™=m) cujos elementos sd0 0s auto-vetores, deve satisfazer a duas proposicdes seguintes.

Proposicédo 6.2. A matriz de auto-vetoresV satisfaz:

SV=0 e rank[V B]l=n (6.33)
Prova. Da Proposi¢do 6.1, podemos provar o0 a Proposi¢éo 6.2, considerando a solucao
Vo, +Bp, =0 (6.34)

onde¢g, e ¢, sdo vetores com dimensdes apropriadas. Multiplicando ambos os lados da
equacdo por S e considerando SV = 0 proposto em (6.33), temos que SBy, = 0, logo,
¢, = 0 supondo que SB seja ndo-singular. Substituindo ¢, na equacdo (6.34), temos que
¢, =0, logo, podemos afirmar que [V B] sdo linearmente independentes, ou seja, a
rank [V B] =n.

Observando a lei de realimentagdo de estados u(t) = Kx(t), podemos reescrever a lei
de controle equivalente da seguinte forma:

Ueq () = Kx(1) (6.35)
ondeK = —(SB)~1SA, esta forma é freqlientemente encontrada, visto que o controle por
modo deslizante também trabalha com o sistema a malha fechada.

Considerando o sistema (6.19) e substituindo a funcéo de incertezas desconhecidas por
DE(t, x), temos:
x(t) = Ax(t) + Bu(t) + Dé(t,x) (6.36)
Onde D € R™! é uma matriz conhecida e a fungdo &:R.R™ —» R! é desconhecida e
representa as incertezas ou distUrbios externos do sistema.
Supondo que a lei de controle aplicada ao sistema (6.36) induz ao movimento
deslizante na superficie S mesmo com a presenca de incertezas e distarbios, entdo o controle

equivalente necessario para manter o movimento seria dado por:
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Uy (t) = —(SB)™1(SAx(t) + SDé(t,x)) Vit >t (6.37)

Analisando a lei de controle (6.37) notamos que agora ela depende também das
incertezas e distdrbios externos o que na pratica ndo pode ser realizado.

Uma propriedade chave de sistemas de controle por modos deslizante é a invariancia
do sistema sob a influéncia de incertezas compativeis durante a fase de movimento deslizante.
Teorema 6.1.0 movimento de deslizamento ideal é totalmente insensivel as incertezas
representadas pela fungédo é(t, x) na equacéo (6.36) se R(D) < R(B), ou seja, se 0 intervalo
de espaco da matriz D esté contido no intervalo de espago da matriz B.

Prova. Substituindo a lei de controle equivalente (6.37) no sistema (6.36), 0 movimento
deslizante deve satisfazer

x(t) = P Ax(t) + P,Dé(x, t) Vit =>tgeSx(ty =0) (6.38)
ondeP; é definido por (6.30). Se a condi¢do imposta no Teorema 6.1 é verdadeira, ent&o existe
uma matriz de transformacio R € R™*! que satisfaca a equacdo D = BR. Substituindo esta
relacdo em (6.38) e levando em consideracédo (6.31) temos que P,D = P,(BR) = (P,B)R = 0.
Isto nos leva a conclusdo que o movimento do sistema € de ordem reduzida, conforme (6.39)

x(t) = BAx(t) Vit =>tseSx(ty =0) (6.39)

portanto, invariante as incertezas e distarbios externos do sistema (6.36).

Outra importante definicdo necessaria nesta Prova € referente as incertezas
compativeis.

Definicédo 6.3. Qualquer incerteza descrita como em (6.36) onde a condi¢do do Teorema 6.1
¢ satisfeita é descrita como incerteza compativel. Qualquer incerteza fora disso €
denominada como incerteza incompativel.

Esta propriedade de invariancia dos sistemas de controle com estrutura variavel o
torna um controlador robusto e bastante utilizado em sistemas com incertezas e disturbios

externos.

6.2.3. Existéncia do Modo Deslizante

Podemos ver em (6.28) que o controle equivalente depende da superficie de
chaveamento para que o movimento de deslizamento acontega. Para que a mudanga de
estruturas ocorra, apds as trajetérias do sistema atingirem a superficie de deslizamento, é
necessario que esta superficie de deslizamento seja localmente atrativa, isto €, que ela possua

um pequeno limite superior e inferior que garanta que as trajetdrias do sistema tornem a
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superficie de deslizamento, conforme Figura 6.8. Matematicamente, isto pode ser expresso
como:
lims <0 lims>0 (6.40)

s-07 550~

em um dominio Q < R™. Onde a superficie de deslizamento deve ser:
D=SNnQ={x€e:s(x) =0}

Fase de
Deslizamento &

Superficie de

deslizamento

Fase de
Alcangabilidade
\ Limite Superior

Camada
Limite

A 4

Limite Inferior

Figura 6.8 — Plano de Fase de um movimento deslizante com camada limite.

A expressdo encontrada em (6.40) é representada mais usualmente pela seguinte
critério:
$s <0 (6.41)
Ambas as expressdes dadas por (6.40) e (6.41) sdo denominadas como condicdes de
alcancabilidade, que é a condicdo necessaria para gque as trajetorias do sistema atinjam a
superficie de deslizamento. Em geral, a condicdo de alcancabilidade é satisfeita globalmente,
ou seja, 2 = R™. Reescrevendo a equacao (6.41) temos,

1d
14 o o 6.42
2de” ~ 7 (642

e pode ser substituida pela funcdo de Lyapunov para os estado s como:
1
V(S) = 552 (643)

Apenas as condicdes de alcangabilidade em (6.40) e (6.41) ndo garante que a
superficie de deslizamento seja alcancada em um tempo finito. Logo, a seguinte condicdo

deve ser satisfeita para que t seja finito. Esta condi¢do € uma condicdo forte, que garante um
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movimento de deslizamento ideal, e € conhecida como n-condi¢do de alcancabilidade dada

por:
ss < —nls| (6.44)
onden é uma constante positiva pequena. Substituindo (6.44) em (6.42) temos:
%%52 < —7ls| (6.45)
Integrando a equacéo (6.45) de 0 a t,, temos:
Is(ts)] = s(O)] < —nt; (6.46)

De (6.46) e considerando a Definicdo 6.1, obtemos o tempo necessario para as
trajetorias do sistema atingirem a superficie de deslizamento, como:

s(0)]
1

t, < (6.47)

6.2.4. Projeto de Lei de Controle por Modos Deslizantes

A estrutura de controle para sistemas com apenas uma entrada e incertezas, é descrito
a seguir.
x(t) = (A—Az()x(t) + Bu(t) (6.48)
ondeA,(t) é uma matriz de incertezas variante no tempo. Em tal sistema é aplicado uma

transformacéo de coordenas para obter a forma candnica controlavel do sistema, que é:

0 1 o - 0 0
: 0 1 : :
A=| : : oo 0 B=|: (6.49)
0 o - 0 1 0
_al _aZ coe cee _an 1

A facilidade de se usar a forma (6.49) € que a equacdo caracteristica de A (6.50) é

formado pela sua ultima linha e, através dele determinamos se A é estavel ou nao.

AM+a, A"+ tal+a, =0 (6.50)
A matriz do sistema de ordem reduzida que rege o movimento de deslizamento é:
Ay = Ay — ApM (6.51)
Onde:
o1 0 - O 0
A=t 01 1 Ay, = 0 (6.52)
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eM é uma matriz linha cujos elementos séo a Ultima linha de (6.51), logo, de (6.49), sabemos

que os coeficientes de M sdo os coeficientes da equacdo caracteristica de (6.51), A1 +

My A"2 4+ -+ myA+m,; =0. A funcdo de chaveamento adequada para tal sistema que

garanta a estabilidade é uma funcao linear definida por:
n-—1
s(x) = Z m;x; + x,
i=1

e satisfaz a equacdo (6.21)se S = [M 1].
Reescrevendo (6.48) na forma regular, temos:

x;(t) = x;41(t) parai=1,..,n—1

n

£0(0) = = ) (@ + 8O (0) + u(t)
i=1
Onde A;(t) é uma incerteza compativel, isto €,
ki <A;(t) <kif parai=1,..,n
ondek; e k;t sdo escalares conhecidos.
A estrutura do controle comum € dada por:

u(t) = w(t) + uu(t)

(6.53)

(6.54)

(6.55)

(6.56)

(6.57)

ondeu,; (t) é a lei de realimentacdo de estados, aqui conhecida como controle equivalente, e

u, (t) € alei de controle de chaveamento.

Derivando (6.53), temos:

n-1 n
5O = ) M (© = ) (@ + 800 +u(®)
i=1 i=1

=~ (O + ) Oy = a)u(®) = Y (B0 +u(®
i=2 i=1

Se a lei de controle equivalente linear for selecionada como:

w(®) = 65,0 = ) (niy = ax()

substituindo (6.59) em (6.57) e substituindo (6.57) em (6.58), obtemos:

50 = = ) (AO)%(®) + ()

Se a lei de controle de chaveamento for selecionada como:

(6.58)

(6.59)

(6.60)



un(8) = ) kixi(©) — 1sign(s)

onde
ki sesx; >0
ki = {k* sesx; > 0
i i
en € um escalar pequeno e positivo.
Substituindo (6.62) em (6.60), temos:

$0) = ) (ki = 8(0)x:(0) — nsign(s)
i=1

multiplicando ambos os lados de (6.63) temos:

n

$50 = ) 550 (ki = 8(0) ~ 7l

i=1

De acordo com a n-condicéo de alcancabilidade em (6.44) podemos estabelecer que:

n

ss(t) = Z sxi(®) (k; — 8;(®)) — nls| < —nls]

i=1
simplificando (6.65), temos:

n

ss(t) = Z sxi(t)(ki — Ai(t)) <0 parai=1,..,n

i=1

(6.61)

(6.62)

(6.63)

(6.64)

(6.65)

(6.66)

76

A equacdo (6.66) estabelece a n-condicdo de alcancabilidade e garante que o

movimento de deslizamento ocorra em um tempo finito.

6.3. METODOLOGIA DE CONTROLE POR MODO DESLIZANTE

6.3.1. Controle por Modos Deslizantes Linear

Como mencionado no inicio do capitulo, o maior problema do controle por modos

deslizantes € o projeto dos pardmetros da superficie de chaveamento do controlador. Em

termos de sistemas lineares, este problema pode ser interpretado como um problema de

projeto da matriz de realimentacdo de estados estaticos para um subsistema em particular

(Edwards e Spurgeon, 1998). Uma forma de tratar este problema é utilizando o método

robusto de alocacdo de autovalores. Neste projeto, o controle por modos deslizantes deve

satisfazer trés condicGes a trés condicles: existéncia, estabilidade e controlabilidade.
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Considerando o modelo linear do sistema duplo péndulo invertido sobre um carro
linearizado definido nas equaces (4.1) e (4.2), onde (4, B) é comprovadamente controlavel
por (4.4). As superficies de deslizamento para este projeto sdo definidas como:

six)=clx i=1,..,m (6.67)

O primeiro passo para este projeto é a aplicagdo de uma transformacdo linear do

sistema representado na forma regular, visando a reducdo de ordem do sistema. Este sistema,

apos a transformacao linear, é expresso pela seguinte forma regula:

7, (t) = A1z, (1) + Aq22,(t) (6.68)
2y(t) = A2, (8) + A32,(t) + Byu(t) (6.69)

e a funcédo de chaveamento escrita como:
s(t) = Cyz,(t) + Cyz,(t) (6.70)

O sistema definido nas equacdes (6.68) e (6.69) sdo obtido por uma transformacao de
coordenadas através de uma matriz de transformacdo linear, tal que:
z(t) = Tx(t) (6.71)
As matrizes sub-blocos nas equacdes (6.68) e (6.69) sdo obtidas a partir de (4.1) e
(4.2) como:

=[xl =[] o7
Reescrevendo (6.70), temos:
z, = C;l's —C;1Cz4 (6.73)
Substituindo (6.73) em (6.68) e (6.69) obtemos:
71 = (A — A1,C51C) 2 + A5G s (6.74)
Zy = (A — A C51C) 2y + Ay Cls + Byu (6.75)
Diferenciando (6.70) em funcao do tempo, obtemos:
$ = Cy2 + Cy2, (6.76)

e substituindo (6.74) e (6.75) em (6.76), temos:
$ = C1[(A11 — Ar2C3 1 C) 7y + A G 1s] + Co[(Azg — A G710z (6.77)
+ A5,C5 s + Byu]
Quando a trajetéria do sistema atinge a superficie de deslizamento, S =0e S =0,
obtemos o controle equivalente como:
Ueqg = —(C2B3) ' [(C1A11 + CrAz1) — (C1Aq; + C2A5,)C5 ' Ci] 2, (6.78)
A matriz de realimentacdo de estados é calculada para as duas sub-matrizesA4,; e 4,5

como (A;; — A;2K), temos:
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| AL (A1 — A12K) | =0 (6.79)
Analisando (6.74) e (6.79), obtemos que C; 1C; = K, ou, reescrevendo, C; = C,K. As
raizes da equacdo caracteristica de (6.74) sdo os p6los desejados, ou seja, Sdo 0s parametros
da superficie de deslizamento do controlador. Neste caso, C, € uma matriz ndo-singular
determinada pelo projetista.
Utilizando a lei de alcance exponencial S = —kS — esgn(S) e considerando o sistema
inicial em S = Cx, temos:
$=Cx = CAx + CBu =— kS — & sgn(5)
e obtemos a lei de controle final do sistema expressada abaixo:
u = —(CB) 1 (CAx + kS + £ sgn(5)) (6.80)
ondek essdo constantes.
Para o sistema duplo péndulo invertido sobre um carro, selecionamos a matriz de

transformacéo linear como expressada abaixo:

T = 15 _Bl(Bz)_l (6.80)
0 1
O sistema depois da transformacéo linear €:
0 0 0 1 0 0.2322 ( 0
0 0 0 0 1 -—2.988 0
. _|0 0 0 0 0 1 0
X=10 —sg0240 782240 0 0 o |XT| o |¥ (6.81)
0 880.2395 -—880.2395 0 O 0 { 0
0 442.4743 —343.95 0 0 0 3.3512-
0 0 0 1 0 (0.2322‘
0 0 0 0 1 —2.988
0 —88.0240 78.2240 0 0 L 0
0 880.2395 —880.2395 0 O 0

Especificando os pélos como P = [—13; —2 + 2i; —2 — 2i; —6 + 6i; —6 — 6i], obtemos a
seguinte matriz de realimentacdo de estados para o0 sistema de ordem reduzida,
K =[0.868 —7.7708 5.5791 0.6455 —0.2837] . Selecionando C, conforme o0s polos
encontramos, temos o0s  parametros das  superficies de  deslizamento  como:
C =[0.868 —7.7708 5.5791 0.6455 —0.2837—0.65]. Os parametros da equacédo (6.80)
foram especificados como k = 0.5 e € = 0.01.

A Figura 6.9 mostra 0 modelo no simulink para o controlador por modo deslizante baseado na

alocacdo de polos.
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0-L0

Lei de controle

] w | X' = Ax+Bu
| y=cx+bu

State-Space

tetal

I

teta2

(CBY™-1

Figura 6.9 — Modelo no Simulink do Controlador por Modo Deslizante Linear.

A Figura 6.10 mostra o grafico da acdo de controle para o controlador por modo
deslizante linear baseado na teoria de realimentacdo de estados e aplicada ao sistema
linearizado do duplo péndulo invertido sobre um carro. O sinal mostra um ruido que inicia em
torno de 4.5s e continua até o final da simulagdo. Tal ruido se inicia quando a trajetoria do
subsistema carro aproxima-se do seu objetivo e aumenta a medida que os dois outros
subsistemas também se aproximam da sua trajetdria desejada.

0.3

A

Acéo de controle (u)

iy
JU

-0.4
0

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Time (s)

Figura 6.10 — Acdo de controle do Controlador por Modo Deslizante Linear.
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A Figura 6.11 apresenta o deslocamento do carro sob a acdo de controle mostrada
acima, do controlador por modo deslizante linear. Como podemos observar, a trajetéria do
carro atinge seu objetivo no tempo de 14s. Quando o deslocamento do carro sai da posi¢do

desejada, rapidamente o controlador o leva novamente a zero.

0.2

0.1

X (m)

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Time (s)

Figura 6.11 — Deslocamento do carro sob a¢do do Controlador por Modo Deslizante Linear.

A Figura 6.12 apresenta o deslocamento angular do péndulo inferior sob a acdo de
controle do controlador por modo deslizante linear. Podemos observar que a posicdo angular
do péndulo inferior estabiliza no tempo de 18s e que a variacdo angular ndo ultrapassa

0.015rad, que € uma variacdo muito pequena.
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-0.005

-0.01
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Figura 6.12 — Deslocamento do péndulo inferior sob a¢do do Controlador por Modo Deslizante Linear.

A Figura 6.13 mostra o posicionamento angular do péndulo superior sob a acdo de
controle do controlador por modo deslizante linear. O comportamento dindmico desta variavel
de estado é semelhante a posi¢do angular do péndulo inferior. Aparentemente, os graficos da
posicao angular do péndulo inferior e superior apresentam muita varia¢do, mas estas variacoes

s80 muito pequenas, menores que 1°.

0.015

0.01 /\
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Figura 6.13 — Deslocamento do péndulo superior sob a¢do do Controlador por Modo Deslizante Linear.
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6.3.2. Controle por Modo Deslizante Hierarquico

A maioria dos controladores desenvolvidos para sistemas de péndulos invertidos
analisados baseiam-se no modelo linearizado do sistema em uma pequena vizinhanga em
torno da posicdo vertical. Ao considerarmos as severas ndo linearidades e as incertezas do
sistema duplo péndulo invertido sobre um carro, os métodos de controle projetados a partir do
modelo linear apresentam um comportamento insatisfatério. A solucdo encontrada em
diversos artigos € o projeto de controladores robustos insensiveis as variagdes paramétricas e
as ndo linearidades do sistema e, a estimativa destas incertezas através de inteligéncia
artificial. Os controladores que utilizam inteligéncia artificial s&o complexos e com custo
computacional elevado.

Como visto na secdo anterior, o controle por modo deslizante € um controlador
robusto que utiliza superficies deslizantes com o objetivo de trazer a dinamica do sistema para
a superficie deslizante e manté-la ali. Para a sua aplicacdo em sistemas ndo lineares, a analise
de estabilidade faz-se necessaria e € baseada no teorema de estabilidade de Lyapunov, e,
ainda, no lema de Barbalat.

Para sistemas sub-atuados, como o duplo péndulo invertido sobre um carro, 0 projeto
das superficies de deslizamento ndo é apropriado, pois ndo se pode obter diretamente o0s
parametros das superficies de modo deslizante pelo método de Hurwtiz. Muitos pesquisadores
adotam o método de tentativa e erro para o desenvolvimento de tal controlador. Optamos
entdo, pelo método de controle por modos deslizante com estruturas hierarquicas para projetar
as superficies de deslizamento e algumas estruturas podem ser encontradas em (Dianwei et al,
2006 e 2007), em (Yinxing et al, 2007) e em (Mahjoub et al, 2009), onde o sistema nominal é
divido em varios subsistemas e definida uma superficie de modo deslizante para cada
subsistema.

Para este projeto de controle em questédo, o sistema duplo péndulo invertido sobre um

carro terd suas variaveis de estado reordenadas conforme mostrado abaixo:

Xi—1 = Xoi
. 6.83
{le' = fi + bju (6.83)

ondef; e b; sdo func¢Bes ndo lineares das variaveis de estado encontradas em (3.29).

A caracteristica estrutural do sistema sob esta forma nominal é a composicdo de
diversos subsistemas e para cada subsistema uma superficie de deslizamento é definida. O
proximo passo agora € definir a estrutura hierarquica das superficies de modo deslizante do

controlador, aqui selecionada conforme Figura 6.9.
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Figura 6.14 — Estrutura de Controle por Modo Deslizante Hierarquico.

]

As superficies de modo deslizante sdo identificadas na Figura 6.14 como s; com
i =1,..,3, onde cada uma dessas camadas corresponde a um subsistema do duplo péndulo
invertido sobre um carro. Este é o primeiro nivel de superficies de modo deslizante. O
segundo nivel de superficie de modo deslizante é identificado pela camada como S, tendo
como entrada a saida de todas as superficies de modo deslizante do primeiro nivel. Apds
definida a estrutura hierarquica das superficies do controlador, um dos subsistemas, com sua
posicdo e velocidade, € escolhida para compor a primeira superficie de modo deslizante. De
forma semelhante, as demais superficies de modo deslizante do primeiro nivel s&éo compostas,
sempre com a posicédo e velocidade de um subsistema.

As superficies de modo deslizante do i -ésimo subsistema para as variaveis
(x2;_1, X5;) sdo definidas como:

S; = CiXpi_1 %y i=1..,mn (6.84)

ondec; sdo constantes positivas.

Para trés subsistemas, temos:

Sl = Clxl + x2
Sz = C2x3 + x4
S3 = C3x5 + x6

Diferenciando s; com respeito ao tempo t, temos:
§; = CiXgi_q + Xy = CiXy + fi + biu (6.85)
De (6.28), obtemos o controle equivalente dos i-ésimos subsistemas da estrutura de
controle hierarquica da Figura 6.14 conforme abaixo:
Ueqi = —(Cix2; + f;) /b (6.86)
Da mesma forma, temos os controles equivalentes de cada subsistema como:

Ueg1 = —(c1x2 + f1) /by
Ueg2 = —(c2x4 + f2) /b
Uegs = —(c3x6 + f3) /b3
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O segundo nivel da estrutura hierdrquica das superficies do controlador por modo

deslizante é uma composicao das trés superficies do primeiro nivel e é definida como:

n
S=) as; (6.87)
i=1
onde os parametros do controlador a; sdo constantes.
Da equagdo (6.87) obtemos o segundo nivel de superficies de deslizamento da
estrutura da Figura 6.14:
S =a.81 +a,s, +azs;
De (6.57), obtemos a lei de controle para a primeira camada desta estrutura de controle
por modo deslizante hierarquico conforme abaixo:

U= Ugge + Uy (6.88)
ondeu,,, € a lei de controle de chaveamento da estrutura hierarquica de superficies de modo
deslizante do controlador.

A lei de controle equivalente total € obtida de (6.87):
_ QybyUegr + Aybotlegs + A3bstlegs

= 6.89
Ueqt a,b; + ayb, + asb, (6.89)

De (6.43) obtemos a funcdo de Lyapunov para a primeira camada de superficies de
modo deslizante do controlador conforme abaixo:
V(t) =S52%/2 (6.90)
Diferenciando (6.90) em relacdo ao tempo t e considerando n -condigdo de
alcancabilidade dada em (6.44) selecionamos:
S = —kS —nsgn(S) (6.91)
ondek e n sdo constantes positivas.
Semelhantemente a (6.61), a lei de controle de chaveamento da estrutura hierarquica
de superficie de modo deslizante deduzida de (6.89) e (6.91) como:
Uy (t) = S/(arby + azb, + azhs) (6.92)
Apos as definicbes de todas as equacbes evolvidas na lei de controle por modo
deslizante hierarquico, composta pela a lei de controle equivalente final e a lei de

chaveamento final é:

_ A1b1Ueqr + Az boUeqr + A3b3Uyq3 — kS — 1sgn(S)

(6.93)
a,b; + a,b, + asb;

Com o objetivo de atenuar o fenbmeno de chattering comum neste controlador, a

fungdo em ugm, sgn, que é uma funcdo sinal responsavel pela comutacdo em torno do ponto de
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operacdo onde se deseja estabilizar o sistema, serd substituida pela funcdo saturation,

tornando esta mudanca no sinal de controle mais suave.

S = —kS — nsat(S) (6.94)
onde a funcdo saturation, como em Ji-Chang (1998), é:
_(sgn(s) sels|=>1

sat(s) —{ s sels| < 1 (6.95)

A 4

Figura 6.15 — Grafico da funcéo Saturation.

Substituindo (6.81) em (6.80), temos a lei de controle por modo deslizante hierarquico
com atenuacdo do fendbmeno de chattering:
_ alblueql + azbzueqz + a3b3ueq3 - kS - nsat(S)

(6.96)
a,b; + a,b, + asb;

Uq

Para as incertezas compativeis, Definicdo 6.3, a lei de controle por modo deslizante
hierarquica em (6.96) apresenta a propriedade de invariancia do Teorema 6.1. Mas as
incertezas em (3.29) sdo incompativeis, de acordo com Definicdo 6.3. Logo, para tais
incertezas, projetaremos de modo que a lei de controle total seja robusta. O compensador sera
concentrado e compensara as incertezas incompativeis na ultima camada. Sua vantagem é que
este método simplifica o projeto de controle. O compensador é projetado como:

a,d; + a,d, + asd;
u. =
¢ a.b; +a,b, + azhs

(6.97)

onded; sdo constantes que representam o valor maximo das incertezas incompativeis.
A lei de controle final é:

Up = Ug + U, (6.98)
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A estabilidade do controlador sera analisada a partir da teoria de estabilidade de
Lyapunov e o Lema de Barbalat.
Como terceira camada de superficie de modo deslizante depende das anteriores,
faremos a analise de estabilidade da mesma e, por seguinte, das demais.
Diferenciando (6.90) com relacéo ao tempo, temos:
V(t) =SS = —kS? —nalS| (6.99)
onde0 <a<1.

Integrando ambos os lados da equacdo (6.99) temos:

deT:f (—kS? —nalS|) dr

0 0

V() —-V() = f (kS? + na|S|) dr
0

t
V(0) =V(t) +f (kS? + na|S|) dr (6.100)
0
Da equacéo (6.100) podemos concluir que:
t
f (kS? +na|S]) dt < V(0) < o0 (6.101)
0

Istoé, S € L.

Pelo Lema de Barbalat, encontrado em (Slotine e Li, 1991), se kS? + na|S| quando
t — oo, que significa que lim,_,,, S = 0, entdo a superficie de modo deslizante da segunda
camada é assintoticamente estavel.

Derivando (6.87) temos:
S =a;$; + a$, + azs; (6.102)
e de (6.85) temos:

S3 = C3X5 + Xg (6.103)
ondexs e x, sdo velocidade e aceleracdo respectivamente, que sdo controladas pela forca de
controle e, portanto, pertencem a L.,. Logo,

S3 € L (6.104)
Assim como em (6.84), as demais superficies de modo deslizante da primeira camada
pertencem L, . Usando o Lema de Barbalat temos que lim;,,,.s; =0, i=12,3,
comprovando que todas as superficies de modo deslizante da primeira camada sdo

assintoticamente estaveis.
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Para atestar a eficiéncia do objetivo deste controlador, em atenuar o fendmeno de
chattering causado pelas incertezas do sistema, 0s proximos graficos mostram a resposta do
sistema com a funcdo sgn e com a fungdo sat.

A Figura 6.16 mostra a implementagdo do controlador por modo deslizante
hierarquico com atenuacdo de chattering pela substituicdo da funcdo descontinua sinal pela
fungdo continua saturacao.
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—

X
x1 »
x2 »
x3 >
x4 »
x5 »
x6 f—————————————— P
v bhp—p
L —— e —b@
ua -
b3 —— P controle
Uegql P »
vea2 P compensador
Ueqd P
s
DIPC E@—}
Saturation

Figura 6.16 — Modelo no Simulink do Controlador por Modo Deslizante Hierdrquico com atenuacéo de
chattering.

A Figura 6.16 apresenta a acdo de controle do controlador por modo deslizante
hierarquico com atenuacao do fendmeno de chattering.

Tabela 6.1 — Parametros do Controlador por Modo Deslizante Hierarquico.

HSMC — Modelo com compensador
;=223 | a,=02| d, =06
c, =15.85 | a; =0.28| d, =04
;=071 | k=18 |d; =—-0.26
a, = —0.01 | n; = 0.03
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Para 0 modelo onde as incertezas inerente ao sistema sdo desprezadas, os resultados
graficos mostram uma pequena diferenca entre a implementacdo com atenuagdo de chattering

e sem atenuacdo de chattering.

30 T T
com atenuacéo de chattering

sem atenuacdo de chattering |

Acéo de Controle (u)

25 | | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Time (s)

Figura 6.17 — Acéo de controle do controlador por modo deslizante hierarquico sem incertezas.

Como podemos observar na Figura 6.17, a acdo de controle com atenuacdo do
fendmeno de chattering atenua este fendmeno da acdo de controle apds as trajetorias do

sistema atingirem a superficie de deslizamento.

0.8 T T T
com atenuacgédo de chattering
sem atenuacéao de chattering |

Deslocamento do carro (m)

01 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Time (s)

Figura 6.18 — Deslocamento do carro sob ac¢ao do controlador por modo deslizante hierarquico sem
incertezas.
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Com atenuagdo do chattering, o deslocamento do carro visto na Figura 6.18 apresenta

uma melhor aproximacao da origem do sistema.

T T T
com atenuagéo de chattering
sem atenuacao de chattering

Angulo inferior (rad)

| | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Time (s)

Figura 6.19 — Deslocamento do péndulo inferior sob a¢do do controlador por modo deslizante hierarquico
sem incertezas.

A Figura 6.19 apresenta o deslocamento angular do péndulo inferior com e sem
atenuacdo de chattering, onde podemos observar uma reducao nos picos de deslocamento do

mesmo, ou seja, com reducdo de chattering, o deslocamento torna-se mais suave.

0.6

T T T
com atenuagao de chattering
sem atenuagao de chattering -

Angulo superior (rad)

04 | | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Time (s)

Figura 6.20 — Deslocamento do péndulo superior sob ac¢ao do controlador por modo deslizante hierarquico
sem incertezas.
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A Figura 6.20 apresenta o deslocamento angular do péndulo superior com e sem
atenuacdo de chattering, e, assim como na figura anterior, com redugdo de chattering o

deslocamento torna-se mais suave.

T T T
Com atenuacdo de chattering
Sem atenuacdo de chattering

Zoom da drea do retdngulo

Agdo de controle

20 | | | | | | | L |
0 1 2 3 4 b 6 7 L] 9 10

Time (s)

Figura 6.21 — A¢éo de controle do controlador por modo deslizante hierarquico com incertezas.

A Figura 6.21 mostra o deslocamento do carro sob a a¢do do controlador por modo
deslizante hierarquico com e sem atenuagdo do fendmeno de chattering para o modelo com
incertezas. Neste, observamos no zoom do retdngulo sobre a curva que o fendmeno de

chattering é completamente eliminado do sinal de controle.
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T T
Com atenuagédo de chattering
Sem atenuacéo de chattering

Deslocamento do carro (m)

Time (s)

Figura 6.22 — Deslocamento do carro sob a acdo do controlador por modo deslizante hierarquico com
incertezas.

A Figura 6.22 mostra o deslocamento do carro sob acdo do controlador por modo
deslizante hierarquico com compensador. Pela caracteristica da funcdo utilizada para a
atenuacdo do fendbmeno de chattering, a mudanca de superficie de chaveamento ocorre de
forma suave, tornando mais lento o alcance do ponto de equilibrio. Comparando com as
demais variaveis de posicdo, a mudanca inserida na lei de controle torna-se mais visivel por

receber diretamente a acdo de controle.
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Figura 6.23 — Deslocamento do péndulo inferior sob a a¢cdo do controlador por modo deslizante
hierarquico com incertezas.

A Figura 6.23 apresenta 0 movimento angular do péndulo inferior sob acdo do
controle por modo deslizante hierarquico com e sem atenuacdo do fen6meno de chattering,
apresentando um movimento mais suave na convergéncia para o ponto de equilibrio. A
diferenca entre o deslocamento com atenuacdo de chattering e sem € menor que no grafico

anterior, que deve-se ao fato do péndulo inferior ser um subsistema sub-atuado.

0.6

T T
Com atenuagéo de chattering
Sem atenuacé&o de chattering

Angulo superior (rad)

0.4 I I I I I I I I I
(o) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Time (s)

Figura 6.24 — Deslocamento do péndulo superior sob a a¢do do controlador por modo deslizante
hierarquico com incertezas.



93

A Figura 6.24 apresenta 0 movimento angular do péndulo superior sob a agdo do
controlador por modo deslizante hierarquico com e sem atenuacdo do fendmeno de
chattering, e como podemos observar, apresenta um movimento mais suave. E,
semelhantemente ao gréafico anterior, o deslocamento com atenuacdo de chattering tem uma
convergéncia mais lenta do que o deslocamento sem atenuacgdo de chattering, mas ndo possui
0 mesmo pico inicial do péndulo inferior devido as caracteristicas dindmicas do sistema como

0 acoplamento do péndulo superior, que dificulta a acdo de controle no péndulo inferior.

6.3.3. Andlise Comparativa dos Resultados

Os resultados de todos os controles aplicados ao sistema duplo péndulo invertido sobre

um carro estdo resumidos na Tabela 6.2.

Tabela 6.2 — Resultados de Desempenho dos Controladores.

Resultados
Método | TCC DC TCPI DPI TCPS DPS TE
LOR 4.35s 1.06m| 4.14s| 0.1235rad| 3.87s 0.6526rad | 10s
CF 18.92s| 0.000906m | 8.87s 0.01rad | 11.81s| 0.005542rad| 20s
LSMC |16.78s 0.2m|19.51s| 0.01126rad|19.53s| 0.01152rad| 20s
HSMC |7.799s 0.8701m | 6.533s| 0.5723rad | 7.308s 0.5236rad | 10s

Podemos observar a partir dos resultados que o controlador LQR por se tratar de um
método de otimizagdo baseado no modelo linear do sistema, apresenta os melhores resultados
em relacdo ao tempo de convergéncia, mas nao é capaz de controlar o sistema em seu modelo
completo ndo linear. O controle CF apresenta um desempenho inferior ao LQR em relacéo ao
tempo de execucdo do programa e tempo de convergéncia e apresenta 0S menores picos de
deslocamento dos subsistemas, mas a maior desvantagem deste controle é o elevado custo
computacional que dificulta uma aplicacdo de tempo real. O controle LSMC também
apresenta elevados tempos de convergéncia e tempo de execucdo. O controle HSMC, que é
baseado no modelo ndo linear completo do sistema apresentou um tempo de execucdo
idéntico ao LQR, com tempos de convergéncia pouco superior ao mesmo (LQR) e inferior aos
demais (CF e LSMC), ndo apresentou problemas de processamento e a atenuacdo do
chattering obtida permite que este controle seja aplicado neste sistema em tempo real sem
dificuldades.
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CAPITULO 7

CONCLUSAO

Nos estudos realizados neste trabalho pudemos comprovar que os sistemas de controle
baseados no modelo linear do duplo péndulo invertido sobre um carro possuem uma clara
limitacdo da faixa de deslocamento do péndulo. Como vimos nos resultados apresentados no
Capitulo 4, o regulador linear quadratico utiliza-se do erro de rastreamento para alcancar a
estabilidade do sistema na origem (zero). Por se tratar de uma otimizagdo da matriz de
realimentacdo de estados, sua convergéncia ocorre em poucos segundos, menos que 5
segundos. Ja os controladores que utilizam sistemas de controle inteligente como, como o
baseado em logica fuzzy apresentado no Capitulo 5, possuem um tempo de resposta elevado
para a convergéncia dos mesmos, maior que o tempo desenvolvido pelo regulador linear
quadratico. Além disso, o tempo de processamento das informacBes pelo controlador
dificulta sua aplicacdo em sistemas de tempo real, elevando o custo computacional de sua
aplicacdo. Por fim, outra desvantagem do controle baseado em légica fuzzy é a dificuldade de
projetar um controlador para sistemas com um numero elevado de variaveis de estado que,
mesmo com a reducdo do numero de entradas do controlador, dificulta a definicdo das
funcdes de pertinéncia com seus limites.

No Capitulo 6, o controle robusto por modo deslizante baseado no modelo linear do
duplo péndulo invertido sobre um carro tem seus parametros determinado também utilizando
a matriz de realimentacdo de estados com a alocacdo de polos. A vantagem deste método é a
facilidade de obtencdo destes parametros utilizando o critério de estabilidade de Hurwitz. A
desvantagem € o ajuste manual dos polos, que depende da experiéncia do projetista. Seu
tempo de estabilizacdo do sistema € elevado a primeira vista, mas considerando a grandeza de
1073, vemos que os deslocamentos angulares dos péndulos séo inferiores 1°.

Por se tratar de um sistema critico e com incertezas no modelo, é recomendavel que o
sistema de controle desenvolvido para estabilizar o duplo péndulo invertido sobre um carro
possua as seguintes caracteristicas: robustez para superar as incertezas do modelo; projeto
simples, uma vez que o sistema possui seis variaveis de estado; tempo de resposta que permita
sua aplicacdo em sistemas reais; baixo custo computacional, uma vez que o mesmo interfere

também no tempo de resposta do controlador. Como explanado no Capitulo 6, o controle por
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modo deslizante possui essas caracteristicas. Mas para a aplicacdo no modelo ndo linear do
sistema, os parametros do controlador ndo podem ser obtidos diretamente pelo critério de
estabilidade de Hurwitz. Uma forma de simplificar o processo de projeto do controlador € a
utilizando superficies deslizantes hierarquicas, como visto na se¢ao 6.3.2.

O projeto baseado no modelo ndo linear com todas as incertezas inerentes
impossibilita o movimento de deslizamento ideal do sistema, provocando o fendmeno de
chattering, muito prejudicial as partes fisicas do sistema como, por exemplo, os atuadores.
Visando a eliminagdo deste problema, os resultados apresentados na secdo 6.3.2 apresentam
duas situa¢Oes: modelo ndo linear sem incertezas e com incertezas. Os resultados apresentam
diferencas expressivas. Quando utilizamos o modelo sem incertezas, o chattering tem
proporcbes menos quando comparados ao modelo com incertezas. Em ambos 0s casos, a
fungdo proposta para a eliminacdo deste problema é eficiente. Mas somente o controle por
modo deslizante hierarquico ndo é suficiente para trazer o sistema para a origem quando
inserimos as incertezas no modelo do sistema. Este problema deve-se ao fato de que a lei de
controle equivalente, responsavel por trazer o sistema para a origem, € baseada nas equacoes
do sistema sem essas incertezas. Para solucionar este problema, um compensador foi
projetado para levar as trajetorias do sistema para a origem. Os resultados apresentados com a
incorporacdo deste compensador estabilizam o sistema na posicdo desejada, origem, com a
atenuacdo do fendbmeno de chattering permitindo uma aplicacdo real deste controlador
desenvolvido.

O estudo do sistema duplo péndulo invertido sobre um carro foi estudado com riqueza
de detalhes, as incertezas paramétricas do sistema, antes desprezadas, foram incorporadas ao
sistema. Os ajustes necessarios nos parametros do controlador foram realizados. O sistema de
controle por modo deslizante hierarquico com atenuacdo de chattering proposto nesta
dissertacdo apresentou comportamento semelhante aos sistemas de LQR e por logica fuzzy,
que sdo baseados no modelo linear do sistema. Tal comportamento comprova sua robustez
frente as ndo linearidades e incertezas do sistema. Sua Unica desvantagem € o ajuste dos seus
parametros, que dependem da experiéncia do projetista e € realizado pelo método de tentativa
e erro.

Como trabalhos futuros, a continuacéo deste trabalho no estudo de técnicas de ajuste
dos par@metros do controlador por modo deslizante para sistemas sub-atuados, com incertezas
no modelo e ndo linearidades, que impedem a definicio dos mesmos pelo critério de
estabilidade de Hurwitz, faz-se necessario. Alguns trabalhos neste sentido foram

desenvolvidos, mas 0s mesmos ajustam diretamente a superficie de chaveamento e ndo 0s
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seus parametros. Neste sentido, deverdo incluir uma investigagdo sobre a possibilidade de
utilizacdo de algoritmos genéticos para otimizar os parametros do controlador por modos

deslizante, uma vez que os mesmos sdo muito eficientes no alcance de minimos globais.
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