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Resumo

Recentemente, o0 modelo de Heisenberg quantico antiferromagnético de spin
2 com interacOes competitivas entre primeiros (J;) e segundos (J,) vizinhos
numa rede quadrada (o chamado modelo J;—J, Heisenberg) tem sido
exaustivamente estudado por diversos métodos, onde as propriedades criticas
sdo relativamente bem conhecidas em T = 0. Para pequenos (o < a.) €
grandes (o > ay.) valores do parametro de frustracdo o = J,/J; temos dois
estados ordenados: o estado de Néel (ou antiferromagnético-AF) e colinear
antiferromagnético (CAF), respectivamente, que sdo separados por um estado
desordenado (spin liquido-SL). O estado CAF ¢ caracterizado com os spins
orientados paralelamente ao longo da cadeia e antiparalelamente entre cadeias,
enquanto o estado SL acredita-se que seja representado por configuracdes de
estados singletos de dimeros ou plaquetas orientados aleatoriamente sobre
toda a rede quadrada. Muitos debates foram dedicados a que tipo de ordem da
transicao de fase nos pontos o= a,;. € o= 0., tendo como conclusiao sendo de
segunda e primeira ordem, respectivamente. Anos atras, de Oliveira [Phys.
Rev. B 43, 6181 (1991)] prop6s um método variacional onde usa como ponto
de partida o estado fundamental do produto de estados isolados de plaquetas
(singletos), obtendo assim a magnetizacdo de sub-rede A, m,, € a energia
interna média como uma funcdo de a. Os resultados qualitativos descritos
acima foram observados, com os valores para os pontos de transi¢oes de fases
iguais a oy = 0,41 e a,. = 0,68. Neste trabalho generalizaremos este método
variacional para incluir uma anisotropia espacial no exchange, que consiste
em interagdes de primeiros vizinhos diferentes J; - na horizontal (vertical) e
Ji” = A J; - na vertical (horizontal), com todas as interagdes de segundos
vizinhos ao longo das diagonais com a mesma intensidade J, (o chamado
modelo J;-J;’-J, Heisenberg). Discutiremos o diagrama de fase em T=0 no
plano A-a, o comportamento dos parametros de ordem e energia interna média
nas fases AF e CAF como uma fun¢do de a para varios valores da anisotropia
espacial A. Nosso objetivo ¢ analisar o efeito desta anisotropia sobre o estado
desordenado (SL), onde alguns métodos (ondas de spins ndo linear, expansao
em séries) tém previsto que este estado existe para todo valor de 0<A<I,
enquanto outros métodos (campo efetivo, ondas de spin linear, cluster
acoplado) tém previsto apenas este estado SL para altos valores de anisotropia
(A>A) e uma transicao de fase de primeira ordem entre as fases AF e CAF.



Abstract

Recently, the quantum spin 2 Heisenberg model with antiferromagnetic
competitive interactions between first (J;) and second (J,) neighbors on a
square lattice (called J;-J, Heisenberg model) has been extensively studied by
several methods, where the critical properties are relatively well known at T =
0. For small (a0 < a;) and large (o > o) values of the parameter of frustration
o = J,/J; we ordered two states: the state of Néel (or antiferromagnetic-AF)
and collinear antiferromagnetic (CAF), respectively, which are separated by a
disordered state (spin-liquid SL). The CAF state consists of spins oriented
parallel along the chain and antiparalelamente between chains, whereas the SL
state 1s believed to be represented by the settings singlet states of dimers or
platelets randomly oriented over the entire square lattice. Many debates were
devoted to that kind of phase transition order at points o0 = o and o = aly,,
concluding in a first-order one, respectively. Years ago, Oliveira [Phys. Rev.
B 43, 6181 (1991)] proposed a variational method which uses as its starting
point the ground state of the product states of isolated platelets (singlets), thus
obtaining the magnetization subnet A, m,, and average internal energy as a
function of a. Qualitative results described above were observed with values
for points of the same phase transitions o, =~ 0.41 and a,. = 0.68. In this work
we will generalize this variational method to include a spatial anisotropy for
the exchange, which consists of interactions of different first neighbors J; -
horizontal (vertical) and J,” = AJ, - vertical (horizontal), with all interactions
seconds to neighbors along the diagonals with the same intensity J, (called
model J,-J,’-J, Heisenberg). We discuss the phase diagram at T = 0 plane A-a.,
the behavior of order parameters and average internal energy AF and CAF
phases as a function of o for various values
of the spatial anisotropy A. Our goal is to analyze the effect of anisotropy on
the disordered state (SL), in which some methods (nonlinear waves spins,
expanding in series) have provided that this state exist each value of 0<A<I,
whereas other ones (field effective spin waves linear, coupled cluster) are
foreseen only the SL  state to  high anisotropy  values
(A>\)) and a first-order phase transition between the phases AF and CAF.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Consideracoes gerais

H& muito tempo que o estudo das propriedades magnéticas na matéria tem chamado a
atencdo da comunidade cientifica e em particular dos fisicos de matéria condensada. Este
interesse é justificado pela ampla aplicacao das propriedades magnéticas no desenvolvimento
tecnolégico. Diversos materiais na natureza exibem propriedades magnéticas, ou seja, sao
capazes de atrair ou influenciar outros materiais magnéticos. Entre os materiais que exibem
estas propriedades, pode-se destacar o MnSb, CrTe, CrOs, CrBrs, Ferro(Fe), Niquel(Ni),
Cobalto(Co) e algumas de suas ligas.

Os primeiros relatos acerca do conhecimento humano desses materiais sao comumente as-
sociados aos gregos, por volta de 800 a.c., embora, a primeira mencao escrita da existéncia de
fmas esteja atribuida a um chinés chamado Guanzhong, que morreu em 645 a.c.

Objetos feitos de materiais magnéticos foram recuperados em sftios arqueolégicos muito
mais antigos. J4 nos tltimos séculos a.c., os chineses conheciam o direcionamento dos fmas
em relagao aos polos geogréficos terrestres, e por esta razao atribui-se a invencao da bussola
(primeiro artefato tecnolégico baseado no magnetismo construido pelo homem) aos chineses,
por volta de 1000 d.c.

Embora o magnetismo seja um dos fendmenos fisicos mais antigos conhecidos pelo homem,
e talvez o primeiro a chamar sua atencao para o interior da matéria, a primeira explicacao

qualitativa atribuida ao magnetismo é relativamente nova e data do inicio do século XX. Pierre



Wiess[1], em 1907, foi o primeiro a tentar explicar qualitativamente as propriedades dos ma-
teriais magnéticos que tém a propriedade da existéncia de magnetizacao espontdnea que sao
classificados como ferromagnéticos (abaixo de uma temperatura caracteristica T, conhecida
como temperatura de Curie). Na figura 1.1 apresentamos os comportamentos das magnetiza-
¢oes em funcao da temperatura reduzida Tlc para os compostos ferromagnéticos constituidos
pelo ferro (Fe), niquel (Ni) e cobalto (Co). Comparamos os resultados experimentais|2] com
os obtidos teoricamente usando a teoria de Weiss. Numa linguagem moderna, dizemos que
quando atingimos a temperatura de Curie, o sistema sofreu uma transicao de fase, onde para
T < Tc temos uma fase ordenada com menor simetria (ferromagnética) e T' > T temos uma
fase desordenada com maior simetria (paramagnética) — dizemos entdo que o sistema sofreu
uma quebra espontinea da simetria. A figura 1.1 mostra que esses materiais s6 possuem
magnetizacao espontanea para valores de temperaturas menores que uma dada temperatura
critica T (caracteristica do material), e para temperaturas maiores que a temperatura critica
T > Tc, o material perde sua magnetizacao tornando-se um material paramagnético, ou seja,

sem magnetizacao espontinea.

A teoria de Pierre Weiss propoe que um tnico momento magnético associado a um fon da
rede cristalina do material interage através de um campo com todos os demais fons da rede.
Pierre chamou este campo de campo molecular, que é proporcional & média dos momentos
magnéticos da rede, ou seja, & magnetizagao. Apesar da teoria de Pierre levar em conta aspectos
microscépicos da matéria, a teoria de campo molecular proposta nao se baseia na mecénica
quantica que se originou a partir dos estudos de Bohr, dessa forma, é perfeitamente natural que
esteja sujeita a inconsisténcias fisicas.

A teoria de Pierre prevé qualitativamente bem a temperatura critica T de compostos ferro-
magnéticos que apresentam temperatura critica baixa, como, por exemplo, MnSb, CrTe, CrQOs,
CrBrs, EuO, EuS, porém, para materiais que apresentem altas temperaturas criticas como
Fe, Ni e Co, a teoria falha completamente. A falha descrita estd diretamente relacionada com
as consideracoes fisicas basicas da teoria. Fisicamente, para explicar as propriedades de compos-
tos ferromagnéticos, Pierre considerou que apenas a energia de interacao entre os momentos de

dipolo magnéticos dos fons do composto contribufam para a formacao dos ordenamentos, no caso
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Figura 1.1: Comportamento das magnetizacoes espontaneas dos compostos formados|2] por
niquel (Ni), ferro (Fe) e cobalto (Co). As curvas tedricas sao baseadas na teoria de Weiss[1].

ferromagnético. Esta consideragao supoe uma energia de interacao tipo dipolos magnéticos da
ordem de AE = p?/a3® = 10~*eV, onde  é o momento magnético (magnéton de Bohr) dos fons
e a = 10"1%n é o parametro de rede. Baseado na energia de interacdo entre os fons, podemos
estimar um valor para T, para isso, igualamos a energia térmica kg7 (energia adquirida pelos
ifons do material no processo de aumento de temperatura) com a energia de interacao entre seu
ions (energia responsével para manter o ordenamento estével). Fazendo isso, obtém-se um valor
da ordem de T = 1071 K. Este valor para a temperatura critica no estd consistente com a
realidade observada, uma vez que experiéncias mostram que alguns materiais como Fe, Ni e Co
apresentam temperatura critica muito mais elevadas (i.e. To(Fe) = 543K, To(Ni) = 731K,
Tc(Co) = 1395K). Essas temperaturas nos permitem concluir que o magnetismo no interior
da matéria é capaz de resistir a altos valores de energia térmica. A inconsisténcia acima entre
a teoria de Pierre Weiss e a experiéncia mostra que a origem do forte magnetismo da matéria
nao se deve exclusivamente as interagoes dipolar entre os fons.

Sendo assim, deve existir outro tipo de energia proveniente de uma interacao mais forte a fim

10



de orientar os momentos de dipolos. Esta especulacao sé seria respondida apds a formulacao da
mecanica quantica. A mecanica quantica aliada as modernas técnicas experimentais, permitiu
que o homem interpretasse de forma mais consistente o interior da matéria. Os conceitos prove-
nientes da mecénica quéntica permitiram a descoberta de uma propriedade quantica intrinseca
dos elétrons, chamada de spin. Diferentemente da interacdo entre os ifons, que da origem a
uma energia que nao explica os altos valores de temperatura critica, a interagao entre os spins
produz uma energia representada pelo simbolo J que é suficientemente forte para explicar altos
valores de T. A energia J é de natureza eletrostdtica e é conhecida como energia de troca,
energia de intercAmbio ou do termo em inglés exchange[3]. Essa intera¢do microscépica é a
principal responsével pelo forte magnetismo da matéria. Numa estimativa temos que J ~ ¢%/a
(e = 1,6 x10719C & a carga do elétron) e que comparada com a energia térmica kgTc obte-
mos To ~ 103K em concordancia com a experiéncia. O ferromagnetismo (F) ndo ¢ o tnico
tipo de manifestagdo magnética da matéria. Além dos materiais ferromagnéticos existem ainda
os materiais antiferromagnéticos (AF), ferrimagnéticos, diamagnéticos e paramagnéticos (P).
Neste trabalho, nos deteremos no estudo do ordenamento AF, inicialmente estudado por Néel
em 1936[4]. O ordenamento AF nao apresenta magnetizacao total na auséncia de campo ex-
terno. A principal diferenga (macroscépica) entre os ordenamentos magnéticos F' e AF estd
na magnetizacao total de cada um, pois na auséncia de campo magnético externo e em baixa
temperatura, o ordenamento F' possui magnetizagao total diferente de zero. O comportamento
dos materiais AF' é explicado pelo fato de que nesses materiais, abaixo da temperatura critica
Tn, conhecida como temperatura de Néel, os dtomos magnéticos interagem de forma a alin-
har antiparalelamente a diregdo de seus momentos magnéticos (spins), resultando assim numa
magnetizacao total nula. Sabe-se ainda que do ponto de vista microscépico os materiais AF
sao descritos, teoricamente, por duas sub-redes que se interpenetram formando momentos mag-
néticos nao nulos em cada uma delas, mais de tal forma que suas magnitudes se cancelam
resultando numa magnetizacao total nula em qualquer temperatura.

Fisicamente, as propriedades magnéticas estao associadas aos momentos magnéticos local-
izados nos fons. O elétron é o responsdvel pelo magnetismo, com o seu momento angular
intrinseco, o spin. A existéncia de um momento magnético permanente tem sua origem nas

camadas eletronicas internas d ou f quando estas se encontram incompletas[5]. Cinco grupos de
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elementos na tabela periédica apresentam essas caracteristicas. Sao os grupos do ferro (camada
3d), palddio (camada 4d), lantanio (camada 4f), platina (camada 5d) e actineo (camada 5f).
Como a camada f é mais localizada e fortemente ligada ao dtomo, as propriedades magnéticas
dos isolantes sao melhores explicadas se considerarmos sua origem nessas camadas. No caso
de metais, o magnetismo é explicado pela interacao s-d, onde o elétron da camada s é delocal-
izado. Esse elétron itinerante, torna-se temporariamente residente no 4tomo em um estado tipo
d antes de tunelar de volta ao estado delocalizado[6]. No entanto se tratarmos um fon de metal
isoladamente, teremos um sistema compreendido por um spin delocalizado mais os elétrons
itinerantes. A populagao de elétrons s em torno do fon tem polarizacdo de spin contriria ao do
momento magnético do fon. Esta nuvem de spin antiferromagnéticos em ressonancia préximo
do fon é chamada de compensacao de Nagaoka do ligante de Kondo. Abaixo de uma temper-
atura caracteristica T, a temperatura de Kondo, os spins antiparalelos neutralizam o momento
magnético do fon e reduzem a zero seu valor observdvel, no limite tedrico.

Resumindo, o magnetismo presente na matéria pode ter uma das duas origens:

a) Devido aos spins localizados: magnetismo localizado (isolante);

b) Devido aos spins dos elétrons em movimento: magnetismo itinerante (metal).

1.2 Comportamento da susceptibilidade magnética a campo nulo

Outra caracteristica marcante nos materiais ferromagnéticos é apresentar divergéncias na
grandeza susceptibilidade magnética & campo nulo, x, = (g—%) -0, quando a temperatura
critica T¢ é atingida. Por outro lado, existem materiais que apresentam divirgéncia de x, em 7" =
T., mas nao sao ferromagnéticos. Por exemplo, a magnetita (Fe3Oy4), mineral conhecido desde a
antigiiidade, assim como outros 6xidos de ferro com a estrutura cristalina do espinélio material,
tais como, MgFesOy, MnFesO4, NiFe204, CoFes0O4 e CuFesOy, apesar de apresentarem
uma magnetizagdo espontdnea a temperatura ambiente, sdo na realidade classificados como
ferrimagnéticos. Estes compostos tém spins ordenados antiparalelamente com valores distintos
(S1 e So, por exemplo). Com este desbalanceamento dos spins na rede cristalina, faz com que

os ferrimagnetos com estrutura cristalina de granada apresentem um comportamento diferente

da magnetizacao total do apresentado na figura (1.1) para os compostos ferromagnéticos. A
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medida que a temperatura cresce nos compostos ferrimagnéticos, as magnetizacoes das sub-redes
M, (ions com spin-Sjapontados para cima) e Ms (fons com spin-Ss apontados para baixo, com
Sy < S1) decresce monotonicamente e atinge uma temperatura de compensagao Teomyp, onde
a magnetizacao total M = M; + My (M7 > 0 e My < 0 ) se anula, mas nao caracteriza
uma transicao de fase propriamente dita. Para T" > T,yyp, a magnetizacao total cresce e a
medida que a temperatura aumenta M atinge um ponto de méximo e decrescerd até finalmente
se anular novamente na temperatura critica 7., onde para T' > T, nao temos mais ordem
magnética e o sistema torna-se paramagnético. Os ferrimagnéticos com esta caracteristica
marcante de existéncia de temperatura de compensacao sdo descritos pela férmula quimica
A3(Fe5012), onde A é um metal trivalente. Vejamos alguns exemplos: Yb3Fe5012 [Teomp = 0K,
T, = 548K, ErgFes012 [Teomp = 83K, T, = 556 K], HozFe5012 [Teomp = 137K, T, = 567K/,
DysFes012 [Teomp = 226K, T, = 563K, Tb3Fe5012 [Teomp = 246K, T, = 568K], Gd3Fes5012
[Teomp = 286K, T, = 564K]. Na figura 1.2 apresentamos os comportamentos da magnetizacao
espontanea em fungao da temperatura para as granadas de ferro do tipo AsFe;O12 (A é um

dos elementos dos metais das terras-raras) obtidos experimentalmente por Pauthenet[7].
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Figura 1.2: Magnetizacao espontanea molar em funcao da temperatura das granadas de ferro
A3Fe5012 obtida da referéncia [7]
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Existem, porém, outros materiais, como, por exemplo, a hematita (Fe2O3) e os 6xidos CoO
e Cro03, que na auséncia de campo externo apresentam magnetizacao total zero e nao sao
propriamente paramagnéticos. Estes materiais sdo denominados de antiferromagnéticos (AF')
abaixo de uma dada temperatura caracteristica, conhecida como temperatura de Néel (T ).
Para temperaturas altas (i.e., T' > Ty), os dipolos apontam em diregoes aleatérias destruindo
assim a ordem magnética AF. No estado AF’, os dipolos magnéticos na rede cristalina interagem
de tal maneira a se orientarem (minimo de energia) antiparalelamente. Os compostos antifer-
romagneéticos mais simples sao fluoretos FeFy[Ty = 90K]| e MnFy[Ty = 75K]| que apresentam
uma estrutura cristalina de corpo centrado, e os KMnF3[Tn = 95K]|, KNiF3[Tn = 275K]
e ROMnF3[Ty = 82K]| com estrutura de peroskita numa rede cubica simples. A estrutura
cristalina desses materiais é constituida por uma rede magnética que se divide em apenas duas
sub-redes equivalentes (A e B) e interpenetrantes. Devido a interacdo de exchange negativa
(J < 0), os momentos magnéticos sao orientados antiparalelamente sobre toda a rede cristalina,
e na auséncia de campo externo temos mp = —m4 (m4 e mp sdo as magnetizagoes das sub-
redes A-up e B-down, respectivamente).

Por outro lado, existem outros antiferromagnetos que possuem estruturas mais complexas,
constituidas por varias sub-redes magnéticas como, por exemplo, os compostos magnéticos
de faces centradas MnO (Tny = 120K), FeO (ITn = 198K), CoO (ITny = 291K) e NiO
(Ty = 530K), cujas as magnetizagoes das sub-redes sao todas colineares. Estes compostos
antiferromagnéticos apresentam em comum a propriedade da susceptibilidade magnética total,
Xo = (%)HZO (M =Ms+ Mp, H— 0), de exibir um ponto de maximo na temperatura T,
diferindo drasticamente dos materiais ferromagnéticos que em T' = T, tém uma divergéncia em
Xo- Na figura (1.3) mostramos os resultados experimentais de x, versus T para o composto
antiferromagnético MnCly.4H0 obtido por Lasher, Van der Broek e Gorter[8]. As curvas ¢
e b correspondem y,(7") de um monocristal obtidos ao longo do campo aplicado paralelo e
perpendicular ao eixo ficil de magnetizacao, respectivamente. A curva p corresponde a suscep-
tibilidade do pd. Rigorosamente falando, segundo Fisher, Ty néo corresponde ao valor méximo
de x, e sim ao ponto de inflexao, que ocorre ligeiramente abaixo deste maximo, conforme pode

ser visto na curva a direita de figura 1.3.
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Figura 1.3: Comportamento da susceptibilidade & campo nulo em funcao da temperatura para
o composto antiferromagnético MnCly.4H2O[8]

Diferente dos compostos ferromagnéticos, que na presenca de campo magnético externo na
diregao do eixo fécil da magnetizagdo a transi¢do de fase é destruida (ndo existe T, por ex-
emplo), os antiferromagnetos na presenga do campo externo podem exibir diversos tipos de
ordenamento magnético no diagrama de fase no plano T'— H. Do ponto de vista teérico, os
primeiros estudos das propriedades magnéticas em compostos antiferromagnéticos foram desen-
volvidos por Néel[4]. A teoria de Néel corresponde a aplicacao da teoria do campo molecular de
Weiss, onde dividimos o sistema antiferromagnético em duas ou mais subredes interpenetrantes.
Com esta Teoria & possivel explicar qualitativamente os comportamentos da susceptibilidade
apresentadas na figura 1.3.

Vimos que devido aos arranjos dos momentos magnéticos numa rede cristalina, onde leva-se
em consideragao os valores dos spins, anisotropias, topologia da rede, etc, podemos ter diversos
tipos de ordenamentos magnéticos [9]. A presenca dos materiais magnéticos em nossas vidas
é observada desde o ima que colocamos na geladeira até a memoéria (HD) do computador. O
estudo dos fenémenos magnéticos cria interface entre a Fisica e outras ciéncias, por exemplo,
a medicina. Medir os campos magnéticos produzidos por organismos vivos pode ser 1til no

entendimento de sistemas biofisicos, diagndstico e terapia de humanos. Tais campos tém origem
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nas correntes que sao produzidas pela atividade de despolarizagao das células (cérebro, coragao,

nervos).

1.3 Modelagem Teérica do magnetismo

1.3.1 Hamiltoniano de Heisenberg

Basicamente, o modelo, na descricao do magnetismo isolante, consiste de um sistema de
spins localizados nos sitios de uma rede cristalina e acoplados via uma interacao de origem
eletrostatica. A descricdo desse modelo pode ser aplicada a um cristal que consiste de N
dtomos idénticos localizados nos sitios da rede. De inicio, vamos considerar que os elétrons das
camadas mais cheias e os da banda de valéncia (ou condugao) interagem fracamente entre si,
e dessa maneira podem ser considerados como dois sistemas independentes. As propriedades
magnéticas da matéria podem ser estudadas levando em conta somente os elétrons das camadas
mais internas (elétrons tipo d e elétrons tipo f). Para isso, vamos supor que cada dtomo tem
um elétron tipo d, onde o momento orbital e a interacao entre o momento magnético e orbital
podem ser desprezados. Nestas circunsténcias, estamos considerando somente a interacao entre
o elétron tipo d e o tipo s dos dtomos dos sitios da rede. Desta maneira, estao presentes os
argumentos fisicos que permitem estudar os ordenamentos magnéticos numa rede constituida
de dtomos contendo um elétron tipo s de valéncia como sendo o responsdvel pelo magnetismo.

A descri¢ao microscépica de um sélido magnético envolve trés problemas distintos:
i) a natureza dos portadores de momento magnético;
ii) a origem das interagoes entre eles; e
iii) a termodinamica do sistema constituido por um conjunto de portadores de momento
magnético em interacao.
Para entendermos a natureza da interagao de troca entre spins, vamos considerar um sistema
de dois elétrons descrito pelo seguinte Hamiltoniano:
—2 —2
H=2L1, P2y VL(T1,72) + Via(T1— T2) (1.1)
2me  2me
onde as duas primeiras parcelas correspondem & energia cinética dos elétrons e o restante, &

energia potencial ao qual os elétrons estao submetidos. O primeiro termo da energia potencial
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— = s s . . ~ . , .
Vi.(7"1, 7°2) € simplesmente a energia de ligacao (coulombiana) de cada elétron com seu nicleo
— — , . . . ~ 4
e Vi2(7'1 — 72) & o potencial coulombiano de interacao entre os elétrons.
O Hamiltoniano da equagao acima nao contém termos que envolvam explicitamente os
operadores de spin, sendo assim, a funcao de onda espacial é obtida por meio da equacao de

Schrodinger independente do tempo:

HO(T'1,72) = B(L,2)¢(71, 72) (1.2)

onde ¢(7'1, T'2) é a auto-funcio e E(1,2) a auto-energia dos dois elétrons. Como os elétrons sio
férmions, a fun¢do de onda total ¥ composta do produto entre a solugao espacial ¢(71, ?2)
e spinorial x(1,2) precisa ser anti-simétrica com respeito a troca de coordenadas espaciais e
spinoriais dos elétrons. De acordo com o principio de exclusao de Pauli, dois elétrons nao podem
ocupar o mesmo estado quantico simultaneamente, isso faz com que a fungdo de onda total
seja anti-simétrica (i.e., Up(7 1, 72) = —VUp(7T 2, 71)), ou seja, se ¢(71, 7o) for simétrica
[6(T'1, 72)= ¢(7 2, 71)], x(1,2) tem que ser anti-simétrica [x(1,2) = —x(2,1)] e vice-versa.
Utilizamos a soma do momento angular para spin 1/2 para descrever os estados totais
Xs(S, M = —5...5) [S = 0,1] como uma combinagao linear dos estados de dois spins x(m1, m2).
Isto faz com que tenhamos os spins totais S = 0(M = 0) ou S = 1(M = —1,0,1), cujas

componentes dos spinores sao dadas por

x5(0,0) = %[X(T, 1) = x(l,1)] Singleto(anti — simétrica) (1.3)
x(T.1)

xs(1,0) = %[X(T, N+ x(l,])] Tripleto(simétrica) (1.4)
x(1, 1)

onde y(m1, mg) corresponde ao estado do elétron 1 com componente de spin m; = +1/2 e do
elétron 2 com componente de spin mg = +1/2.

A funcao de onda espacial é obtida & partir da resolucao da equacao diferencial representada
pela equagao de Schrodinger, Eq.(1.2). No entanto, a presenga do termo de interagao entre os

, — — ~ . , . .
elétrons, Vi 2(71 — 72), torna a solugdo exata impossivel. Em vista disso tratamos o problema
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de forma aproximada, via teoria de perturbacao, dado que o termo de interacao ‘/1,2(?1 — ?2)
pode ser encarado como termo perturbativo. A Eq.(1.2) é aplicada entdo para um sistema de
elétrons independentes sendo depois acrescentada a correcao aproximada devido & perturbacgao.

Para o caso em que ‘/1,2(?1 — ?2) = 0 e desprezando as interagoes tipo spin 6rbita, podemos
desmembrar H = Hy (solivel) para cada particula, respectivamente Ho; e Hoz, assim chegamos

as seguintes expressoes:

Hor¢,(7'1) = Eo, (1)$,(T1) (1.5)
Ho2¢(T'2) = Eo,,(2) ¢, (T2) (1.6)

onde m e n identificam os estados orbitais quanticos de cada particula. Dessa forma, a funcao

de onda espacial serd dada pelo produto das fun¢oes de onda de cada particula, isto é,

As duas auto-fungoes acima aplicadas ao sistema formado por particulas idénticas apresen-
tam uma degenerescéncia dada por: Ey, . (1,2) = Ey, (1) + Ey,, (2) = Eo,(2) + Eo,, (1).

Sabendo disso, podemos tratar os efeitos de V172(7>1 — ?2) via teoria de perturbacao de-
generada de 1¢ ordem, onde procuramos resolver inicialmente o seguinte determinante para

encontrar as auto-energias:

(H)11 — Enm(l 2) (H) 1o —0 (1.9)
<H>21 <H>22 - En,m(lv 2)
sendo
(H)1g = (H)gy = J = /¢>n )65 (72)- Va2 6y (1), 6 (F2).dT 1.0 7 (1.10)

18



(H)11 = (H)9o = B, (1,2) + K (1.11)

onde

K = /¢;(71)-¢2(72)-V1,2-¢n(?1).¢n(72).d?1.d?2:

_ /\%(?1)\2%2. 16 (Fo) AT 1.d7 s (1.12)

A integral J representa a energia correspondente & interpenetracdo das fungbes de onda
e é conhecida como integral de troca ou exchange. Resolvendo o determinante, obtemos os

auto-valores associados as auto-fungoes dadas pela solucao simétrica:

Ei(1,2) = EOn,m(1’2)+K+J

b5(F1,T2) = —=[by(F1, T2) + 6a(F1, 72)] (1.13)

V2

e solugao anti-simétrica:

By(1,2) = By, (L2)+K—J

GA(TLT2) = —[61(F1, T2) — do(F1, 7o)l (1.14)

V2

Devido & anti-simetrizacao das funcoes de onda, o potencial V; 2 depende implicitamente
do spin com energia associada ao estado singleto E(S = 0) dada pela Eq.(1.13) e o tripleto
E(S = 1), representado pela Eq.(1.14). Tomando a diferenca de energia entre esses dois estados
teremos o valor da energia de exchange dado por

J==[E(S=0)—E(S=1)] (1.15)

N | =

onde E(S = 0) corresponde a energia do estado singleto (spins antiparalelos: T|) e E(S = 1),

ao estado tripleto (spins paralelos 17).
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Levando em conta a situagao de minima energia para o equilibrio do sistema temos:

»para J > 0 formagao do estado tripleto

»para J < 0 a formagao do estado singleto

A energia de exchange tem a propriedade de decrescer exponencialmente com a distancia
entre os fons, em contraste com a interagao coulombiana que decresce mais lentamente(~ %)
Isto ocorre pois na integral definida para J héd o produto ente fungdes de onda de elétrons
ligados em diferentes nicleos, isso provoca um overlap nas fungbes que tém por caracteristica

um rapido decrescimento. Assim, interacées de exchange sdo essencialmente de curto-alcance.

Considerando entao um sistema formado por dois elétrons com autofungdo dada por:

Us01(T1, 72) = ¢(T1, 72)xs(1,2) (1.16)

. - = — 9 . . N
temos o spin total dado por S = S1+ 52, o operador S~ satisfaz a seguinte relagao:

S2‘I’3(?1, H2) = S(S + 1)‘1’5(?1, ?2)

R (1.17)
S?Ws(T1, T2) = 4Ws(T 1, To)
onde consideramos h = 1.
Usando as relagoes (17) em (16) encontramos
1 — —
5(1 +51.89)Us(71, 7o) = [S(S +1) = 1¥s(71, 72) (1.18)

Vimos que o Hamiltoniano inicial pode ser dado pela soma entre um termo que representa
as particulas livres Hy e outro que é o termo de interagao Via(r), ou seja, H = Ho + Via(r).

A equacdo de Schrondinger para H apresenta solugoes dadas pelas Eqgs.(1.13) e (1.14),
sendo E1(1,2) = E(S =0) e Ex(1,2) = E(S = 1). Definimos entao um operador que possui

autovalor E(S = 0) no estado singleto e F(S = 1) no estado tripleto, desta maneira ficaremos:

HYs—o(T'1, T2) = B(S = 0)Vs—0(T1, 72) = (E+ K+ J)Vs_o(7'1, T2) (1.19)
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HYs—1(7T1, 72) =E(S = 1)Ws_1(71,72) = (E+ K — J)Vs_1 (71, 72) (1.20)

Usando o resultado da Eq.(1.17), podemos reescrever o Hamiltoniano (1.1) na seguinte

forma:

H=[Ho+ (K — %)} — 7SS (1.21)

Redefinindo a constante (termo entre colchetes) para o ponto zero das energias obtemos[10]:
- —
H=-J51.52 (1.22)

O Hamiltoniano dado pela Eq.(1.22) foi obtido de forma simples para o caso de uma molécula
diatomica. Para o caso de um sistema com N particulas interagentes, consideramos novamente
apenas interagoes coulombianas. As fung¢oes de onda do sistema apresentam propriedades de
simetria bem definidas e realizando uma combinacao de pares de ligagoes distintas na rede

podemos generalizar o Hamiltoniano dado pela Eq.(1.22) na forma:

H=-> Ji;S:5; (1.23)
(6:9)

onde J;; > 0 (J;; < 0) é a interagdo de troca F(AF) entre os dois sitios i e j na rede cristalina,
a soma é feita entre primeiros, segundos, etc vizinhos mais préximos e ?Z = (Szi, Syi, Szi) €
o operador de spin em um sitio i. A interacao de exchange se caracteriza pelo fato de ser
independente da orientacao dos spins, consequentemente o Hamiltoniano deve ser invariante
por rotacao de spin. A Eq.(1.23) é conhecida como modelo de Heisenberg isotrépico pois as
trés direcoes no espaco apresentam a mesma probabilidade de orientagao.

O Hamiltoniano dado pela Eq.(1.23) foi derivado por meio da aproximacao de Heitler-
London, que é usada na teoria das moléculas com ligacoes covalentes. Atomos livres sio rear-

rumados como uma aproximagao de ordem zero, onde o entrelagamento (overlap) entre fungoes
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de onda atomica de sitios proximos é tratado como uma pequena perturbagao. Desta forma,
expressamos a integral de exchange, Eq.(1.10), em termos das fungdes atomicas e da energia
elétrica entre os elétrons.

A primeira vista, o estado fundamental de redes antiferromagnéticas seria aquele em que
todos os spins se alinham antiparalelamente (estado de Néel). Porém, este ndo é auto-estado
do Hamiltoniano de Heisenberg e, além deste estado, hd uma infinidade com spin total nulo

(5% = ZSf ), que devem ser combinados para formar o estado fundamental. A difilcudade

em esta’t;elecer um estado fundamental é o maior problema tedrico que surge no estudo do
antiferromagnetismo e é o que justifica o fato de que, embora ele apresente maior interesse do
ponto de vista experimental, tenha se dado, inicialmente, maior atengéo ao caso ferromagnético.

Pelo fato de o estado cldssico de Néel nao ser auto-estado do Hamiltoniano de Heisenberg
antiferromagnético, claramente, as flutuacées quanticas desempenham um papel muito mais
importante do que no sistema ferromagnético. Por exemplo, em T'=0 (estado fundamental),
uma cadeia Heisenberg ferromagnética, com apenas interagoes entre primeiros vizinhos (J;; =
J > 0), apresenta um auto-estado caracterizado com todos os spins da rede no estado S; = S,
ou seja, |0)p = 15,5,S5...5). No caso da cadeia antiferromagnética (Heisenberg), as flutuagoes

quanticas, causadas pela superposicao de estados com S* = ZSZZ = 0, destroem a ordem

l
de longo alcance, isto é, a magnetizacdo de uma das sub-redes (A ou B) é nula: m4(0) =
—mp(0) = 0. Note que a cadeia ferromagnética por ter seu estado fundamental conhecido

' a um ordenamento (auséncia de flutuagdes quanticas) magnético com m(0) = S. As

"induz'
propriedades do estado fundamental do modelo Heisenberg antiferromagnético 1D sdo bem
conhecidas (Ansatz de Bethe), mostrando ser ndo-degenerado e desordenado, exibindo somente
correlagdes de curto-alcance. Para spin semi-inteiro (S = 1/2,3/2,...) o espectro de excitacao
é sem GAP, sendo, portanto, um protétipo de um sistema quéntico critico. A auséncia de
GAP na cadeia de Heisenberg (Ferro ou Anti-ferromagnético) com spin semi-inteiro tem como
consequéncia fisica importante a existéncia de comportamento "lei de poténcia" nas grandezas
termodinamicas no limite de baixas temperaturas, ou seja, Co(T) ~ T™ e xo(T) ~ T, quando
T — 0.

Por outro lado, no caso de uma cadeia Heisenberg AF com spins inteiros, as propriedades ter-

modinamicas, do ponto de vista qualitativo, diferem bastante do spin semi-inteiro, conforme a
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conjectura Haldane[11]. Segundo esta conjectura, para valores de spins inteiros, o sistema exibe
um GAP no espectro (diferenca de energia entre o primeiro estado excitado e o estado fundamen-
tal). Esta conjectura de Haldane tem sido verificada experimentalmente em diversos compos-
tos magnéticos quase-unidimensionais como, por exemplo, C'sNiClsg, Ni(CoHgN2)aNOo(ClOy)
(NENP), Ni(C3H10N2)N3ClO4 (NINAZ) e Y2BaNiOs.

A dependéncia das propriedades termodinamicas na regiao de baixas temperaturas depende
fortemente da natureza do espectro de excitagao (existéncia ou ndo de GAP). Por exemplo, para
um liquido de Fermi, o espectro é sem GAP e, portanto, o calor especifico eletronico possui
uma dependéncia com a "Lei de Poténcia da Temperatura". No caso de um supercondutor
convencional, existe um GAP (A) que estd relacionado com a energia de emparelhamento dos
pares de Copper, e o calor especifico eletronico é proporcional a e~ 2/K5T

Acreditava-se que as flutuagoes quanticas também destruiam a ordem de longo alcance do
modelo de Haisenberg AF numa rede quadrada em 7" = 0. Durante um longo debate sobre
este tema[l2] é aceito que este modelo apresenta uma ordem de longo alcance e, devido as
flutuagoes quénticas, o valor da magnetizacao de sub-rede é reduzido do seu valor classico (S),
ou seja, mgq = S — ¢, onde € depende da topologia da rede (nédo frustrada) e do valor do spin

(S — oo,e = 0) e estd relacionado com a superposigao de estados possiveis com S* = Z S;=0.
I

Por exemplo, para o caso S=1/2 temos fortes flutuagoes quanticas de modo que m4(0) = 0, 30,
uma reducdo de aproximadamente 60% do valor cldssico: m4(0) = 1/2[12]. Em temperatura

finita (T>0), a ordem de longo alcance ¢ destruida por flutuagdes térmicas[13].

1.3.2 Anisotropias

A interagao de troca se caracteriza por ser independente da orientagdo dos spins, ou seja,
o Hamiltoniano de Heisenberg apresenta simetria rotacional. Desta maneira, implica que o
Hamiltoniano (1.23) representa o termo bilinear. Vidrios outros termos de interagao (Coulomb)
podem ser deduzidos via teoria de perturbacao de ordem superior, como, por exemplo, o termo

biquadritico dado pelo seguinte Hamiltoniano:

Hs=— > JD(5:5))72, (1.24)

<i,7>
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ou a interacao entre quatro spins

Ha=— > J5u(508)(S 150, (1.25)
iyl k>
etc

O tipo de estrutura cristalina é determinado pela natureza e magnitude das interagtes entre
0s momentos magnéticos dos fons que constituem o cristal magnético. A interacao de troca, de
origem eletrostédtica mais o Principio de Pauli (interacao eletromecénica), sdo os responsédveis
pelo ordenamento magnético na matéria, sendo de natureza isotrépica , incapaz de definir
alguma orientacao dos momentos magnéticos com respeito aos eixos cristalogréficos, mas ela
produz um ordenamento mutuo dos spins em virios sitios da rede. O fato de que a distribuicao
de spins ordenados é sempre orientada numa dada diregao (eixo de fécil magnetizagao), definida
com respeito ao eixo cristalino, devemos assim ter algum outro tipo de interagdo que torne
o Hamiltoniano de Heisenberg anisotrépico. Fisicamente, as energias magnéticas (Zeeman,
dipolar, quadrupolar, etc) sao responséveis pela existéncia da anisotropia magnetocristalina que
se manifesta com a dependéncia da energia do cristal nas orienta¢ées dos momentos magnéticos
dos fons com relacao ao eixo cristalino.

Desta maneira, dizemos que no cristal existem campos magnéticos efetivos intensos sobre
os fons que tendem a orientar os momentos magnéticos numa dada direcao privilegiada. Este
campo pode alterar algumas vezes as orientacoes mituas dos momentos magnéticos dos fons,
distorcendo assim a estrutura magnetocristalina. Um primeiro tipo de anisotropia adicional ao
Hamiltoniano de Heisenberg, que quebra a simetria rotacional, induzindo ordem magnética em

duas dimensoes, ¢ a interacao dipolar.

508 =3(74.8)(T -5
HD:74/~L2B Z e/ (TU" Z)(TU' .7) (126)

3
Tij

iG>
— — — s P . . ‘
onde 17;; = r’; — 1°; é 0 vetor posi¢ao que separa os fons i e j e g ¢ o magneton de Bohr.
O magnetismo dos elementos de transicao do grupo ferro é sempre associado ao momento
magnético dos spins. Isso ocorre porque nos cristais, formados por estes elementos, o campo
cristalino geralmente remove a degenerescéncia orbital do estado eletrénico responsdvel pelo

magnetismo. Como o valor esperado do momento orbital de um estado nao-degenerado é zero
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(Quenching), isto ¢, numa primeira aproximagao a susceptibilidade estdtica nao recebe con-
tribuicao do momento orbital. Esta contribuicao apenas aparece se levarmos em consideracao

a interacao spin-6rbita, que é descrita pelo seguinte Hamiltoniano:

- —
Hrs=» &Ti) LS (1.27)
i
— 1 dv — N\ . s . . T =
onde {(7;) = 57- 9, V(7i) € a energia eletrostética (nicleo-elétron), L; e S; sdo os oper-
adores momento angular e spin, respectivamente, no sitio ¢. Usando Teoria de perturbagao de

2% ordem no Hamiltoniano (1.27), obtemos

Ho=> > APSeS], (1.28)
i a,p
sendo
o (0 Lg |1y (1] LY 0)
AP =262 (1.29)
1#£0 0 l

o tensor de anisotropia spin-érbita, &2 = <£2(7i)> e EY ¢ a auto-energia do Hamiltoniano
nao-perturbado (livre).

Devido & simetria cristalina, o Hamiltoniano usado habitualmente para descrever a anisotropia
ortorrombica leva em consideracao apenas os termos da diagonal na Eq. (1.28), podendo ser

reescrita na forma

Ho = Dy Z(Sf)Q + Dy Z [(S7)2 — (SY)?], (1.30)

onde, para o caso particular Dy = 0, reduz-se & anisotropia uniaxial. Notemos que a anisotropia
(1.30) s6 é relevante para spin S > 1/2 ( para S = 1/2 temos a identidade (S})? = 1/4)
e representa a auto-interacao do fon ¢, a qual é denominada de anisotropia de fon unico. A
inclusao do termo da anisotropia uniaxial ( D = 0) no Hamiltoniano de Heisemberg (1.23)
quebra a simetria rotacional, de tal modo que, para D; > 0 em duas dimensoes, teremos um
ordenamento no plano (spin) xy e para D; < 0, ao longo do eixo z.

A interagao spin-6rbita também pode induzir anisotropia no exchange. Segundo Van Vleck[14],
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a anisotropia uniaxial deste tipo tem origem no acoplamento dos momentos orbitais dos fons
adjacentes, que depende nao s6 da orientagao relativa dos dois momentos, mas, também, da
orientacao destes com relagao ao eixo que une os dois fons na rede cristalina. Em termos dos
spins, esse acoplamento pode ser simulado por uma interacao dipolar, cujo coeficiente é inteira-
mente disposto do coeficiente da interagao magnética real. Neste caso, a perturbacao é do tipo
Wij = &(r3) L. S+ XL;. S j, desta meneira podemos reescrever o Hamiltoniano efetivo na

forma

H=->J’sp.s?, (1.31)

<i,g>
onde Jgﬁ é a interacao de troca entre os sitios ¢ e j associados ds componentes « e 3 do operador
spin. Este Hamiltoniano generalizado contém a parte simétrica Jio]{ﬁ = J%csag e a parte anti-
simétrica J;;B # Jjaf . O termo anti-simétrico surge em redes com baixa simetria[15], sendo
responsével, em alguns compostos antiferromagnéticos (ex.: LaaCuQOy) pela existéncia de um
pequeno valor da magnetizacdo (pequeno ferromagnetismo), que é conhecida como Interagao

Dzyaloshinski e Moriya[16], expressa por

— — —
HDM:*ZDij-(SiX Sj), (132)
¢ =4 . ~ . . . . ~ . £
onde D;; = —Dj; ¢ a interagao anti-simétrica. Sendo esta interagao DM muito pequena. E

possivel mostrar que a inclusao desta interacdo DM no Hamiltoniano de Heisenberg antiferro-
magnético induz a um pequeno desvio do angulo 6 ao longo do eixo proporcional a razao D/.J, de
tal forma que teremos uma magnetizagao transversal a este eixo dada por m = my+mp ~ D/J
(pequeno ferromagnetismo).

Dependendo das intensidades das interagoes J{; no Hamiltoniano (simétrico) dado pela Eq.
(1.31), podemos ter trés limites importantes:

a) Modelo de Ising

Este modelo corresponde fisicamente ao limite do modelo de Heisenberg anisotrépico

(1.31) no qual ij >> ij’ye, portanto, teremos o seguinte Hamiltoniano aproximado
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Hr=—> JySiS; (1.33)

<i,j>

O Modelo de Ising ¢ o sistema de spin mais simples da mecanica estatistica e foi proposto
por Wilhelm Lenz, em 1920, como parte da tese de doutoramento para seu estudante Ernest
Ising, na tentativa de descrever o comportamento da magnetizagdao em funcao da temperatura
(ver figura 1.1) para os compostos ferromagnéticos. Este modelo apresenta solu¢ao exata para
os casos unidimensional[17] e bidimensional[18] sem campo externo. No artigo curto publicado
em 1925[17], Ising calculou a fungao de partigao exata para o modelo numa rede 1d, mostrando
que na auséncia de campo externo o sistema nao apresenta magnetizacao espontanea em 7' > 0.
Desta maneira, nao conseguiu explicar a curva experimental da magnetizacao dos compostos
ferromagnéticos. Ising, ainda, especulou através de cdlculos aproximados que seu modelo nao
exibiria ordem de longo-alcance em duas e trés dimensoes, frustrando, assim, Lenz e Ising, por
nao conseguir descrever o ferromagnetismo. Vale a pena mencionar que o modelo de Ising foi
proposto antes da formulacao da mecénica quantica (modelo de Heisenberg), mas aqui estamos
apresentando o argumento fisico para a existéncia de tal limite, partindo do Hamiltoniano de
Heisenberg anisotrépico (eq. 1.31). A decepgao de Ising foi tanta que abandonou a carreira
cientifica, dedicando-se apenas ao magistério. Por outro lado, Peierls, em 1936, mostrou que
esse modelo apresenta uma magnetizacao espontdnea em duas dimensodes, ressurgindo, assim,
o interesse pelo modelo de Ising.

O primeiro resultado quantitativo (exato) no modelo de Ising 2d foi apresentado, em
1941, por Kramers e Wannier[19], onde a temperatura critica T¢ para diversas topologias de
rede foi encontrada. Alguns outros resultados, porém incompletos, também foram obtidos, a
citar Zernike[20], Ashkin e Lamb[21], Kubo[22], etc, mostrando ser possivel existir transicao de
fase (T # 0) em redes 2d e 3d. Um trabalho memorével nesta linha de pesquisa foi apresentado,
em 1944, por Lars Onsager[18], no qual foi obtida de forma exata a expressao da magnetizacao
espontinea numa rede quadrada, onde o valor para T é o mesmo encontrado anos anteriores
por Kramers e Wannier[19]. Estes resultados foram apresentados em 28 de fevereiro de 1942
pelo quimico noruegués-norte-americano Onsager na Academia de Ciéncia de nova lorque, uma

data que representou um marco significativo na histéria da mecénica estatistica, em particular
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no estudo de transicoes de fase e fendmenos criticos. A expressao da magnetizagao do modelo
de Ising na rede quadrada, sem campo externo, s6 foi deduzida outra vez em 1952 por Yang[23],
porém de forma diferente da apresentada por Onsager em 1942.

A solucao exata do modelo de Ising 2d com campo externo e 3d (com ou sem campo
externo) sao problemas em aberto na érea da mecanica estatistica em sistemas integraveis. A
auséncia da solucao exata, analiticamente, motivou o desenvolvimento de técnicas rigorosas, tais
como, expansao em série[24] e simulagao de Monte Carlo[25], que podem ser consideradas as
"solugoes exatas", do ponto de vista numeérico, para o modelo de Ising 3d, por exemplo. Diversas
tentativas foram feitas na obtenc¢ao da solugao exata do modelo de Ising 3d, em particular o valor
da temperatura critica T¢ (em unidade de J/Kp). Em 1985, Rosengren[26] conjecturou ter
obtido a solugao exata pata Ty = 4,5114176... numa rede ctibica simples, que difere do resultado
obtido através de simulagdo de Monte Carlo e Grupo de Renormalizacao[25]: T = 4,511505(5).
Como apontado por Fisher[27], os argumentos utilizados por Rosengren sao bastante obscuros
e se deteve na comparacao dos seus resultados com os obtidos através da expansao em série
e Monte Carlo. Em 2007, Zhang[28] conjecturou ter encontrado a solugao exata do modelo
de Ising 3d, onde todas as grandezas criticas e termodinamicas foram obtidas. Por exemplo,
Zhang encontrou para uma rede ciibica simples uma temperatura critica T = 4, 15617384...que
difere da solugdo de Rosengren e também do resultado de simulagao de Monte Carlo. Zhang
tem argumentado no seu trabalho que "simulagdo de Monte Carlo trata de rede finita" e,
portanto, o processo de extrapolacao pode nao ser correto para se obter a solucao "exata"
para T (pseudo temperatura critica). Por exemplo, se tivéssemos recursos computacionais
capazes de realizar simulacoes com N = 102 spins (N = L3, L = 10%), poderiamos obter
no processo de extrapolacao valores menores para T, aproximando-se do valor exato. Esta
solugao exata (conjectura) tem recebido fortes criticas, em especial no que se refere as hipéteses
usadas[29, 30], mas Zhang[31] tem respondido satisfatoriamente todas as questoes levantadas
pelos outros autores (criticos). Desta maneira, essa conjectura de Zhang ainda nao corresponde
a verdadeira solugao exata do modelo de Ising 3d, mas, certamente, constitui um resultado
importante em direcao & compreensao rigorosa de Transi¢oes de Fases e Fendmenos Criticos em

materiais uniaxiais (Ising)[32], tais como DyAlO3, DyPOy, FeCly, FeBray, RbCoFy}.
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b) Modelo XY
Este modelo corresponde ao limite ij << ij’y, entao, da Eq. (1.31), teremos o Hamil-

toniano aproximado

Hxy =— Y (J5SEST + JYSYSY) (1.34)

ij* i
<ij>

O modelo XY ou planar foi introduzido na literatura por Matsubara e Matsuda[33]

obtendo solugao exata em uma dimensdo para o caso de spin 1/2. No caso 2d, este modelo

isotropico Ji% >> JZ?J]. (simetria continua) nao apresenta ordem de longo-alcance em temperatura

finita (T' > 0). E observada uma transicao de fase topolégica[34], que estd associada a formagao

de vértices, ndo tendo magnetizacao espontanea (ordem magnética).

1.4 Transicoes de Fases e Fendmenos Criticos

Nas tltimas décadas, surgiu o interesse tedrico em se estudar transigoes de fases quaticas[35,
36] que sao induzidas pela variacao de algum parametro, que nao seja a temperatura, num dado
Hamiltoniano. Do ponto de vista experimental, existem diversos sistemas reais que vao desde
as transigdes metal-isolante[37], do tipo Anderson-Mott, as transigoes entre fases de Hall em
sistemas eletronicos bidimensionais[38] e sistemas magnéticos puros e desordenados, como é o
caso das transi¢oes ordem-desordem no composto LiHoFy[39], que consiste na flutuagdo dos
ions de Ho entre dois estados de spins que sao alinhados paralelos a um eixo cristalino particular,
cuja ordem é destruida por um campo magnético perpendicular a tal eixo. Teoricamente, as
propriedades das transicoes de fases quéanticas no composto LiHoFy sao descritas através de
um Hamiltoniano de Ising com campo transverso[40], que representa o protétipo de modelo na
descricao de transicao de fase quéntica.

A origem das teorias de transigoes de fases clédssicas[41] ocorreu na década de 1960, quando
conceitos bédsicos como de pardmetro de ordem, classe de universalidade e também escalas das
funcoes termodinamicas foram introduzidos e posteriormente ficaram fundamentados na década
de 1970 com as idéias de Grupo de Renormalizagdo. Sendo essas teorias cldssicas bastante
consolidadas, é natural esperar que no estudo das transicées de fases quanticas se utilizem de

toda essa base tedrica na sua descricao. Apesar de tantas similaridades, as transicoes de fases
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quanticas possuem certas particularidades que serao vistas a seguir.

A transigao de fase cldssica é caracterizada pela singularidade da energia livre g(T, H) e
suas derivadas, onde T' e H correspondem & temperatura e ao campo magnético, respectiva-
mente. Desta maneira, classificamos uma transicao de fase de n-ésima ordem quando temos
singularidade (ou descontinuidade) na n-ésima derivada deste potencial termodindmico. Por ex-
emplo, uma transi¢ao de primeira ordem no ferromagneto é caracterizada pela descontinuidade
da magnetizacao espontanea, isto ¢, m(T) = — ((%%)H:O e/ou entropia, s(T) = — (%)HZO.
No caso da descontinuidade da entropia no ponto de transicao de fase de primeira ordem, em
T =T, dizemos existir um calor latente q;, = T5As. Devemos mencionar que numa transicao
de primeira ordem nao necessariamente esta associado um calor latente, devemos, sim, ter, pelo
menos, uma descontinuidade das primeiras derivadas do potencial que sao m(T) e s(T'). Uma

transicao de segunda ordem, ou continua, é caracterizada pela descontinuidade da suscepti-

bilidade magnética x,(t) = (g—E)HZO =— (g_;{%)HfO e calor especifico ¢,(t) = =T (g_;%)ﬂfo'

A magnetizagdo espontanea vai a zero quando atingimos a temperatura critica T, conforme
mostrado na figura 1.1. No caso da entropia (primeira derivada do potencial), na transigao
continua em T = T, temos apenas descontinuidade na primeira derivada que estd relacionada
com o calor especifico. A denominagao de ponto critico s6 deve ser dada aqueles referentes a
transicao continua; no caso da transicao de primeira ordem, chamamos 7% apenas de ponto
de transigao.

A medida que nos aproximamos do ponto critico (T =T¢, H =0), o sistema simplesmente
comeca a ajustar-se sobre uma escala microscépica. Estes ajustes aparecem sob a forma de
flutuagoes térmicas, os quais tornam-se muito grandes nas proximidades do ponto critico. Por
exemplo, a susceptibilidade estd associada & flutuacao da magnetizacao; o calor especifico a
flutuagao da energia interna (Hamiltoniano de interacdo). No caso de um ferromagneto, a
magnetizagao vai a zero quando T' — T, e dizemos que, para T' < T, o sistema estd ordenado
e sua ordem é de longo-alcance. Para T' > T, a magnetizagao é nula (estado desordenado)
e, numa linguagem mais formal, temos auséncia de ordem de longo alcance. De um ponto de
vista qualitativo, a ordem de longo-alcance no ferromagneto pode ser compreendida devido &
competicao entre a energia de troca J;;, responsavel pelo alinhamento dos spins paralelamente,

e a energia térmica KT, que tem a funcao de destruir essa ordem magnética. Na regiao
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das altas temperaturas (KgT >> J;;), o sistema comporta-se, aproximadamente, como se
nao existisse a interacao "fons livres", de modo que o efeito microscépico dos spins serd a
auséncia de ordenamento magnético (magnetizagdo espontanea). A medida que diminuimos a
temperatura, a interacao de troca comeca a tornar-se relevante e os spins, a curtas distdncias
(< ao comprimento de correlacao &), ficam correlacionados. Quando KT =~ J, o comprimento
de correlacgao diverge, ou seja, todos os spins da rede se correlacionam e o sistema sofre uma
transigao de fase. A existéncia de correlagao de longo-alcance é responséavel pelo comportamento

singular das fungoes termodinamicas.

1.4.1 Expoentes criticos

Para um ferromagneto tradicional que sofre transigao de fase de 2% ordem, o ponto critico
é caracterizado por H =0 e T = T¢, e segundo o teorema de Yang-Lee a energia livre é singular
9(T, H).
Assim sendo, as grandezas termodinAmicas dadas a partir de derivadas da energia livre,
apresentam um comportamento assintético tipo lei de poténcia ao redor da regiao critica, ve-
jamos:

a) magnetizagao

0 —t),H=0,t — 0~
m(T, H) = — (—9) -] (1.35)
OH ) HYS T =T, H— 0"
T.—T
onde t = “&—.
b) susceptibilidade
(t) = — LA t|77,H =0,t — 0F (1.36)
XO 6H2 T - ) ) M
c) calor especifico
629 —a +
Co(t) =-T <W)H ~ ‘t‘ ,H = O,t — 0 (137)
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d) funcao de correlagao
Ge(r) = ([ (7) = (¢ (7))] x [7(0) — (& (0))]) (1.38)

que mede a correlagdo da flutuagao da magnetizagao entre dois pontos do cristal, e que para
r — 00 temos o seguinte comportamento assintético

6_7"/6
T pd—247

Ge(r) (1.39)

onde & ~ [t|7” ¢ o comprimento de correlagdo que mede o tamanho médio dos aglomerados
correlacionados.

A determinagao experimental dos expoentes criticos {f3,d, 7, o, v,n} depende fortemente da
escolha do intervalo para a varidvel ¢, e o intervalo considerado pequeno é uma escolha delicada
que ¢ influenciada pelo tipo de material analisado. Por exemplo, para sistemas magnéticos
escolhe-se a regido critica [t| < 1073, enquanto nos supercondutores [t| < 1071, na transigao
lambda (He*) |t| <1077, e assim por diante. Esta escolha da regido critica ¢ feita baseada no
fato de que a medida do expoente critico ndo é afetada por esta escolha, e conseqiientemente
a inclinacdo da reta do grafico In F'(t) versus In |¢| estd relacionada com o seu expoente critico
associado.

Os expoentes criticos «, 3,7, d ndo sao independentes entre si, mas guardam certas relagoes[41],

tais como a relagdo de Rushbrooke

a+20+v=2, (1.40)

Griffiths
a+p0+1) =2, (1.41)

Widom
v =B06-1), (1.42)
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Fisher

v =v(2-n), (1.43)

e Josephson (hiper-escala)

dv =2 — a, (1.44)

onde d é a dimensao.

Para o modelo de Ising 2d, temos os seguintes expoentes criticos exatos: § =1/8,§ = 15,7 =
7/4,a = 0(log),v = 1 e n = 1/4, que satisfazem as relagoes (40) - (44). Quando a > 0, o calor
especifico tem uma singularidade em T' = T, como, por exemplo, 0 metamagneto uniaxial FeF3
que tem o« = 0,14. No caso a < 0, por exemplo, temos o metamagneto Heisenberg RbMnFjs
que tem a = —0,10 e o calor especifico é ndo-singular, apresentando uma descontinuidade, ou

seja, um comportamento assintético na forma

Co(t) >~ co(0) + Ay [t]¢ (1.45)

Durante quase 50 anos, os expoentes criticos § =5/16, 6 =5,y =5/4, a =1/8, v =5/8 e
1 = 0 derivados por Fisher[42] e Domb[24] usando expansao em série eram considerados como os
valores exatos (conjecturas) para o modelo de Ising 3d. Porém, com o aumento da performace
computacional, simulagoes de Monte Carlo tém mostrado inconsisténcias nos valores destes
expoentes criticos "exatos" e, por isso, credita-se que os resultados § = 3/8,0 = 13/3,7 =
5/4,a0 = 0(log),v = 2/3 e n = 1/8, obtidos recentemente por Zhang[28], sdo os possiveis
candidatos a solucao exata. Estes resultados estao muito préximos dos valores dos expoentes
criticos de alguns magnetos uniaxiais, como, por exemplo, CrBrs : { = 0,364 + 0,005; 6 =
4,32+ 0,10; v = 1,21}; Gd : {f = 0,370 £ 0,010; 6 = 4,39 +0,10; v = 1,25}; Ni : {5 =
0,373 £0,016; 6 = 4,44 £ 0,18; v = 1,28}, onde o expoente 7 foi obtido através da rela¢ao
(1.42).

Para determinar o expoente critico «, é mais apropriado analisar a grandeza dcd"—zft) ~ |t|_a_1,

eliminando assim a constante ¢,(0).
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Podemos, ainda, ter uma singularidade logaritmica para o calor especifico obtendo a =

0(log), como ocorre para o modelo de Ising 2d
Co(t) >~ —0.49451n |¢| (1.46)

Finalmente, quando o calor especifico sofre uma descontinuidade em T' = T, temos também
a = 0(descontinuidade), o que ocorre geralmente nos cédlculos realizados via aproximagoes de
campo efetivo (campo molecular, Bragg-Williams, Bethe-Peierls, etc).

O modelo de Ising numa rede quadrada anisotrépica, com interacoes J, e J, nas direcoes
horizontal e vertical, respectivamente, também foi tratado de forma exata, e tem sido provado
que os expoentes criticos independem da razao r = J,/J, apenas a temperatura critica ap-
resenta uma dependéncia explicita, isto é, temos uma curva critica T.(r) que decresce com
a diminuicdo do pardmetro r, se anula no limite 7 = 0 (rede 1d) de uma forma assintética
logaritmica Tp(r) ~ 1/In(1/7).

Uma outra generalizacao do modelo de Ising é considerar a varidvel de spin ?, variando
entre —oo e 0o, que ficou conhecido na literatura como modelo esférico, apresenta solucao ex-

ata com ordem de longo-alcance para dimensdo d > 2, cujos os expoentes criticos sao dados por!:

i) 2<d<4

T
i

¥
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=

¥

(1.47)
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'A dimensionalidade critica inferior do modelo de Ising (simetria discreta) na qual o sistema experimenta
uma transi¢do de fase em temperatura nido nula é d; = 1, por outro lado, para modelos com simetria continua
(Heisenberg, XY e esférico) d; = 2.
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i) d=4

(1.48)
t
¢olt) = frim

me(H) ~ (Hln H)Y? t =0

\
iii) d>4, os expoentes sao todos de campo médio, isto é, § = 1/2, « = 0(descontinuidade),

y=1,0=3,v=1/2,n=0.

1.4.2 Universalidade

Vimos, anteriormente, que os expoentes criticos do modelo de Ising numa rede quadrada
anisotrépica independem do parametro 7. Temos, ainda, que as redes honeycomb (hexagonal),
kagomé e triangular tém os mesmos conjuntos de expoentes criticos da rede quadrada, o que
mostra de certa forma uma independéncia destes expoentes com a topologia da rede. Resultados
de simulacao de Monte Carlo também mostra esta independéncia dos expoentes criticos com a
topologia em redes tridimensionais (cibica simples - sc, ctibica de corpo centrado - bece e cibica
de face centrada - fcc). Outra coisa marcante nos valores dos expoentes criticos ¢ a simetria do
Hamiltoniano, assim sendo, os modelos de Heisenberg, XY e Ising 3d apresentam criticalidades
distintas. Na Tabela 1-1 apresentamos os valores dos expoentes criticos dos modelos de spins

que apresentam transigao de fase e comparamos com valores experimentais (ver Ref.[43]).

Os expoentes criticos obtidos via aproximagao de campo médio (MFA) s@o universais, in-
dependendo da dimensdo (d) e simetria (n) do Hamiltoniano. Esta aproximagao despreza as
flutuagoes térmicas, que sao estritamente relevantes na criticalidade, e por isto, foi argumentado
por Ginzburg que para d > 4 os expoentes criticos sao universais e seus valores encontrados via
campo médio sao considerados exatos. MFA pode ser reinterpretada como sendo uma aproxi-
magao onde um dado sftio interage em média com todos os sitios da rede, introduzindo desta
maneira uma interagao de longo-alcance e com isto o modelo é solivel exatamente. Por isto,

MFA induz transi¢do de fase em modelos unidimensionais.
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Modelo o} v

Ising 2d 1 15 0 (log) 1

Ising 3d 0.33 124 48 0.10 0.63 0.04

XY 3d 0.34 130 4.8 —0.01 0.66 0.04

Heisenberg 3d 0.36 1.39 4.8 —-0.12 0.71 0.04
1

ool
I~ 2
[@%)

NI |

Campo médio 5 1 3  0(desc) 1 0
Materiais B ¥ 0 « v n
Fe 039 133 435 —0.11 - -

Co 044 123 3.35 —0.095 - -

Ni 0.38 1.34 458 —0.10 - -

Fe(),go AlO.lO 0.41 1.33 4.28 —0.16 - -
Fepgo Algpoo 0.42 1.35 426 —0.20 - -
Gd67 C033 0.41 1.16 3.60 0.02 - -
Gdgo Au20 0.44 1.29 3.96 —0.17 - -

Tabela 1.1: Valores tedricos e experimentais dos expoentes criticos, 5,7, a, d, v, .

Resumidamente, podemos dizer que para a grande maioria dos sistemas analisados em
mecénica estatistica os expoentes criticos dependem dos seguintes critérios (classe de univer-
salidade):

1) Simetria do Hamiltoniano (n), que refletird no nimero de componentes do parametro de
ordem. Assim sendo, n =1, n =2, n = 3 e n = oo correspondem os limites dos modelos de
Ising, XY, Heisenberg e esférico, respectivamente;

2) Dimensdo espacial (d). Nao depende da topologia da rede?;

3) Alcance da interacao.

A principio, os expoentes criticos, definidos d, n e o alcance da interacdo, sdo independentes
dos detalhes microscépicos do Hamiltoniano. Por exemplo, os expoentes criticos do modelo de
Ising numa rede quadrada anisotrépica apresentam valores independentes do valor de r = J,,/ J,.
Por outro lado, existem alguns modelos que violam a hipdtese da universalidade. Como primeiro
exemplo, podemos citar o modelo dos oitos vértices usado bastante na descricao da transicao
de fase do gelo. Este modelo, solivel exatamente[44], tem uma linha critica no diagrama de

fase definido por um parametro (u) na qual os expoentes criticos variam continuamente, isto é,

2Devemos lembrar que esta independéncia com a topologia da rede deve ser levado em consideracio a inex-
isténcia de algum conflito de interagoes. Por exemplo, se falarmos de uma rede triangular antiferromagnética
temos a presenca do fendmeno da frustragdo, que destréi a ordem de longo-alcance no modelo de Ising. Por-
tanto, nao terd sentido algum falar aqui de criticalidade, e nem mesmo comparar com expoentes criticos da rede
quadrada com interagdo apenas entre primeiros vizinhos (auséncia de frustragio).
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a= 2—%, 8= ﬁ ev = % Outro exemplo de modelos que violam a hipétese de universalidade
é o Ising numa rede quadrada com interagoes entre primeiros J; (ferro ou antiferromagnética)
e segundos Jy (antiferromagnética) vizinhos. Para o valor r = r. = Jy/J; = 0.5, o referido
modelo nao apresenta ordem de longo-alcance e tem um comportamento para o calor especifico
tipo um modelo de Ising 1d. Para r < r. temos a classe de universalidade do modelo de Ising 2d,
enquanto que para 7 > 1. temos os expoentes criticos variando continuamente com o parametro
r. Desta maneira, nao podemos garantir a priori que a hipétese de universalidade seja
um resultado oriundo de fundamentos rigorosos, e sim apenas observacoes feitas nos diversos
sistemas (tedrico e experimental), faltando assim um argumento mais aprofundado e que em
breve deverd ser solucionado.

Baseado na solugao exata de Onsager para o modelo de Ising numa rede quadrada na

auséncia de campo externo, Widom[45] verificou que préximo da criticalidade a parte singular

da energia livre é uma fungdo homogénea generalizada do tipo:
gsing(Aattv 0) = Agsing(ta 0), (1'49)

onde a; e A sdo parametros arbitrarios. Diante deste cendrio, Widom assumiu que de uma
maneira geral, para sistemas que sofrem transicdo de fase de segunda ordem, que a parte
singular da energia livre € uma funcao homogénea para as varidveis t e H, e que ficou conhecida

na literatura como hipétese de Widom expressa por
gsing ()\att, )\aHH) = )\gsing(t, H), (150)

onde a; e ap sao dois expoentes nao conhecidos.

A hipétese de Widom (relagao de escala para a energia livre) é mais fraca, em rela¢do a uma
fundamentacéo teédrica, do que a aproximacao de campo médio, onde uma expansao analitica
(expansao de Landau) em poténcias do parametro de ordem é obtido, e conseqiientemente
os expoentes criticos obtidos via MFA sdo universais independentes dos valores da simetria
do Hamiltoniano (n) e dimensao (d). Embora nao permita uma abordagem microscépica dos
fendmenos criticos, a hipétese de escala aponta um caminho para generalizar a equacao de

estado de um ferromagneto, obtendo apenas os expoentes criticos em fun¢ao dos parametros a;
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e ag (nao conhecidos), isto &,

6 _ 1—a
= —ﬂat
2ag—1
’y =
o (1.51)
o= l—agy
a= 2a4—1
\ at

Combinando as relacées acima, mostramos, por exemplo, as identidades de Rushbrooke: o +
28 + v =1, Griffiths: a+ 5(d + 1) = 2, Widom: v = (6 — 1), etc. Analisando os valores
dos expoentes criticos na Tabela 1-1 temos que eles nao sdo quaisquer, satisfazem as diversas
relagoes acima, mesmo os obtidos via aproximacao de campo médio e os modelos que violam
a hipétese de universalidade também satisfazem. A justificativa formal da hipétese de Widom
deve-se ao argumento heuristico apresentado por Kadanoff com a formulacao das idéias de grupo
de renormalizacdo (GR)[46]. Desta maneira, diversas metodologias de GR foram formuladas
para se obter os expoentes a; e ap, conseqiientemente, todos os outros expoentes criticos sao

diretamente obtidos.

1.5 Apresentacao da Tese

Recentemente, o modelo de Heisenberg quéantico antiferromagnético de spin —1/2 com
interagoes competitivas entre primeiros (J;) e segundos (J2) numa rede quadrada (o chamado
modelo J; — Jo Heisenberg) tem sido exaustivamente estudado por diversos métodos, onde
as propriedades criticas sao relativamente bem conhecidas em T = 0. Para pequenos (o <
a1.) e grandes (o > aw.) valores do parametro de frustracdo o = Jo/J; temos dois estados
ordenados: o estado de Néel (ou antiferromagnético-AF) e colinear antiferromagnético (CAF),
respectivamente, que sao separados por um estado desordenado (spin liquido-SL). O estado CAF
¢é caracterizado com os spins orientados paralelamente ao longo da cadeia e antiparalelamente
entre cadeias, enquanto o estado SL acredita-se que seja representado por configuracoes de
estados singletos de dimeros ou plaquetas orientados aleatoriamente sobre toda a rede quadrada.
Muitos debates foram dedicados & que tipo de ordem da transicdo de fase nos pontos a =
Q1c € o = e, tendo como conclusao sendo de segunda e primeira ordem, respectivamente.

Anos atrés, de Oliveira[47] prop6s um método variacional onde usa como ponto de partida o
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estado fundamental do produto de estados isolados de plaquetas (singletos), obtendo, assim,
a magnetizacao de sub-rede A, m4, e a energia interna média como uma funcao de a. Os
resultados qualitativos descritos acima foram observados, com os valores para os pontos de
transicoes de fases iguais a a1, &~ 0,41 e ag. =~ 0, 68. Neste trabalho generalizaremos este método
variacional para incluir uma anisotropia espacial de exchange, que consiste em interacgoes de
primeiros vizinhos diferentes J; - na horizontal (vertical) e J; = A\J; - na vertical (horizontal),
com todas as interagoes de segundos vizinhos ao longo das diagonais com a mesma intensidade
J2 (o chamado modelo J; — J; — Jo Heisenberg).

No capitulo 2 apresentaremos uma breve revisao dos resultados encontrados na literatura
para a transicdo de fase quantica no modelo J; — Jy na rede quadrada. Descreveremos de
um ponto fenomenolégico como se comporta o estado liquido de spin, que estd presente no
estado intermedidrio entre os estados ordenados AF e CAF. Do ponto de vista quantitativo
estudaremos as transi¢oes de fase quantica, analisando os comportamentos dos parametros de
ordem das fases AF e CAF como uma fungao do pardmetro de frustracao o, usando as teorias
de ondas de spin linear e o método variacional. Compararemos os resultados entre estes dois
formalismos a fim de justificar o uso do método variacional neste trabalho.

No capitulo 3 investigaremos a influéncia da interacao entre cadeias, que é representada
através do parametro A = J;/Ji, sobre o estado intermedidrio desordenado. Inicialmente
apresentaremos os resultados existentes na literatura que estao conflitantes, uma vez que, alguns
autores afirmam que o estado PQ (paramagnético quantico) existe para qualquer valor de A €
[0, 1], enquanto que outros indicam que o estado PQ existe para A > A; e quando A < A1 temos
uma direta transi¢gao de primeira ordem entre as fases AF e CAF. Generalizaremos o método
variacional, desenvolvido preliminarmente por de Oliveira[47] para o limite A = 1 (modelo
J1 — Ja), para analisarmos os comportamentos dos parametros de ordem, mar e mcar, €
energia média interna como fungoes do parametro « para diversos valores de A\. Desta maneira
as ordens das transicoes de fases sdo encontradas e o diagrama de fase no plano A —«a é obtido.
Investigaremos também o processo de mudanga ("crossover") de dimensionalidade representado
através da anisotropia espacial A.

Finalmente, no capitulo 4 apresentaremos as principais conclusoes deste trabalho e algumas

perspectivas futuras.
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Capitulo 2

Modelo de Heisenberg Frustrado

2.1 Consideragoes Gerais

Durante as trés ultimas décadas, o estudo de modelos de baixa dimensionalidade de spins
quanticos frustrados tornou-se um dos temas mais estimulantes da Fisica da Matéria Conden-
sada, pois as flutuagoes quénticas podem levar a novos estados fundamentais da matéria(ex.:
spin liquido, RVB, spin Peierls, supercondutividade etc) e também a existéncia de pro-
priedades anémalas em baixas temperaturas.

A frustragdo magnética corresponde ao estado de conflito de orientagGes dos spins numa rede
cristalina. O exemplo mais canonico de frustragdo magnética é o caso de uma rede triangular
com spins localizados interagindo antiferromagneticamente, conforme esquematizado na figura
2.1. Observamos que a configuragdo dos spins (Ising) antiparalelos ndo pode ser satisfeita
simultaneamente em uma célula unitdria e nem mesmo sobre toda a rede cristalina, o que
ocasiona globalmente a auséncia de ordem de longo alcance (ordenamento magnético), existindo

apenas uma ordem local.

O mais simples, misterioso e exético modelo quéntico é o de Heisenberg de spin —1/2
antiferromagnético (AF), onde o estado fundamental para spins cldssicos (chamado de estado de
Néel - N), que consiste de spins apontando anti-paralelamente sobre toda a rede cristalina, nao

¢é auto-estado do Hamiltoniano de Heisenberg quantico. A auséncia de um estado fundamental
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Spin Frustrado

Figura 2.1: Representacao esquematica de uma célula unitédria triangular frustrada.

AF bem caracterizado para este modelo quantico tem motivado muitos estudos, contrariamente
ao caso deste modelo com interacao ferromagnética, onde o estado fundamental é bem carac-
terizado com todos os spins orientados paralelamente sobre uma rede cristalina.

Mesmo nao sabendo qual o verdadeiro estado fundamental antiferromagnético do mod-
elo de Heisenberg quantico (HAF) de spin - 1/2, isto nao tem impedido de se calcular teori-
camente as suas propriedades magnéticas (termodinadmica e transi¢do de fase). Os diversos
métodos desenvolvidos na literartura (ondas de spins, fungdo de Green, Campo Efetivo, Ex-
pansao em Série, Monte Carlo etc) para estudar este modelo usa-se, como ponto de partida, o
estado fundamental de Néel e, com as flutuagoes quanticas inerentes ao modelo, as propriedades
sao satisfatoriamente calculadas. Teoricamente, o estado de Néel pode ser analisado partindo
da idéia de dividir o sistema em duas sub-redes interpenetrantes (A e B), com os spins apon-
tando em dire¢oes opostas, fazendo com que os estados sejam superpostos. Por exemplo, em
T = 0, numa rede quadrada, o sistema é ordenado antiferromagneticamente (AF), com uma
magnetizagao de sub rede reduzida de certo valor £ em relagao ao seu valor cldssico (flutuagoes
quénticas), ou seja, m4(0) = 1/2 — e. Fisicamente podemos interpretar esta redugao na mag-
netizacao do estado fundamental AF supondo que este estado deve ser uma superposicao de
configuracgoes de spins apontadas em sentidos opostos, de modo que a soma total da compo-
nente z do spin seja nula (5% = 0). Assim, esta superposicao de estados tem como consequéncia
um valor médio de S7 em um dado sitio i pertencente a sub-rede A (my4) menor do que 1/2
(ma < 1/2).

Evideéncias experimentais, incluindo espalhamento de néutrons[48, 49, 50], rotagao de muon-
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spin[51, 52], técnica de ressonancia nuclear em quadrupolos[53], e medidas utilizando Mossbauer[54],
dao suporte ao fato de que o magnetismo é um ingrediente importante para a compreensao do
comportamento dos supercondutores baseados em 6xidos metéalicos de cobre.

Uma caracteristica comum observada sobre os supercondutores de alta 7. (temperatura
critica) é a existéncia de planos de CuQO2, onde a supercorrente supostamente flui[55]. O
transporte de cargas nestes compostos ocorre por buracos presentes nas bandas dos oxigénios,
originados por meio de dopagem. Estes compostos puros apresentam uma ordem antiferromag-
nética que é descrita teoricamente pelo Hamiltoniano de Heisenberg quase-bidimensional, que
com uma dopagem de elementos alcalinos introduz portadores de carga que estao localizados
basicamente nos fons de oxigénio presentes em cada plano[56].

Esta rede de spins % cujos portadores de cargas (O~2) interagem com seus d4tomos de cobre
(também com spin %) vizinhos é forte o bastante para mudar o acoplamento antiferromagnético
original em um acoplamento ferromagnético[57], resultando em um efeito de frustragao devido
a presenca destas interacoes competitivas, que introduzem uma atragao entre os portadores
de cargas que podem vir a formar pares de Cooper[56], i.e., os buracos geram uma intera¢ao

ferromagnética local de troca entre os acoplamentos antiferromagnéticos dos fons de cobre.

2.2 O Estado Liquido de Spin (LS)

As propriedades supercondutoras destes compostos sao determinadas pelos portadores de
cargas dos planos de CuQO2 e pelas suas interagoes elétricas e magnéticas. Por exemplo, ao
doparmos o composto puro de LaaCuOy4 com elementos alcalinos (Ba, Sr), os fons de oxigénio
situados entre os dtomos de cobre (Cu) no plano apresenta um desbalanceamento de carga, in-
duzindo assim um spin (@) efetivo 1/2, que interage ferromagneticamente, de maneira aleatéria,
com estes dtomos, provocando o fendmeno da frustragao. Esse efeito competitivo de interacoes
nos planos de CuQs, causa uma reducao drastica na ordem AF do sistema, e conseqiientemente
a temperatura de Néel (Ty) diminui & medida que a concentracdo de buracos aumenta, se
anulando finalmente no valor critico x.. Para x > z., a fase supercondutora aparece, onde
as correntes supercodutoras nos planos de CuQs acopla os pares de Cooper via energia de

exchange.
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Este composto puro ( x = 0), i.e., LaaCuQy (ver figura (2.2): a célula unitdria na rede
ortorrémbica) é um isolante quase bidimensional descrito pelo modelo HAF, onde os fons de
Cu*? no plano a — ¢ interagem antiferromagneticamente com uma energia de troca J e, entre

os planos de CuOz, com uma energia de troca \J (A ~ 107°).
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Figura 2.2: Célula unitdria do composto isolante antiferromagnético LagCuO4 em uma rede
ortorrémbica.

Estudar teoricamente estes compostos dopados, partindo dos primeiros principios, é
muito dificil, pois nas simulag¢oes numéricas temos que usar como ponto de partida modelos
magnéticos itinerantes, como, por exemplo, o modelo de Hubbard ou modelo ¢ — 5, onde temos
o problema central do sinal em sistemas fermiénicos.

Nesses cupratos, o antiferromagnetismo e a supercondutividade sdo separados através
de um regime de pseudogap. Tem sido conjecturado que este regime de pseudogap esta conectado
através de um ponto triplo quintico nao usual. Em particular, a ordem AF pode ser destruida
dando origem a um estado liquido de spin (LS) sem ordem de longo alcance e que pode ser a
responséavel pelo acoplamento dos pares de Cooper.

Pontos criticos quanticos, presentes no estado liquido de spin (LS), tém sido muito
explorados na literatura, tanto teérica como experimentalmente[36]. Em particular, este estado

LS ¢é caracterizado pela existéncia de estados singletos formados por dimeros, plaquetas etc,
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distribuidos aleatoriamente sobre uma rede cristalina e pela presenga de gap (diferenga de
energia entre o primeiro estado excitado e o estado fundamental)!. Para ilustrarmos este estado
LS, temos, na figura 2.3, esquematizada a configuracdo de spins para o caso de dimeros, onde
nao existe ordem de longo alcance magnética e sim uma ordem local de estado singleto, em

outro aspecto, pode-se dizer que surge, assim, uma ordem de longo alcance formada por estes

i

.j

Figura 2.3: Esquema do estado liquido de spin (LS) em uma rede quadrada formado por estados
singletos de dimeros.

dimeros (correlacao entre dimeros).

A funcéo de onda do estado fundamental do estado LS, para esta configuracdo, é composta
de uma superposigao de vdrias configuragoes destes estados singletos de dimeros (ver figura 2.4),

isto é:

Figura 2.4: Fungao de onda do estado fundamental do estado LS.

!Uma grande motivacao para estudar este estado LS deve-se ao fato de que o gap-A é proporcional & interacio
de troca (i.e.: A & J ), logo ele pode ser o responsavel pelo emparelhamento dos pares de Cooper nos compostos
supercondutores de altas temperaturas formados por planos de CuOz, tipo La(—»)Ba:CuOu, o que a principio
explica os altos valores de T, nestes compostos, ndo compreendidos através da teoria BCS, que associa o valor
do gap-A a interagdo fonon (Aw).
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Os primeiros estudos sobre este tipo de ordenamento foram feitos na década de oitenta por
Shastry e Sutherland[58] e, somente em 1989, este estado LS foi estudado utilizando-se teoria
ondas de spin[59]. Uma grande motivagao para se estudar este ordenamento LS deve-se ao
fato de que o gap - A, que & proporcional & interacdo de troca, pode ser o responsdvel pelo
emparelhamento dos pares de Cooper nos compostos supercondutores de altas temperaturas
formados por planos de CuQs, tipo Las_,Ba,CuQy4. Na figura 2.5 temos o diagrama de fase
deste composto supercondutor que, para baixas concentragoes de buracos, o sistema é um
isolante com ordenamento AF e para baixas temperaturas e 1. < T < T9. temos um estado

metdlico supercondutor.

Termperatire (K)

T

Superconductor

| !
o1 0.2 03
Hale doping, p

Figura 2.5: Diagrama de fase no plano temperatura x dopagem do composto Las_,Ba,CuOy.

Uma possivel realizacao de evidéncia experimental no estado liquido de spin tem sido obser-
vada em compostos magnéticos frustrados. Um material canoénico com frustragdo geométrica
¢ o magneto quantico (transigdo de fase em baixa temperatura) C'soCuCly com os spins (1/2)
em cada fon Cu?3 arranjados em uma rede triangular (sistema quasi-2d), apresentando uma
estrutura cristalina ortorrombica conforme a figura 2.6(a)[60]. Esta estrutura quasi-2d é um
resultado da estrutura cristalina, formada por planos (bc), interagindo anisotropicamente entre
primeiros vizinhos ( J e J' ) numa rede triangular, conforme esquematizado na figura 2.6(b).
O Hamiltoniano que descreve esse composto frustrado é o Heisenberg e que no plano (bc) ap-
resenta interagao antiferromagnética anisotrépica J e J' . No limite J' = 0 temos cadeias nao
acopladas e J = 0 numa rede quadrada nao frustrada. Existe um pequeno acoplamento entre

camadas (J") que estabiliza uma ordem de longo alcance[61] abaixo de Ty = 0,62K. A ordem
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.
é incomensuravel devido a frustragdo no plano (bc) com vetor de onda 6 = (0,54 ¢p)b*, onde
eo = 0,030. Os spins rotacionam numa espiral ao redor contendo o plano (bc) devido a um
pequeno acoplamento Dzyaloshinskii-Moriya (DM). A projecao da ordem espiral sobre o plano

(bc) é esquematicamente ilustrada na figura 2.6[60].

Camadas de 5-172 =7
ions acoplados em

uma gerometria
triangular

(c)

JoJ 7 antiferromagnetic Pararnagnetic

e,

Spin liquid %,

Temperature (F0)
= — %] [~ Ry w o

4 6 3 10
Applied field 5(T) || a

Figura 2.6: (a) Estrutura cristalina do composto CsaCuCly mostrando os tetraedros CuCl;?
(piramides) arranjados em camadas (plano bc). A célula unitdria ortorrémbica ¢ indicada pelas
linhas tracejadas. (b) Interagbes magnéticas nas camadas dos planos (bc) numa rede triangular

anisotrépica: uma forte ligagdo J ao longo do eixo 3} e uma pequena interacao J' que causa a
frustracdo na forma de zig-zag. (c) Diagrama de fase esquematico no plano temperatura versus
campo magnético aplicado ao longo do eixo @, mostrando a regido proibida no experimento
representada pela drea hachurada (fases liquido de spin e ferromagnética)[60]

Para encontrarmos o estado fundamental cléssico, consideramos primeiramente um tridngulo
isésceles [2.7(a)], que sao acoplados em bloco sobre a rede triangular anisotrépica [2.7(b)]. Na
auséncia do acoplamento zig-zag J' = 0, o forte acoplamento antiferromagnético J favorece
o alinhamento antiparalelo dos spins 2 e 3. FKste ordenamento colinear é destruido com a
presenca de um acoplamento (frustragido) J' e, na aproximacao de campo médio criado pelo
spin 1, induz uma configuracao dos spins 2 e 3 tipo spin-flop. O angulo ¥ depende do raio

J'/J e é portanto incomensurdvel com a rede (nao tém medida comum). Uma generalizagao
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do modelo (Heisenberg antiferromagnético em uma rede triangular anisotrépica) resulta num
estado colinear espiral como ilustrado na 2.7(b). O spin ordenado no sitio R vale mp =
<§>R> = Scos(a.ﬁ> + ¢g)T + Ssin((jj.ﬁ> + ¢y)y, onde S é a magnitude do spin, ¢, é uma fase
arbitréria e Z(y) é o vetor unitério do sistema de coordenadas ortogonal definindo o plano do
spin rotacionado. O vetor de onda de ordenamento 6 ¢é encontrado pela minimizacao da energia
de exchange Ji = J cos(2n K)+2J' cos(nK) cos(wl), K = (h, K,1), obtendo (3 = (0,05+¢€0,0),
sendo €y = sin~![(J’/2J) /7] o parametro de incomensurabilidade relativa & ordem de Néel. Na
aproximacao de campo médio, a fase colinear incomensurével ocorre imediatamente quando as
cadeias sao acopladas, i. e., J' # 0 e ¢ estavel no intervalo 0 < le < 2, que é incluido o limite

da rede isotrépica ‘]7/ =1 na qual g = 1/6.

(a)
d

J!

Figura 2.7: (a) Diagrama esquemético do estado fundamental na aproximagao de campo médio
para trés (1, 2, 3) spins localizados nos vértices de um tridngulo isésceles com acoplamento J na
horizontal e J' no zig-zag da rede triangular. (b) Ordem espiral na rede triangular anisotrépica
obtida pela generalizagao da figura mostrada em (a). As setas indicam os spins ordenados, que
rotacionam no plano (xy) por um angulo incomensurédvel § = 27(Q) entre sitios primeiros vizinhos
na diregao do forte acoplamento J. (c) Definicao da armagao de referéncia da rotagao (§,n, (),
onde ¢ é ao longo da dire¢ao média dos spins e 7 é perpendicular ao plano de rotagao[60].

Uma ordem espiral incomensurédvel como mostrada na figura 2.7(b) é observada[61] no com-
posto CseCuCly em baixa temperatura (T' < Ty ~ 0,62K). A medida da incomensurabilidade
€o = 0,030 é significantemente menor que o valor cldssico g = 0,054 correspondendo o valor

J/

medido[62] para o raio <7 = 0,34. Esta larga renormalizacao < ~ 0,56 ¢ devido as flutuagdes
0
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quénticas nao tratadas adequadamente na aproximacgao de campo médio, mas bem reproduzi-

das por célculos que incluem correlacoes singleto-singleto entre primeiros vizinhos no estado

fundamental incomensurdvel[63].

016 4 &
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(Spin liquad)

Magnetizagdo (g )

b
b

1 2 3
' T(K)
1

f L}
Ordem AF Ponto de maximo associado a
existéncia de uma interagdo de
curto alcance

Figura 2.8: Comportamento da magnetizacao em unidade de magneton de Bohr (u5) em fungao
—
da temperatura num campo B = 2T ao longo do eixo b para o composto C'soCuCl4[60].

Estas correlacoes favorecem o alinhamento antiferromagnético dos pares de spins, portanto
atuando para reduzir a incomensurabilidade como observada.

Para obtermos o diagrama de fase no plano (T'— B) do composto CseCuCly, uma medida
da magnetizagao foi realizada. A temperatura de Néel Ty (B) é identificada como sendo o ponto
de inflexao (descontinuidade) da curva, correspondendo assim a uma transigao de fase. O ponto
de méximo ¢ identificado como a transicao liquido de spin-paramagnética, que é caracterizada
como sendo composta de interagao de curto alcance formada por estados singletos distribuidos
sobre toda a rede. Na figura 2.8 temos uma amostra destes resultados experimentais[60] obtidos

para um campo externo B=2T, onde os pontos foram assinalados no diagrama de fase na figura

2.6(c).
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2.3 Estado fundamental do modelo J; — Js

O modelo candnico que tem sido muito estudado para analisar o estado LS é o de Heisenberg
de spin 1/2 numa rede quadrada com interagoes entre primeiros (J1) e segundos (J2) vizinhos

(denotado de modelo J; — Jz), que é descrito pelo seguinte Hamiltoniano:

H=J Z §Z§>J + Ja Z ?i.gj/ (2.1)

iy > <iyyg! >
onde a primeira soma é feita sobre os primeiros vizinhos e a segunda sobre os segundos vizinhos.
Um novo e perspectivo composto supercondutor que é baseado em planos de fons de ferro [64]
pode também ser descrito por um modelo J; — J3 com spin S > 1/2 [65].

Na auséncia de interacoes entre segundos vizinhos, isto é, Jo = 0, o estado fundamen-
tal (T=0) tem ordenamento AF que é caracterizado classicamente pelos spins alternados em
sentidos opostos sobre toda a rede quadrada (Estado de Néel). A presenca da interacao Jo > 0
induz no sistema frustra¢ao magnética (conflito de ordenamento dos spins) que tem a funcao de
destruir esta ordem AF (ou Néel). Desta maneira, com o aumento do parametro de frustragao
a = Jo/J1, ao atingir um dado valor de um ponto critico a1, = (J2/J1)1c, 0 sistema sofre uma
transigao de fase entre AF e a fase paramagnética (estado magnético desordenado). Este estado
magnético desordenado, caracterizado pela existéncia de estados singletos formados por dimeros
e pela presenca de GAP, persiste até que se atinja outro valor caracteristico aa. = (J2/J1)2c.
Acima deste dltimo valor, teremos um estado Colinear ou Superantiferromagnético (CAF). O
estado CAF é caracterizado pela existéncia de ordenamento de spins paralelos na direcdo do
eixo x (y) e alternados na dire¢ao do eixo y (x). Notemos que este estado CAF ¢é degenerado, ou
seja, as configuracoes em linha ou colunas tém a mesma energia. Na regido intermedidria, isto é
, e < a < g, teremos um estado magnético desordenado, caracterizado pela existéncia de
estados singletos formados por dimeros e pela presenca de GAP e denotado pelo estado LS.

O modelo J; — J2 tem sido usado na descri¢ao das propriedades magnéticas nos compos-
tos de vanddio quase-2d[66], como, por exemplo, o composto LioVOSiOy4. Através de medidas
experimentais de ressonancia magnética nuclear (RMN) foi observado que este composto apre-
senta um ordenamento colinear e estimado que J; = 1,1J5. Outros compostos formados por

vanadios, tipo LisVOGeOy4, VOMo0SiO4 e BaCdV O(POy)s sdo bem descritos teoricamente
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pelo modelo J; — Ja, e os seus estados fundamentais sdo colineares[86].

Estado Liquido de Spin

Ordem
Colinear

¥ Ll v v
- 'y - &

0 0,42 0,

Figura 2.9: Diagrama de fase em 7' = 0 do modelo J; — Jo com spin S = 1/2 numa rede
quadrada.

Na figura 2.9 temos o diagrama de fase esquematico do modelo .J; —Jo com spin S = 1/2
em T = 0. A natureza da transi¢ao entre as fases AF e liquido de spin (LS), bem como as
propriedades da fase LS e o valor preciso deste ponto de transicdo de fase é um problema de
muito debate na literatura[36, 64, 65, 67, 68, 69, 70, 71, 72, 73, 74, 75, 76, 77, 78, 79, 80].
Acredita-se que a transicao de fase entre as fases AF e LS é de segunda ordem, enquanto
que entre LS e CAF ¢é de primeira ordem. O estado intermedidrio LS depende fortemente da
dimensionalidade espacial (d), isto é, em rede tridimensional (d = 3) ndo observamos o estado
LS[81, 82, 83, 84, 85, 87].

Na tabela 2-1 temos algumas propriedades béasicas de vdrios compostos frustrados an-
tiferromagnéticos. Apenas o caso do composto ZnyVO(POy)s apresenta um ordenamento
AF, os outros tém ordenamento CAF. E muito dificil, se nio impossivel, distinguir experi-
mentalmente os ordenamentos AF e CAF na auséncia de campo externo. Somente através
de espalhamento com néutrons podemos dar uma resposta definitiva para estabelecer o or-
denamento destes compostos na auséncia de campo externo, mas apenas o caso do mate-

rial PboVO(POy)s tem sido tratado por esta técnical88]. Acredita-se que os outros com-
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postos também tém um ordenamento CAF, uma vez que medidas do campo de saturacgio
H. = Ji[l — cos(Qz) — cos(Qy)] + 2J2[1 — cos(Qz)cos(Qy)] em baixas temperaturas pode de-
terminar o tipo de ordenamento do sistema, onde Q. e Q, sao as componentes do respectivo
vetor de onda do ordenamento. Por exemplo, o estado AF é caracterizado pelos vetores (Q,,
Qy) = (m, 7), enquanto o estado CAF por (m, 0) ou (0, m), entdo, através dos dados experi-
mentais da magnetizacao do sistema podemos estimar os valores de J; e J2, bem como o tipo

de ordenamento.

Composto Ordenamento 0/ =tan Ya) J(K)=+/J}+ J}
ZnsVO(POy)s  Antiferromagnético 0,008 7,9
BaZnVO(POy)s Colinear 0,66 10,5
PbyVO(POy)s Colinear 0,67 11,5
LioVOGeOy Colinear 0,44 4,2
LioVOSiOy4 Colinear 0,47 6,3

Tabela 2.1: Valores de Jc e do dngulo de frustragdo para compostos frustrados antiferromag-
néticos descritos pelo modelo J1-J2 quase 2d.

Da Tabela 2-1 temos que os compostos quase-2d tipo AA'VO(POy), tém um ordenamento
colinear (excegdo para A = A = Zn), mas o valor da interacdo de troca entre primeiros
vizinhos é negativa (J; < 0), indicando este ser ferromagnético, enquanto que os compostos tipo
Li;VOXOy4 sao antiferromagnéticos (J; > 0). Tem-se estimado que o parametro de frustragdo «
para os compostos ferromagnéticos varia de o~ —1,8(AA" = Pby, BaZn)aa ~ —1,1(AA =
SrZn).

Numa rede quadrada em 7' = 0, o Hamiltoniano (1.10) apresenta dois tipos de ordenamen-
tos dependendo do raio o = Ja/J;. No caso Jy > 0 (AF) e J; arbitrédrio, os spins na rede nao
satisfazem as orientacoes presentes no Hamiltoniano, ou seja, se J; > 0 entao todos os primeiros
vizinhos tendem a se orientarem antiparalelamente provocando, assim, um conflito de orientacao
dos spins na rede quadrada. A este conflito de orientacao dos spins na rede cristalina denomi-
namos de frustracdo magnética. Note que a frustracdo no Hamiltoniano (1.10) é induzida pela
competigao entre interagoes, porém, o conceito foi inicialmente introduzido por Toulouse[89]

para descrever o conflito de configuracao do modelo de Ising AF numa rede triangular, neste
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caso dizemos ter uma frustracao induzida pela topologia da rede. Outras topologias de redes
que tém como uma célula unitdria um triangulo sao frustradas quando um dado Hamiltoniano
é AF, por exemplo, as redes kagomé e ciibica de faces centradas (fcc). Uma conseqiiéncia dessa
frustracao (infinitos estados fundamentais) estd associada a existéncia de uma entropia residual
em T' =0 (S(0) # 0), contrério ao resultado da rede ferromagnética que apresenta uma unica
configuragao dos spins apresentando S(0) = 0.

A presenca de frustracao magnética pode induzir o sistema a evoluir para estados magnéticos
complexos, como, por exemplo, estado vidro de spin, helimagnetismo, etc. No caso do Hamil-
toniano Eq(1.2), que descreve as propriedades magnéticas dos compostos formados por planos
de vanadios, para pequenos valores do parametro de frustracdo o << 1 o estado fundamental
¢ AF se J; > 0, ou F se J; < 0. Para a >> 1, o estado é denominado colinear, onde os spins
sdo orientados ferromagneticamente ao longo de uma cadeia e alternada em diregoes opostas
dos spins entre cadeias. No caso de spin cldssico, existe um ponto critico a. = 1/2 que delimita
estes dois estados ordenados, ou seja, para a < «. temos uma ordem AF(F) e para a > «.
uma ordem colinear (ou superantiferromagnética - SAF). Adotamos a nomenclatura CAF para
o estado colinear AF quando J; > 0 no Hamiltoniano Eq(1.2) e CF para o estado colinear F
quando J; < 0. Por outro lado, no caso de spin quantico, em particular S = 1/2, existe um
estado intermedidrio magneticamente desordenado (spin liquido - LS) na regiao o, < a < aiae,
onde para a < ay. temos uma ordem AF(F) e para a > aig. uma ordem CAF(CF). A natureza
do estado LS, assim como a ordem de transicao de fase nos pontos a = a1, € a = g, constitui
tema de muita investigacao tedrica e serd objeto de estudo deste trabalho de dissertacao de
mestrado. Do ponto de vista experimental, o composto LisVOGeO, apresenta um ordena-
mento CAF 3d com a = 1. Recentemente, este composto colocado sob a acdo de pressao na
diregao do eixo de facil magnetizagao reduz em até 40% do valor do parametro de frustragao «,
o que de certa forma podemos obter parte do diagrama de fase em T = 0 e analisar a estrutura
dos aglomerados no estado LS experimentalmente. Os dados experimentais ainda nao foram
capazes de estabilizar o cristal sobre pressao e obter o estado LS, mas pesquisas em andamento
tém-se mostrado promissoras e motivadoras para o real entendimento deste estado quéntico
desordenado, bem como, as ordens de transicao de fases em «q. e aoe.

O estudo do modelo de Heisenberg antiferromagnético de spin 1/2 tem sido motivado re-
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centemente, sobretudo por causa da possivel conexao com os compostos supercondutores de
altas temperaturas formadas por planos de CuO2[90, 91], como, por exemplo, os compostos
Y BasCu3zO7_, e Las_,Ba,CuQOy4. Esses compostos sao fortemente anisotrépicos, havendo um
forte acoplamento entre os fons de cobre pertencentes ao plano de CuOs e um fraco acoplamento

entre planos.

2.4 Teoria de ondas de spin

Trataremos, do ponto de vista tedrico, o estado de Néel como sendo o estado fundamen-
tal de referéncia do modelo de Heisenberg quantico antiferromagnético numa rede quadrada.
Muitos métodos aproximativos tém usado esta metodologia, como, por exemplo, Campo Efetivo,
Funcao de Green, Ondas de Spin, Método Variacional, Grupo de Renormalizacao, Expansao
em Séries, etc.

A teoria de Muitos Corpos depende fortemente dos métodos tedricos de campo, onde o
método da Segunda Quantizacao é uma ferramenta essencial muito simples e compacta. Nesse
método, o conceito de particula é de pouca importancia e este é substituido por excitacoes
elementares que sio os quanta de um campo continuo, denotados por ¥(7°) e Uf(7"). Neste
formalismo de teoria quantica de campos, a energia de interacao entre as particulas sao repre-
sentadas em termos desses operadores ¥(7) e ¥T(7). E importante salientar que o mimero
de particulas no processo de interacao nao é geralmente conservado e também o processo de
excitagoes elementares de um sistema pode ser representado por uma quase-particula.

Estudando o comportamento termodindmico em baixas temperaturas dos materiais ferro-
magnéticos (ex.: Fe, Ni, Co e Dy), que sdo modelados pelo Hamiltoniano de Heisenberg, Felix
Bloch[92], em 1930, introduziu o conceito de Ondas de Spin. O estado fundamental ferromag-
nético corresponde a todos os spins alinhados paralelamente, isto é, |0), = |S5,S5,5,...5). A
onda de spin corresponde & propagacao dos desvios coerentemente sob toda rede cristalina,
decorrente da interagao microscopica (exchange) entre os spins para T' << T¢. A idéia central
desse formalismo consiste em fazer associacao entre redes de spins interagentes com uma rede
de osciladores acoplados (bdsons), com os modos normais de oscila¢ao designados magnons cor-

respondentes ao quantum das excitacoes. Usando tratamento semi-cldssico, Bloch mostrou que
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os estados excitados préximos do estado fundamental podem ser descritos pela superposicao
de ondas desse tipo, resultando, assim, em um comportamento da magnetizacao dado pela
expressido M = My — AT3/2 (Mp é a magnetizagao de saturagao), conhecida como lei T3/2 de
Bloch.

Inicialmente, as evidéncias experimentais das ondas de spin eram feitas através de me-
didas das propriedades termodindmicas, mas, atualmente, existe uma variedade de técnicas
experimentais para estudar os processos linear e nao-linear, como, por exemplo, espalhamento
ineldstico de luz ou néutrons, espectroscopia de micro-ondas e véarias formas de ressonéncia
magnética.

A superposicao das ondas de spin de Bloch enfrentou as seguintes objegoes:

I) o nimero de spins da rede é finito e, portanto, deve ser considerado algum tipo de
interagdo que limite o nimero de ondas excitdveis. Essa interacao local foi denominada por
Dyson[93] de interacao cinemadtica.

IT) a energia para a inversao de spins localizados na vizinhanga de um spin invertido é menor
do que a energia para a inversao de spins alinhados e isto d4d origem & interagao dinamica.

O tratamento matemdtico feito por Bloch no estudo das ondas de spin nos ferromagnetos foi
semi-cldssico, uma vez que utilizou a equacao de movimento na descricao da dindmica dos spins
(segunda lei de Newton do movimento de rotagao) através do Hamiltoniano de Heisenberg que
descreve microscopicamente as interacoes entre os spins localizados numa rede cristalina. Dessa
maneira, Bloch, numa primeira aproximagao, que é fisicamente aceitdvel no regime de baixas
temperaturas (T' << T¢), obteve uma dindmica dos spins correspondendo a precessao dos spins
em torno da posi¢ao de equilibrio (eixo z), acoplados coerentemente através da energia de troca.
A frequéncia de precessao (relagao de dispersao) apresenta um comportamento quadrético com
o vetor de onda (w =~ k?), que é uma caracterfstica marcante dos ferromagnetos.

Em 1936, Hulthein[94] generalizou a abordagem semi-cldssica das ondas de spin para tratar
do modelo Heisenberg antiferromagnético, onde a idéia da precessao dos spins nas sub-redes,
em torno da posicao de equilibrio, foi utilizada, porém ignorando a energia do ponto zero.

O tratamento quantico das ondas de spin no ferromagneto Heisenberg foi somente desen-
volvido na década de 1940 por Holstein e Primakoff[95], onde foi usado um conjunto de co-

ordenadas que caracteriza precisamente o estado quantico do sistema de spins. Foi entao for-
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mulada uma transformacao dos operadores de spins em termos das amplitudes das ondas de
spins. O Hamiltoniano de Heisenberg ferromagnético escrito a partir das transformagoes de HP
(Holstein e Primakoff) se compde de um termo quadratico na amplitude das ondas de spins,
correspondente a superposicao linear de Bloch e os termos de ordem superiores representando
as interacoes dinamicas. Através desse formalismo de segunda quantizacio, a lei T%/2 de Bloch
foi deduzida, mas as corre¢oes dindmicas nao foram exploradas. As primeiras tentativas nesse
sentido foram feitas por Schafrothf[96], em 1954, e por Van Kranendonckf[97], em 1955, onde
ambos obtiveram resultados esptirios para a expansao da magnetizacao em baixas temperaturas
da ordem T7/* e T2, resultados estes ndo confirmados experimentalmente.

Em 1952, Anderson[98] estendeu o tratamento de Hulthein incluindo a energia do ponto
zero; com isso, obteve resultados coerentes para as grandezas termodinidmicas em T = 0,
descrevendo adequadamente as flutuagoes quanticas. No mesmo ano, Kubo[99] formulou a
teoria quantica das ondas de spin no antiferromagneto Heisenberg, onde as transformacoes HP
foram generalizadas. Expandindo até a ordem linear as transformacgoes HP, que ficou conhecida
como teoria de ondas de spin linear, Kubo mostrou que, devido as flutuagoes quanticas (estado
fundamental nao caracterizado), a magnetizacdo de sub-rede A, em 7' = 0 e dimensao d > 2

para o caso de spin S = 1/2, é dada por

ma(0) =1/2—¢€ (2.2)

sendo

1 1
=iyl L (2.3)

onde 7y, = %Ze*ik' % & o fator de topologia de rede. Para uma rede quadrada (z = 4), obtemos

é
ap6s integragao € ~ 0,197 e, consequentemente, m4(0) = 0,303. Este valor da magnetizacao

da sub-rede em T = 0 estd em acordo com os resultados rigorosos de simulagdo de Monte Carlo
Quantico[12], ou seja, m4(0) = 0, 307.
Em 1956, Dyson[93] apresentou um célculo rigoroso da forma assintética da energia livre em

termos das ondas de Bloch, levando em consideracao as interacoes cinemdticas e dindmicas, num
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tratamento semelhante ao da teoria de campo com interacoes fracas na eletrodinamica quéntica.
Neste trabalho, estabeleceu-se a inexisténcia dos termos T7/4 e T2 na magnetizacao espontinea,
cuja origem estaria no tratamento inadequado da interagao cinemadtica. Segundo o trabalho de
Dyson, a contribuicao dessa interacao é desprezivel e a contribuicao da interacao dindmica é da
ordem em T, obtendo assim uma expanséio assintética do tipo M = My — A;T3/2 — A,T5/2 —
AsT7/%2 — A4T*..., onde as poténcias semi-inteiras da temperatura sdo devidas as ondas de spins
livres (cinemadtica) e a quarta poténcia devida as interagoes entre elas (dinamica).

Em 1960, Oguchi[100] fez uma expansao rigorosa do Hamiltoniano de Heisenberg usando
as transformacdes HP em ordem S~' e reproduziu o resultado de Dyson. Nesta expansio foi

incluida as interacdes entre as ondas de spin que sido responséveis pelo termo T4.

2.4.1 Modelo J; — J; Heisenberg

Anos atrds, Chandra e Doucot[101] desenvolveram a Teoria de Ondas de Spins Linear para
analisarem a transigdo de fase quantica no modelo de Heisenberg quantico de spin 1/2 numa
rede quadrada com interacoes entre primeiros (J;) e segundos (J2) vizinhos (modelo J; — J
Heisenberg) e obtiveram aj. = 0,37 e ag. = 0,51 como os pontos de transigoes de segunda e
primeira ordem entre as fases AF — PQ e PQ — CAF, respectivamente. Nos 1ltimos 20 anos,
este modelo tem sido estudado por diversos métodos como, por exemplo, ondas de spin nao-
linear[102], diagonalizacdo numérica[l103], campo efetivo[104], método variacional[47], método
do cluster acoplado[105], funcao de Green[106]. Dois problemas fundamentais existem no estudo
da transigao de fase quantica deste modelo: 1) a caracteristica exata do estado desordenado
na regiao aj. < a < ag., que acredita~se ser um estado liquido de spin (LS), como descrito
anteriormente; 2) qual o verdadeiro tipo de transi¢gdo de fase nos pontos o = a1 € @ = g,
onde, atualmente, é aceito como sendo de 2% e 1 ordem, respectivamente.

Vamos, a seguir, desenvolver os resultados de ondas de spin linear[101] no modelo J; — Jo
Heisenberg. Desta maneira, escrevemos primeiro o Hamiltoniano em termos dos operadores de

spins de levantamento e abaixamento, ou seja,

1 1
H=J ) 3 (Sj.S; + s;.sj) + s;.s;} +12) [5 (Si.S; +8;7.87) +82.97| (2.4)

<iy,5> <i,l>
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onde S’li =S¢ £1S5/, a primeira (segunda) soma ¢ feita entre os primeiros (segundos) vizinhos
de uma rede quadrada e, o indice i pertence a sub-rede A, o indice j pertence a sub-rede B,
o indice [ pertence a sub-rede A, entdo temos o que corresponde ao estado de Néel (AF); se
i pertence a sub-rede A, j pertence a A (eixo x), & B (eixo y), | ¢ B, entao temos o que
corresponde ao estado colinear antiferromagnético (CAF).

O Hamiltoniano (2.4) pode ser mapeado, em termos de operadores de Bésons (segunda

quantizagao) usando as transformagoes de HP definidas para duas sub-redes A e B por

Sf=S-afa;
SF = (87)F = V25;(n;)a (2.5)

onde i € A,

z +7 .
Si=—8+0bfb

S =(87)" = V28b;®;(n;) (2.6)

J

onde j € B, n; = ajai en; = bjbj sao os operadores niimero das sub-redes A e B, respectiva-

mente e

Dy(np) = (1 - ;"_g)m (2.7)

Na aproximacao linear, ®,(n,) ~ 1, substituindo (2.5) e (2.6) no Hamiltoniano (2.4) obtemos
uma expressao contendo apenas termos quadraticos que pode ser diagonalizada exatamente,

ap6s tomarmos as transformadas de Fourier definidas por

/2 ik,
a; = N;e af (28)
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[2 T
b; = NZe_Zk' by, (2.9)
k

— —
onde a soma em k é feita na primeira zona de Brillouin que contém N/2 vetores k = (ky, ky),
temos:

a) Estado AF

Definindo a condigao de contorno adequadamente, obtemos

Har=Hoar + Hoar (2.10)
sendo
Hoar = —2NJ15%(2 — 2a) (2.11)
e
Hoar = i S LA (it ax + b by) + BEE (0 b + axd )] (2.12)
k
com
APE = 4S[a(cos kyacoskya — 1) 4 1] (2.13)
e
By = 25(cos kya + cos kya) (2.14)

Para diagonalizarmos o Hamiltoniano (2.12), introduzimos as transformagoes de Bogoliubov

a; = ak?i;r + Bkg—k (2.15)
b_p = ﬁka]j + Oékfl;,k

onde os coeficientes ay e 3, sao definidos por
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=301+ Ap) (2.16)

Br = —/3(—1+ Ag)
com
AAF

Ay = 20K - (2.17)

V (48E)* — (B)

Ap6s esta transformacao, o termo quadratico (2.12) fica reescrito na forma
Hour = Jlsz A —|— lewf}F(?i;Zik +EZ—E]€) (2.18)
k

onde wAF \/ (A()“f(7 )2 — (BOA}? )2é a relacdo de dispersao. O primeiro termo da Eq.(2.18) e a
Eq.(2.11) correspondem & energia de ponto zero e a segunda parte da Eq.(2.18) representa a
energia de excitagdo dos magnons na teoria de ondas de spin linear. A partir do Hamiltoniano

(2.18) diagonalizado obtemos

e e 1
Uy, = (afar) = <b$bk> =T (2.19)

onde T = kpT/J1é a temperatura reduzida e a Eq. (2.19) corresponde a distribui¢ao de Bose-
FEinstein dos magnons.

Usando a transformagao canonica (2.15) e as definigdes dos coeficientes ay, € 3}, mostramos

AF
(apa))y = W 1+20;) —1/2 (2.20)

onde ¥y, ¢ definido pela Eq.(2.19).

O valor médio da magnetizagao da sub-rede A é encontrada pela relacao

= s =5 - > (afan)

i€A €A

Tomando a transformada de Fourier Eq.(2.8), ficamos
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ma(T) =S5 — —Z {afay) (2.21)
Substituindo (2.20) em (2.21), obtemos

AAF AF

w
ma(T) =S — —{ [ Sir coth(%) —1]} (2.22)
WK
No estado fundamental (7" = 0), teremos
ma(0) = ma(a S——Z Ay —1) (2.23)

que é uma funcado monotonicamente decrescente com o aumento do parametro de frustracio
a, anulando-se em o = aj. ~ 0,37, com o comportamento assintético ma(a) ~ (e — a)1/2,
quando o — aj,.

b) Estado CAF

Considerando o estado cldssico colinear antiferromagnético (CAF") como sendo caracterizado
com os spins ordenados paralelamente ao longo da horizontal e antiparalelamente na direcao
ortogonal. A rotacdo da rede quadrada por um angulo § muda a configuragao dos spins mas

mantém a mesma energia (degenerescéncia). Seguindo o mesmo procedimento anterior da

diagonalizacao do Hamiltoniano, obtemos

Hocar = —2NJ1S%(2 + 2a) (2.24)
ASAT = 2820 + coskya — 1) (2.25)

e
BSAT = 25(cos kya + 2a cos kya cos kya) (2.26)

onde o parametro de ordem ¢é obtido pela expressao (2.23), substituindo (2.25) e (2.26) na
Eq.(2.17). A partir do valor o = ag. =~ 0,51, o parametro de ordem cresce monotonicamente

com o aumento de «, onde em o = ag. temos ma = 0, 0 que nao caracteriza, plenamente,
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uma transicdo de primeira ordem! Usando outros métodos, como, por exemplo, o método
variacional, que discutiremos a seguir, verificamos que em a = a9, temos uma transicao de
primeira ordem. Na figura 2.10, temos o comportamento dos pardmetros de ordem como uma
funcao do parametro de frustragao obtido via Teoria de Ondas de Spin Linear, onde temos duas

transicOes continuas em o = a1, € @ = a9, e uma fase desordenada na regiao a1, < a < Q.

a0 n2 04 0.8 0.8 1.0
1.0 r T T T T T T T 1,0
EE=20 Q.8
M L5 | 1R
4 - a4
2 < a,2
o T T T T T T T T 0,0

ap B2 04 0 0E 1.0

X

Figura 2.10: Comportamento do parametro de ordem (M) como uma fungao do parametro de
frustragdo « para os estados de Néel (AF) e Colinear (CAF) para o modelo J; — Jo Heisenberg
numa rede quadrada usando ondas de spin linear[101].

2.5 Meétodo Variacional

O método variacional que iremos utilizar neste trabalho, foi desenvolvido por de Oliveira[47],
para tratar o modelo de Heisenberg Antiferromagnético de spin 1/2, com interagoes entre
primeiros e segundos vizinhos, numa rede quadrada, também é aproximativo, pois assume

o estado de Néel como sendo o estado de referéncia AF' e é descrito pelo Hamiltoniano:

H=J Z F)Z?J + Jo Z F)i.?]’/ (2.27)

<i,,J> <i,,5">
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— . . s . . . . .
onde @; é o operador de spin de Pauli no sitio ¢ e a primeira (segunda) soma é feita entre

primeiros (segundos) vizinhos numa rede quadrada.

Figura 2.11: Estrutura de uma plaqueta de referéncia com spins nos sitios 1, 2, 3 e 4 acoplados
via campo médio (linhas tracejadas externas) com os outros sitios da rede quadrada.

Consideremos, como referéncia de cédlculo, a figura 2.11 que compde uma parte da rede
quadrada. Vamos utilizar a seguinte convencao: os sitios 1, 2, 3 e 4 pertencem & plaqueta
destacada denominada por A; os sitios 5 e 6, & denominada plaqueta B; os sitios 8 e 9, &
plaqueta C e o sitio 7, a plaqueta D. Notemos que a plaqueta de referéncia A interage com as
outras plaquetas via aproximacgao de campo médio e assim, usando condi¢ao de contorno, nao
teremos acoplamentos a esquerda dos sitios 1 e 4 e abaixo dos sitios 3 e 4, resultando apenas
aos sftios distintos 5, 6, 7, 8 e 9 como sendo os representativos das interacoes J; e Jy. Pela
condicao de contorno temos spins equivalentes das plaquetas B, C e D com os spins da plaqueta
A; vejamos: 05 = 04, O6= 03, O7= 04, OR=01€ 09= 04.

Primeiro, vamos estabelecer como ponto de partida um estado vetor fundamental como

sendo o produto de estados possiveis das plaquetas {|¢y;)}, ou seja:
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N/4

o) = H |901) = [01) ® |Pp2) ® ... ® ‘¢ON/4> (2.28)

onde o estado da l-ésima plaqueta é dado por uma combinacao linear de estados dos spins 1,
2, 3 e 4 (plaqueta destacada da figura 2.11 tomada como referéncia), com os seguintes estados
singletos de quatro spins com S* = 0: {|n)} = {|mimamsmy)} = {|1) = [+ —+-);|2) =
|+ =), 18) = [+ + ——);4) = |—++=);]5) = |- — ++);16) = |+ — —+)}, onde os coefi-
cientes {a,, } dessa combinagao linear sdo os parametros variacionais sujeitos a condigao (vinculo)
de normalizagao 26: a2 =1, ou seja:

n=1

6
| bo) =D _an|n) (2.29)
n=1

O Hamiltoniano para a plaqueta A (destacada na figura 2.11) é dado por

Hos = Jl(?l.?g + ?1.?4 + ?2.?3 + ?3.?4) + <]2(?1.?3 + ?2.?4) (230)

Com essa escolha do estado vetor, as componentes x e y dos valores dos spins sdo nulas
(mgy = (0;Y) = 0 ), assim teremos apenas a componente z (axial) como sendo a diregao
do parametro de ordem. Portanto, definimos as magnetizagoes médias em cada sitio de uma
plaqueta por my, = (¢y| o, [Po;), p = 1,2,3 e 4; onde a média é calculada usando o estado vetor
obtido, o que nos permitiu encontrar:

i) Para as magnetizagoes dos sitios 1, 2, 3 e 4 da plaqueta tomada como base (plaqueta A

destacada na figura anterior) temos

my =2 (zu+ yv — 2w)

me = 2 (—zu + yv + zw) (2.31)

ms = 2 (xu — yv + zw)

mg =2 (—zu —yv — zw),

onde usamos a transformagio (canonica) z = (a1 +a2)/v2, y = (az+as)/V?2, z = (as+ag)/V/2,
u=(a1—a2)/V2,v=(a3—as)/Vv2, w = (as—ag)/V/2, que obedece & condicio de normalizacio
2P+ 22w+ =1
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ii) Para a energia por spin Ey = zx75- (Hoa) = 757 (Yo [Hoa| o), teremos:

1
Ey=—2® —u? —42®u® + 2x(y +2) + o {5 —(y — 2)? —v? —w? + 62%u* — 6y%0? — 622w2}
(2.32)

Para obtermos a energia mfnima com a condicdo de contorno z? +1% + 22 +u? +v2 +w? =1,

usaremos o método do multiplicador de Lagrange que corresponde & minimizacao do funcional

F=FEy—n@*+y*+22+u* +0? +w? - 1). (2.33)

As solugoes estaciondrias (0F = 0) sdo obtidas resolvendo o seguinte conjunto de equagoes

nao lineares

([ 24yt 2+ (6a—4)zu? =z

T —ay + az — 6ayv? = ny
T+ ay — az — 6azw? = nz
Y 7 (2.34)
—u+ (6a — 4)2?u = nu

—av — 6ay?v =

—aw — 6az’w = nw,

obedecendo as condigoes de contorno dadas pelos pardmetros de ordem nas solugoes Paramag-
nética (P), de Néel(N) e Colinear(C) e satisfazendo ao vinculo de normalizacao dos parametros
variacionais, ou seja:

a) Solucao Paramagnética: m; = ma = ms = my = 0, que obtemos zu = yv = zw = 0.
Neste caso, o conjunto das seis equagoes reduzem-se a um conjunto de equacoes lineares. Das
seis solucgoes estaciondrias, apenas uma dd um minimo absoluto da energia, a saber: = =
—2/v/6,y = z = 1/4/6, 0 que nos permite obter Ey = ¢ = —2 + /2. Cabe ressaltar que a
fungao de onda plaqueta |¢;) ¢ um estado singleto, ou seja, |¢;) ¢ um autovetor de ?2, onde
?l ¢ o spin total da plaqueta tomada como base, com autovalor igual a zero. Identificamos
este estado magneticamente desordenado como um estado nao degenerado RVB (Ressonancia

Nao-Sincronizada das Ligacoes Covalentes).
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b) Solugao de Néel: m; = —my = mg = —my, que obtemos v = w = 0 e u # 0. Esta
solugao ocorre enquanto o < ay ~ 0,417. O parametro de ordem m = (mj —ma +mg —ma) /4,
decresce monotonicamente se anulando em « = 7, caracterizando uma transicdo de fase de
segunda ordem.

c) Solugao Colinear: m; = mg = —m3 = —my, que obtemos u = w = 0 e v # 0 ou
u=v=0ew#0. Para a > as ~ 0,683, a energia (Ey) no estado colinear é menor que
a energia da solugdo paramagnética. O parametro de ordem m = (mj + mg — mg — my)/4
tem um salto em o = ag da ordem de 0,841, caracterizando uma transicao de fase de primeira
ordem. Para a < asc a energia do estado desordenado é menor que no estado CAF, portanto,
prevalece a energia minima e o sistema é desordenado.

Identificamos os pontos de transicoes de fases igualando as energias minimizadas nas fases
ordenadas AF e CAF (e, e €.,,) com a desordenada paramagnética quantica PQ (e,,).
Assim, para este modelo, encontramos analiticamente os valores a;c = 5/12 e anc = (V3 +
1)/4. Para classificarmos a ordem da transicao de fase, primeiramente podemos analisar o
comportamento da energia minimizada €(«) como uma func¢ao do parametro de frustragao .

No caso de uma transigao continua (2* ordem), no ponto de transigao (%)(l > 0, enquanto
C

que na transigao de primeira ordem temos uma derivada negativa (%)ac < 0. Ou seja, segundo
Feng e Kao[107] na transi¢ao de primeira ordem quéantica temos um comportamento tipo "cusp"
na energia. Desta maneira, os pontos a = ajc =~ 0,42 e a = agc =~ 0,68 sdo classificados como
transicoes de segunda e primeira ordem, respectivamente. Uma outra maneira alternativa de
identificar a ordem da transicdo de fase é investigando o comportamento do parametro de
ordem m ap, no qual a fase AF decresce monotonicamente a zero com o aumento do parametro
de frustrac@o «, se anulando no ponto oo = a3, caracterizando uma transicao de fase (AF-PQ)
continua. No caso da fase CAF, temos que o pardmetro de ordem mg 4 cresce, a partir do ponto
a = agc, com uma descontinuidade que caracteriza a transicao (PQ-CAF) de primeira ordem,
a medida que a aumenta. Existe assim um estado intermedidrio para a1c < a < aoc que nao
apresenta ordem de longo alcance e que denominamos de estado paramagnético quantico (PQ).

Na figura 2.12 temos o comportamento da energia e(«) versus « obtido por Oliveira[47].
Quando a energia e4r coincide com a energia epg, uma curva reta com declividade 1/2 (i.e.,

epg = /2 —2), obtemos o ponto critico ajc =~ 0,42 e quando epg = ecap encontramos asc =
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0,68, que caracteriza a transicao de primeira ordem através do "cusp" [(%)%C < 0]. Este
comportamento qualitativo para e(a) estd de acordo com resultados recentes usando o método
das plaquetas renormalizadas[107], cujos valores encontrados para os pontos de transi¢ao foram
ajc ~ 0,40 e ase =~ 0,62, caracterizando adequadamente a ordem da transicao de fase. A
outra maneira que analisamos a ordem da transicao de fase foi através do comportamento dos
parametros de ordem mupr e moar, conforme a figura 2.13. No caso da fase AF (ou Néel)
temos que, em o = ajc ~ 0,42, marp = 0, o que indica uma transigdo continua (2* ordem).
No caso da fase CAF temos que, em o = asc ~ 0, 68, moar sofre uma descontinuidade, o que
indica uma transicao de 1¢ ordem.

Do ponto de vista qualitativo, o método variacional desenvolvido por Oliveira[47] apre-
senta os comportamentos dos pardmetros de ordem das fases AF e CAF satisfatérios carac-
terizando adequadamente as ordens das transicoes de fase. No caso da teoria de ondas de
spins, apresentado na figura 2.10, a transicao de fase em a = asc ~ 0,51 tem se mostrado
ser de 2% ordem. Quantitativamente falando, estudos combinando RPA ("random phase ap-
proximation") com grupo de renormalizac¢do[108] tém mostrado rigorosamente que o estado
desordenado encontra-se entre os valores do parametro de frustracdo a = ajc =~ 0,40 — 0,45
e a = ayc ~ 0,66 —0,68. Portanto, os valores encontrados usando o método variacional,
a=aic~0,42 e @ = ayc ~ 0,68, estao dentro do intervalo esperado para a existéncia do es-
tado desordenado. Estes resultados, tanto qualitativos como quantitativos, obtidos pelo método
variacional, sdo encorajadores para que o método seja estendido a outros sistemas (modelos)
quanticos a fim de analisarmos as propriedades magnéticas e transi¢cbes de fases e este serd o
objetivo deste trabalho de dissertagao no préximo capitulo.

Outra grandeza importante que podemos fazer comparacdo com os valores obtidos por
outros métodos é a magnetizagdo da sub-rede A na rede quadrada nao frustrada (o = 0)
ma(0). Um fator 1/2 deve ser multiplicado ao valor m4(0) encontrado usando o método
variacional, uma vez que usamos o operador de spin de Pauli e ndo o spin 1/2 (? = %7).
Desta maneira dos resultados numéricos encontramos m4(0) ~ 0,41, que é superestimado
quando comparado com resultados rigorosos, como, por exemplo, expansao em série, Monte
Carlo quéntico e diagonalizagdo exata, conforme mostrado na Tabela 2.2. Na vizinhanga do

ponto critico quantico aq¢, o pardmetro de ordem da fase AF apresenta um comportamento
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lei de poténcia my(a) ~ (oo — a)ﬁ , com um comportamento assintético tipo de campo médio
B = 1/2. Este comportamento de campo médio também tem sido observado por outros métodos

mais elaborados[107, 108, 109].

-2,0 L

2,14 L
] N

-2,2 L

-2,3 -

24 T T T T
0,0 02 0,4 0,6 038 1,0

Figura 2.12: Comportamento da energia média por spin e por unidade de J; em fungdo do
parametro de frustragdo a para os estados N (Néel ou AF), P (paramagnético quantico ou
PQ) e C (colinear ou CAF) para o modelo J; — Jo numa rede quadrada obtido via método
variacional[47].

A fim de uma comparacao entre os diversos métodos, apresentamos o valor da magnetizagao
de sub-rede A em T = 0, m4(0), na Tabela 2.3, para o modelo de Heisenberg de spin 1/2
antiferromagnético numa rede quadrada (limite @ = 0 do modelo J; — J2 Heisenberg) que é
obtida através de vdrios métodos. Nos casos dos métodos EFFT e Variacional, tipo campo
médio, os valores para m4(0) sdo superestimados em relagao a simulagdo Monte Carlo, por

exemplo.

Comparando os resultados obtidos anteriormente, usando ondas de spin linear (OSL) e
método variacional (MV'), notamos uma diferenga marcante no comportamento do parametro
de ordem da fase CAF": enquanto no formalismo OSL ocorre uma transi¢do continua em o =

Qg¢, 0 parametro de ordem calculado pelo MV sofre uma descontinuidade, caracterizando uma
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” Método m4(0) | a1c ‘ (e0e] H
[ Ondas spin linear[99] 0,303 0,25 0,76 ||
” Ondas spin nao-linear[120] 0,307 | 0,41 ‘ 0,58 H
|| Diagonalizagao exata[121] 0,25 | 0,35 | 0,66 ||

[ Método Variacional[47] 0,41 | 0,42 | 0,68 ||
| Campo efetivo[104] 0,46 | 0,25 | 0,76 |
[ Expansdo em série[123] | 0,308 +0,008 | 0,38 | 0,62 ||

|
|
|
] |
[ Monte Carlo quéantico[122] | 0,314+0,02 | — | — |
|
|
|

Tabela 2.2: Valores da magnetizacao de sub-rede A, m(0) do sistema néao frustrado e os pontos
de transicao de fases do modelo J1-J2 numa rede quadrada obtidos por diversas técnicas.

transicao de fase de primeira ordem. Os métodos de fungao de Green[106], cluster acoplado[105]
e diagonalizacao numérica estao qualitativamente de acordo com os resultados de ondas de spin.

Recentemente, Viana e de Sousa[104] desenvolveram uma nova metodologia para descrever
transicdo de fase quantica de primeira ordem, tendo como ponto de partida o uso da técnica
do operador diferencial aliada a teoria de campo efetivo (EFFT) e, desta meneira, foi proposto
um funcional para a energia livre. Aplicada essa metodologia ao modelo J; — Jo Heisenberg
numa rede quadrada, os autores mostraram que, em o = a1, ~ 0,25 e a = ag. ~ 0, 76, temos
transicoes de 2% e 1 ordem, respectivamente. Notemos que os valores aj. ~ 0,25 e ag. =~
0,76 sao, respectivamente, subestimado e superestimado em relacao aos resultados rigorosos
ate ~ 0,40 e ag. ~ 0,60. Apesar desses reultados quantitativos nao serem satisfatérios, os
comportamentos qualitativos dos parametros de ordem sao coerentemente corretos, conforme

apresentado na figura 2.14
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Figura 2.13: Parametro de ordem (M) como uma fungao do parametro de frustragao a para os
estados de Néel (N) e Colinear (CAF) do modelo J; — J3 numa rede quadrada obtido via método
variacional[47]. O parametro de ordem para o estado de Néel tende continuamente a zero para
0 <a<a; =0,417, caracterizando uma transicao de fase de 2¢ ordem, enquanto que para o
estado Colinear, salta de um valor diferente de zero para zero em as = 0,683, caracterizando
uma transicao de fase de 1% ordem.
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Figura 2.14: Comportamento da magnetizacao de sub-rede (parametro de ordem) em 7' = 0
dos estados AF e CAF como fungao do pardmetro de frustragdo o do modelo J; — .J Heisenberg
antiferromagnético numa rede quadrada obtido via EFT — 2[104].
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Capitulo 3

Modelo J — J| — Jo

Antiferromagnético

3.1 Consideragoes Gerais

Estudos tedricos tém indicado que os efeitos de frustragao («), anisotropia de exchange
(A), dimensionalidade (A) e o valor de spin (S) podem influenciar drasticamente na destruicao
do estado paramagnético quantico (PQ) no modelo J; — J;. Por exemplo, no limite Ising
(A = 1), que representa a auséncia completa de efeitos quanticos no sistema, ndo temos a
presenca do estado PQ[104, 110, 66], onde apenas uma transigdo de fase de primeira ordem
direta entre as fases AF e CAF é observada em a¢c = 1/2 na rede quadrada.
O aumento da dimensionalidade no estudo deste modelo J; —Jo tem como consequéncia
a diminuicao das flutuagoes quanticas, assim sendo, numa rede ciibica (3d) simples, o estado PQ
nao estd presente [85, 87]. Analisando uma rede 3d composta de planos com simetria quadrada
frustrada (J; e Jo interagdes), interagindo através de um acoplamento A, de tal modo que
este parametro aumentado gradualmente simulard a diminui¢do dos efeitos quanticos (A = 0
corresponderd as redes quadradas desacopladas), foi mostrado, utilizando vérias metodologias
[75, 111, 112], que existe certo valor caracteristico A. no qual, acima dele, a dimensionalidade é
vista como sendo 3d, de modo que a fase PQ nao existe e, abaixo dele, temos um comportamento
2d, com presenca dessa fase intermedidria (PQ). Esse crossover de dimensionalidade é um dos

varios tépicos de interesse tedrico no estudo deste modelo quantico frustrado.
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Uma generalizacao do modelo J; — Jo numa rede quadrada foi proposta anos atrds por
Nersesyan e Tsvelik[113] e tem sido estudada por outros grupos usando diversos métodos[114,
115, 116, 117, 118], que ficou denominado na literatura de modelo J; — J{ — Ja. No modelo

generalizado J; — J{ — Jo, introduz-se uma anisotropia espacial (A) no modelo J; — J na rede

. ~ . . o . . !
quadrada com interagao entre primeiros vizinhos apresentando diferentes valores: Jj e J; = AJp
nas direcoes horizontal e vertical, respectivamente, conforme mostrado esquematicamente na

figura 3.1.

(a) (b) (c) (d)
N B
P N B S
N N N
R |
N ’ I"\ A
N A
N A

Figura 3.1: (a) Esquema do modelo J; — J{ — Jo numa rede quadrada; Ji;----- J1;
----- Ja. (b) Estado Néel. (c) Estado Colinear em coluna (.J; < .J;). (d) Estado colinear em

linha (J; > J;).

Estudos extensos de estruturas de bandas[119] para os compostos de fosfato de vanddio
ABVO(PO4)2 (AB = Pby,SrZn,BaZn e BaCd) tém indicado quatro inequivaléncias nos
acoplamentos J; e Ji entre primeiros vizinhos ao longo das diregoes horizontal e vertical e Jo e
J '2 entre segundos vizinhos ao longo das diagonais da rede quadrada. Por exemplo, no caso do
composto SrZnV O(PQOy)sz, foram estimados os valores Ji/Jl ~0,7e Jé/Jg ~ 0,4, causando
assim uma distor¢ao na rede de spins. Para certos valores desta anisotropia espacial, podemos
destruir por completo a regiao desordenada PQ, que é existente no caso puro do modelo J; — Jo
na rede quadrada.

O Hamiltoniano que descreve o modelo J; — J{ — Jy é dado por:

- — 4
H=J E O-i'O-iJr?z + J; E O-i'o-iJr?y + Ja E 0;.0j (31)
<ij>w <ig>y <ig'>
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onde a primeira soma é feita entre os primeiros vizinhos ao longo do eixo x, a segunda soma
entre os primeiros vizinhos ao longo do eixo y e a iltima soma entre os segundos vizinhos ao
longo das diagonais da rede quadrada.

O modelo cldssico (S = oo ) apresenta apenas dois estados ordenados: a fase AF, para
a > A\/2 e a fase CAF para o < A/2, que sao separadas por uma linha de primeira ordem em
ae. = A/2. Flutuagbes quanticas tém um papel significativo no diagrama de fase em T = 0.
No caso de spins S = 1/2, devido as fortes flutuagoes quanticas combinadas com o efeito da
frustrac@o magnética, o modelo apresenta uma fase desordenada para o caso puro (A = 1)
que separa as duas fases ordenadas AF e CAF. Diagonalizagao exata[l18] tem estimado duas
linhas criticas em acap = ac + 52 /872 para a transicio entre as fases CAF e PQ e em

QAF = Q0 — )\2/87r2 entre as fases AF e PQ.

Figura 3.2: Diagrama de fase em 7" = 0 no plano Jo — J' para o modelo J; — J{ — Jo anti-
ferromagnético obtido pelo método da diagonalizacao exata[114]. Neste caso, J2 corresponde a
Ja/J =« e JI corresponde a J//J = A

O diagrama de fase obtido no plano a(Js/J) — A(J'/J) mostrado na figura 3.2 estd de
acordo com os resultados de Starykh e Balents[114] usando teoria de campo, ou seja, para

todos os valores de A < 1 temos a existéncia da fase desordenada intermedisria PQ.
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Por outro lado, Bishop e colaboradores[115], usando um método de cluster acoplado, obser-
varam que o estado desordenado persiste apenas para A > A1, enquanto que, para A < A1, temos
uma transicao de fase direta entre as fases AF e CAF, conforme mostrado na figura 3.3. Neste
novo cendrio, contrario ao resultado de Starykh e Balents[114], foi previsto um ponto critico
terminal (QCE) no diagrama de fase onde se encontram uma transigdo de primeira ordem com
uma de segunda ordem (ver figura 3.3). A verdadeira natureza das transicoes de fases nao foi

bem compreendida neste formalismo de aglomerado (cluster) acoplado[115].

06 1, =5 Fitical pomt '
E,ee=Energy meeting/crossing point of the Neel
05 F and stripe states
04k suipe
- 03

Neel

M, :Néel —w—
M, © Stripe —a—
; : 2nd order tiansition —e—

0 0.2 04 0.6 08 1

Figura 3.3: Diagrama de fase em T = 0 no plano Jy — Ji do modelo J; — Ji — Jo numa rede
quadrada obtido pelo método do aglomerado acoplado[115]. A nomenclatura QTP (quantum
triple point) foi usada inadequadamente, pois segundo a classificagdo de pontos multicriticos,
este é denominado de QCE (quantum critical endpoint).

Mendonga e colaboradores[116], usando teoria do campo efetivo em aglomerado finito, tém
estudado o diagrama de fase do modelo J; — J{ — Jo na rede quadrada, conforme mostrado na
figura 3.4. Este método foi capaz de identificar os tipos de transi¢oes de fases existentes e que
o comportamento qualitativo do diagrama de fase estd de acordo com os resultados da figura

3.4, ou seja, foi previsto um QCE no diagrama de fase.

Recentemente, usando a teoria de ondas de spins de segunda ordem, Majumdar[117] tem

também investigado este modelo anisotrépico e nao foi previsto o QCE, conforme mostrado na
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Figura 3.4: Diagrama de fase em T = 0 no plano A - o do modelo J; — J{ — Jo numa rede
quadrada obtido pelo método de teoria de campo[116].

figura 3.5 e portanto, a fase desordenada persiste para todos os valores de A < 1, o que mostra
uma certa divida a respeito do verdadeiro diagrama de fase no plano A — o, ou seja, existe ou

nao o QCE no diagrama de fase?

0.6 T r . — — .
&=0,1 ]

05t ,/:
0.4+ e
s 1

CAF {T[,O,'.T[} _//:r/ ]

0-3 i J_;:E;:J __
0.2 L ,:(:ff'{{' —i
£ AF (m,m,m) ]

0.1+ -
D L L L 1 1 1 L 1 L 1 1 1 L L L 1 1 i
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 3.5: Diagrama de fase em 7' = 0 obtido no plano @ — A do modelo J; — J; — Jo
antiferromagnético obtido pelo método de onda de spin nao linear[117].

Para responder a esta pergunta, novos métodos devem ser testados e nisto reside a maior

motivagao deste trabalho de dissertacao de mestrado, onde serd desenvolvido (estendido) um
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método variacional no estudo do modelo de Heisenberg frustrado antiferromagnético numa rede

quadrada anisotrépica.

3.2 Meétodo Variacional Estendido

Diante do conflito de conclusGes a respeito da existéncia ou ndo do QCE no diagrama de
fase no plano A — a para o modelo J; — J]i — Jo numa rede quadrada, iremos, neste trabalho,
aplicar uma nova metodologia que tem sido usada com sucesso por Oliveira[47] para estudar o
limite puro deste modelo (i.e., limite isotrépico com A = 1). O método variacional desenvolvido
inicialmente por Oliveira[47] trata uma plaqueta com quatro spins de forma exata, supondo
uma fun¢ao de onda composta de uma combinagao linear de estados (seis) independentes (tipo
campo médio), com a componente total S* = 0, onde os coeficientes dessa combinacao linear
sao os pardmetros variacionais sujeitos a um vinculo de normalizacao. Nesta dissertagao vamos
estender este método para tratar o modelo J; — J{ — Jy numa rede quadrada.

Consideremos a figura 3.6 que compoe uma parte da rede quadrada na qual aplicaremos
o modelo J; — J{ — Jo e vamos utilizar a seguinte convencao: os sitios 1, 2, 3 e 4 pertencem a
plaqueta denominada plaqueta A; os sitios 5 e 6, & denominada plaqueta B; os sitios 8 ¢ 9, &
plaqueta C e o sitio 7, & plaqueta D.

Inicialmente teremos um estado vetor fundamental como sendo o produto de estados

das plaquetas {| ¢q;)}, isto é:

N/4

| Wo) = H | Poi) =| ¢01)® | do2) ® ...® | Ponya) (3:2)

=1
onde o estado da l-ésima plaqueta é dado por uma combinacao linear de estados dos spins 1, 2,
3 e 4 (plaqueta A da figura acima usada como referéncia de célculo). Os estados independentes
de quatro spins com S§* = 0 sao: {|n) = |my,ma,m3,mqs)} = {|1) =| +,—,+,—);| 2) =|
=+ +>; | 3> :| +, 4+ *>; | 4> :| -+ *>; | 5> :| -+ +>; | 6> :| + = +>}
Supondo, agora, a funcao de onda |¢y;) composta de uma combinagao linear desses seis estados
independentes, com a componente total S* = 0, onde os coeficientes {a,} dessa combinagao
6

linear sdo os parametros variacionais sujeitos ao vinculo de normalizacio Y a2 = 1, ou seja:
n=1
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Figura 3.6: Parte da rede quadrada na estrutura de plaqueta usada para descrever o método
variacional. Simbolizamos as quatro plaquetas por A, B, C e D, onde a plaqueta A serd usada
como referéncia (plaqueta base).

6
| o) =D _an| n) (3.3)
n=1

Lembrando do formalismo da matriz de Pauli o7 |£) = |F), o] |[£) = +i.|F), 0] |£) =
+|+), a fim de calcularmos as médias das grandezas através do vetor |¢;), e com essa escolha
do estado vetor, as componentes x e y dos valores dos spins sao nulas (mg, = (o;Y) = 0),
assim teremos apenas a componente z (axial) como sendo a diregao da magnetizacao de sub-

rede. Portanto, definimos as magnetizacoes médias em cada sitio de uma plaqueta por m, =

(Poil o3 [P01), P = 1,2,3 e 4; onde a média ¢ calculada usando o estado vetor |¢y;).

3.2.1 Cidlculo das magnetizagoes

Para a magnetizacao do sitio 1 da plaqueta A (m1 = (¢ga| 05 |Pga)), Obtemos :

2 2., 2 2 92 2
mi =aj —aj+ a3 —aj —as + ag (3.4)

Efetuando-se a mudanca de varidveis {a1, ag,as, as,as,a6} = {x,y, z,u,v,w}, que se rela-

cionam por: x =a1\7§“ ;Y =%’l, =%i, U =a1—_2“2, v =%’l, w =% e também estao

sujeitas ao vinculo de normalizacao, ou seja: z% + 9% + 22+ u? + v + w? = 1, reescrevemos my
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na forma

my = 2(zu + yv — zw). (3.5)

Analogamente para os sitios 2, 3 e 4 da plaqueta A, encontramos

mg = 2(—zu + yv + zw)
ms = 2(zu — yv + zw) (3.6)

my = 2(—zu — yv — zw)

3.2.2 Cilculo da energia do estado fundamental

Utilizando a convencao de que os sitios 1, 2, 3 e 4 pertencem a plaqueta denominada
plaqueta A; os sitios 5 e 6, & denominada plaqueta B; os sitios 8 € 9, a plaqueta C e o sitio 7, &
plaqueta D, assim, devemos determinar a energia do estado fundamental por spin e unidade de
Ji, ou seja, Ey = (Vo| H |Po) /ANJ1 = (Eo1 + Eo2 + Eos)/4. Para tal, vamos dividir a energia
do estado fundamental em trés parcelas: a primeira que contém as plaquetas isoladas, usamos

como referéncia a plaqueta A, ou melhor, utilizando apenas a fungao |¢y;) , ou seja,

Ey = <?1‘?2>A + <?3’?4>A + )\[<?2 03>A + <O’4. o 1>A] + (37)

As outras duas parcelas sdo calculadas utilizando-se de duas plaquetas que sdo indepen-
dentes. Assim, a segunda parcela corresponde as interagoes entre duas plaquetas (campo mé-

dio), com essas interagbes entre primeiros vizinhos:



E, finalmente, a terceira parcela contendo as duas plaquetas com as interagoes entre segundos

vizinhos:

Cada média é calculada usando uma das plaquetas. Por exemplo, <72> 4 € calculada usando
a plaqueta A, enquanto (7'g) p € calculada usando a plaqueta D. No entanto, devemos perceber
que, por simetria, (7’s),, usando a plaqueta D é o mesmo que (71),4 usando a plaqueta A
e assim por diante. Desta forma, todos os célculos podem ser feitos utilizando-se uma tinica
plaqueta, no caso, a plaqueta A; onde (V); = (¢g;| V' |¢g;) € o valor médio de um dado observével
"V" calculado do estado vetor da l-ésima (1=A,B,C,D) plaqueta como ilustrada na figura 3.6.
Assim, a energia energia do estado fundamental serd igual a soma dessas trés parcelas dividida
por 4.

- =

A fim de ilustragio, calcularemos (0°1.72) 4 € (1) 4 . (0°6) g, lembrando do formalismo da

matriz de Pauli, que por simetria ()5 = (7'3) 4 € que

[Goa) = a1+ — +—) +az|—+ —+) tag|++——) +

ag|—++-) +tas|——++) +ag [+ ——+) =

ay ‘1> + a9 ‘2> + a3 |3> + a4 |4> + as |5> + ag |6>

Sendo (0'1.0°2) 4 = (Poal 01.72|doa) = (boalofol + o¥oh + 0505 |¢pa), entdo vamos
calcular separadamente cada componente da funcao de correlacao (¢pg4| o504 |dga),(v = z,y, 2),

ou seja, para a componente x teremos:

0705 |poa) = a1 |4) +az]6) +as|— — ——) +aqa|l) +as|++++) +a6|2). (3.10)
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Multiplicando a Eq.(3.10) por (¢g4|, obtemos:

(Poal 0705 |dga) = aras + azas + asar + agaz = 2a1a4 + 2aza6

Analogamente para a componente y:

ol08 |doa) = a1 14) + a2 |6) — a3z |— — ——) + as|1) — a5 |+ + ++) + a5 [2) . (3.11)

Multiplicando a Eq.(3.11) por {¢g4|, obtemos:

(boal Y0y |Ppoa) = aras + azas + asar + agag = 2a1a4 + 2a2ag

Analogamente para a componente z:

O’idg ‘(/J)OA> = —aq ‘1> — Qs |2> + as |3> — aq |4> + as |5> — ag |6> . (3.12)

Multiplicando a Eq.(3.12) por (¢g4|, obtemos:

2 2., 92 9, 9 9
(Poal 0105 [pga) = —ai — a3 + a3 — ag + a5 — ag

Agrupando todas as componentes obtemos:

<?1'?2>A = (P4 T1A4.0 94 ‘¢0A> = fa% — a% + a% — ai + a% — CL(25 + (4a1aq4 + 4azap)

Usando a transformagao Canonica nos coeficientes {a, }, reescrevemos a fungao de correlagao

na forma:

01.02) 4 = —(z% +u?) + 2yv + 22w (3.13)
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Sendo (1) 4. (0'6)p = (T 1)4- (0304 = (boal T1|0a) - (Dol T'3|¢pa) € sabendo que as
componentes x e y dos valores dos spins sao nulas (my, = (07"Y) = 0 ), assim teremos apenas
a componente z (axial) como sendo a diregdo da magnetizagao, logo usando a propriedade da

simetria e as expressoes para m; e mg calculadas anteriormente, Egs. (3.4)-(3.6), obtemos

(1) 4-(T6) g = mims = 4(zu + yv — 2w)(vu — Yo + 20) = 4[z*u? — (yv — 2w)?]

Seguindo o mesmo procedimento para todas as médias e depois de algumas manipulagoes

algébricas obtemos a expressao final da energia Ey = (Eg1 + Fo2 + Ep3)/4., que é expressa por:

1 1—
Bo= = (357 @ ) =20+ Dbl + (252 [0 +4) - ()
+2(1 = N)(y*0? — 22w?) + 22(\y + 2)+
a % —(y— z)2 — 0?2 —w? +62%u% — 6y2v2 — 62%w? (3.14)

Para minimizar a energia F, devemos levar em consideragao o vinculo entre os parametros,
desta maneira usaremos o método do multiplicador de Lagrange que deve minimizar o seguinte

funcional:

F(:‘Cayazvuvvvw) = EO - 77k($2 +y2 + 22 + U2 +/U2 +w2 - 1) (315)

Minimizando o funcional acima (OF = 0) obtemos um conjunto de seis equagoes nao lineares
onde 7;, ¢ o multiplicador de Lagrange para as fases AF (1), CAF em coluna (1) e PQ(np),

que sao dadas por
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2 x+ A+ Dz +4\ + Dau? — 2(\y + 2) — 12azu? =0
m y— (1 - Ny — 2z + 20y — 22) + 12ayv? =0
m 2+ (1-XNz+4(1 - Nzw? —2x —2a(y —2) =0
217k w4+ A+ Du+ 40\ + Dz?u — 12a2%u =0
2n v—(1=Av—41- Ny2v + 2a0(1 +12y5%) =0
20w+ (1= XNw +4(1 — N\)2%w + 2aw(1 + 12y2) =0

(3.16)

\

Notemos que, no limite isotrépico A = 1, as equagOes acima sao as mesmas obtidas por de
Oliveira no caso do modelo J; — Jo. Neste trabalho generalizamos para o caso anisotrépico a
fim de investigarmos a influéncia da anisotropia A sobre o estado PQ.

Analisando o sistema de seis equagOes nao-lineares acima em conjunto com o vinculo de
normalizacdo, isto ¢, 22 + y? + 22 + u? + v? + w? = 1,encontramos, numericamente, todos
os pardmetros variacionais associados a cada estado magnético do modelo com as seguintes
condigoes de contorno:

i) Estado paramagnético quantico (PQ): my =mg=m3 =my =0

zu=yv=zw =0 (3.17)

ii) Estado de Néel (AF): m; = —mg =m3 = —myg # 0

v=w=0eu#0 (3.18)

iii) Estado colinear antiferromagnético (CAF): m; = —mg = —mg = my # 0 (em coluna
A<1).

u=v=0ew#0 (3.19)
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Para resolver o conjunto de seis equagoes nao lineares acima temos usado o software MAPLE
(aplicativo fsolve) e encontramos as solugoes dos pardmetros variacionais. Desta maneira, a en-
ergia e o parAmetro de ordem foram calculados numericamente para as fases AF e CAF. No
caso da fase paramagnética quantica (PQ), onde ndo temos ordem de longo-alcance (magne-
tizagbes nulas em todos os sitios da rede quadrada), apenas a energia foi obtida, cuja solugao
analitica pode ser encontrada, sendo demasiadamente grande para ser expressa aqui. Portanto,
omitiremos tal expressao.

Analisando os comportamentos dos parametros de ordem, mag € moap, como uma funcao
de « e fixando a anisotropia espacial A\, permitiu-nos encontrar completamente os pontos de fase
caracterizando o tipo de ordem, no qual foi possivel obtermos numericamente aj.(\) e aac(A)
igualando as energias em suas respectivas fases. No caso de uma transicao de segunda ordem,
o parametro vai & zero continuamente, enquanto numa transi¢ao de primeira ordem temos uma
descontinuidade no ponto de transi¢do, conforme mostrado na figura 3.7.

Na figura 3.7 apresentamos os comportamentos dos respectivos parametros de ordem map
e moar como uma fungdo do paradmetro de frustragdo «, onde temos fixado alguns valores da
anisotropia espacial A. Observamos que para A acima de certo valor caracteristico A\; ~ 0, 53,
a partir do qual a fase PQ) comeca a existir, o parametro de ordem mr decresce monotonica-
mente com o aumento do parametro «, sendo nulo no valor critico aj.(\) caracterizando assim
uma transi¢ao de segunda ordem entre as fases AF e PQ. Na regiao intermedidria do parametro
de frustracao ai.(A) < a < agc(A), o sistema é desordenado, enquanto que para a > ag.(\)
o parametro de ordem mgap cresce monoticamente com o aumento de «, com uma descon-
tinuidade em o = ag.(\) caracterizando uma transigao de primeira ordem entre as fases PQ e
CAF. Por outro lado, para A < A; a fase desordenada PQ é destruida e uma direta transicao
de primeira ordem é observada entres as fases AF e CAF. Os pontos de transi¢oes de fases
a1.(A\) e age(N) foram obtidos igualando as energias da fase PQ com as fases AF e CAF, re-
spectivamente. A medida que diminufmos o valor de \ temos uma mudanca de comportamento
(crossover) de dimensionalidade 2d (A > A1) para tipo 1d (A < A1). No caso do comportamento
tipo 2d observamos o estado desordenado intermedidrio, enquanto que no comportamento 1d
esse estado PQ é destruido com uma direta transicdo de primeira ordem entre as fases AF e

CAF, com o parametro de ordem indo a zero quando a — o (ac — 9,9 — 0) que é uma
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Figura 3.7: Comportamentos dos parametros de ordem mar e moar em funcao do pardmetro
de frustracdo o« para valores fixos do parametro espacial A\. Notemos que para A = 1, os
comportamentos de mar e mgar sao os mesmos obtidos por Oliveira[47].

caracteristica de uma cadeia Heisenberg que nao apresenta ordem de longo alcance em 7' = 0.

O resultado do diagrama de fase do estado fundamental no plano o — A estd mostrado na
figura 3.8, que qualitativamente estd de acordo com os resultados obtidos usando aglomerados
acoplados[115] e teoria de campo efetivo[116], mas em desacordo com os resultados de diago-
nalizagao exata[114], e teoria de ondas de spins de segunda ordem[117] que nao prediz o ponto
critico terminal (PCT).

Na figura 3.8, discutimos o diagrama de fase no estado fundamental no plano a — A, onde
observamos dois tipos de comportamentos. O primeiro para A > A, o sistema apresenta um
comportamento tipo bidimensional (o modelo J; — J isotrépico) com presenga de um estado
desordenado separando as fases ordenadas AF e CAF. Este método foi capaz de descrever
corretamente o tipo de transi¢ao de fase, que foi de segunda ordem, a;. (\), entre as fases AF

e QP e de primeira ordem, g (\), entre as fases QP e CAF. Por outro lado, para A < A\;
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Figura 3.8: Diagrama de fase do estado fundamental do modelo J; — Jj — J de spin -1/2
numa rede quadrada no plano A — « obtida pelo método variacional. Os simbolos AF, CAF e
QP correspondem aos estados antiferromagnético, colinear antiferromagnético e paramagnético
quantico (PQ), respectivamente. As linhas continuas e tracejadas correspondem as transigoes
de segunda e primeira ordem, respectivamente. O ponto em negrito é o ponto critico termi-
nal (PCT, cuja sigla em inglés ¢ QCE). As figuras inseridas descrevem o comportamento dos
parametros de ordem.

o estado intermedidrio é destruido e temos apenas uma transicao de primeira ordem entre as
fases AF e CAF, que é caracterizada pela descontinuidade entre os respectivos parametros de
ordem mar e moap. As linhas de transigoes aj. (A) e ag. (A) emergem de um ponto critico
terminal (QCE). Este modelo foi tratado inicialmente por diagonalizagdo numéricall14, 118],
mas o tamanho da rede (méximo N=40 spins!) néo foi o suficientemente a fim de analisar a
convergéncia dos resultados, tendo assim obtido um diagrama de fase sem presenca do QCE.
Usando os métodos do aglomerado acoplado[115] e campo efetivo[116] tém sido observados o
QCE, apresentando diagrama de fase qualitativo equivalente aos nossos resultados apresentados

na figura 3.8.
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Finalmente, na figura 3.9 mostramos a variagdo da energia do estado fundamental por
plaqueta em unidade de Ji, Ep(«), como uma fungao do parametro de frustragdo o para A =
0,40(A < A1) e A = 0,80(A > A1). A partir destas curvas, tais como aquelas mostradas na
figura 2.12, vemos que para A = 0,80 existe uma regiao desordenada intermedidria (PQ) entre
as fases ordenadas AF e CAF. Nos pontos a1, ~ 0,35 e as. ~ 0,47 ocorrem as transi¢coes entre
as fases AF-PQ e PQ-CAF, respectivamente. Uma clara ruptura de diregao (cispide), perto de
« = ao., € observada, indicando uma transicao de fase de primeira ordem. A mudanga continua
do declive é encontrada perto de a@ = aq,, indicando uma transicao de fase continua. Para
A = 0,4 temos uma transicao de primeira ordem direta entre as fases AF e CAF, onde também

é observada uma ctspide em o = a, =~ 0, 20.

-2,0

E ()

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

Figura 3.9: Comportamento da energia do estado fundamental por plaqueta e unidade de Jy
(Ep(c)) do modelo de Heisenberg J; — Jj — J2 como uma fungao do parametro de frustracao o
para os casos: (a) A = 0,4 e (b) A =0,8.
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Vale a pena mencionar que, no caso do método do aglomerado acoplado, a transicao de
primeira ordem nao foi discutida nos seus maiores detalhes, por exemplo, a descontinuidade
do parametro de ordem nao foi observada. Calculos recentes de ondas de spin de segunda
ordem nao obervou o QCE, mas nestes cdlculos a rede quadrada anisotrépica (6 = 0) nao foi
tratada por falta de precisao dos resultados, conforme podemos ver a figura 3.5, no qual foi
considerada uma interacdo d = 0,1 entre os planos. Portanto, este resultado de ondas de spin
nao pode ser usado para nossa comparacao, no que se refere a verificacao da existéncia do QCE.
Para finalizar, podemos comparar os resultados dos pontos a1, (\) e ag. (A\) no limite isotrépico
(A = 1) com os encontrados usando métodos mais elaborados, e verificamos que os valores estao
em boa concordéancia, desta maneira esperamos que a extensao para a rede anisotrépica (A < 1)
devemos esperar que nossos resultados fossem pelo menos qualitativamente corretos. Mas com
a falta de resultados rigorosos neste modelo faz com que apenas especulemos esta tendéncia
do diagrama de fase, e uma futura extensao deste método para incluir plaquetas maiores, por

exemplo, uma rede com N=16 spins, possam elucidar ainda mais este problema em aberto.
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Capitulo 4

Conclusoes e perspectivas futuras

Nos tltimos 20 anos, o estudo tedrico de modelos quanticos frustrados tem sido motivado
pela possivel aplicacao na descricao das propriedades obtidas experimentalmente em compos-
tos magnéticos, como, por exemplo, os materiais supercondutores em altas temperaturas e os
vanadios. Novos estados da matéria sao previstos teoricamente, tais como o liquido de spin,
gelo de spin, RVB, etc.

Do ponto de vista tedrico, o primeiro desafio para se estudar os modelos quanticos frustra-
dos é adequar uma metodologia que seja capaz de obter resultados satisfatérios e que possamos
admitir ser uma solugao rigorosa. Além dos aspectos quanticos, o efeito da frustragdo também
tem corroborado para inabilidade de propostas rigorosas nestes sistemas. Em particular, o
modelo de Heisenberg quantico de spin 1/2 com interacoes entre primeiros (.J1) e segundos (J2)
vizinhos (modelo J; — J2) constitui o modelo canénico para investigar esses dois aspectos e tem
sido intensivamente estudado na literatura usando uma variedade de métodos. Para pequenos
valores de o = Ja/J; (< aic) temos um ordenamento antiferromagnético (AF) e para altos
valores de av (> ag¢) temos um ordenamento colinear antiferromagnético (CAF). Sao consider-
ados como ponto de partida nas diversas técnicas aproximativas os estados AF e CAF cléssicos.
No caso do estado AF, os spins estao orientados antiparalelamente sobre toda a rede quadrada
(estado Néel), enquanto que o estado duplamente degenerado CAF ¢é caracterizado com os spins
orientados paralelamente ao longo de linhas (colunas) e com estas cadeias "ferromagnéticas"
acopladas antiferromagneticamente, ou seja, cadeias orientadas antiparalelamente. Existe uma

regiao intermedidria a1, < a < ag. onde nao temos ordem de longo-alcance, que acredita-se ser

87



um sistema formado de estados singletos (dimeros, plaquetas) orientados aleatoriamente sobre
toda a rede quadrada, representando assim um estado liquido de spin.

O estado intermedidrio é uma caracteristica de efeitos combinados de frustracio e aspectos
quantico. No limite de spin cldssico (S — o), por exemplo, este estado LS é destruido, onde
apenas uma transicao direta de primeira ordem entre as fases AF e CAF estd presente. Um
outro mecanismo de destruigdo do estado LS é obtido introduzindo anisotropia no exchange,
de tal maneira que a medida que aumentamos o parametro A (onde A =0 e 1 corresponde os
limites Heisenberg isotrépico e Ising, respectivamente), o efeito quantico diminui, de tal modo
espera-se que para certo valor caracteristico A > A; temos uma direta transicdo de primeira
ordem entre as fases AF e CAF. Efeito de dimensionalidade também tem sido investigada, onde
o exemplo mais canénico é a introdugao de um acoplamento entre planos A de tal modo que o
limite A = 0 temos o limite 2d (rede quadrada frustrada). Assim sendo, foi verificado que para
este modelo anisotroépico espacialmente, quando A > A; o sistema tem um comportamento tipo
tridimensional, o que suprime o estado intermedidrio LS, e mais uma vez temos a transicao de
primeira ordem entre as fases AF e CAF. Finalmente, um outro exemplo, e que foi explorado
neste trabalho de dissertacao, é o caso de uma anisotropia espacial na rede quadrada, onde
considera-se um acoplamento antiferromagnético entre cadeias mediado pelo pardmetro . Para
A = 0 temos uma rede quase-1d, mas devido ao acoplamento entre segundos vizinhos ()
as cadeias nao ficam completamente desacopladas. No caso particular em que a rede é néo
frustrada, isto ¢, & = 0, esperamos que a magnetizacao de subrede da fase AF, m4()\), seja
uma fungéo monoticamente decrescente com a diminui¢ao do parametro A se anulando no limite
de cadeias desacopladas (A = 0, rede 1d), uma vez que é sabido que a cadeia de Heisenberg AF
nao apresenta ordem de long-alcance em 7' = 0. Usando o método variacional, foi possivel prever
um comportamento qualitativo correto para o pardmetro de ordem do modelo de Heisenberg
AF nao frustrado numa rede quadrada anistrépica, mostrando ser este método adequado para
ser aplicado ao caso mais geral do modelo.

Os resultados encontrados no capitulo 2 para o modelo J; — Jo numa rede quadrada, usando
o método variacional, caracterizam esse método como muito adequado, tanto do ponto de vista
qualitativo como quantitativo, quando comprado com métodos mais elaborados (ex: expansao

em série, diagonalizagao exata). Qualitativamente falando, foi possivel identificar corretamente
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as ordens das transicoes de fases nos pontos a = oy, € a = ag. como sendo de segunda e primeira
ordem, respectivamente. Os valores numeéricos encontrados para a;. e @i 820 quantitativamente
corretos, de acordo com estimativas mais precisas. Portanto, o método variacional desenvolvido
por Oliveira foi capaz de reproduzir o comportamento correto das propriedades magnéticas e
transicoes de fases para este modelo quantico frustrado na rede quadrada.

No capitulo 3, aplicamos o método variacional para estudar em T' = 0 as propriedades mag-
néticas e transigoes de fases do modelo J; — J; — J2 (ou também chamado de modelo J; — J2
numa rede quadrada anisotrépica). Inicialmente, calculamos numericamente os comportamen-
tos dos parametros de ordem m g e moap como uma funcao de « fixando a anisotropia espacial
. Verificamos que acima de um certo valor caracteristico A > A1 ~ 0.53 temos presenca do
estado intermedidrio desordenado, com existéncia de transi¢ao de segunda e primeira ordem nos
pontos a = a1.(A) e @ = ag.(\), respectivamente. Neste limite associamos um comportamento
tipo de uma rede 2d, o que estd de acordo com o esperado para o modelo J; — Js na rede
quadrada. Por outro lado, para A < A1 temos um "pequeno" acoplamento entre cadeias o que
podemos caracterizar um comportamento tipo de uma rede quase-1d. Desta maneira, o estado
interemedidrio é destruido e observamos uma transicdo de primeira ordem entre as fases AF
e CAF. Notamos que o caso do pardmetro de ordem da fase AF, temos um descréscimo de
mar a medida que aumentamos a frustracao («), se anulando no ponto a = a(\). Podemos
interpretar fisicamente este conportamento quase-1d do pardmetro de ordem da fase AF como
sendo o resultado esperado numa cadeia Heisenberg AF, uma vez que esperamos nio existir
ordem de longo-alcance. No caso do parametro de ordem da fase CAF, o efeito de frustracao
induz um ordenamento, o que faz com que no ponto o = () tenhamos um valor finito, o que
ird causar uma descontinuidade dos pardmetros de ordens mar € mgoar, caracterizando assim
uma transi¢do de primeira ordem. Este resultado é contrdrio ao caso em que consideramos
interacao entre planos, haja vista que a medida do aumento do parametro A destroi o estado
interemedidrio, que é induzido pelo aumento da dimensionalidade, enquanto que no modelo
aqui estudado, a dimuinui¢ad do parametro A (redugao da dimensionalidade) é que faz destruir
este estado desordenado intermedidrio. Assim sendo, no caso da rede 3d anisotrépica temos
que para A > A1, a transic@o entre as fases AF e CAF (primeira ordem) é acompanhada por

uma descontinuidade entre os respectivos parametros de ordens, mas no ponto a = a.(\) temos
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valores nao nulos para mar € moar, enquanto que na rede 2d anisotrépica para A < A; temos
marp =0e moar > 0.

Apés andlises dos comportamentos dos pardmetros de orden, identificamos numericamente
varios valores de a;.() (transi¢ao de segunda ordem AF-PQ), a = ag.(A) (transigao de primeira
ordem PQ-CAF) e ac(\) (transigdo de primeira ordem AF-CAF), desta maneira construimos
um diagrama de fase do estado fundamental no plano o — A. Para A > \; temos a presenga
do estado intermedidrio PQ e A < A; este estado desordenado é destruido. Identificamos o
ponto critico quantico terminal (PCT), ou, com sua sigla em inglés, QCE (quantum critical
endpoint), como sendo localizado nas coordenadas (A\; = 0,53, a1 = 0,26). Este resultado do
diagrama de fase estd qualitativamente de acordo com os resultados obtidos usando teoria de
campo efetivo e 0 método do aglomerado acoplado, porém em contradicao com diagonalizacao
exata (ou teoria de campo). Finalmente, como perspectiva alternativa de identificar a ordem
da transicao de fase, investigamos o comportamento da energia média por particula em fungao
do parametro de frustracdo a. Quando temos uma transi¢ao continua (ou segunda-ordem) no
ponto critico temos uma suave mudanca da declividade, enquanto que na transicao de primeira
ordem no ponto e transicao de fase observamos um comportamento tipo cispide é observada,
com uma mudanca mais drédstica na declividade.

Como perspectivas futuras de trabalho para aplicar este método variacional, sugerimos:

1) estender o método para incluir a anisotropia de exchange (A)!

2) estender o método para tratar o caso de spin S > 1 na presenca da anisotropia de fon
tnico

3) incluir interacao de terceiros vizinhos (modelo J; — Jo — J3)

4) tratar o caso de redes 2d frustradas geometricamente (triangular, kagomé, hexagonal)

!Este trabalho est4 sendo desenvolvido pelo estudante de mestrado Francisco Pimentel no programa de pés-
graduacao em fisica da UFAM
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