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RESUMO

RIGIDEZ E CONVEXIDADE DE HIPERSUPERFICIES NA
ESFERA

Considere uma imersao isométrica x : M" — N"*! de uma variedade
Riemanniana M", n-dimensional (n > 2), C*°, compacta, conexa, orientavel
em uma variedade Riemanniana simplesmente conexa N"™! de curvatura
seccional constante.

Quando N™*! é o espaco Euclidiano R"*! e M™ tem curvaturas seccionais
nao-negativas, os seguintes resultados normalmente associados com os nomes
de Hadamard e Conh-Vossen, ja sao conhecidos:

(a) A imagem xz(M™) C R™! ¢ o0 bordo de um corpo convexo do R"1
¢ um mergulho e M" é difeomorfa a esfera unitaria S™ C R*1

(b) Se y: M™ — R"™! & outra imersao isométrica, cumprindo as hipoteses
acima, entdo existe uma isometria o : R"™! — R"*! tal que y = a0 .

O objetivo central desse trabalho é dar uma prova detalhada de uma ver-
sao do Teorema de Hadamard e Conh-Vossen, devido aos autores
M. P. do Carmo e F. W. Warner, para o caso em que N"'!' é a esfera
unitaria S™™! C R™"2 munida com a métrica canonica induzida por R"*2,
considerando a hipdtese de que as curvaturas seccionais de M" variedade
Riemanniana compacta, conexa, orientavel sejam maiores ou iguais que a
curvatura da variedade ambiente S™*1.



ABSTRACT

RIGIDITY AND CONVEXITY OF HYPERSURFACES IN
SPHERE

Consider an isometric immersion x : M™ — N"! of a compact, con-
nected, orientable, n-dimensional (n > 2), C*° Riemannian manifold M™ in
a simply connected Riemannian manifold N"*! of constant sectional curva-
ture.

When N™*! is the Euclidean space R™™! and M™ has non-negative sec-
tional curvatures, the following results, usually associated with the names of
Hadamard and Conh-Vossen, are already known:

(a) The image x(M™) C R™"! is the boundary of a convex body of R"*!
the map x is an embedding and M™" is diffeomorphic the unit sphere
Sm c R

(b) If y : M™ — R""! is another isometric immersion, fulfilling the hy-
potheses above, then exists an isometry o : R*™' — R"*! such that
y=caoux.

The main goal of this work is to give a detailed proof of a version of
the Theorem of Hadamard and Conh-Vossen due to the authors M. P. do
Carmo and F. W. Warner, for the case where N™™! is the unit sphere S"™! C
R"*2 endowed with the Euclidean metric induced from R™"2, considering the
hypothesis of that sectional curvatures of M™ compact, connected, orientable
Riemannian manifold are bigger or equal to the curvature of the ambient
manifold S™*!.
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Introducao

O objetivo desse trabalho é expor em detalhes a demonstracao de um
teorema concernente a rigidez e a convexidade de hipersuperficies na esfera
devido aos autores M.P. do Carmo e F.W. Warner [12].

O teorema abaixo normalmente associado com os nomes de Hadamard e
Cohn-Vossen, é conhecido.

Teorema: Seja z : M" — R"" uma imersao isométrica de uma va-
riedade Riemanniana M", C°°, compacta, conexa, orientavel de dimensao
n(n > 2) no espago Euclidiano R™"!. Suponhamos ainda que todas as cur-
vaturas seccionais de M" sao nao-negativas, entao:

(a) A imagem x(M™) C R™! ¢ 0 bordo de um corpo convexo do R"1
¢ um mergulho e M™ é difeomorfa a esfera S™ C R*1

(b) Se y: M™ — R"™! & outra imersao isométrica, cumprindo as hipoteses
acima, entdo existe uma isometria o : R*™! — R"*! tal que y = a0 .

A parte (a) do resultado acima, para n = 2 e curvatura positiva foi
provada primeiramente por J. Hadamard [5]. O caso n = 2 com curvatura
nao-negativa foi considerado por Chern-Lashof [19], e o resultado para n
arbitrario segue de J. van Heijenoort [6] e R. Sacksteder [15]. Uma prova
direta pode ser encontrada em do Carmo-Lima [13].

A parte (b) para n = 2 e curvatura positiva é o famoso teorema de Cohn-
Vossen. Uma prova simples devida a Herglotz pode ser encontrada em [18|.
O caso n = 2 com curvatura ndo-negativa foi considerado por K. Voss [7] e,
independentemente, por Pogorelov [2]. A prova para o caso geral segue de
R. Sacksteder [16], teorema V.

Assim, para obtermos um resultado analogo ao teorema de
Hadamard e Conh-Vossen no caso de hipersuperficies na esfera unitaria S"*! C
R™"*2 com a métrica canonica de curvatura seccional constante igual a um,
a idéia natural é considerar M"™ com curvaturas seccionais maiores ou iguais
que a curvatura da variedade ambiente S"*1. Mais precisamente, provaremos
o seguinte teorema (ver Teorema 3.2.3 adiante ):



Teorema: Seja z : M" — S""! uma imersdo isométrica de uma
variedade Riemanniana C°°, compacta, conexa, orientavel, de dimensao
n (n > 2), na esfera de dimensdo (n + 1) e curvatura seccional constante
igual a um. Suponhamos ainda que todas as curvaturas seccionais de M"
sao maiores ou iguais a um. Entao sao validos os seguintes resultados:

(a) x éum mergulho, M™ é difeomorfa a S™ e x(M™) é totalmente geodésica
ou esta contido num hemisfério aberto e neste caso z(M") é o bordo
de um corpo convexo em S

(b) x é rigida, isto ¢, dada outra imersdo isométrica y : M™ — S™"! nas
mesmas condi¢oes acima, entdo existe uma isometria o : S"t! — Sntl
tal que y = aox.

Para demonstrar o teorema acima, o trabalho foi organizado em trés capi-
tulos. No capitulo 1, apresentaremos os conceitos fundamentais da geometria
Riemanniana. No capitulo 2 veremos as transformagoes de Beltrami (3, que
aplicam hipersuperficies da esfera S™™! em hipersuperficies do espaco Eucli-
diano R™™2. Entre outros, demonstraremos o lema 2.1.3 e a proposi¢ao 2.1.2
que aliados as transformacoes de Beltrami serao de suma importancia na
prova do Teorema 3.2.3.

Finalmente, no capitulo 3, apresentaremos alguns resultados sobre imer-
soes isométricas que preservam operadores de curvatura. Usaremos também
o teorema de R.Sacksteder [15] para demonstrar o principal teorema desse
trabalho, Teorema 3.2.3.



Capitulo 1

Preliminares e Generalidades

Apresentaremos neste capitulo os conceitos fundamentais da geometria
Riemanniana, (que serdo necessérios) para o desenvolvimento desse trabalho.
As demonstracoes omitidas podem ser encontradas em [9] e [17].

1.1 Variedades Diferenciaveis

Uma variedade diferenciavel de dimensao n é um par (M, F) onde M ¢é um
conjunto e F é uma familia de aplicacoes biunivocas z, : U, C R® — M de
abertos U, de R™ em M tais que:

i) M=z (U.):

ii) Para todo par «, 3, com z,(U,) Nx3(Us) = W # 0, os conjuntos
' (W) e x;l(W) sao abertos em R™ e as aplicagoes zgl o, ez, oxp
al definidas sao diferenciaveis.

iii) A familia {(U,,z4)} ¢ maxima relativamente as condigbes i) e ii), isto
é, qualquer outra familia esta contida nesta.

Dados quaisquer par (Uy,, z,) € p € 2,(U,) dizemos que (U,, z,) é uma
parametriza¢do ou sistema de coordenadas de M em p e x,(U,) é chamada
uma vizinhanca coordenada em p. Uma familia {(U,,z,)} satisfazendo i) e
ii) é chamada uma estrutura diferenciavel em M.

Quando indicarmos uma variedade por M"™, o indice superior n indicara
a dimensao de M.

Exemplo 1. O espaco euclidiano R”, com a estrutura diferenciavel dada
pela identidade é um exemplo trivial de variedade diferenciavel.



A estrutura diferencidvel em variedades n-dimensionais permite resgatar
o célculo diferencial usual de R™ segundo as defini¢oes abaixo.

Definicao 1.1.1. Sejam M7 e M3 variedades diferencidveis. Uma aplicacao
@ M — Mj" ¢é diferencidavel em p € M; se dada uma parametrizagao
y:V CR™ — M, em ¢(p) existe uma parametrizagao x : U C R" — M,
em p tal que (z(U)) C y(V) e a aplicacao

ylopoxr:UCR*—R™

¢ diferenciavel em z7!(p). A aplicagao ¢ ¢ diferencidvel num aberto de M,
se é diferenciavel em todos os pontos desse aberto.

Definicao 1.1.2. Seja M uma variedade diferenciavel. Uma aplicagao
diferenciavel o : (—e,€) — M ¢é chamada uma curva (diferenciavel) em M.
Suponha que «(0) = p € M, e seja D o conjunto das func¢oes de M diferen-
cidveis em p. O vetor tangente a curva o em ¢ = 0 é a funcdo o/(0) : D — R
dada por

o (0)f = A feD.

dt

Um vetor tangente em p é o vetor tangente em ¢ = 0 de alguma curva
a:(—€€) — M com a0) = p.

Definicao 1.1.3. O espacgo tangente a uma variedade M™ em um ponto p,
representado por T,M, é o conjunto de todos os vetores tangentes as curvas
diferenciaveis pertencentes a M passando por p. Mostra-se que o conjunto
T, M &um espago vetorial de dimensao n e que a escolha de uma parametriza-

¢do z : U — M em p determina uma base associada {(%)0, o (%)0} em

T M, e que a estrutura linear nesse espaco, assim definida, ndo depende da
P ) ) )
parametrizagao x.

Definicao 1.1.4. (O Fibrado Tangente). O conjunto TM = {(p,v);p €
M,v € T,M}, onde M é uma variedade diferenciavel, munido com a estrutura
diferenciavel {(U, X R™,7,)} sendo v, : Uy x R® — T'M definida por:

(e

n
0
Yol oy T U, ooy Uy) = (T (2], .oy T8), ;ula_:vf)7
(u1, ..., u,) € R™ & chamado fibrado tangente de M. Nao é dificil de provar
que T'M munido com a estrutura diferenciavel acima é uma variedade diferen-
ciavel (de dimensao 2n).



Proposicao 1.1.1. Sejam M e Mj" variedades diferenciaveis e seja ¢ :
M — M uma aplicacao diferenciavel. Para cadap € M e cada v € T,MT,
escolha uma curva diferencidvel a : (—¢,e) — M7 tal que a(0) = p,a/(0) = v.
A aplicagao dy, : T,M; — T, M, dada por dy,(v) = 3'(0) é uma aplicagao
linear que nao depende da escolha de a.

A aplicagao linear dy, dada pela Proposi¢ao 1.1.1 é chamada diferencial
de ¢ em p.

Definicao 1.1.5. sejam M, e M, variedades diferenciaveis. Uma Aplicacao
p : My — My é um difeomorfismo se ela é diferenciavel, bijetiva e sua
inversa ¢! é diferenciavel. ¢ é um difeomorfismo local em p se existem
vizinhancas U de p e V de p(p) tais que ¢ : U — V' & um difeomorfismo.

A seguir recordaremos alguns conceitos relacionados a topologia das va-
riedades.

Definicao 1.1.6. Um caminho em uma variedade M ¢ uma aplicacao con-
tinua f : [0,1] — M. Se f(0) = f(1) = p, f é chamado caminho fechado
em p € M. Em particular o caminho constante ¢, : [0,1] — M definido por
¢p(s) = p é um caminho fechado.

Definicao 1.1.7. Uma variedade M é chamada conexa quando, dados dois
pontos quaisquer p,q € M, existe sempre um caminho f : [0,1] — M, com

f0)=pe f(1)=q.

Definigao 1.1.8. Sejam f:[0,1] — M e g : [0,1] — M dois caminhos com
0 mesmo ponto inicial p € M e o mesmo ponto final ¢ € M. Diz-se que f é
homotopico a g se existe uma func¢do continua H : [0,1] x [0,1] — M tal que

H(S,O) f(s)eH(O,t):p,
H(s,1) =g(s) e H(1,t) = q.

Definigao 1.1.9. Um caminho f : [0,1] — M é contratil a um ponto se ele
é¢ homotopico ao caminho constante.

Definicao 1.1.10. Uma variedade M é chamada simplesmente conexa se M
é conexa e se todo caminho fechado em M é contrétil a um ponto.

Intuitivamente, uma variedade M conexa por caminho é simplesmente
conexa se todo caminho fechado em M pode ser deformado continuamente
em um ponto sem abandonar M.



1.2 Imersoes e Mergulhos

Sejam M™ e N™ variedades diferenciaveis. Uma aplicacao diferenciavel
@ : M™ — N" & dita uma imersao se dp, : T,M™ — T, N" & injetiva
para todop € M™. Se, além disso, ¢ € um homeomorfismo sobre p(M) C N,
onde (M) tem a topologia induzida por N, diz-se que ¢ é um mergulho.
Se M C N e ainclusao ¢ : M C N é um mergulho, diz-se que M ¢é uma
subvariedade de N.

Observemos que se ¢ : M"™ — N™ é uma imersao, entao m < n, neste
caso a diferenca n —m é chamada a codimensao da imersao .
A Proposicao 1.2.1 nos diz que toda imersao é localmente um mergulho.

Proposicao 1.2.1. Seja ¢ : M" — MJ" uma imersao da variedade M, na
variedade M,. Para todo p € M, existe uma vizinhanca V' C M; de p tal
que a restricao |V — My é um mergulho.

Finalizaremos esta secao recordando a nocao de variedades orientaveis.

Definicao 1.2.1. Seja M uma variedade diferenciavel. Diz-se que M é ori-
entével se M admite uma estrutura diferenciavel {(U,, z,)} tal que para todo
par a, 3, com x,(U,) Nxz(Ug) = W # 0, o jacobiano da diferencial da mu-
danca de coordenadas xgl o T, tem determinante positivo. Caso contrario,
diz-se que M ¢ nao orientavel.

Se M é orientavel, a escolha de uma estrutura diferencidvel satisfazendo
a condicao da definicao acima ¢ chamada uma orientacao de M e M é dita
orientada.

n+1
Exemplo 2. A esfera S™ = ¢ (21,...,%Tp11) € R”“;fo =1, C R*t ¢

orientavel. Uma simples demonstracao deste fato decorre de Elon Lima pag.
317, curso de analise vol.2, sexta edicao.

1.3 Campos de Vetores

Um campo de vetores X em uma variedade diferencidvel M é uma cor-
respondéncia que a cada ponto p € M associa um vetor X(p) € T,M. Em
termos de aplicacoes, X é uma aplicagao de M no fibrado tangente T'M. O
campo ¢ diferenciavel se a aplicacao X : M — T'M ¢ diferenciavel.

Considerando uma parametrizacao x : U C R™ — M é possivel escrever



onde cada a; : U — R é uma funcao em U e {%} é a base associada a =,
i=1,...n. E claro que X ¢ diferenciavel se, e somente se, as funcoes a; sio
diferenciaveis para alguma (e, portanto, para qualquer) parametrizacao.

As vezes é conveniente utilizar a idéia acima e pensar em um campo
de vetores como uma aplicacao X : D — F do conjunto D das funcgoes
diferenciaveis em M no conjunto F das fungoes em M, definida do seguinte
modo 5

(XNE) =Y alo) oL ).
i i
onde f indica, por um abuso de nota¢do, a expressao de f na parametrigao
x.

Lema 1.3.1. Sejam X e Y campos diferencidveis de vetores em uma
variedade diferencidvel M. Entao existe um tnico campo vetorial Z tal que,
para todo f € D, Zf = (XY -YX)f.
O campo vetorial Z dado pelo Lema 1.3.1 é chamado o colchete [ X, Y] =
XY —YX de X eY; Z é evidentemente diferenciavel.
A operagao colchete possui as seguintes propriedades:

Proposicao 1.3.1. Se X, Y e Z sao campos diferencidveis em M, a,b sao
numeros reais e f, g sao fungoes diferencidveis, entao:

i) [X,Y] = —[Y, X] (anticomutatividade)

ii) [aX +bY, Z] = a[X, Z] + b]Y, Z] (linearidade)
i) [X,Y],Z]+[[Y, Z], X] +[[Z, X],Y] = 0 (identidade de Jacobi)
iv) [fX,gY] = fglX. Y]+ fX(9)Y — gY(f)X.

O colchete [X,Y] pode também ser interpretado como uma derivagao de
Y ao longo das "trajetérias"de X.

Definicao 1.3.1. Um campo vetorial V' ao longo de uma curva c: I — M
¢ uma aplicagao que a cada t € I associa um vetor tangente V(1) € T M.
Diz-se que V ¢é diferenciavel se para toda funcao diferenciavel f em M, a
funcao ¢t — V(t)f ¢ uma funcao diferenciavel em 1.

1.4 Meétricas Riemannianas

Uma meétrica Riemanniana (ou estrutura Riemanniana) em uma variedade
diferenciavel M é uma correspondéncia que associa a cada ponto p de M um



produto interno (, ), (isto é, uma forma bilinear simétrica, positiva definida)
no espaco tangente 7,M, que varia diferenciavelmente no seguinte sentido:
Sex:U CR" — M é um sistema de coordenadas locais em torno de p, com

0
&v@-

x(z1,..,xy) =pex(U) e (q) = dx,(0,....1,...,0),

entao

<8ii (), %(Q)>q = 95 (T1; s )

¢ uma funcao diferenciavel em U.

Outra maneira de exprimir a diferenciabilidade da métrica Riemanniana
é dizer que para todo par X e Y de campos de vetores diferenciaveis em
uma vizinhanca V' de M, a fungao (X,Y) é diferenciavel em V. As fungoes
gi; = ¢;i sao chamadas expressao da métrica Riemanniana no sistema de
coordenadas x : U C R" — M.

Definicao 1.4.1. Uma variedade diferenciavel com uma dada métrica Rie-
manniana, chama-se variedade Riemanniana.
Finalizamos esta secao recordando a nogao de isometria entre variedades.

Definicao 1.4.2. Sejam M e N variedades Riemannianas. Um difeomor-
fismo f: M — N é chamado uma isometria se:

(u,v), = (dfy(u), dfp(v)) f(p), Paratodop € M, u,v € T,M.

Se existe uma isometria entre M e N, diz-se que tais variedades sao isométri-
cas.

Seja U C M aberto um difeomorfismo f : U — f(U) C N, satisfazendo a
condicao da definicao acima, chama-se uma isometria local.

1.5 Conexoes Afins e Riemannianas

Indicaremos por X' (M) o conjunto dos campos de vetores de classe C>
definidos em M e por D(M) o anel das fungoes reais de classe C™ definidas
em M.

Definicao 1.5.1. Seja M uma variedade diferencidvel. Uma conexao afim
V em M é uma aplicacao

V:XM)x X(M)— X(M)
que se indica por (X,Y) AR VxY, e que satisfaz as seguintes propriedades:

8



i) VixigvZ = fVxZ +gVyZ,
i) Vx(Y+ 2)=VxY +VxZ,
i) Vx(fY) = X(/)Y + fVxY , onde X,Y,Z € X(M) e f,g € D(M).

O proximo resultado estabelece uma importante relacao entre campos
vetoriais e conexoes afins em variedades.

Proposi¢ao 1.5.1. Seja M uma variedade diferenciavel com uma conexao
afim V. Entao existe uma tnica correspondéncia que associa a um campo
vetorial V' ao longo de uma curva diferenciavel ¢ : I — M um outro campo
vetorial 2¥ ao longo de ¢, denominado derivada covariante de V ao longo

dt
de c, tal que:

i)y Z(v+w) =LY DY

o> onde W & um campo de vetores ao longo de c.

i) 2(fV) = Z_J;V + f2Z, onde f é uma funcdo diferencidvel em 1.

iii) Se V é induzido por um campo de vetores Y € X(M), isto é, V(t) =
Y (c(t)), entdo ZX = Vye/aY .

Doravante, M indicard uma variedade diferencidvel munida com uma
conexao V.

Definicao 1.5.2. Um campo vetorial V' ao longo de uma curva c: I — M
¢ chamado paralelo quando % =0, para todo t € I.

O resultado a seguir estabelece a existéncia de campos paralelos ao longo
de curvas diferenciaveis em M.

Proposicao 1.5.2. Sejam ¢ : I — M uma curva diferenciavel e V5 um
vetor tangente a M em c(ty), to € I (i.e. Vo € TewyM). Entao existe um
tinico campo de vetores paralelo V' ao longo de ¢, tal que V(ty) = Vp; V() é
chamado o transporte paralelo de V (¢y) ao longo de c.

Definicao 1.5.3. Seja M uma variedade diferenciavel com uma conexao afim
V e uma métrica Riemanniana (,). A conexdo V é dita compativel com a
métrica (,), quando para toda curva diferenciavel ¢ em M e qualquer pares
de campos de vetores paralelos P e P’ ao longo de ¢, tivermos (P, P') =
constante.

Proposi¢ao 1.5.3. Seja M uma variedade Riemanniana. Uma conexao afim
V em M é compativel com a métrica se, e somente se, para todo todo par
V e W de campos de vetores ao longo de uma curva diferencidvel ¢: I — M
tem-se



d DV DW
- = (= - tel.
G =(Shw) e (20 e

Corolario 1.5.1. Uma conexao afim V em uma variedade Riemanniana M
é compativel com a métrica se, e somente se,

X(Y,Z) = (VxY, Z)+ (Y,VxZ), VX,Y,Z € X(M).

Definicao 1.5.4. Uma conexao afim V em uma variedade diferenciavel M
é dita simétrica quando

VxY —VyX =[X,Y] para todo X,Y € X(M).

Escolhendo um sistema de cordenadas (x1,...,x,) em torno de p e es-
crevendo

X:Z-TzXz e Yzzy]y;,
( J
o fato de ser V simétrica implica que para todo 7,5 =1,...,n,

0
Vx X = Vi, Xi = [X, X)) =0, Xi= 5

Teorema 1.5.1. (Levi-Civita). Dada uma variedade Riemanniana M,
existe uma tnica conexao afim V em M satisfazendo as condigoes:

i) V é simétrica.
ii) V ¢é compativel com a métrica Riemanniana.

A conexao dada pelo teorema acima é denominada conexdao de Levi-Cevita
ou conexao (Riemanniana) de M.

1.6 Geodésicas

Uma curva parametrizada v : I — M ¢é uma geodésica em t, € [ se
%(%) = 0 no ponto ty; se v é geodésica em t, para todo t € I, dizemos que
v € uma geodésica. Se [a,b] C [ ey : I — M éuma geodésica, a restri¢ao de

v a [a,b] é chamada (segmento de) geodésica ligando y(a) a v(b).
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Proposicao 1.6.1. Dado p € M, existem um aberto V C M, p € V, nimeros
0 > 0ee; >0 euma aplicagao C*™

vi(=0,0) xU — M, U={(q,v);q € V,veT,Mv| <e},

tais que a curva t — v(t,q,v),t € (—0,9), é a unica geodésica de M que
no instante ¢ = 0 passa por ¢ com velocidade v, para cada ¢ € V e cada
v e T,M com |v| < €.

A seguir apresentaremos uma propriedade das geodésicas.

Lema 1.6.1. (Homogeneidade de uma geodésica). Se a geodésica (¢, q,v)
esta definida no intervalo (=4, ), entdo a geodésica v(t,q, av),a € R,a > 0,
estd definida no intervalo (=2, 2) e

a’a

v(t, q,av) = v(at, q,v).

Demonstragao: Sejah : (—d,) — M uma curva dada por h(t) = y(at, q,v).
Entdo 7(0) = ¢ e “(0) = qv. Além disso, como '(t) = av'(at, q,v),

D dh

a(a) = Vh,(t)h’(t) = aszl(atﬂmfy’(at, q,v) = 0,
onde na primeira igualdade, estendemos h'(t) a uma vizinhanga de h(t) em
M. Portanto, h é uma geodésica que no instante ¢ = 0 passa por ¢ com
velocidade av. Por unicidade,

h(t) = ~v(at,q,v) = v(t,q,av). [

Proposicao 1.6.2. Dado p € M, existem uma vizinhanca V de p em M,
um nimero € > 0 e uma aplicacdo C®, v : (=2,2) xU — M, U = {(q,w) €
TM;q € Viw € T,M,|lw| < €} tal que t — ~v(t,q,v),t € (—2,2), é uma
geodésica de M que no instante ¢ = 0 passa por ¢ com velocidade w, para
cada g € V e cada w € T,M, com |w| < e.

Definicao 1.6.1. Sejap € M e U C TM o aberto dado pela Proposicao
1.6.2. Entao a aplicacao exp : Y — M dada por
v
exp(q,v) = (1, q,v) =(|v],q, m), (¢;v) €U,

¢ chamada a aplicacao exponencial em U, que ¢ evidentemente diferenciavel.
Na maior parte das aplicagoes, a exp,(tv) = exp(q,tv) = v(1,q,tv) tem
como seu dominio um aberto do espago tangente 1M, isto ¢,

exp, : B(0) Cc T,M — M
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onde B.(0) é a bola aberta de centro na origem 0 de T,M e de raio €. E
observe que exp,(0) = q.

Geometricamente, exp,(v) é o ponto de M obtido percorrendo um com-
primento igual |v|, a partir de ¢, sobre a geodésica que passa por g com
velocidade igual |7”|

A proposigao abaixo mostra que exrp, ¢ um difeomorfismo local numa
vizinhanca da origem 0 de T, M.

Proposicao 1.6.3. Dado ¢ € M, existe um € > 0 tal que exp, : B.(0) C
T,M — M é um difeomorfismo de B,(0) sobre um aberto de M.

Demonstracio: Calculemos d(exp,),

Alerpolv) = (enp(t0)) oo

d
= a(v(lyq,tv)) |i=0

d
= 2 ((t:0,0) lio= v-

Logo d(exp,). € a identidade de T, M, donde pelo teorema da fungéo inversa,
exp, ¢ um difeomorfismo local numa vizinhanca de 0. |

Exemplo 3. Seja M = R”. Como a derivacao covariante coincide com a
usual, as geodésicas sao retas parametrizadas proporcionalmente ao compri-

mento de arco. A exponencial é evidentemente a identidade com
(T,R™ = R™).

Exemplo 4. Seja M = S™ C R""! a esfera unitéaria de dimensao n. Todas
as geodésicas de S™ sao seus circulos maximos parametrizados proporcional-
mente ao comprimento de arco.

1.7 Curvatura

Seja M uma variedade Riemanniana. A curvatura R de M é uma corre-
spondéncia que associa a cada par X,Y € X (M) uma aplicagdo
R(X,Y): X(M) — X(M), dada por

R(X,Y)Z =VyVxZ —VxVyZ +VixnZ, Z€X(M),

onde V é a conexao Riemanniana de M.
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Exemplo 5. Seja M = R", entdao R(X,Y)Z = 0 paratodo X,Y, Z € X(R").
Com efeito, seja Z = (21, ..., 2,), entdo VxZ = (Xz1,...,Xz,) e VyZ =
(Yz,...,Yz,). Logo

VyVyZ = (YX2,...YX2), ViVyZ = (XY 2, ..., XY 2,)

V[)Qy}Z = ([X, Y]Zl, ceey [X, Y]Zn)

Portanto
R(X,Y)Z =VyVxZ —VxVyZ+ VixyZ =0.

Podemos, portanto, pensar em R como uma maneira de medir o quanto M
deixa de ser euclidiana.

Proposigao 1.7.1. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M goza
das seguintes propriedades:

i) R é bilinear em X(M) x X (M), isto é,
R(fX1+gX2, Y1) = fR(X1, Y1) + gR(X2, Y1),
R(X1, fY1+gYa) = fR(X1,Y1) + gR(X1,Y3),
f?g € D(M)7X17X2>Y17Yé € X(M)

ii) Para todo par X,Y € X (M), o operador curvatura R(X,Y) : X(M) —
X (M) é linear, isto é,

RX.Y)Z+W) = RX,Y)Z+ R(X,Y)W,
RIX,Y)fZ = fR(X,Y)Z
feDM), Z,W e X(M).
iii) (Identidade de Bianchi) R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = 0.

Observacao 1.7.1. Escreveremos por conveniéncia, (R(X,Y)Z,T) =
= (X,Y, Z,T).

Proposi¢ao 1.7.2. Para todo X,Y, Z, T € X(M) sao validas as seguintes
relagoes:

N (XY, Z,T)+ (Y, Z,X,T) + (Z,X,Y,T) =0,
i) (X,Y,2,T)=—(Y,X,2,T),
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i) (X,Y,2,T) = —(X,Y,T, 2),
iv) (X,Y,2,T)=(Z,T,X,Y).

Definicao 1.7.1. Sejam M uma variedade Riemanniana, p € M, o C T,M
um subespago bi-dimensional do espago tangente T,M e {x,y} uma base
qualquer de . A curvatura seccional de ¢ em p, K(o) = K(x,y), é por
definicao

(R(z,y)z,y)
K = 1.1
(z,y) TAgE (1.1)
onde |z A y| = /|z[2]y|? — (z,y)?, representa a drea do paralelogramo bi-

dimensional determinado pelos vetores x,y € o.

Esta definicao nao depende da escolha dos vetores x,y € o. De fato, ob-
servemos inicialmente que podemos passar da base {x,y} de o para qualquer
outra base {2/, y'} por iteracao das seguintes transformacoes elementares:
a) {z,y} — {y, =},

b) {z,y} — {Az,y},
) {z,y} — {z+ Ay y}.

Agora veremos que K(x,y) é invariante por tais transformacoes, com
efeito
a)K(y,x) = Wzyr) _ (@yzy) _ K(z,y)

[yAz|? lzAy|?

K (e, y) = Bl = Nese) — k()

[AzAy|? A2znyl?

T+A\Y,Y,T+AY,1
OK (x4 \y,y) = sty

(2,y,2,9) + (2,9, y,9) +(Ay,9:2,9) + (Ay,y,Ay,y)
[zAy+AyAy|?

(x’y7x’y)
[zAy|?

K(z,y).

A importancia da curvatura seccional é que o conhecimento de K(o),
para todo o, determina completamente a curvatura R.

Observagao 1.7.2. Sejam p € M" e {e;, e;} uma base ortonormal qualquer
de ¢ C T,M. Entao por (1.1),

K(ei,e5) = (R(ei, e5)eq, ;).

As vezes é comum usar a notacdo K(e;, e;) = K;; para a curvatura sec-
cional de o em p, segundo a base {e;, e;} de o.
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1.8 Imersoes Isométricas

. 5 n+m . ~ . . <.
Seja f: M™ — M uma imersao de uma variedade diferenciavel M em
uma variedade Riemanniana M com métrica (,)3;. Podemos induzir uma
métrica Riemanniana (, )y em M pela seguinte formula

(v1, va) i = (dfp(v1), dfp(v2))77-

Se M e M sao variedades Riemannianas com métricas (, )y e (, )57, respec-
tivamente, entao diz-se que f : M — M é uma imersao isométrica se

(v1, va) i = (dfp(v1), dfp(v2)) 37 (1.2)

Para todo p € M, e para todo vy, v € T, M.
Ser isométrica implica ser uma imersao. Dizer que f é uma imersao
isométrica é equivalente a dizer que (, )y é a métrica induzida por f.

Observacao 1.8.1. Como toda imersiio f : M — M é localmente um mer-
gulho, vide Proposicao 1.2.1, existe para cada p € M uma vizinhanca U C M
de p tal que f(U) C M é uma subvariedade de M. Para simplificar a no-
tacdo, identificaremos U com f(U) e cada vetor v € T,M,(q € U), com
df,(v) € Tf(q)ﬁ. Usaremos tais identificacds para estender, por exemplo,
um campo local (isto é, definido em U) de vetores de M a um campo local
(isto é, definido em U) de vetores de M.
Para cada p € M, o produto interno em T,,M decompoe TpM na soma

TPM =T,M® (TpM)la
onde (TpM)L_é o complemento ortogonal de T,M em T, M.
Se v € T,M,p € M, podemos escrever
v=0v" +o " e T,M, N € (T,M)*.
A conexdo Riemanniana de M sera indicada por V.

Definicdo 1.8.1. Se X e Y sao campos locais de vetores em M, e X, Y sdo
extensoes locais a M, definimos

VY = (V7).
Definicao 1.8.2. Se X,Y sao campos locais em M, entao
B(X,Y)=VxY —VxY
define um campo local em M normal a M que nao depende das extensoes

X,Y.
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Proposicao 1.8.1. Se X,Y € X(U), a aplicagdo B : X(U) x X(U) —
X(U)* dada por o
B(X,Y) = VY — VxV

é bilinear simétrica.

Defini¢do 1.8.3. Sejam p € M e n € (T,M)*. A aplicagio H, : T,M x
T,M — R dada por

Hy(x,y) = (Bz,y),n),z,y € T,M,
é, pela Proposi¢ao 1.8.1, uma forma bilinear simétrica.
Definig¢ao 1.8.4. A forma quadratica I/, definida em 7, M por
I, (x) = Hy(z, )
é chamada a sequnda forma fundamental de f em p segundo o vetor 7.

Observacao 1.8.2. As vezes se utiliza também a expressio segunda forma,
fundamental para designar a aplicacao B que em cada p € M é uma aplicagao
bilinear, simétrica, tomando valores em (T,M)*. A aplicacdo bilinear H, fica
associada uma aplicacao linear auto-adjunta A, : T,M — T,M por

<A77<I)7 y> = Hn(l’, y) - <B(I7 y)v 77>
A aplica¢ao A, ¢é chamada de Operador de Weingarten.
Definicao 1.8.5. Sejam f : M" — M uma imersao, p € M e n €

(T,M)*. O posto da segunda forma fundamental /7, em p é o posto da
matriz associada ao operador de Weingarten A,,.

Defini¢ao 1.8.6. (Hipersuperficie). Seja f : M"™ — M uma imersdo.
Nesse caso particular em que a codimensdo da imersdo ¢ 1, f(M) C M &
denominada uma hipersuperficie.

Observe que uma hipersuperficie pode ter auto-intersecgoes.

Proposicao 1.8.2. Sejam p € M,z € T,M e n € (T,M)*. Suponha que N
seja uma extensao local de n normal a M. Entao
Ay(2) = ~(V.N).

Teorema 1.8.1. (Gauss). Sejam p € M e x,y vetores ortonormais de T, M.
Entao

K(z,y) — K(z,y) = (B(z,2), B(y,y)) — |B(z,y)[*, (1.3)

onde K(z,y) e K(r,y) sdo as curvaturas seccionais de M e M, respectiva-
mente,no plano gerado por x,y de T,M C T,M.
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Observacao 1.8.3. No caso de uma hipersuperficie f : M" — WH, a
formula de Gauss (1.3) admite uma expressao mais simples. Com efeito,
sejam p € M, n € (T,M)* e {ey,...,e,} uma base ortonormal de T,M para
a qual A, = A é diagonal, ou seja, A(e;) = \ie;, i = 1,...,n, onde A\y,..., A,
sao os valores proprios de A. Entdo H(e;, e;) = \; e H(e;,ej) =0, se i # j.
Portanto (1.3) se escreve

K(ei, €j) — F(ei, €j) = )\1)\]
Definicdo 1.8.7. Uma imersio f : M — M é dita geodésica em p € M se
para todo n € (T,M)* a segunda forma fundamental I], é identicamente
nula em p. A imersdo f é totalmente geodésica se ela é geodésica para todo
p e M.

Proposicao 1.8.3. Uma imersdo f : M — M é geodésica em pEMse e
somente se, toda geodésica v de M partindo de p é geodésica de M em p.

1.9 Variedades Completas

Uma variedade Riemanniana M é (geodesicamente) completa se para todo
p € M, a aplicacao exponencial exp, estd definida para todo v € T,M, isto é,
se as geodésicas 7(t) que partem de p estao definidas para todos os valores do
parametro t € R. Intuitivamente, isto significa que as variedades completas
nao possuem "furos"ou fronteiras.

Teorema 1.9.1. (Hopf e Rinow). Seja M uma variedade Riemanniana e
seja p € M. As seguintes afirmagoes sao equivalentes:

a) exp, estd definida em todo o T, M.
b) Os limitados e fechados de M sao compactos.

¢) M é completa como espaco métrico.

)

)

)

d) M é geodesicamente completa.

e) Existe uma sucessao de compactos K, C M, K, C K, e U K,=M,
tais que se ¢, ¢ K, entdo d(p,q,) — oo. Além disso, Cacila uma das

afirmacoes acima implica que
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f) Para todo ¢ € M existe uma geodésica v ligando p a ¢ com
() = d(p, q)-

Corolario 1.9.1. Se M é compacta entao M é completa.

Definicao 1.9.1. Seja N"*! uma variedade Riemanniana completa, sim-
plesmente conexa. Um subconjunto K de N™*! ¢ dito fortemente convexo se
dados p e ¢ de K existe uma tinica geodésica minimizante de N"*! ligando
p a q, e esta geodésica esta contida em K.

Defini¢ao 1.9.2. Um subconjunto conexo K de N™™! ¢ convexo se para todo
ponto p do fecho K de K existe um nimero € = ¢(p) > 0 tal que K N B(p)
é fortemente convexo, onde B.(p) é a bola aberta de centro em p e raio e.

Definicdo 1.9.3. Se K ¢é convexo (fortemente convexo) e o interior intK
de K em N™*! ¢ nao-vazio, dizemos que K ¢ um corpo convexo (fortemente
convexo) de N1,

Definicao 1.9.4. Dizemos que uma subvariedade M™ de N"*! é convexa
(fortemente convexa) se M" é o bordo de um corpo convexo (corpo fortemente
convexo) de N1,

1.10 Hessiano e Funcao Altura

Mais adiante, faremos uso de uma relagao classica (Proposigao 1.10.1) entre
a segunda forma fundamental e o Hessiano da funcao altura definida a seguir,
a qual sera decisiva na demonstracao dos lemas 2.1.2 e 2.1.3.

Definicao 1.10.1. Seja M uma variedade diferenciavel e v : M — R uma
fun¢do C*°. Um ponto p € M ¢ ponto critico de u, se du,(w) = 0,YVw € T,M.

Se p ¢ um ponto critico de u, entao o Hessiano de v em p, Hess u, é uma
forma bilinear em T, M, definida da seguinte forma:

Definicao 1.10.2. Sejam z,y € T,M e X um campo vetorial C*° definido
numa vizinhanca de p em M tal que X (p) = . Entao,

(Hess u)(z,y) = y(Xu).

Como du, = 0, temos que (Hess u)(x,y) nao depende da escolha do
campo X e além disso Hess u é simétrica [17].

Sejam I : M™ — M uma imersdo, V uma vizinhanca de coordenadas
normais em M em torno do ponto p e vy, ..., v, coordenadas normais em V,

18



tais que Vi(p) = a%l(p), e Vin(p) = %(p) ¢ uma base ortonormal de T, M,

onde Vi(p), ..., Vo (p) sdo tangentes a M e V,,11(p), ..., Vin(p) sdo normais a M.

Suponhamos agora que p € M seja um ponto critico de w, isto é, du,(w) =

0,Vw € T,M, como du,(w) = ) a;(dv;),(w) = <Z aiVi(p),w>, concluimos
i=1

=1

que
duy(w) =0 <Y " a;Vi(p) € (T,M)".
=1

Definicao 1.10.3. Sejam [ : M" — M uma imersao, e p € M"™ um
ponto critico de u = vl‘ . Entao 8%1(1)) € (T,M)*. A fungdo u é chamada
de fungao altura da hipersuperficie relativamente ao plano tangente 7, M.
A seguir calcularemos o hessiano da funcdo altura, (Hess u)(x,z),z €
T,M.
Seja v : (—¢,€) — M uma geodésica tal que 7(0) = p e 7/(0) = z. Seja X
extensao local de v/(t) a M, tangente a M, e suponhamos X em coordenadas,
n+1
dado por X = > ¢;V;, temos

i=1
Xu = Xv; =dv(X) = g1, portanto
(Hess u)(z,x) = x(Xu) = zg;.

Proposicao 1.10.1. Seja [ : M" — M uma imersao, V uma vizinhanca
- n+1
de coordenadas normais em M no ponto p, u = Y a;v;, onde v; sdo coor-
=1
n+1 ’
denadas normais em V. Suponha que Y a;Vi(p) € (T,M)*. Entdo u tem
i=1
um ponto critico em p, e o Hessiano, Hess u em p, é o negativo da segunda
forma fundamental em p, isto é, (Hess u)(z,z) = —II,(z),Vx € T,M.

n+1
Demonstracao: Paratodow € T,M, vem que du,(w) = > a;(dv;),(w) =

n+1 n+1 =
<Z a;Vi(p), w> =0, pois Y a;Vi(p) € (T,M)*, assim p ¢ um ponto critico
i=1 i=1
de w.

Para simplificar, suponhamos que v = v;| tem um ponto critico em p,

M

assim %(p) € (T,M)*. Seja N extensao local de %(p) normal a M, como

I1,(z) = (V,N,X), , onde X ¢ tangente a M e X(p) = z. Vem,

X{(X,N)=(VxX,N)+ (X, VxN),
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aplicando no ponto p, temos

0=2(X,N), = (V. X,N), + (X,V.N),,

— n+1
donde II,(z) = —(V,X,N), . por outro lado, X = ) ¢;V; é a extensao
i=1
local de +/(t) a M, tangente a M, onde v : (—e, €) — M ¢ uma geodésica
com ¥(0) =p e+ (0) =2z = X(p), assim calculando V, X teremos,

n+1
V.X =V, (ZgM)
i=1
n+1 n+1

= Y (VVoalp) + Z(xgi)‘/%(p)

=1

7 (zgxpm) DRCANE

n+1

= E (xg:)Vi(p), pois vy, ...,vp41 s@0 coordenadas normais em M
i=1

n+1

portanto, Y g;(p)V; é um campo tangente a geodésica na dire¢ao de x, assim
i=1

(VoX, N), = <Z($gi)‘4(ﬁ)%(p)>

= xg; ,isto é,

II,(z) = —xgy = — (Hess u)(z, z).
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Capitulo 2

Resultados Parciais

2.1 Transformacoes de Beltrami

O principal resultado deste trabalho ¢ uma versao analoga do teorema
de R. Sacksteder para para a esfera euclidiana unitaria. O objetivo desta
seccao é apresentar uma técnica que permita transferir o problema posto na
esfera para o espaco euclidiano para entao usarmos o teorema de Sacksteder
de forma decisiva na solucao do mesmo. Tal técnica consiste em usar as
conhecidas transformacoes de Beltrami que definiremos a seguir.

Sejam S™T! a esfera unitaria em R"*2 v € S"*' H, o hemisfério aberto
de S"! centrado em v e S, C R"™2 o hiperplano tangente a S™*! em w.

Definigao 2.1.1. Seja 3, : H, — S, a aplicacao que leva um ponto p € H,
na interseccao de S, com a reta que liga p a origem de S™!, esta aplicacao
¢ chamada de Transformacao de Beltrami.

No caso particular em que v é o polo norte, e = (0,0,...,0,1) € S"1,
denotaremos a aplicacdo de Beltrami correspondente por 3. , o hemisfério
norte aberto por H, e o hiperplano tangente ao p6lo norte por S.. Se os
pontos de H, sao denotados por (n + 2)—ulplas (x1,za, ..., Tpi1, Tnyo) de
nimeros reais com

entao a transformacao de Beltrami [, é dada explicitamente por:

B.(x) :( S B e 1)

) PRRES ;
Tn4+2 Tn42 Tn42
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Proposi¢ao 2.1.1. A transformagdo de Beltrami (3, possui as seguintes pro-
priedades:

i) B € um difeomorfismo

ii) . € uma aplicacdo geodésica, isto é, leva geodésicas da esfera em
geodésicas (retas) do hiperplano tangente S, , considerado com a es-
trutura Riemanniana usual do R"2,

Demonstragao: i) Mostraremos que [, admite inversa, com efeito, se-

jam T = (x17$27-'-axn+2) € Hea ﬁe(l') =Yy = (y17y27"'7yn+171) € Sea pela
definicao de ., temos que y; = —2—, 1 <i<n+1.

Tn+2 )

2 el il

Assim ©; = Y;Zpyo ,como Yz =1 = > xita, , =1 = > yix; o+

k=1 k=1 k=1
2 2 =g 1
_ _ _ _ yi
$n+2—1 :>$n+2 Zyk+1 =1 :>$n+2—T,e,xi—T.
k=1 W1+ 2 P VRSN
k=1 k=1
Portanto,
( . .
= L I1<i<n—+1

xl - n+1
1+ > v?
k=1
_ 1
Tntr =
1+ 3 yf
\ k=1

Como S, e 3.1 sao diferenciaveis, o que é 6bvio a partir das expressoes de 3,
e 31, conclui-se que 3. ¢ um difeomorfismo.

ii) Uma geodésica em S™*! ¢ uma esfera de dimensao n totalmente geodésica,
isto ¢, esfera obtida pela interseccdo de S™*! com um plano P de dimensio
2, que passa pela origem de R"*2. O plano P tem equacoes,

n—+2 n—+2 n+2

E a;x; =0, E asir; =0 ..., E an;x; = 0, isto é,
i=1 i=1 i=1

P = () Pj, onde cada P; é um hiperplano de dimensao (n + 1), de R"*? e
j=1

os vetores v; = (a1, ..., Gjnt2) 530 linearmente independentes.
Sendo x = (xlax% ...,In+2> € H67 € 56(‘1:) =Yy= (ylny, ooy Ynd 1, 1) € 567
Pelo item i), temos que

= ——9 1 <i<n+1

n+1

14+ >y
k=1
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1

Tppp = ———
n+1

VLRI
k=1

Se z € (PN S™), isto é, x pertence a uma geodésica de S"!, e sabendo
n+1
que > ajT; + AjpsaTniz =0, 1 < j<n,
i=1

Obtemos que

n+1
Z ajiyi + Qjn+2 =0 (2.1)

i=1

Como os vetores v; = (a1, 2..., Gjnt2), 530 linearmente independentes,
o sistema (2.1) de n equagoes com (n + 1) variaveis, tem solu¢ao com (n +
1 —n) = 1 variével livre, fazendo por exemplo y,41 = s, vem que

y; = b;s 4+ ¢;, com b;,c; € R, para todo 1 <i <n.

Desta forma, a imagem por (. de uma geodésica em H,. é uma reta em
S, isto &, (. é geodésica

De maneira anéloga, as transformacoes de Beltrami 3,, Vv € S™*!, sao
difeomorfismos e geodésicas, pois para cada v € S™!, existe uma rotagao
§: 5" — 8" com §(v) = e tal que (3, = 3. 004.

Lema 2.1.1. Seja m um ponto de uma hipersuperficie orientada M em R**!,
e suponha que numa vizinhanca de m na hipersuperficie, os autovalores das
segundas formas fundamentais nao tem sinais diferentes. Entao existe uma
vizinhanca de m na hipersuperficie que estd do mesmo lado do hiperplano
tangente em m.

Demonstracgao: Para simplificar, podemos supor sem perda de genera-
lidade que m é a origem 0 de R"*! e, que a hipersuperfice M seja o grafico
da equagdo z = f(z), numa vizinhanca U da origem, onde f é uma fungao
real definida no disco aberto unitario D de centro na origem, contigo em R",
com f(0) = 0 e que todas as derivadas parciais de primeira ordem de f sdo
nulas na origem.

Podemos supor também que a hipersuperficie é orientada de modo que o
unitério normal na origem de R"*! esteja na direcao positiva do eixo z e que
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todos os autovalores das segundas formas fundamentais em U sao negativos
ou nulos. Pela Proposicao 1.10.1, os autovalores do hessiano da funcao altura
sao todos positivos ou nulos. Provaremos que U estd de um mesmo lado de
seu hiperplano tangente a M na origem, isto é, provaremos que f(z) > 0,
para todo z € D.

Suponhamos que exista um ponto p € D, onde f(p) < 0. Como

Il <1=1< Hp%ll = [0,1] C J, onde J = (ﬁ,m)

Seja h : J C R — R, definida por h(t) = f(tp). Entao, h(0) = 0 e
h(1) = f(p) < 0, assim, pelo Teorema do valor médio, existe ¢; € (0,1) com
W(t) = f(p) <O.

Como K'(0) = f'(0).p = 0, aplicando novamente o Teorema do valor
médio a h'(t), encontraremos um ¢t € (0, ;) tal que

_ W) = H(0) W)
=0 f

Consideremos a curva P(t) na hipersuperficie, dada por P(t) = (tp, f(tp))
e seja hy a funcao altura da hipersuperficie, relativamente ao hiperplano
tangente Ty = Tpu,)M em P(ty) e X um campo de vetores paralelos em
Ty determinado por P’'(ty). Provaremos que a segunda derivada X?(hg) no
ponto ¢ = P(ty), origem de Tp, é negativa, isto contradira o fato de que o
hessiano de hy na origem de Tj é semi-definido positivo.

A altura de P(t) acima do plano tangente Ty é dada por

h" (to) < 0.

ho(t) = (P(t) — P(to), n),

onde n é o vetor unitario normal & M em P(ty) e ( ,) denota o produto
interno Euclidiano usual em R™™!. Como,

ho(t) = ho(P(t)), e X = P'(ty), temos,

ho(t) = dho‘ ().P’(t), em t = tg, teremos,
P(t

Mylto) = dho| X = (X(ho)).(P(t)

= (X(P(to)) hol,
= X(ho).(P(to)) = X (ho)

Usando o fato que h((t) = h{(P(t)), vem que
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ho(t) = dhy| .P'(t),em t = tg, obtemos

P(t)

X = (X ().(P(t)

= (X(P(t0)))-ho

ho(to) = dhg

iy = X0 (P(t0)) = X (o)
= X(X(ho)) = X*(ho).
Por outro lado,

ho(to) = (P"(to), n) = ((0, h" (t0)), n)

Como n & o vetor unitario normal & M em P(ty), n esta na dire¢ao do
gradiente de F', onde F(z) = (z, f(x)), x € D. Mas,

0 0
VF<t0p) = (_a_jl(top)v ety _a‘g <t0p>7 1) , Segue que,
(_Vf(top)v 1) =
n = , resulta entao que,
1(=V f(top), 1)l
Bity) = —— ) o h(t) < 0,

=V f(top), D
Assim (Hess hg)(q,q) < 0, o que é absurdo

O lema que demonstraremos agora, ¢ uma versao do lema acima para
hipersuperficie na esfera, o qual é de suma importancia para a demonstracao
da Proposicao 2.1.2.

Lema 2.1.2. Seja m um ponto de uma hipersuperficie orientada M em S™*!,
e suponha que numa vizinhanca de m na hipersuperficie, os autovalores das
segundas formas fundamentais nao tem sinais diferentes. Entao existe uma
vizinhanca de m na hipersuperficie que estd do mesmo lado da hiperesfera
tangente em m.

Demonstracao: Argumentaremos por contradicao: Suponhamos que
a hipersuperficie corte sua hiperesfera tangente em m, isto ¢, que toda
vizinhanca de m, em M, tem pontos de ambos os lados da hiperesfera tan-
gente & M em m. Consideremos uma vizinhanca U de m na hipersuperficie,
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onde os autovalores das segundas formas fundamentais sao negativas ou nu-
los, a vizinhaca U pode ser obtida mudando a orientagao de M se necessario.
Pela Proposicao 1.10.1, os autovalores dos hessianos das funcoes alturas em
U sao positivos ou nulos. Transferiremos esta hipersuperficie, mantendo sua
orientacao, para o espaco Euclidiano S, via aplicacao de Beltrami (3,,.

Como (3, é um difeomorfismo, implica que 3,,(U) tem pontos de am-
bos os lados de seu hiperplano tangente em (3,,(m), dessa forma pelo Lema
2.1.1, existe um ponto (,,(p) € 5,(U) onde o hessiano da funcao altura h,
em (,(U) tem um autovalor negativo, portanto na direcdo do autovetor
correspondente, a hipersuperficie 3,,(U) encontra-se do mesmo lado do seu
hiperplano tangente em f3,,(p), oposto & diregdo normal orientada. Afir-
mamos que o hesssiano da funcao altura para U em p, tem também um
autovalor negativo, o que nos fornecerd uma contradicao.

Seja V' C 3,,(U), uma vizinhanca de ¢ = 3,,(p), tal que exp, : T,V — V
seja um difeomorfismo.

TqV ~ R* Cc R"™ = R" & (T,V)*, com 7,5 ~ R"™ e (T,V)* ¢ o
complemento ortogonal de T,V em T,S5™ "1,

Sejam 0 : R* — T,V C R™"! parametrizaciao de T,V , dada por 0(z) =
(,0) e A : R® — V parametrizacao de V dada por A(z) = (z, h(exp,x)).
Assim, temos que,

0'(0) = (1,0) e X(0) = (1,1 (q)) = (1,0),

onde [ : R" — R™ é a aplicagao identidade e h'(q) = 0, pois ¢ é ponto critico
da funcao altura h.

Por outro lado, §”(0) = (0,0) e \"(0) = (0,h"(¢)(1,I)), e como algum
autovalor do hessiano de h em g = 3,,(p) ¢ negativo, temos que 6”(0) # \"(0).

Assim, concluimos que V' C ,,(U) e T,V tem contato de ordem exata-
mente um na direcao do autovetor correspondente. Isto ¢, existe um par de
curvas, uma na superficie 3,,(U) e outra em seu plano tangente em [(,,(p)
ambas passando por ¢ = [3,,(p), tangentes a esta auto-diregao e tendo con-
tato de ordem exatamente um em [3,,(p), e além disso, nenhum par de curvas
nas mesmas condicoes acima, terd contato de ordem maior.

Como o contato é preservado por difeomorfismo [4, p.80], a hipersuperficie
U e sua hiperesfera tangente em p tem contato de ordem exatamente um na
direcao correspondente.

Portanto, nessa direcao, a funcao altura em p, tem derivada segunda nao-
nula que é necessariamente negativa, pois nessa direcao a hipersuperficie U
estd localmente no lado da sua hiperesfera tangente em p, oposta a direcao
normal orientada. Portanto, o hessiano da funcao altura em p nao é semi-
definido positivo, que é uma contradicao. [
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Lema 2.1.3. Seja x : M™ — S™"! uma imersao isométrica de uma variedade
Riemanniana completa M na esfera S"™, e sejam v € S"*1, N = 27 1(H,) e

=00 x’ . Entao a estrutura Riemanniana em N induzida pela imersao
N

Z: N — S, é também completa.

Demonstragao: Seja {p;} uma seqiiéncia de Cauchy em N com respeito
a métrica induzida por I, e seja ¢; = 2(p;) € H, C H,. Como H, é compacto,
a seqiiéncia {¢;}, ou passando a uma subseqiiéncia se necessario, converge
para um ponto ¢ € H,. Como z é uma imersao isométrica da variedade
Riemanniana completa M em S"™!, ¢ = xz(p) para algum p € M. Mas
q € H,, pois se ¢ € H,\H,, entdo seqiiéncia {f,(¢;)} divergiria para co em
Sy, que é impossivel tendo em vista que {p;} é uma seqiiéncia de Cauchy
em N com respeito a métrica induzida por £ = o x. Assim ¢ € H,, donde
p € N. Assim a seqiiéncia {3,(¢;)} converge para 3,(q), segue que a seqiiéncia
de Cauchy {p;} converge para p na métrica induzida por Z.

Utilizando as Transformagoes de Beltrami, iremos demonstrar agora, uma
Proposicao que relaciona as curvaturas seccionais de uma hipersuperficie na
esfera, com as curvaturas seccionais da hipersuperficie obtida pela pela trans-
formacao de Beltrami.

Se X é uma variedade Riemanniana, K denotara a funcao que associa a
cada 2-plano tangente a X, sua curvatura seccional segundo esse plano.

Proposicao 2.1.2. Sejam v € S™"', X C H, uma hipersuperficie e X a
hipersuperficie 5,(X) em S,. Entao, sao validos os seguintes resultados:

a) K > 1 em todo p € X, se e somente se, K > 0 em todo ponto de )N(,
onde K denota a curvatura seccional de X. Além disso,

b) Se K > 1, e se o posto da segunda forma fundamental para X em
p € X forr, 0 <r < n, entao o posto da segunda forma fundamental
para X em [3,(p) é também 7.

Demonstracao: a) Seja p € X e suponha que K > 1. Se ¢ C T, M é um
subespacgo bidimensional, entao pela formula de Gauss (1.3), sabemos que a
curvatura seccional K (o) é dada por

K(z,y) = 1+ By(z,2).By(y,y) — [By(z,9)]?,
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Onde B, é a segunda forma fundamental para a hipersuperficie X em p, e
{x,y} é uma base ortonormal de o. O sinal de B, depende da escolha de um
dos dois normais unitarios em p, vamos supor entao a escolha continua de
um dos dois normais em uma vizinhanca de p.

Suponhamos primeiro que nem todos dos autovalores de B, sao nulos.
Como K > 1, segue que todos os autovalores nao-nulos de B, terao o mesmo
sinal, e numa vizinhanca de p, todos os autovalores nao-nulos das segundas
formas fundamentais para X terao este mesmo sinal fixo. Pelo Lema 2.1.2, a
hipersuperficie X estd do mesmo lado da hiperesfera tangente em p. Como a
transformagao de Beltrami (3, transporta esta hiperesfera para o hiperplano
Sy, X deve estar localmente do mesmo lado de seu hiperplano tangente em
Bu(p)- -

Assim todas as curvaturas seccionais de X em (3,(p) sdo maiores ou iguais
a zero, pois se houvesse uma curvatura seccional negativa em 3,(p), X estaria
em ambos os lados de seu hiperplano tangente em (,(p).

Suponhamos agora, que todos os autovalores de B, sao nulos. Assim, os
autovalores de B, sao identicamentes nulos numa vizinhanga de p, ou cada
vizinhanca de p contem pontos nos quais existem autovalores nao-nulos da
segunda forma fundamental para X. No primeiro caso, terfamos X total-
mente geodésica nessa vizinhanga, e como 3, é geodésica, X ¢ totalmente
geodésica numa vizinhanca de (,(p), logo K = 0, isto é, X é localmente
plana na vizinhanca de (3,(p).

No segundo caso, isto é, se cada vizinhanca de p contem pontos nos quais
existem autovalores nao-nulos da segunda forma fundamental para X, entao
existe uma seqiiéncia {p;} em X convergindo para p, tal que as curvaturas
seccionais em [3,(p;) sdo todas maiores ou iguais a zero, por continuidade, as
curvaturas seccionais sao todas maiores ou iguais a zero, dessa forma K > 0.

Um argumento analogo na diregao contraria mostra a reciproca, a saber,
se K >0em todo g € X, entdao K > 1 em todo p = 3;,(q) € X.

b) Suponhamos agora que o posto de B, seja r. Assim, o hessiano da
funcao altura para X em p tem posto r. Se além disso K > 1, ou seja, os
autovalores da segunda forma fundamental tem o mesmo sinal, existe um
subespaco de dimensao r, A de 7,X, onde o hessiano é positivo definido
ou negativo definido. Segue-se que em cada direcao em A, a hipersuperficie
X tem contato de ordem exatamente um com a hiperesfera tangente em p.
Como o contato é preservado pelo difeomorfismo f3,, existe um subespago de
X3, (p) de dimensao r, em que X tem contato de ordem exatamente um com
o seu hiperplano tangente em (3,(p). Consequentemente, o posto do hessiano
da funcao altura para X em 8, (p) deve ser no minimo r, assim,
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posto de B, < posto de Eﬁ,u(p), onde

§gv(p) é a segunda forma fundamental para X em Bu(p).

De maneira analoga, se o posto de Eﬁv(p) é r, entao o hessiano da funcao
altura para X em B,(p) tem posto r. Se alem disso K > 1, segue do item
a) que K > 0, assim existe um subespaco de dimensao r, A de Tgv(p))N(,
onde o hessiano ¢ positivo definido ou negativo definido. Segue-se que em
cada direcao em A, a hipersuperficie X tem contato de ordem examente um
com a hiperesfera tangente em [3,(p). Como o contato é preservado pelo
difeomorfismo [3;!, existe um subespago de 7T,X de dimensdo 7, em que X
tem contato de ordem exatamente um com sua hiperesfera tangente em p.
Consequentemente, o posto do hessiano da funcao altura para X em p deve
ser no minimo r, isto é,

posto de B, > posto de Eﬁv(p),

Portanto, _
posto de B, = posto de Bg, ;)

Observacao 2.1.1.

a) Segue da Proposi¢ao 2.1.2 que um ponto em X no qual todas as cur-
vaturas seccionais sao estritamente maiores que um, é aplicado por (3,(p) num
ponto de X onde todas as curvaturas seccionais sio estritamente maiores que
zero, e vice-versa.

b) Teria sido mais facil na Proposi¢ao 2.1.2, se a hipotese K > 1 fosse
suficiente para garantir que X é localmente convexo na esfera. Pois se assim
fosse, como a transformagao de Beltrami 3, ¢ geodésica, segueria imediata-
mente que X = [3,(X) seria localmente convexo no espaco Euclidiano S,
implicando que todas as curvaturas seccionais para X sdo nao-negativas. No
entanto, deve-se observar que sem alguma condicao global, o fato de K > 1
nao & suficiente para assegurar a convexidade local de X em S™*!, como
veremos no exemplo abaixo adaptado de [15].

Seja z = 23(1 + y?) a superficie ¥ em R?, definida em uma pequena
vizinhanga da origem, com |y| < \/Li’ e seja a : R® — S, uma isometria
preservando as origens, e consideremos a superficie 5, (a(X)) em S3.

Por um calculo simples, vé-se que a curvatura de X é dada por,

1224(1 — 24?)
[T+ 92%.(1 + y?)% + (223.9)%?
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Como |y| < \%, temos que K > 0. Portanto, pela Proposicao 2.1.2, a cur-

vatura de 3;'(a(X)) é maior ou igual a um. Mas X "atravessa"seu plano
tangente na origem, logo > nao é localmente convexa em 0. Como a trans-
formacgao de Beltrami 3, é geodésica, segue que 3, '(a(X)) nao é localmente
convexa em (3, 1(0).

O Teorema principal desse trabalho, mostrara que essa parte da superficie
nao pode ser estendida para uma superficie compacta em S® com curvaturas
seccionais maiores ou iguais a um.

2.2 Formas Diferenciais

Esta secao tem como principal objetivo apresentar os conceitos fundamen-
tais de Formas Diferenciais em R", a partir dai obteremos alguns resultados
que serao utilizados posteriormente. As demonstracdes omitidas podem ser
encontradas em [10] e [11].

A fim de fixar as idéias, vamos inicialmente introduzir as definicdes em
R3.

Seja p um ponto de R3. O conjunto de vetores aplicados em p, chamado
espago tangente de R® em p, serd denotado por R?. Os vetores e; = (1,0,0),
ez = (0,1,0),e3 = (0,0,1) da base canonica do R? serdo identificados com os
seus translados (e1), , (e2), , (e3), ao ponto p.

Definicao 2.2.1. Um campo de vetores em R?® ¢ uma aplicacdo v que a cada
ponto p € R? associa v(p) € R3; v pode ser escrito na forma

v(p) = ai(p)er + as(p)ea + az(p)es.

O campo de vetores v diz-se diferencidvel quando as funcoes a; : R> — R
para ¢ = 1,2, 3 sao diferenciaveis.

Para cada espago tangente Rz , consideremos o espaco dual (R;;)*, que
é o conjunto das funcoes lineares ¢ : ]Rg — R. Uma base para (Rg)* é
obtida tomando (dx;), ,i = 1,2, 3, onde z; : R* — R ¢ a proje¢io na i-ésima
coordenada. De fato, o conjunto {(dz;), ,1 < i < 3} forma uma base, pois
(dry), € (RY)", e

Oz, . [0 seiy;
(dxi)P(ej) - a_x](p) - { 1 sei :]

isto &, {(dx;),} é a base dual de {(e;),}.

Definicao 2.2.2. Um campo de formas lineares ou formas exteriores de
grau 1 em R? é uma aplicagdo w que a cada p € R? associa w(p) € Rg)*;
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w pode ser escrito na forma

w(p) = a1(p)(dz1), + az(p)(dxs), + as(p)(dzs),

ou
3

w = E a;dx;
i=1

onde a; sdo funcoes definidas em R? e tomando valores em R; w chama-se uma
forma exterior continua quando as funcoes a; sao continuas. Se as funcoes a;
forem diferenciaveis w chama-se uma forma diferenciavel de grau 1.

Seja A*(R?)* o conjunto das aplicagdes ¢ : R> x R} — R (isto ¢, li-
neares em cada variavel) e alternada (isto é p(vq,v2) = —@(ve,v1)). Com as
operacoes usuais de fungoes, o conjunto A2(]R§)* se torna um espaco vetorial.

Se 1 e py sao formas lineares podemos obter um elemento ¢ X g em
A*(R3)* definido por

p1(v1)  p1(v2)
pa(v1)  pa(v2)

O elemento (dz;), A (dz;), € A*(R3)* sera indicado por (dz; A dxj), . O
conjunto {(dz; A dx;),,i < j} forma uma base para o espaco A*(R?)*. Além
disso,

©1 N pa2(v1,v2) = det(pi(vy)) = ‘

(dx; N dxj), = —(dz; A dx;),

Definicao 2.2.3. Um campo de formas bilineares alternadas ou forma exte-
rior de grau 2 em R? ¢ uma aplicagao w que a cada p associa w(p) € A2(]R2)*;
w pode ser escrito na forma

W(Z)) = a12(p)(d£1?1 A\ de)p + a13<p)(d1151 A\ dxg)p + (123(]?) (dxg A dIg,)p

ou
w=Y_aydr; Adrj, i,j=1,2,3
i<j
onde a;; sdo aplicagoes de R? em R.
Se as funcoes a;; forem diferencidveis, w é chamada uma forma diferen-
ciavel de grau 2.
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Passaremos agora a generalizar a nocao de formas diferenciais a R”. Sejam
p € R" R} o espaco tangente de R™ em p e (R7)* seu espaco dual. Seja
AF(R?)* o conjunto das funcdes k-lineares alternadas:

. n n
p: Ry x .. xR —R.
———
k vezes

Com as operacOes usuais /\’“(Rg)* ¢ um espago vetorial. Se @1, ..., sao
formas lineares, podemos obter um elemento ¢ A @o A ... A ¢ de /\k(Rg)*
definido por

(1 Ao A oo A i) (v, 02, ... vg) = det(pi(v;)).

Decorre das propriedade de determinante que o1 A@aA...Apy € de fato k-linear
e alternada. Em particular, (dz;, ), A ... A(dz;, ), € A"(R?)*; indicaremos este
elemento por (dzx;, A ... ANdx;,), .

Proposigao 2.2.1. O conjunto {(dz;, A ... Adx;,),}, i1 < iz < ... < i, onde

i; € 1,2,...,n, forma uma base para /\k(Rg)*

Defini¢ao 2.2.4. Uma k-forma exterior em R™ (k > 1) é uma alicagdo w
que a cada p € R™ associa w(p) € /\k(R;)*; pela Proposicao 2.2.1, w pode ser
escrito na forma

w(p) = Z @iy i (P)(dziy Ao Ndy,)y 15 € {1,2,..,n}
11 <...<ip

onde a;, ; sao aplicacoes de R" em R. Se as funcoes a;, ;, forem diferen-
ciaveis, w é chamada uma k-forma diferenciavel.

Indicaremos por I a k-ulpla (i1, ..., 1) ;41 < ... < ,i; € {1,2,...,n} , e
usaremos a seguinte nota¢ao para w:

w = Z ardxy.

1

Convenciona-se que uma 0-forma diferencial em R™ é uma funcao diferen-
ciavel f : R" — R.
Se w e ¢ sao duas k-formas:

w = Za;dx; , P = Zb[d%[,[ = (Zl,,’lk> yi < o < g
I I

podemos definir a soma

w + @Y = Z(CL[ + b[)dx]
I
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Se w é uma k-forma e ¢ uma s-forma é possivel definir uma operacao,
chamada produto exterior w A ¢, obtendo uma (k + s)-forma da seguinte
maneira:

Definigao 2.2.5. Seja w = > ardxr, I = (i1,... i) 01 < ... < i} ,
T
o=> bydx;,J = (j1,-,Js) ,Jj1 < ... < Js . Por definigdo
T

w/\gpzZa[dexI/\de.
1,J

A operagao de produto exterior goza das seguintes propriedades:

Proposicao 2.2.2. Se w é uma k-forma, ¢ uma s-forma e # uma r-forma
tem-se:

a) (WAp)ANO=wA (pA0);
b) wAp=(-1)*pAw;
) wA(p+0)=wANp+wAfl, quando r = s.

Definicao 2.2.6. Seja f : R — R™ uma funcdo diferencidvel. A aplicacao
linear dfy, : R} — R;’L(p) induz uma transformacao linear

ARG — AR

m

que para cada p € /\k(Rf(p))* associa f) (), definida da seguinte maneira:

(f;(go))(vl, ey Ug) = Lo (dfp(v1), ..oy dfp(Vk))s V1o Uk € R7.

Fazendo o ponto p variar em R", obteremos uma aplicacao f* que leva k-
formas de R™ em k-formas de R™. Convenciona-se que

f*(g) =go f, se g & uma 0 — forma.

Definigao 2.2.7. Se f : R" — R é uma 0O-forma (fun¢do diferenciavel), entao
sua diferencial

é¢ uma 1-forma. Mais precisamente, temos a seguinte
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Definigao 2.2.8. Se w = > a;dzx; é uma k-forma, definimos a diferencial
T
exterior de w como sendo a (k + 1)-forma

dw = Z dar N dxg.
I

Proposicao 2.2.3.

a) d(wy; + wy) = dwy + dws, onde w; e wy sdo k-formas;

b) d(w; A wy) = dwy A wy + (—1)*w; A dwy, onde w; é uma k-forma e wy
uma s-forma;

¢) d(dw) = d?w =0

d) d(fw) =df Nw+ fdw, onde w é 1-forma em R" e f : R” — R é uma
0-forma, isto &, funcao diferenciavel.

O conceito de formas diferenciais em R" serd agora estendido para va-
riedades diferenciaveis.

Definicao 2.2.9. Seja M uma variedade diferenciavel de dimensao n. Uma
k-forma diferencial w em M ¢é a escolha, para cada sistema de coordenadas
fo 1 Uy — M, de uma k-forma wy, em U, C R" de tal forma que se wy, e
wy, sdo duas tais escolhas e fo(Ua) N f3(Up) # 0, entdo,

wy, = (fﬁ*1 o fo) wu,.

Cada wy, é dita uma representacao local de w.

E um fato importante que todas as operacdes definidas para formas dife-
renciais em R” se estendem as variedades diferencidveis através de suas
representagoes locais.

A definicao 2.2.9 de formas diferenciais em uma variedade é equivalente
a seguinte

Definicao 2.2.10. Uma k-forma diferencial w em uma variedade diferen-
ciavel M é a escolha, para cada p € M, de um elemento w(p) do espago das
formas k-lineares e alternadas, A*(T,M)*, do espago tangente T,,M, de modo
que a "expressao" w, de w em qualquer parametrizacao seja diferenciavel.
A Proposi¢ao que enunciaremos abaixo é uma relacao interessante entre
a derivagao exterior de formas de grau um e o colchete de campo de vetores.
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Proposi¢ao 2.2.4. Se w é uma 1-forma diferencial em uma variedade dife-
renciavel M e X,Y sao campos de vetores diferenciaveis em M, tem-se

dw(X,Y) = Xw(Y) = Yw(X) —w([X,Y]).

2.3 0O Método do Referencial Modvel

Seja U C R™ um aberto do R” e sejam ey, ...,e, ,n campos diferenciaveis
de vetores em U de tal modo que, para todo p € U, se tenha

0 se1#j;
(€i,€5)p = 0ij = {

1 set=j35.,4,5=1,...,n

Um tal conjunto de campos de vetores é chamado um referencial ortonormal
movel em U. Omitiremos os adjetivos ortonormal e movel.

A partir do referencial e; podemos definir formas diferenciais lineares
wi, ...,w, pela condigdo w;(e;) = J;;, em outras palavras, em cada ponto
p € U, a base {(w;),} é a base dual da base {(e;),}. O conjunto das formas
diferenciais {w;} é chamado o coreferencial associado ao referencial {e;}.

Cada campo {e;} pode ser pensado como uma aplicacdo diferenciavel
e, : U C R* — R". A diferencial (de;), : R" — R", em p € U, é uma
aplicagao linear, com 7,U ~ R".

Portanto, para todo v € R", podemos escrever

(dei)p(v) = Y _(wig)plv)e; -

j=1

E imediato verificar que as expressdes (w;;),(v), acima definidas, dependem
linearmente de v. Portanto (w;;), é uma forma linear em R". Como e; é um
campo diferenciavel, w;; € uma forma diferencial linear. Com este significados
em mente, escreveremos

de; = wi; €; 2.2
j €j
j=1

como definicao das formas w;j, que sao chamada formas de conexao do R"
no referencial {e;}.
Derivando a expressao (e;, e;) = d;;, obteremos
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0= <d€i, 6j> + <6,‘, d€j> = wij + wjz- s
isto &, as formas de conexao w;; = —wj; sao antisimétricas nos indices 7, j e

Wi = 0.

Teorema 2.3.1. (Equacoes de estrutura do R™) - Seja {e;} um referencial
ortonormal movel em um aberto U C R™. Sejam {w;} o coreferencial associ-
ado a {e;}, e w;; as formas de conexdo de U no referencial {e;}. Entdo:

dw; = Zwk/\wki (2.3)
k

dwij = Zwik/\wkj ,k?: 1,...,n. (24)
k

Definig¢ao 2.3.1. seja x : M™ — R""? uma imersao de uma variedade dife-
renciavel M™ em um espaco Euclidiano R"9. E uma conseqiiéncia do Teo-
rema da func¢ao inversa que, para todo p € M, existe uma vizinhanca U C M

de p tal que a restricao x| ¢é injetiva. Seja V C R"™Y uma vizinhanca de
U

x(p) em R de tal modo que z(U) C V. Admitamos V suficientemente
pequeno para que exista um referencial movel {ey, ..., ey, €41, ..., €ntgf em V
com a propriedade que, quando restritos a x(U), os vetores ey, ..., e, sejam
tangentes a x(U) e os vetores €,41, ..., €4, Sejam normais a z(U). Uma tal
referencial é dito referencial adaptado a .

Sejam M"™ uma variedade Riemanniana, p € M e U C M uma vi-
zinhanca de p em M, onde seja possivel definir campos diferenciaveis de
vetores ey, ..., e, tais que (e;, €;) = 0;;. Seja {w;} o coreferencial Associado ao
referencial {e;}, associado ao referencial {e;} existe um tinico conjunto de for-

n
mas diferenciaveis {w;; }, anti-simétricas tais que dw; = Y wjAwj;, w;j SA0 as
=1

1=

n
formas de conexdo de U no referencial {e;}. Definimos €;; = dw;; — > wir, A
k=1

wi; uma 2-formas em U. Tais formas sao chamadas formas de curvaturas de
M no referencial {e;}.

Para cada ponto p € M e cada par de vetores z,y € T,M a matriz
{(;)p(z,y)} é a matriz de uma aplicagdo linear (R,,), : T,M — T,M. R,,
é chamado o operador de curvatura de M.
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Proposi¢ao 2.3.1. Sejam X e Y campos diferenciaveis de vetores em M e

seja {e;} um referencial em um aberto U C M. Suponhamos que Y = > y;e;
i
e facamos

ViV =) {dyj(X) + Zwij(X)yi} e. (2.5)

J

Entdao VxY é independente do referencial {e;} e, portanto, globalmente
definido em M.
Para Y = ey, da equacgdo (2.5) decorre que,

VXeg = ngj(X)ej. (26)

n
Em particular, V., eo = Y woj(er)e;.
j=1
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Capitulo 3

Resultados Principais

3.1 Imersoes Isométricas que Preservam
Operadores de Curvatura

Sejaj: M"™ — M uma imersao isométrica. Se j é totalmente geodésica,
entao j preserva operadores de curvatura, a reciproca ¢ geralmente falsa.
Nesta secao consideraremos imersoes isométricas j : M"™ — M que
possuem a propriedade de preservar operadores de curvatura, um exemplo
simples é o de uma imersao isométrica arbitraria de R em R"*!. Em par-
ticular mostraremos que se o dominio M"™ de 5 é completo e tem curvatura
positiva, entao a reciproca acima é verdadeira, isto é, se j preserva ope-
radores de curvatura, entao j é totalmente geodésica. O Estudo desta segao

¢ baseado em [3].

.o~ . —n+1 . -~ . L .
Definicao 3.1.1. Seja j : M" — M uma imersao isométrica, j preserva
operador de curavatura se, e somente se

i) j preserva curvatura seccional, isto &, K(dj(c)) = K(o), ¥p € M e
V 2-plano o C T, M, onde K (o) é a curvatura seccional de M segundo
o e K(dj(o)) é a curvatura seccional de M segundo dj(o).

ii) Seja TjpyM = T,M & (T,M)*, com T,M =~ dj,(T,M) e (T,M)" ¢
o complemento ortogonal de T,M em Ty, M. Se z € (T,M)* entao
Rgj(z),dj;)% = 0, para todo x,y € T, M.
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Teorema 3.1.1. Seja j : M" — M uma imerso isométrica que preserva
operador de curvatura, e seja M completa. Entao o conjunto aberto N de
pontos nao-geodésicos de M relativamente a j, é folheado por subvariedades
completas de dimensao n—1 que sao totalmente geodésicas relativamente & j.

Demonstragao: O Teorema é valido para o caso trivial em que N = (),
pois neste caso I, =0, Vp € M, donde M ¢é totalmente geodésica.

Seja N # (), onde N = {p € M;11, # 0}. Como j preserva operador
de curvatura temos que K (o) = K(dj(c)) para todo p € M e todo 2-plano
o C T,M, assim em cada ponto p € M, existe no maximo uma dire¢ao com
curvatura principal nao-nula.

Desse modo no conjunto N dos pontos nao-geodésicos, as direcoes de
curvatura normal nula constituem um campo diferenciavel X de planos (n—1)
dimensionais. Integraremos X para obtermos a folheacao procurada.

Cada ponto p € N tem uma vizinhanca U onde existe um campo vetorial
unitario normal e, relativamente a j e um referencial £ = (eq, e, ..., €,)
cujo primeiro vetor estd na dire¢ao de curvatura k; # 0 [10].

A partir do referencial E obtemos em U, a base dual {(w;),}
(ou coreferencial asociado ao referencial E), as formas de conexdes {w;;}
e as formas de curvaturas {Q;;} de M, onde ¢,5 =1,2,...,n.

Unindo e,,41 a0 ao conjunto F temos as formas de Codazzi {w; 11} com
i=1,2,...,n e as formas de curvatura {Q,,} de M, 1 <r s <n-+1.

Simplificaremos a notacao identificando dj(e;) = e;, podemos escrever

n
Rei’ej(enﬂ) = — Zﬁk,nﬂ(@i, €j)er.
k=1

Pelo item (ii) acima, temos que Q4,1 = 0 em U, além disso, wy 41 =
kiwr # 0 € Wy y1 = 0 para a > 1. Utilizando as equacoes de Codazzi, temos
para a > 1,

n
0= dwa,n—H - E Wak N\ Wk n+1 + Qa,n—i—l
k=1
n

= E Wak N\ Wkn+1 = Wal A Win+1
k=1
= Wqa1 VAN klwl s

como wy1 A kywy = 0, segue que w,; = A, w1, mas a forma w; que anula os
planos de X satisfaz a
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n n
dwy = E Wa N\ Wa1 = E Wa N\ Agywy
a=2 a=2

assim, dw; pertence ao ideal gerado por w;. Pelo Teorema de Frobenius, a
distribuicao definida por w; é integravel, isto é, em cada ponto passa uma
subvariedade £, de dimensao n — 1. Restrita a essas subvariedades, w; = 0,
assim w,; = Aqw; = 0 e portanto, as segundas formas desta subvariedade
na direcao normal e, se anulam. Entao L é totalmente geodésica em M e
consequentemente em M, isto ¢, relativamente & j, pois se w; anula os planos
de X, entao wy 41 = kjw; anula os planos de X.

Agora mostraremos que as folhas £ sao completas, mostrando que geodési-
cas de £ sao infinitamente extendiveis. Suponha o contrario, isto é, que existe
uma geodésica maximal o da folha £ que é definida somente num intervalo
aberto limitado (a,b). Como M é completa, existe extensao infinita de «, a,
que é geodésica de M. Desde que L é totalmente geodésica, enquanto essa
extensao a estiver em N, ela é geodésica de L. Entao, pela nossa hipotese os
pontos limites a(a) e a(b) nao estdo em N, isto ¢, ky(a(a)) = ki(a(b)) = 0.

Contradiremos isto mostrando que k; # 0 em ambos os pontos. Podemos
supor que o segmento de geodésica o (mas nao os pontos limites) esteja no
dominio dos campos E e e, 1, e ainda que « seja uma curva integral de
es, com E paralelo em a. Como E estd bem definido em «, consideremos
primeiro uma extensao de E a uma vizinhanca de a na folha £, mantendo e;
perpendicular & £ e depois estendendo E a uma vizinhanca inteira, mantendo
e; sempre na direcao de curvatura k. Temos entao que

[e1,e2] = Ve o — Ve
= V. e9,devido ey ser tangente a a e E paralelo ao longo de a.

— ZWQj(el) e;, por (2.6)

7j=1
n
= — Z wjg(el)ej.
j=1

Como wy pt1 = kiw; € dwy p41 = 0, temos que
0= dw17n+1 = dkl VAN w1 + k:ldwl,

assim,
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0= dwl,nﬂ (61, 62) = dk1<€1).wl(€2) — dkl (62).&)1 (61) + kldwl (61, 62)

n+1
= —dk'l (62) + ]Cl. Z(wj N wﬂ)(el, 62)
j=1
= —dl{?1<€2) + k’l. [Z(w] A le)(el, 62) +
j=1

(Wng1 A wngr1)(eq, 62)}

D (@A le)(€1>€2)]

Jj=1

= —dkl (62) + k’l.

= —dl{fl (62) + k’l

> wiler)wji(ez) — wj<e2>wﬂ<e1>]

=1
= —dki(e2) + k1.[-wa(e1)] ,isto ¢,

—k‘lwgl(el) = dk1(62)7 de onde obtemos, 62(]61) = —kﬂ.dgl(el) = klwlg(el)
implicando que es(k1) 0 a = kywia(ey) o a.
Sejam k = kj o, f = —wip 0 a, temos entdo que dk = dki(a).d/ =

dki(a).eo = ea(kr)ae kf = (kroa).(—wiz(er))oa = —kiwia(er)a = —ea (k1)

O que nos fornece,

dk =K = —kf (3.1)

n
como, €;; = dw;; — Y wir, A wgj, vem que
k=1

dwia(er,e3) = (Z wi; N\ Wig + Q12> (€1,€2)

i=1
n

= Z[wli(el)wi2(€2) - Wli(e2>wi2(6l)] + Q12(61, 62),

i=1

de wia(e2) = wii(eg) = 0, pois ey é tangente & « e E é paralelo ao longo de
o, vem que

dw12(€1, 62) = Q12(617 62)
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Usando a Proposigao 2.2.4, vem,

dw12(€17 62) = 610012(62) - €2w12(61) — W12 [617 62]

= —eywia(er) —wia. [— szﬁ(@l)@i]

= —eswia(er) + Z[wig(el).wu(@z’)]

= —eywia(er) + [;12(61)]27

pois, para i # 1, e; é obtido pelo transporte paralelo.
Dessa forma, obtemos,

62.&)12(61) = [UJ12<€1)]2 — ng<€1, 62) (32)
Seja F' = —Qya(eq,€2) o, como f = —wia(ey) o a, vem que
= —dwia(er)(a).(a)) = —dwia(er)(a).ea = —eawia(er)a,

substituindo em (3.2) resulta —f" = f? + F, isto é,

f=—f-F (3.3)

Nossa hipotese de que £ nao é completa leva a conclusao que k(t) — 0,
quando t — a® ou quando t — b™.

As equagoes diferenciais (3.1) e (3.3) contradizem isto. De fato, resol-
vendo (3.1) explicitamente, temos que k(t) = c.e~J f¢,

Deduzimos que, lim sup f = 400, quando t — b~ e lim inf f = —o0
quando t — a™. Isto contradiz (3.3), desde que F' ¢ limitada em (a, b), quando
f & suficientemente grande, a inclinacao de f é negativa, isto é, f decresce,
o que é absurdo.

Assim, k; - 0 quando t — a™ ou quando ¢ — b~, o que significa que
a(a) e a(b) estao em N. Logo existe extensdo de a em L, definida na reta
toda, portanto, £ é completa.

Teorema 3.1.2. Seja M™ (n > 2) uma variedade Riemanniana completa
com todas as Clurvaturas seccionais K > 0. Entao toda imersao isométrica
. N+ p -

Jj:M"™ — M que preserva operador de curvatura é totalmente geodésica.
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Demonstracao: Suponhamos que exista em M"™ pontos nao-geodésicos,
isto é, N é nao-vazio. Entao uma geodésica o como na prova do Teorema
3.1.1, tem dominio em toda reta R. Deste modo, podemos definir para a
funcao f = —wia(er) o o, 0 dominio dos nimeros reais todo, e f satisfaz a
equagao diferencial (3.3), com F > 0, pois F' = —Qys(eq,e2) = K(0), que é
a curvatura segundo o 2-plano o determinado por {ej,es}.

Resolvendo (3.3), obtemos f(t) = —/F.tg(v/F.t), concluimos que f nao

¢ definida para t = WE Logo f nao tem dominio R, donde & nao tem

dominio R, o que ¢ absurdo. Portanto N = () e j é totalmente geodésica.
|

Observacao 3.1.1.

Se M tem curvatura constante K, segue que para todo p € M,
Qipi1(x,y) = —K(wi Awpgr)(z,y) =0, Ve,y e T,M, 1 <i<n.

Assim, R,,(z) = 0, para todo z € (T,M)* C T,M. Dessa forma, se M" e
—n+1 . Lo . . Y
M tem curvaturas seccionais constantes e iguais, toda imersao isométrica

preserva operador de curvatura.

Em particular, seja j : M"™ — S™"! uma imersao isométrica de M",
variedade Riemanniana completa, n-dimensional, com curvatura seccional
constante igual a um, em S"™! esfera (n + 1)-dimensional de curvatura sec-
cional constante igual a um, pelo Teorema 3.1.2, j é totalmente geodésica,
donde j é mergulho sobre a esfera n-dimensional em S™*!.
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3.2 Rigidez e Convexidade de Hipersuperficies
na Esfera

A demonstracao do Teorema 3.2.1 pode ser encontrada em R. Sacksteder
[15]

Teorema 3.2.1. (Sacksteder). Seja M™ uma variedade Riemanniana com-
pleta, n-dimensional (n > 2) e z : M™ — R""! uma imersao isométrica C" !,
de M™ em R™*!. Suponhamos que todas as curvaturas seccionais de M™ sao
nao-negativas e que ao menos uma é positiva. Entdo, a imagem z(M") é o
bordo de um corpo convexo em R"*!. Além disso,

i) Se r é o posto maximo da segunda forma fundamental de z, R"™! pode
ser decomposto como um produto R*™! = R™*! x R"" de forma que
r(M™) = Pix(M™) x Poax(M™), onde P; e P, sdo respectivamente, as
projecgoes ortogonais sobre R™ e R"™". Entio Px(M") = R"" e
Pix(M™) é uma hipersuperficie em R"™™! que ¢ o bordo de um corpo
convexo o qual ndo contém curvas completas (retas). O inteiro r ¢
determinado intrisicamente e satisfaz 2 < r < n.

ii) Todo ponto p de M™ esta contido num subconjunto £, de M™ tal que
a normal em L, é constante e todos os conjuntos x(L,) sdo planos
paralelos (n — r)-dimensionais.

Precisaremos também do Teorema da invariancia do dominio visto em

[14].

Teorema 3.2.2. (Invaridncia do Dominio). Se U C R™ é um conjunto aberto
e f:U CR"™— R" é injetiva e continua, entao f(U) C R™ é aberto. (Segue
que f(V) & aberto para todo aberto V C U, entdo f~! é continua, e f ¢ um
homeomorfismo).

Pelo Teorema 3.2.2, a propriedade de ser um dominio (um conjunto aberto
conexo) é invariante por uma aplicagao injetiva continua em R™.

Passaremos agora a enunciar e demonstrar o principal teorema desse tra-
balho (Teorema 3.2.3), que é devido a M. P. do Carmo & F. W. Warner
[12].

44



Teorema 3.2.3. Seja x : M"™ — S""! uma imersdo isométrica de uma
variedade Riemanniana C°°, compacta, conexa, orientavel, de dimensao
n (n > 2), na esfera de dimensdo (n + 1) e curvatura seccional constante
igual a um. Suponhamos ainda que todas as curvaturas seccionais de M"
sao maiores ou iguais a um. Entao sao validos os seguintes resultados,

(a) x éum mergulho, M™ é difeomorfa a S™ e x(M™) é totalmente geodésica
ou esta contido num hemisfério aberto e neste caso z(M") é o bordo
de um corpo convexo em S

(b) z é rigida, isto é, dada outra imersdo isométrica y : M" — S™*! nas
mesmas condi¢oes acima, entao existe uma isometria o : S — §ntl
tal que y = o x.

Demonstracao do Teorema 3.2.3 (a)

Caso 1: "Todas as curvaturas seccionais de M"™ sao iguais a um."

Nesse caso M™ e S™*! tem a mesma curvatura seccional constante um, entao
pelo Teorema 3.1.2, observacao 3.1.1, z(M™) é totalmente geodésica, donde
x ¢ um mergulho isométrico de M™ sobre uma esfera maxima n-dimensional
S™ c S, do qual o Teorema segue para este caso particular.

Caso 2: "Existem pontos de M" onde alguma curvatura seccional é maior
que um."

Momentaneamente, interrompemos a demonstragao do Teorema 3.2.3(a) para
verificarmos a seguinte:

Afirmacao: "Existe pelo menos um ponto p € M", onde todas as curva-
turas seccionais sao maiores que um."

Prova: Suponhamos que tal ponto nao existe, isto é, estamos admitindo que
existem pontos com curvaturas seccionais maiores que um, mas em nenhum
desses pontos as curvaturas seccionais sao todas maiores que um, obteremos
uma contradicao. Seja entre estes pontos o ponto p de M", em que a se-
gunda forma fundamental para a imersao z tem posto maximo r. Como as
curvaturas seccionais de M™ sdo maiores ou iguais a um e junto com o fato
de K;; = 1+ N\, temos que 1 <r <mn,ou2 <r<n-—1.

Usaremos as seguintes notagoes: v = x(p), H, o hemisfério aberto de S"*!
centrado em v, S, o hiperplano tangente a S"*! em v, e 3, a correspondente
tranformacao de Beltrami.
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Sejam N, = " Y(H,), v, = x| e T, = 3, o x,. Agora, consideramos
N,

em N, as métricas Riemannianas induzidas pelas imersoes z, e Z,. Afim de
distingui-las, denotaremos por N,, a subvariedade N, munida com a métrica
induzida por z,.

Considerando que 7, : Nv — S, & uma imersao isométrica, segue da
Proposicao 2.1.2 e do Lema 2.1.3 que N, é uma variedade Riemanniana
completa com curvaturas seccionais maiores ou iguais a zero e que a segunda
forma fundamental para N, tem posto méximo r. Como em M™ existe
alguma curvatura seccional maior que um, segue que em N, existe alguma
curvatura seccional positiva.

Pelo Teorema 3.2.1 (Sacksteder), por cada ponto da subvariedade #,(N,)
passa um plano (n — r)-dimensional P, inteiramente contido em &,(N,): e ao
longo de P, os hiperplanos tangentes a fv(Nv) sao paralelos. Além disso, os
planos (n — r)-dimensionais desta cole¢do também sdo paralelos.

A imagem, por 3;! desses planos (n—r)-dimensionais sio esferas de centro
na origem de S"*! e dimenséao (n—r), contidas em z,(N,). Seja U vizinhanca
de z(p) onde o posto da segunda forma fundamental é r, isto é, o autovalor
nulo tem multiplicidade (n — r) para as segundas formas em U. Portanto,
nos pontos da vizinhanga acima, os subespacos (n — r)-dimensionais, deter-
minados pelos autovetores correspondentes ao autovalor nulo, formam uma
distribuicao integravel e as subvariedades integrais sao totalmente geodésicas
8]

Essas subvariedades integraveis, (n — r)-dimensionais coincidem em U
com as (n — r)-esferas, caso contrario, o posto maximo da segunda forma
fundamental para N, seria menor que r. Agora, usando novamente o Teo-
rema 3.2.1(Sacksteder) tem-se que para todo v' € U, a imagem dessas esferas
(n — r)-dimensionais por (3, serao planos paralelos (n — r)-dimensionais
em S,. Dessa forma temos uma contradicao pois, dada uma colecao de
(n — r)-esferas, as quais sdo levadas em planos paralelos pela aplicagdo de
Beltrami, pode-se sempre encontrar uma aplicacao de Beltrami proxima para
a qual as imagens nao mais sejam paralelas.

Desde modo, se existem curvaturas seccionais de M"™ maiores que um, en-
tao existe pelo menos um ponto p € M" onde todas as curvaturas seccionais
sao maiores que um.
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Prosseguimos agora a demonstra¢io do Teorema 3.2.3(a).

Seja p € M™ um ponto em que todas as curvaturas seccionais sao maiores
do que um. Entao é possivel escolher um v € S™*! de tal modo que o equador
H, — H, satisfaca:

1) ZL‘(p) S ﬁv - Hv;
ii) Existe uma vizinhanga V de p em M cumprindo z(V — {p}) C H,.

Provaremos em seguida que z(M"™ — {p}) C H,. Seja N, a compo-

nente conexa de z7'(H,) contendo V — {p}. Como antes, seja =, = z| ,
NT)

e T, = [, o x,, e considere Nv denotando N, com a métrica Riemanniana
induzida por z,. Pela Proposicao 2.1.2 e Lema 2.1.3, NV, é uma variedade
Riemanniana completa com curvaturas seccionais maiores ou iguais a zero,
e em algum ponto ¢ # p em V, todas as curvaturas seccionais de N, sao
positivas. Assim pelo Teorema 3.2.1(Sacksteder), segue que z,(N,) C S, é
0 bordo de um corpo _convexo o qual nao contém curvas completas, e como
N, nao é compacto, N, é difeomorfo ao espaco Euclidiano. Assim, podemos
escolher a vizinhanga V' de p para ser homeomorfa a um disco, segue que a
imagem z,(0V') do bordo de V separa Z,(N,) em duas componentes conexas,
uma da qual, digamos W, é limitada em S,. Seja m € N, — V. Afirmamos
que Z,(m) € W. Assuma o contrario, e escolha uma curva em N, U {p}
unindo m e p, que passe por JV apenas uma vez. A imagem desta curva
via Z, comega na componente ilimitada, passa por z,(0V) apenas uma vez e
torna-se ilimitada. Consequentemente a curva imagem deveria sair de W pas-
sando novamente por ,(0V), e isso contradiz a construgao da curva. Assim,
T,(m) € W. Desse modo, nenhum ponto de H, — H, pode ser de acumu-
lagao do conjunto z,(N, — V), e consequentemente nenhum ponto do equador
H,— H,, exceto o proprio z(p) é um ponto de acumulagdo de z,(N,). Como
x(p) é o anico ponto no equador que é de acumulagao para xz,(N,) entdo:

M" =z Y (H,) U {p} Uz~ (S"*' = H,) (%)

Por outro lado usando que, 2(V — {p}) C H,, tem-se

v (H,) U{p} =V Ua ' (H,)
E por (*), M" fica escrita como reunido dos abertos,
M" = (Vuz '(H,)) Uz (S" - H,).

47



Usando a conexidade de M™ e que V' # (), tem-se

M™ =V Uz~Y(H,) =2 *(H,) U {p}

Assim z(M™ — {p}) C H, conforme afirmamos.

Podemos escolher agora v préoximo a v usado acima tal que z(M™)
esteja completamente no hemisfério aberto H,. Entao B, ox : M" —
S, €& uma imersao isométrica de uma variedade compacta com curvaturas
seccionais nao-negativas na métrica induzida. De acordo com o Teorema
3.2.1(Sacksteder), B, o x(M™) é o bordo de um corpo convexo em S,/. Apli-
cando o difeomorfismo 3! obteremos que x(M™) é o bordo de um corpo
convexo em S™ obtendo assim a conclusiao da parte (a) do Teorema 3.2.3.

Observacao 3.2.1.

Se todas as curvaturas seccionais de M™ sao constante e iguais a um, pelo
Teorema 3.2.3(a), x ¢ um mergulho isométrico sobre uma esfera maxima
n-dimensional S™ C S"*!. Suponhamos que y : M"™ — S™*! ¢ outra imersao
isométrica nas mesmas condigdes do Teorema 3.2.3(a). Assim x(M") =
SN P e y(M™) = S"™' N P, onde P e P, sao hiperplanos em R™2
passando pela origem de S"*!. Seja o : R"™? — R"*2 yma rotacdo tal que
a(Py) = P, donde obtemos a(x(M™)) = y(M"). Compondo « com uma
rotagao de x(M™) = S™ C R""2 se necessario, temos y = « o x, isto &,
al S+l — §ntl & uma isométria.

Demonstragao do Teorema 3.2.3 (b)

Se todas as curvaturas seccionais de M"™ sao iguais a um, ambas z e
y sao mergulhos isométricos de M" sobre esferas maximas n-dimensionais
S™ c S™L pela observacao 3.2.1, segue que existe uma isometria o : S"1 —
S tal que y = o .

Se as curvaturas seccionais de M™ nao sao iguais a um em todos os pontos,
pelo Teorema 3.2.3(a), ambas x e y sdo mergulhos, e ambas x(M") e y(M™)
estao nos hemisférios abertos e sao bordos de corpos convexos. E sem perda
de generalidade, podemos supor que ambas x(M™) e y(M"™) estdo no mesmo
hemisfério norte aberto H,, e que sao "Visiveis do lado de dentro" do pdlo
norte e = (0,0, ...,0, 1), (isto &, cada geodésica de S™™! que parte de e cruza
z(M"™) e y(M™) em no maximo um ponto). Vamos admitir z(M") e y(M™)
orientadas de modo a induzir orientacoes congruentes em S™*1,
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Defina 7 : M™ — R"*! por

:i(p) _ .I’(p) — <£L'<p),€>€

(e, x(p) +y(p)) 34)
e analogamente 7 : M™ — R"*! por
~<p) _ y(p) — <y(p),€>€ (35)

(e,z(p) +y(p))

onde ( , ) denota o produto interno Euclidiano usual em R"™? ¢,
e = (0,0,...,0,1) € S*. Ambas T e 7 sao mergulhos C* de M"™ em
Rt c R™"*2 ¢, além disso, Z e § induzem a mesma métrica em M", com
efeito, como (x,z) = (y,y) = 1 e (z,dx) = (y,dy) = 0, temos,

(dz,dz). e,z +y)* = (e,x+y)2({dx,dx) — (e, dx)?) +
+2(e,x +y).(e, dx + dy).(e, dx) (e, x) +
+(e, dx + dy)*.(1 — (e, x)?)
= (e, +1)%(dr,dx) + (e, dx + dy)* —
e,z +y).{e,dz) — (e,dx + dy).(e,z)]* (3.6)

analogamente,

(dg,dg)-(e,x +y)* = (e,z+y)*.((dy,dy) — (e, dy)*) +
+2(e,x + y).(e, dx + dy).{e, dy).{e, y) +
+e, dx + dy)®.(1 = (e, y)*)
= (e, +9)%(dy,dy) + (e,dx + dy)* —
[(e,z +y).(e,dy) — (e,dx + dy).(e,y)]* (3.7

observando que,

(e,x +y).(e,dx) — (e,dx + dy).(e,z) = (e,y).(e,dx) — (e,x).(e,dy)
—[(e;z +y).(e.dy) —
(e,dx + dy).(e,y)] (3.8)

€ como

(dz, dz) = (dy, dy) (3.9)
substituindo entao (3.8) e (3.9) em (3.6), temos
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(dE,d7).(e,x +y)! =
(e,y).(e,dx) — (e, x).(e, dy)]?

r+ )2 (dy, dy) + (e, dx + dy)* —
(e, +y).(e,dy) — (e, dx + dy) (e, y)]?
dg, dj).(e, z + y)"

e, +y)*(dy, dy) + (e, dv + dy)* —
(&

e,
[
= (e
[
=
donde concluimos que (d7, d¥) = (dy, d7).
Denontando M™ por M™ com a métrica induzida de Z e y, temos que
T e y sao mergulhos isométricos de M" em R"*. Segue do Teorema 3 de
Pogorelov [1,p.63] que ambas Z(M™) e §(M™) sao hipersuperficie localmente
convexas em R™™!. Assim as curvaturas seccionais de #(M") e j(M™) sao to-
das maiores ou iguais a zero, e como i(MN") ¢ uma hipersuperficie compacta
de R™!, existe pelo menos um ponto de M"™ em que todas as curvaturas sec-
cionais sdo estritamente positivas, pelo Teorema 3.2.1 (Sacksteder) , T(M™")
e J(M™) sdao bordos de corpos convexos em R™"1. Assim, segue do Teorema
v de |16], que existe uma isometria & : R"™ — R™"*! tal que a o7 = 7.
Definimos as aplicacoes p; e pa, C*° de R"*! em S™*! por,

p1(p) =

(3.12)

2% + e(1 + (a(7), &(7)) — (7,)) = 27 + e(1 + (7, ) — (7,7)) ,

e um célculo simples mostra que,

2% + e(1 + (§, §) — (&,3)) = — ", (3.13)



como (e, z + y) é positivo, pois estamos supondo x(M™) e y(M™) no mesmo
hemisfério norte aberto H., substituindo entao (3.13) em (3.12) resulta que

p1(Z(p)) = =(p). (3.14)

de maneira analoga

p2(y(p)) = y(p) (3.15)

para todo p € M™.
Provaremos agora que p; e ps sao 1:1, com efeito, suponhamos que
p # q € R™ mas pi(p) = pi(a). Como (p,e) — (g.€) = 0, {pi(p),p) —

(p1(q),p) e (;(p),q) = {p1(q),q), Segue da expressao da aplicagdo p; que p
e ¢ sao paralelos. Entao existe um vetor unitario v € R*! tal que p = \v e

q = pv, com \, i € R*.
Substituindo p = Av e ¢ = pv na expressao da aplicacao p;, temos

p1(p) = 1220 + e(1 + (alp), alp)) — A2)
_ 2uv +e(1+ (alg), alq)) — 1)
pl(Q) ||2,u1)+€(1+<d(q)7& Q)> _M2>H

Como p1(p) = p1(q) segue que (pi(p), p1(q)) = 1, e junto com (e, v) =0,
obtemos

(2x0 + e.(1+ (a(p), a(p)) — A), 200 + e.(1+ {alq), a(q)) — 1*))
[4X” + (1 + (@(p), a(p)) — X*))7. 4 + (14 (alg), a(q)) — 1*)*)]

Elevando ambos os membros dessa tltima igualdade ao quadrado, e sim-
plificando o resultado, vem

(1+ (alq),alq)) — p*)* X — 2u.(1 +( ,
(14 (alq),a(q)) — p*) A+ (1 + (a(p), a(p)) — A*)* =0

Resolvendo essa equacao em A\, resulta em,
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= (3.16)

Como & : R*! — R"*! & uma isometria, & é uma rotacdo &* seguida
por uma translacao pelo vetor ¢ € R"*! isto ¢, a(p) = a*(p) + ¢, e como
p = A\v,q = uv, temos que

AN 4 20.(@* (v), €) + (e, e),
(0),a(q)) = p*+2p.(&"(v),c) + (¢, 0)

o ™
=
=
S
I

1+ (c,c) .
_ : = ———+2.(a"(v),c).

: 26 w0

Deste modo A\ = e p = ¢, que é uma contradicao. Assim p; é 1:1, e
analogamente py é 1:1.

Como p; e py sao aplicagoes 1:1 e continuas, de R™™! em S™™!, segue do
Teorema 3.2.2 da invariancia do Dominio que p; e ps sao ambas aplicagoes
abertas.

Assim podemos definir uma aplicacdo a, 1:1 por a = py 0o G o p; ' numa
vizinhanga aberta conexa U de x(M™) em S™! de onde obtemos que

~ ~ ~ ~a 1 ~
— o) — oxoxr = [eNe’Ke) (o] Oxr =xowx.
Yy=p20Y=p2 P2 P °p1

T

Provaremos que « preserva distancia, isto é,

(a(pr(p)) — alpi(a)), a(p1(p)) — cpr(q))) =
(r(p) — p1(@); pr(p) — pr(q)) = (3.17)

Tendo em vista que, a distancia Fuclidiana entre um par de pontos na
esfera S™*1 determina unicamente sua distancia esférica. Como,
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(@op)(p) = (p2odop;'op)(p)=(p2oa)(p)
(@op)(q) = (p2odop;'op)(q) = (p20a)(q) (3.18)

substituindo entao (3.18) em (3.17), resulta que

(p1(p) — p1(q), p1(P) — p1(q))
(p2(a(p)) — p2(a(q)), p2(a(p)) — p2(alq)))

Assim, para provar que « preserva distancia, basta provar (3.19). Mas a
equagdo (3.19) se escreve como,

(3.19)

(p1(p); p1(p)) — 2(p1(p),p1(Q)>+(pl(Q),pl(q» =
(p2(a(p)), p2(a(p))) — 2{p2(c g

entdo, para provar (3.19), basta provar que

(p1(p), p1(q)) = (p2(a(p)), p2(a(q))) (3.20)
Seja,
a(p) = 2p+e.(1+{a(p),alp)) — (p,p))
blp) = 2a(p)+e.(l+(p,p)— (a(p),alp)))
B a(p) L(G(p)) = b(p)
Y T MY T Ry

Entao, para provar (3.20) basta provar que para um par de pontos arbi-
trarios p,q € R+,

(a(p), a(q)) = (b(p), b(q)) (3.21)

mas,
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, | (3.22)

(1+{a(q),alq)) — {(g:9)
(b(p),b(q)) = (2.a(p)+e(l+(p,p) —(a(p),alp)))
(2.a(q) + e.(14 (q.q) — (a(q), a(q))))
= 4a(p),alq)) + (1 +(p,p) — {(a(p), a(p)))
(1+{q,q) — (alg),a(q))) (3.23)

Escrevendo & como uma rotacao a* seguida por uma translagao pelo vetor
c, isto &,

entao

(a(p),alq)) = (a"(p) +¢,a"(q) +¢) = (p,q) + (¢, a"(p) + &"(q)) + (¢, ).

assim, substituindo essas trés tltimas expressoes em (3.22) e (3.23), obtere-
mos, respectivamente

(a(p),a(q)) = 4p,q) + (1 +(p,p) +2.(c,& (p)) +(c,c) — (p,p)).
(14 (g, q) +2.{c,a"(q)) + {c,c) —
= 4p.q) + (1 +{c.c) +2(c.a"(p))).(1 +
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(b(p),b(q)) = 4(p,q) +4{c,a"(p) +a"(q)) +4{c,c) +
+(1+(p,p) — (p,p) — 2.{c,a"(p)) — (¢, 0)).
(1+4q,9) — (q,q) — 2:c,a"(q)) — {c, )
= 4p,q) +4(c,a"(p) + & (q)) +4(c,c) + 1 —2(c,a"(q)) — {c,0) +
—2(c,a"(p)) + 4(c,a"(p)) (¢, @"(q)) + 2{c, ¢).(c,a"(p)) +
—(c,c) +2.(c,c).{c,a*(q)) + {c,c)?
c,&*(p) +a*(q)) + ({e,e)* +2(c,c) +1) +

logo,

donde obtemos imediatamente (3.20) , assim concluimos que « preserva dis-
tancia, e portanto o é uma isometria.

Afirmamos que « estende-se para uma isometria A : S"*t — S"F o que
completara a prova do Teorema 3.2.3(b).

Com efeito, |a(p) — a(q)| = |p — q|, Vp,q € U C S™"!, pois a é uma
isometria, e como o : U C z(M™) — S™", temos que |a(p)| = |p|,Vp € U.
Assim,

(a(p), alq)) = %-(’04(?)|2+|04(Q)|2— a(p) — alq)|?)
1 2 2 2
= Slpl* + gl = 1p—al)
= (p,q),

isto é, o preserva produto interno.

Seja {p1,p2, .-y Pni2} C U, um conjunto linearmente independente em
R"*2. Considere a transformacao linear T : R"™? — R"*2 tal que T(p;) =
alpi), 1 <i<n-+2.

Dados u,v € R™? entao u =Y a;p;,v = Y b;p;, assim, temos

i j
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(Tu, Tv) = <Zal (pi), Z > Zaz (1))
= Zaz (pi, ;) <Za2pz,zb]pj>

assim, 7' é uma isometria de R"*2, e A =T

Sn+1 ’
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