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RESUMO
A GEOMETRIA ESFÉRICA E OS SÓLIDOSPLATÔNICOS

Orientador: José Kenedy MartinsPrograma de Pós-Graduação em Matemáti
a
Esta dissertação apresenta uma nova demonstração do resultado obtidopor Platão no sé
ulo IV a.C, na Gré
ia antiga, de que existe apenas umnúmero �nito de 
lasses de Poliedros regulares 
ongruentes, usando ateoria bási
a da Geometria Esféri
a, de a
ordo 
om o trabalho "Os Sóli-dos Plat�ni
os", do Dr. João Lu
as Marques Barbosa da UniversidadeFederal do Céara, apresentado em Manaus.



ABSTRACT
SPHERICAL GEOMETRY AND THE PLATONICSOLIDS .

Advisor: José Kenedy MartinsGraduate Program in Mathemati
s
This dissertation presents a new proof of the result obtainedby Plato in the fourth 
entury B.C., in the an
ient Gree
e,whi
h states that there exists only one �nite number of reg-ular 
ongruent polyhedron 
lasses - the Plato polyhedrons,using the basi
 theory of spheri
al geometry in a

ordingwith Dr. João Lu
as Marques Barbosa's work on "Pla-toni
 Solids", whi
h was presented on a Di�erential Geome-try Seminar in the year 2005 held at the Universidade Federaldo Amazonas .
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INTRODUÇ�O

Os sólidos plat�ni
os são poliedros satisfazendo as 
ondições da De�nição(3.1.20), foram 
lassi�
ados, já na épo
a de ouro da matemáti
a grega, usandoos prin
ípios e propriedades da Geometria Eu
lideana. Re
entemente, em 2005, oDr. João Lu
as Marques Barbosa, da Universidade Federal do Ceará, apresentou emsiminário na Universidade Federal do Amazonas o trabalho "Os Sólidos Plat�ni
os",
ujo objetivo era mostrar que estes sólidos possuem 
lasse �nita, usando a geometriana esfera e elementos simples da geometria diferen
ial.Assim apresento no primeiro 
apítulo desta dissertação um roteiro históri
o,que 
omprova que o avanço da 
iên
ia é o resultado téori
o da produção material,lentamente adquirido, in
orporado e superado por novas elaborações e a
umuladono 
urso da história.A elaboração e sistematização das geometrias não-Eu
lidianas no sé
ulo XIX éum exemplo da renovação e aprimoramento do 
onhe
imento humano.Histori
amente a geometria de Eu
lides foi 
onstituída por um sistema lógi
o de-dutivo, sistema baseado em postulados e axiomas, o "método eu
lidiano". O quintopotulado de Eu
lides foi o que 
ausou questionamento por não ser tão evidentequanto os outros. Esse impasse, ou seja a impossibilidade de deduzir o postuladodas paralelas a partir dos quatro primeiros postulados permitiram a 
onstrução e odesenvolvimento do pensamento geométri
o e realçar a importân
ia do estudo dos



geométras não eu
lidianos, Bolyai (1832), Loba
hevvsky (1829), Gauss (1800), Leg-enddre (1794), Lambeert (1770), Sa
herri (1733) e Riemann (1851), na edi�
açãodas outras geometrias. No segundo 
apítulo apresento um embasamento prelimi-nar téori
o da Geometria Esféri
a e Geometria Diferen
ial e �nalmente no ter
eiro
apítulo obtenho 
lassi�
ação dos sólidos plat�ni
os usando duas abordagem, umausando a Geometria Eu
lidiana e outra usando a Geometria Esféri
a, tendo 
omobase o trabalho "Os Sólidos Plat�ni
os ".



Capítulo 1
História das Geometrias

Platão, por volta do sé
ulo IV a.C., estudou 
erta 
lasse de poliedros, para
lassi�
a-los pelo tipo de fa
e que podem apresentar, e 
on
luiu que existe apenasum número �nito de tais 
lasses.Nesta dissertação mostra-se o mesmo resultado, obtido pelos antigos gregos,usando alguns 
on
eitos bási
os da geometria esféri
a.A história da geometria esféri
a 
omeça 
om Eu
lides de Alexandria, que paraalguns historiadores, viveu por volta 330 a.C - 275 a.C., 
ujo o maior mérito foi
oletar e organizar, em 300 a.C, proposições existentes sobre a geometria numa obraque se 
hamou "Os elementos", "Stoi
heia", 
omposta por treze livros. Essa obra foiao longo dos tempos enrique
ida por 
élebres matemáti
os, que 
ontribuiram paratorná-la mais a
essível e interresante, dos quais desta
am-se Heron, Papus, Pro
lus,Simpli
ius, Teão de Alexandria, Hipsi
les de Alexandria, Isidoro de Mileto, dentreoutros.Os treze livros da autoria de Eu
lides, estão assim divididos:Os livros I - IV tratam da geometria plana elementar.O livro V apresenta a teoria das proporções de Eudoxo, na forma puramentegeométri
a. 1



O livro VI apresenta a semelhança de �guras planas. Neste livro en
ontra-se oteorema de Pitagoras e a se
ção de ouro. Contém o primeiro problema de máximoque 
hegou até nós 
om a prova de que o quadrado é, de todos os retângulos de umdado perímetro, o que tem área máxima.Os livros VII - IX são dedi
ados à teoria dos números tais 
omo a divisibilidadede inteiros, a adição de series geométri
as, algumas propriedades dos números primose a prova da irra
ionalidade do número √
2.O livro X 
ontém a 
lassi�
açãoo geométri
a de irra
ionais quadráti
os e assuas raízes quadráti
as.Os livros XI - XIII o
upam-se 
om a geometria sólida e 
onduzem, pelas via dosângulos sólidos, aos volumes do prisma, do paralelepípedo, da pirâmide e da esfera;a dis
ussão dos 
in
o poliedros regulares ( plat�ni
os ) e a prova de que existemsomente estes 
in
o poliedros regulares.

Figura 1.1: Eu
lides e os elementosA 
ontinuidade dessa história está rela
ionada 
om as tentativas de demonstraro quinto postulado de Eu
lides, "Se uma linha reta 
ortar duas outras retas demodo que a soma dos dois ângulos internos de um mesmo lado seja menor do quedois retos, então essas duas retas, quando su�
ientemente prolongadas, 
ruzam-sedo mesmo lado em que estão esses dois ângulos." ; inserido no volume I de sua obra,o qual a
reditava-se poder ser demonstrado usando os outros axiomas da geometria.
2



A primeira tentativa é de Ptolomeu de Alexandria (a.C. 90 -168 a.C.). O PadreJesuita G. Sa

heri (1667-1733), em seu livro "Eu
lides ob ommi naevo vindi
atus",foi o primeiro a tentar uma nova abordagem, utilizando a té
ni
a de redução aoabsurdo, admitindo a negação do postulado do paralelismo de Eu
lides 
om vista aobter alguma 
ontradição. Sem saber Sa

heri tinha des
orberto a geometria não -eu
lidiana.Essa inquietação persistiu até o íni
io do sé
ulo XIX, atingindo diferentes 
ul-turas em épo
as diversas aprimorando assim o estudo e pensamento geométri
o.No íni
io dos anos de 1800, o grande matemáti
o, Gauss 
omeçou a se interessarpela questão da possível existên
ia de geometrias não - Eu
lideanas. Es
reveu no seu
aderno de notas: "Estou 
onven
ido de que pres
indir do postulado das paralelasnão leva a nehuma 
ontradição, embora se obtenham ( 
on
lusões) que se apresentamparadoxais". Sabe-se também que Gauss desenvolveu partes de um nova geometria,não Eu
lideana. No entanto não se atreveu a publi
ar, talvez por temor de 
riar
ompli
ações 
om a inteligên
ia alemã, na épo
a dominada pelas idéias de ImmanuelKant(1724-1804) que em sua obra "Criti
a da razão pura" investiga a possibilidadeda existên
ia de juízos sintéti
os a priori, isto é, de 
onhe
imentos que não provém dapráti
a, mas que são inerentes ao próprio espírito humano e 
onsidera a GeometriaEu
lidiana 
omo o exemplo de perfeição teóri
a que não devia ser mexido.Foi o jovem matemáti
o russo Nikolai Loba
hevsky, em 1826, o primeiro a negara verdade evidente do postulado de Eu
lides. Tomou 
omo 
erta a proposição "Porum ponto fora de uma linha reta, pode- se traçar não uma mais ao menos duas linhasparalelas a ela". Entretanto ninguém tomou 
onhe
imento, por ser Loba
hevsky, umdes
onhe
ido e es
reveu seu trabalho em russo, uma língua de pou
a penetração naEuropa do íni
io do sé
ulo XIX.János Bolyai, �lho do matemáti
o Farkas Bolyai, em 1832, após 
in
o anos deestudos, publi
a os resultados de sua pesquisa sobre geometria não - Eu
lidiana 
omoum apêndi
e a um trabalho de seu pai, onde, assim 
omo Loba
hesvky , per
ebia3



não haver 
ontradição, nem absurdo em negar o tradi
ional postulado das paralelas,substituindo-o pelo das geometrias hiperbóli
as.Restava um problema fundamental: não existia um modelo dessa nova geome-tria, úni
a maneira de garantir haver ou não 
ontradição nas 
onstruções deLoba
hevisk e Bolyai.A etapa seguinte no desenvolvimento das geometrias não - Eu
lidianas foi feitapelo matemáti
o alemão George Friedri
h Berhard Riemann, em 1854, em sua 
éle-bre dissertação "Sobre as hipóteses em que se funda a Geometria".O su
esso de Riemann se deve ao fato dele ter in
orporado em seu estudo duasidéias extremamente fertéis: O aparato matemáti
o de Gauss, que havia provadoque a 
urvatura de uma superfí
ie dependia apenas de medidas feitas sobre ela, eseu próprio 
on
eito de variedade multidimensional ( um objeto que generaliza anoção de superfí
ie para qualquer dimensão e sem menção a um espaço ambiente)e postulou que uma geometria era um modo de medir 
omprimentos em uma talvariedade. A partir daí, são de�nidas as 
urvas "mais 
urtas entre pontos maispróximos ", 
hamadas de geodési
as, que vão desempenhar o papel de retas nessageometria.Desse modo, a geometria Eu
lidiana (as geodési
as são retas e a 
urvatura éidenti
amente zero) é apenas uma entre as geometrias de Riemann, e é possívelprovar, que as variedades de 
urvatura negativa 
onstante forne
em modelos parageometrias que não satisfazem o quinto postulado de Eu
lides.A a
eitação da geometria de Riemann só a
onte
eu após 1870, quando a geraçãoposterior a ele 
omeçou a entender o seu signi�
ado.A geometria Riemanniana é uma geometria não-Eu
lideana de espaços de 
ur-vatura 
onstante positiva. A propriedade essen
ial desse espaço tridimensional éque seu volume é �nito de modo que se um ponto se move sobre ele na mesmadireção, pode 
ertamente retornar ao ponto de partida . Observa-se na ilustraçãobi-dimensional da geometria sobre a esfera na �gura 1.2, que em vez de retas da4



geometria eu
lideana, na geometria de Riemann temos geodési
as ou seja ar
os degrande 
ír
ulo que podem ser traçados na esfera. A noção de linhas paralelas 
omodada no quinto postulado de Eu
lides, neste 
aso não tem sentido porque qualquerar
o de um grande 
ír
ulo que passa através de um ponto C não situado sobre AB,ne
essariamente irá se inter
eptar. Também mostra que a soma dos ângulos de umtriângulo formado por três ar
os que se inter
eptam de três grandes 
ír
ulos é sempremaior que 180o.
Figura 1.2: Ângulos esféri
osFelix Klein ( 1849 - 1925), estudou novas 
om
epções sobre a 
lassi�
ação dasgeometrias por exemplo denominou a Geometria Riemanniana de Geometria Es-féri
a.O 
onhe
imento das geometrias nào-eu
lideanas demonstrou que o quinto pos-tulado é independente dos demais e, portanto não pode ser demonstrado, e é o quedistingue a Geometria não Eu
lidiana da Geometria Eu
lidiana.

5



1.1 Comparando as Geometrias não-Eu
lidianasGeometria Eu
lidiana
• Através de um ponto dado podemos traçar somente uma paralela a uma linhareta;
• A soma dos ângulos interiores de um triângulo é igual a dois retos;
• A 
ir
unferên
ia de um 
ír
ulo é igual a π vezes o seu diâmetro.

Geometria esféri
a
• Atráves de um ponto dado não podemos traçar nenhuma paralela à um pontodado;
• A soma dos ângulos interiores de um triângulo é maior do que dois ângulosretos;
• A 
ir
unferên
ia de um 
ír
ulo é menor do que π vezes o seu diâmetro.

Geometria hiperbóli
a
• Através de um ponto dado podemos traçar mais de uma paralela a uma linhareta.

6



• A soma dos ângulos interiores de um triângulo é menor do que dois ângulosretos.
• A 
ir
unferên
ia de um 
ír
ulo é maior do que π vezes o seu diâmetro.

Figura 1.3: Comparando as Geometrias

7



Capítulo 2
Premilinares e Generalidades

Neste 
apítulo rela
ionei alguns 
on
eitos da geometria esféri
a e geometriadiferen
ial ne
essários para a
ompreensão do resultado prin
ipal.Os detalhes de todas as a�rmações feitas neste 
apítulo podem ser obtidos em [2℄.Histori
amente, a geometria Riemanniana foi um desenvolvimento natural da geome-tria diferen
ial em superfí
ies em R
3.

2.1 Geometria diferen
ial de 
urvas e superfí
ies.De�nição 2.1.1 Uma 
urva diferen
iável parametrizada, é uma apli
ação diferen-
iável α : I 7→ R
3 de um aberto I = (a,b) da reta R em R

3.De�nição 2.1.2 Uma 
urva diferen
iavel α : I 7→ R
3 é regular se α‘ 6= 0 para todot ∈ I, onde t ∈ I é o parâmetro da 
urva e α

′

= ((x′(t), y′(t), z′(t)) ∈ R
3 é o vetorvelo
idade ( ou vetor tangente) de α em t.De�nição 2.1.3 O 
omprimento de ar
o de uma 
urva parametrizada regular

α : I 7→ R
3, dado por t ∈ I a partir do ponto t0, é de�nido por s(t)=∫ t1

to
| α′(t) | dtonde | α′(t) |= √

x′(t)2 + y′(x)2 + z′(x)2 é 
omprimento do vetor α′(t). Sendo
α′(t) 6= 0, o 
omprimento de ar
o s é uma função diferen
iável de s e ds

dt
= | α′(t) |.8



De�nição 2.1.4 (Superfí
ie Regular). Um sub
onjunto S ⊂ R
3 é uma superfí-
ie regular se, para 
ada p ∈ S, existe uma vizinhança V em R

3 e uma apli
ação
x : U → V ∪ S de um aberto U de R

2 sobre V ⊂ R
3 tal que:1. x é diferen
iável. Ou seja, se es
revermos:

x(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v))
om (u, v) ∈ U as funções x(u,v),y(u,v) e z(u,v), terão derivadas par
iais 
ontínuasde todas as ordens em U.2. x é um homeomor�smo. Como x é 
ontínua, pela 
ondição 1, isto signi�
aque x tem uma inversa x−1: V ∩S → U que é 
ontínua ; isto é, x−1 é a restrição deuma apli
ação 
ontínua F : W ⊂ R
3 → R

2 de�nida em um aberto W 
ontendo V ∩S.3. (A 
ondição de regularidade) Para 
ada q ∈ U , a diferen
ial dxq : R
2 → R

3é injetiva.A apli
ação x é 
hamada uma parametrização lo
al ou um sistema de 
oodernadaslo
al em p.A vizinhança V ∩ S de p é 
hamada vizinhança 
oordenada.
De�nição 2.1.5 (Plano Tangente). Seja S uma superfí
ie regular em R

3 e p ∈ Sum ponto arbritário. O vetor tangente a S em p, é o vetor α′(0) de uma 
urva para-metrizada diferen
ial α : (-ǫ, ǫ) → S 
om α(0) = p. O 
onjunto de vetores tangentesa S em p é 
hamado de Plano Tangente a S em p denotado por TpS.Observe que TpS é o plano dxq(R
2) que passa por x(q) = p, em 
onsequên
ia daproposição enun
iada abaixo 
uja demonstração en
ontra-se [2℄ página 98.

Proposição 2.1.1 Seja x : U ⊂ R
2 → S uma parametrização de uma superfí
ie9



regular S e seja q ∈ U. O subespaço vetorial de dimensão 2,
dxq(R

2) ⊂ R
3
oin
ide 
om o 
onjunto de vetores tangentes a S em x(q).Uma parametrização lo
al x determina uma base {xu,xv} de TpS 
hamadauma base asso
iada a x.De�nição 2.1.6 (Primeira Forma Fundamental). No plano tangente temos amétri
a induzida do "espaço ambiente" R

3 
om a forma quadráti
a Ip:TpS → R,
hamada a primeira forma fundamental de S em p ∈ S. Dada uma parametrizaçãolo
al x de S e uma 
urva parametrizada α(t) = x(u(t), (v(t)) para t ∈ (−ǫ, ǫ) 
om
p = α(0), então :

Ip(α
′(0)) = 〈xuu

′ + xvv
′,xuu

′ + xvv
′〉

Ip(α
′(0)) = 〈xu,xu〉p(u′)2 + 2〈xu,xv〉pu′v′ + 〈xv,xv〉p(v′)2

Ip(α
′(0)) = E(u′)2 + 2F (u′)(v′) + G(v′)2onde os valores de E,F e G são 
al
ulados em t = 0, e

E(u0, v0) = 〈xu, xu〉p

F(u0, v0) = 〈xu, xv〉p

G(u0, v0) = 〈xv, xv〉psão 
oe�
ientes da primeira forma fundamental {xu,xv} de TpSA importân
ia da primeira forma fundamental, vem do fato que 
onhe
endo-apode-se tratar questões métri
as sobre uma superfí
ie regular sem fazer menção doespaço ambiente R3. Tais 
omo: 10



• Comprimento de uma 
urva;De�nição 2.1.7 (Comprimento de 
urva).O 
omprimento de um s de uma 
urvaparametrizada é dada por s(t)=∫ t1

to
| α′(t) | dt . Em parti
ular, se

α(t) = x(u(t), (v(t)), está 
ontida em uma vizinhança 
oordenada 
orrespondente àparametrização x(u, v), podemos 
al
ular o 
omprimento de ar
o de α entre 0 e t pors(t) =

∫ t1

to

√

E(u′)2 + 2Fu′v′ + G(v′)2dt
• Ângulo entre duas 
urvasDe�nição 2.1.8 (Ângulo entre duas 
urvas). O ângulo θ entre duas 
urvas para-metrizadas regulares α:I → S, β : I → S, que se interse
tam em t = t0 é dadopor

cos θ =
〈α′(t0), β

′(t0)〉
|α′(t0)| | β′(t0) |em parti
ular, o ângulo γ das 
urvas 
oordenadas de uma parametrização x(u, v) é

cos γ =
〈xu,xv〉
|xu||xv|

cos γ =
F√
EGNesse trabalho 
onsideram-se apenas as parametrizações ortogonais, ou seja asparametrizações em que F(u, v) = 0, para todo (u, v).

• Área de uma região limitada de uma superfí
ie regularEm [2℄ página 135, justi�
a-se que a área de uma região 
ompa
ta R, 
ontida naimagem x(U) da parametrização de uma superfí
ie S é dada por
A(R) =

∫ ∫

M

|xu ∧ xv|dudv,11



onde :
M = x−1(R)

|xu ∧ xv|2 + 〈xu,xv〉2 = |xu|2|xv|2

|xu ∧ xv| =
√

EG − F2

A(R) =

∫ ∫

M

√
EG − F2dudvUsando as parametrizações de S podemos estender a de�nição de área pararegiões não 
ontidas na imagem de uma úni
a parametrização.Pela 
ondição 3., da de�nição 2.1.4, dada uma parametrização lo
al x de umasuperfí
ie S em R

3 em um ponto p ∈ S, a apli
ação N : S →S
2, 
onhe
ida 
omoapli
ação de Gauss em S, de�nida por

N(p) =
xu ∧ xv

|xu ∧ xv |(p)está bem de�nida.De�nição 2.1.9 (Segunda forma fundamental).A forma quadráti
a IIp, de�nidaem TpS por :
IIp(v) = −〈dNp(v), v〉é 
hamada a segunda forma fundamental de S em p.Dada uma parametrização lo
al x em S em um ponto p ∈ S e, 
onsiderandouma 
urva parametrizada α tal que α(t) = x(u(t), v(t)) para t ∈ (−ǫ, ǫ)
om p = α(0) = x(u(0), v(0)), temos 12



dNp(α
′) = N′(u(t), v(t))

= Nuu
′ + Nvv

′
omo 〈Nu,Nv〉 = 1 temos que Nu, Nv ∈ TpS e portanto
Nu = a11xu + a21xv

Nv = a12xu + a22xvpara algumas funções aij. Por outro lado, a expressão da segunda forma fundamentalna base {xu,xv} é dada por
IIp(α

′) = −〈dN(α′), α′〉

IIp(α
′) = −〈NuU

′ + Nvv
′,xuu

′ + xvv
′〉

IIp(α
′) = e(u′)2 + 2fu′v′ + g(v′)2onde, já que 〈N,xu〉 = 〈N,xv〉 = 0,

e = −〈Nu,xu〉 = 〈N,xuu〉

f = −〈Nv,xu〉 = 〈N,xuv〉 = 〈N,xvu〉 = −〈Nu,xv〉

g = −〈Nv,xv〉 = 〈N,xvv〉Obtém-se os valores de aij em termos dos 
oe�
ientes e, f , g. A partir dasequações Nu = a11xu + a21xv e Nv = a12xu + a22xv.
−f = 〈Nu,xv〉 = a11F + a21G

−f = 〈Nu,xu〉 = a12E + a22F

−e = 〈Nu,xu〉 = a11E + a21F13



−g = 〈Nv,xv〉 = a12F + a22G
hegamos portanto as seguintes equações:
a11 =

fF − eG

EG − F 2
,

a12 =
gF − fG

EG − F 2
,

a21 =
eF − fE

EG − F 2
,

a22 =
fF − gE

EG − F 2
,

As equações Nu = a11xu + a21xv e Nv = a12xu + a22xv 
om os valores a
imasão 
onhe
idos 
omo equações de Weingarten.Como N é ortogonal aos vetores da base xu,xv de TpS, então {xu,xv,N} éuma base de R
3. Es
revendo as derivadas dos vetores xu, xv e N 
om relação a estabase, obtemos

xuu = τ 1
11xu + τ 2

11xv + L1N,

xuv = τ 1
12xu + τ 2

12xv + L2N,

xvv = τ 1
22xu + τ 2

22xv + L3N,

Nu = a11xu + a21xv,

Nv = a12xu + a22xv,

Os 
oe�
ientes τ k
ij, i, j, k = 1, 2 são 
hamados os símbolos de Christo�el de Sna parametrização x. Um fato importante é que todos os 
on
eitos geométri
os e aspropriedades expressas em termos dos símbolos de Christo�el de S são invariantespor isometrias (isto é, podem ser 
al
ulados a partir da primeira forma fundamental).

14



Usando o fato que
(xuu)v − (xuv)u = 0,

(xvv)v − (xuv)v = 0,

Nuv − Nvu = 0,pode-se mostrar que
ev − fu = eτ 1

12 + f(τ 2
12 − τ 1

11) − gτ 2
11

fv − gu = eτ 1
22 + f(τ 2

22 − τ 1
12) − gτ 2

12são as equações de Mainardi-Codazzi.De�nição 2.1.10 ( Curvatura Gaussiana e Curvatura Média). Seja S uma super-fí
ie em R
3 e p ∈ S um ponto arbitrário. Seja dNp:TpS a apli
ação diferen
ial deGauss. Então o determinante de dNp é 
hamado a Curvatura Gaussiana K de Sem p. O simétri
o da metade do traço de dNp é 
hamado a 
urvatura média H de

S em p.Em respeito da primeira e segunda forma fundamentais K e H são dadas por
K =

eg − f2

EG − F2

H =
eG − 2fF + gE

2(EG − F2)De�nição 2.1.11 ( Curvatura Normal). Seja C uma 
urva regular em S passandopor p ∈ S, k a 
urvatura de C em p, e cosθ= 〈n,N〉, onde n é o vetor normal a
C e N e o vetor normal a S em p. O número kn = kcosθ é 
hamado a 
urvaturanormal de C ⊂ S em p. 15



Veri�
a-se que valor da segunda forma fundamental IIp para um vetor unitário
v ∈ TpS é igual à 
urvatura normal de uma 
urva regular passando por p e tangentea v. E para 
ada p ∈ S existe uma base ortonormal {e1, e2} de TpS tal que

dNp(e1) = −k1e1

dNp(e2) = −k2e2Além disso, k1 e k2 são valores extremos da 
urvatura normal em p.De�nição 2.1.12 (Curvatura Normal Máxima e Curvatura Normal Mínima). Cur-vatura Normal Máxima k1 e Curvatura Normal Mínima k2, são 
hamadas 
urvat-uras prin
ipais em p; as direções 
orrespondentes, isto é, as direções dadas pelosauto-vetores em e1 e e2 são 
hamadas direções prin
ipais em p.De�nição 2.1.13 (Linha de Curvatura). Se uma 
urva regular 
onexa C em S étal que para todo p ∈ C a reta tangente a C é uma direção prin
ipal em p, entãodizemos que C é uma linha de 
urvatura de S.Em termos das 
urvaturas prin
ipais k1 e k2 pode-se es
rever
K = k1k2

H =
k1 + k2

2De�nição 2.1.14 ( Apli
ação Conforme). Um difeomor�smo ϕ : S → S é umaapli
ação 
onforme se para todo p ∈ S e v1,v2 ∈ TpS tem-se
〈dϕp(v, dϕp(w)〉ϕ(p) = λ2(p)〈v1,v2〉ponde λ é uma apli
ação diferen
iável em S, diferente de zero em todos os pontos.Neste 
aso, as superfí
ies S e S são ditas 
onformes.16



De�nição 2.1.15 ( Imersão). Uma apli
ação diferen
iável ϕ : S → R3 é umaimersão se a diferen
ial dϕp : TpS é injetiva.Se além disso , S tem uma métri
a 〈 , 〉 e
dϕp(v, dϕp(w〉ϕ(p) = 〈v,w〉p,sendo v, w ∈ TpS, ϕ é uma imersão isométri
a.De�nição 2.1.16 (Derivada Covariante). Seja w um 
ampo vetorial diferen
iávelem um 
onjunto aberto U ⊂ S e p ∈ U. Considere a 
urva parametrizada

α : (−ε, ε) → U
om α(0) = p e α′(0) = y. Seja w(t), t ∈ (−ǫ, ǫ), a restrição do 
ampo vetorial w à
urva α. O vetor obtido pela projeção normal de (dw
dt

)(0) no plano TpS é 
hamadaa derivada 
ovariante em p do 
ampo vetorial w relativo ao vetor y. Esta derivada
ovariante é denotada por (Dw
dt

)(0) .Um 
ampo vetorial w ao longo de uma 
urva parametrizada α : I → S é ditoparalelo se (Dw
dt

) = 0 para todo t ∈ I.
De�nição 2.1.17 ( Geodési
a). Uma 
urva parametrizada (não 
onstante),
γ : I → S é uma geodési
a em t ∈ I se o 
ampo de seus vetores tangentes γ′(t) éparalelo ao longo de γ em t; isto é;

Dγ′(t)

dt
= 017



γ é uma geodési
a parametrizada se ela é geodési
a para todo t ∈ I.Cito 
omo exemplos; as geodési
as de uma superfí
ie S plana, são linhas retas,enquanto que na superfí
ie esféri
a as geodési
as são 
ir
unferên
ias de 
ír
ulosmáximos.As geodési
as representam as "retas" das superfí
ies no sentido de que umageodési
a é a 
urva que minimiza distân
ia entre pontos (próximos).O teorema de existên
ia e uni
idade de Equações Diferen
iais garante quedado um ponto p de S e um vetor v ∈ TpS existe uma úni
a geodési
a γ(t) tal que
γ(0) = p e γ′(0) = v.Muitos resultados importantes da Geometria Diferen
ial foram obtidos usandoa noção de geodési
as.De�nição 2.1.18 ( Curvatura Geodési
a). Seja C uma 
urva regular orientada
ontida em uma superfí
ie orientada S, e seja α(s) uma parametrização de C, emuma vizinhança de p ∈ S, pelo 
omprimento de ar
o s. O valor algébri
o
Dα′(s)

ds
= kg da derivada 
ovariante de α′(s) é 
hamado 
urvatura geodési
a de C em

p. As geodési
as que são 
urvas regulares são assim 
ara
terizadas 
omo 
urvas
uja 
urvatura geodési
a é nula.Um dos resultados mais importantes da geometria diferen
ial de superfí
ie éo teorema de Gauss-Bonnet. O mesmo estabele
e uma relação entre resultadospuramente topológi
os e gemétri
os.Teorema 2.1.1 (de Gauss-Bonnet) Seja R ⊂ S,uma região regular de uma su-perfí
ie orientada e sejam c1, ..., cn as 
urvas fe
hadas regulares por parte, e que
onstituem a fronteira ∂R de R.Suponhamos que ci está orientada positivamente esejam α1, ..., αn o 
onjunto de todos os ângulos externos das 
urvas c1, ..., cn então:18



n
∑

i=1

∫

ci

kg(s)ds +

∫ ∫

R

Kdσ +

p
∑

ℓ=1

αℓ = 2πX (R)onde s indi
a o 
omprimento de ar
o de ci e a integral estendida a ci signi�
a asoma das integrais em 
ada ar
o regular de ci e s indi
a o 
omprimento de ar
o de
ci. Veremos agora uma apli
ação do Teorema de Gauss-Bonnet. Para isto, usare-mos um fato bási
o da topologia do plano, o teorema da 
urva de Jordan, o qualdiz que toda 
urva plana, fe
hada e regular por partes é fronteira de uma regiãosimples.De�nição 2.1.19 ( Triângulos em uma superfí
ie). Diz-se que uma região simplesque tem apenas três vérti
es 
om ângulos externos θi 6= 0, i = 1, 2, 3 é um triângulo.Os triângulos de uma superfí
ie S que generalizam os triângulos retilíneos doplano, são os triângulos 
ujos os lados são segmentos geodési
os de S.A apli
ação trata de triângulos geodési
os em superfí
ies. Gauss a�rma que oex
esso sobre π, da soma dos ângulos internos ϕ1, ϕ2 e ϕ3 de um triângulo geodési
oT é igual à integral da 
urvatura Gaussiana K sobre T isto é:

∫ ∫

T

Kdσ +
3

∑i=1

ϕi = 2π.Seja T um triângulo geodési
o em uma superfí
ie orientada S. Sejam θ1, θ2 e θ3os ângulos externos de T e ϕ1=π − θ1, ϕ2= π − θ2 e ϕ3=π − θ3 os ângulos internos.Pelo teorema de Gauss- Bonnet tem-se;
n

∑

i=1

∫

ci

kg(s)ds +

∫ ∫

R

Kdσ +

p
∑

ℓ=1

αℓ = 2πX (R).19



Sendo kg = 0, pois os lados dos triângulos são geodési
as, além disso a 
ara
-terísti
a de Euler-Poin
aré de uma região simples é igual a 1, obtém-se:
∫ ∫

T

Kdσ +
3

∑i=1

θi = 2π.

∫ ∫

T

Kdσ + 3π − (ϕ1 + ϕ2 + ϕ3) = 2π.De onde se 
on
lui que:
∫ ∫

T

Kdσ = ϕ1 + ϕ2 + ϕ3 − π.A diferença 3
∑i=1

ϕi − π "o ex
esso de T” é dada pre
isamente por ∫ ∫

T

Kdσ. Se
K 6= 0 em T, e a restrição de N a T é injetiva, está integral é a área da imagemN(T)de T pela apli
ação de Gauss N : S → S2 pela equação A =

∫ ∫

T

K|xu ∧ xv|dudv.Isto é o ex
esso de um triângulo geodési
o T é igual a a área de sua imagemesféri
a N(T).Além disso, a soma dos ângulos internos ∑3i=1 ϕi de um triângulo geodési
o em:
∫ ∫

T

Kdσ = ϕ1 + ϕ2 + ϕ3 − π.é:
• Igual a π se K = 0

• Maior do que π se K > 0

• Menor do que π se K < 0Teorema 2.1.2 A interseção de uma superfí
ie esféri
a 
om um plano passandopelo seu 
entro é uma 
ir
unferên
ia de mesmo 
entro e de mesmo raio.20



DemonstraçãoSeja S, uma superfí
ie esféri
a de 
entro O e raio r,e um plano E que passapor O, A interseção E∩S é o 
onjunto de todos os pontos de E, 
uja distân
ia a Oé igual a r. Esta é a de�nição de uma 
ir
unferên
ia de 
entro O e raio r.Con
lusão a interseção da superfí
ie esféri
a 
om um plano passando pelo seu
entro é 
hamada uma 
ir
unferên
ia máxima da superfí
ie esféri
a.
Figura 2.1: Cir
unferên
ia máxima

Teorema 2.1.3 Sejam A e B pontos de uma superfí
ie esféri
a S, existe um 
ír
ulomáximo m de S que 
ontém estes dois pontos.DemonstraçãoSeja O 
entro da esfera S, se P e Q não forem antípodas (não são extremosde um diâmetro de S). Então O, P e Q determinam um úni
o plano. A interseçãodeste plano 
om a esfera S é um 
ír
ulo máximo, de S, 
ontendo P e Q.Por outro lado se P e Q são antípoda então todo 
ír
ulo máximo passando por P
onterá o ponto Q. E portanto existirão in�nitos 
ír
ulos máximos de S 
ontendoestes dois pontos.
21



Capítulo 3
Poliedros de Platão
3.1 Abordagem da Geometria Clássi
a Eu
lidiana.Do grego-poly (muitas)+edro (fa
es) os poliedros fazem parte do pensamentogrego, foram estudados por Platão por volta do sé
ulo IV a.C. e tomaram parte nasteorias sobre o Universo. Diz-se poliedro todo sólido limitado por polígonos planos.Os polígonos, 
hamados fa
es do poliedros, são 
olo
ados lado a lado, não perten
emao mesmo plano, de�nindo um tre
ho fe
hado do espaço. O ângulo entre duas fa
es é
hamado ângulo diedro. Os lados são 
hamados arestas do poliedro. Os vertí
es dospolígonos 
oin
idem 
om os véti
es do poliedro. As arestas que saem de um mesmovérti
e formam um ângulo sólido do poliedro. Os sólidos geométri
os ou poliedrospodem ter qualquer 
on�guração desde que fe
hem um espaço.De�nição 3.1.20 (Poliedro de Platão)Um poliédro é 
hamado poliedro de Platão se, e somente se, satisfaz as trêsseguintes 
ondições.1 todas as fa
es têm o mesmo números (n) de arestas,2 todos os ângulos poliédri
os têm o mesmo (m) de arestas,22



3 vale a relação de Euler: (V − A + F = 2).Proposição 3.1.2 Existem 
in
o, e somente 
in
o, 
lasses de poliedros de Platão.DemonstraçãoUsando as 
ondições que devem ser veri�
adas por um poliedro de Platão, temos:1. Cada uma das fa
es (F) tem n arestas, 
omo 
ada aresta, perten
e a duasfa
es tem-se que:
n.F = 2A ⇒ F = 2A

n
, 
om n ≥ 3 (1)2. Cada um dos V ângulos poliédri
os de m aresta, e 
omo 
ada aresta 
ontémdois vérti
es, tem-se que:

mV = 2A ⇒ V = 2A
m

, 
om m ≥ 3. (2)3. Relação de Euler V − A + F = 2 .(3)Substindo-se (1) e (2) em (3) e depois divide-se por 2A, obtém-se:
V − A + F = 2 → 2A

m
− A + 2A

n
= 2

2A
m

2A
− A

2A
+

2A
n

2A
=

2

2A
on
luindo-se
1

m
− 1

2
+

1

n
=

1

A
(1)Sabe-se que: n ≥ 3 e m ≥ 3,faz-se m e n simultaneamente maiores que 3, obtém-se:23



m>3 ⇒ m ≥ 4

1

m
≤ 1

4

n>3 ⇒ n ≥ 4

1

n
≤ 1

4
,substitui-se em:

1

m
− 1

2
+

1

n
=

1

A
,e obtém-se:

1

m
+

1

n
≤ 1

4
+

1

4
≤ 1

2
→ 1

m
− 1

2
+

1

n
≤ 0.O que 
ontraria a igualdade 1 porque A é um número positivo.Con
lui-se que, nos políedros de Platão, m= 3 ou n= 3 , signi�
a que umpolíedros de Platão, possui obrigatoriamente, triedro ou triângulos.Caso 1:Para m = 3 ( supondo que possui triedro) em 1 obtém-se:

24



1

m
− 1

2
+

1

n
=

1

A
1

3
− 1

2
+

1

n
=

1

A
1

n
− 1

6
=

1

A
1

n
>

1

6

n < 6,donde se 
on
lui que:
3 ≤ n < 6 portanto n = 3 ou n = 4 ou n = 5m n fa
es3 3 triangulares3 4 quadrangulares3 5 pentagonais

25



Caso 2:Para n = 3 ( supondo que tem triângulo) em 1, obtém-se:
1

m
− 1

6
=

1

A
1

m
>

1

6

m<6donde se 
on
lui que:
3 ≤ m<6 m = 3 ou m = 4 ou m = 5m n ângulos3 3 triédri
os4 3 tetraédri
os5 3 pentaédri
osDos resutados en
ontrados no primeiro 
aso e no segundo 
aso, 
on
lui-se queos poliedros de Platão são determinados pelos pares (m,n) da tabela, sendo portanto,
in
o e somente 
in
o, as 
lasses de polideros de Platão.m n3 33 43 54 35 3Con
lusão:Para saber o número de arestas A, o número de fa
es F e o número de vérti
es

V de 
ada poliedro de Platão, basta substituir em 1 os valores de m e n en
ontradose depois trabalhar 
om o 
aso 1 e o 
aso 2.26



Exemplo: Uma das possibilidades en
ontradas para m = 3 e n = 4, 
om esses valoresem 1, temos:
1

m
− 1

2
+

1

n
=

1

A
1

3
− 1

2
+

1

4
=

1

A
4A

12A
− 6A

12A
+

3A

12A
=

12

12A

A = 12.No 
aso 1 :
F =

2A

n

F =
2.12

4

F = 6No 
aso 2:
V =

2A

m

V =
2.12

3

V = 8Como é o número das fa
es que determina nome, o poliedro é hexaedro.
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Substituindo, em 1 e em 2, todas as possibilidades para m e n tem-se:

Figura 3.1: Tabela dos resultados Figura 3.2: Poliedros Eu
lidianos dePlatão
3.2 Abordagem da Geometria Esféri
a.Para a �nalidade deste trabalho, usam-se somente poliedros de Platão que apre-sentem as fa
es formadas por polígonos regulares. Estes re
ebem o nome de PoliedrosRegulares.Neste trabalho, pretende-se demonstrar o resultado obtido na Gre
ia antiga,usando-se o que se 
onhe
e da Geometria Esféri
a.Introduziremos a notação que será utilizada nas demonstrações e re
ordaremosalguns 
on
eitos da Geometria Esféri
a, estudados no 
apitulo anterior.Quando do ponto 
entral dos poliedros projetamos seus vérti
es e arestas sobre aesfera 
ir
uns
rita, as linhas projetantes de�nem ângulos sólidos que têm por vérti
eso 
entro do poliedro. Há inter-relação entre os poliedros regulares, seja por se
çãode planos, seja interligando pontos de�nidos das arestas ou das fa
es. De 
ada um ésempre possível obter-se os demais. O que mais 
ara
teriza os poliedros regulares,éa igualdade de todas as fa
es, porém suas prin
ipais propriedades morfológi
as são :1 Todo poliedro regular é ins
ritívell e 
ir
uns
ritível em uma esfera;2 Todo poliedro regular pode ser de
omposto em um número de 
ones regulares28



igual ao seu número de fa
es;3 Os ângulos políedri
os que têm 
omo vérti
es 
omum o 
entro das esferas in-
ritas e 
ir
uns
rita a um poliedro regular, e por arestas os raios das esfera
ir
uns
ritas que vão aos vérti
es, dividem as superfí
ies esféri
as em polí-gonos esféri
os regulares e iguais.Seja P , um poliedro regular, 
ujos vérti
es estão sobre uma mesma esfera S, e
F uma fa
e �xada do poliedro P e CF , o 
one 
onstítuido pelos segmentos de retaque se originam no 
entro da esfera e que passam por pontos de F sendo CF umpoliedro, pelo fato das fa
es de P serem 
ongruentes a
arreta imediatamente quetodos os 
ones assim gerados são 
ongruentes.Exemplo: O
taedro
Figura 3.3: Ins
rição doO
taedro Figura 3.4: De
om-posição do o
taedro Figura 3.5: O
taedro es-féri
oSabemos que a interseção CF∩S é um polígono FS da esfera S, isto é uma 
on-seqüên
ia da proposição 1, pois 
ada uma das fa
es de CF que 
ontém a origem éparte do plano passando pela origem, 
uja inter
esão 
om S é uma "reta"em S.Esse polígono esféri
o FS tem o mesmo número de arestas e vérti
es que o polígonoEu
lidiano F , além disso FS é regular , pois F é regular.A repeti
ação deste pro
edimento para 
ada fa
e de P, resulta na de
omposiçãoda esfera S em polígonos esféri
os regulares 
ongruentes. A existên
ia ou não dessade
omposição determina ou não a existên
ia dos sólidos esféri
os plat�ni
os.29



Considere a existên
ia da de
omposição de uma esfera S em n polígonos esféri-
os 
ongruentes:
n é o número de fa
es do polígono esféri
o;
v é o número de vérti
es de 
ada fa
e do polígono esféri
o;
µ é o número de arestas 
omuns a um vérti
e v;

θ = 2π
µ

é o ângulo formado pelas arestas 
omuns a um vérti
e;
FiS é 
ada uma das fa
es do poliedro esféri
o, 
om 1 ≤ i ≤ n.Pro
edimento:Tome o 
entro de uma das fa
es FiS. Ligue-o por segmentos aos seus vérti
esobtendo a de
omposição desta fa
e em v triângulos Tij, 
om 1 ≤ j ≤ v.Repetindo o pro
edimento em 
ada fa
e de
ompomos a esfera S em n.v triân-gulos. Obtendo 
om esse pro
edimento o seguinte:Cada vérti
e da de
omposição original é vérti
e 
omum de 2.µ arestas, que formamângulos iguais a θ

2
= π

µ
.Sendo a área da superfí
ie esféri
a �nita 
om valor igual a 4π, quando a esfera éunitária, então a soma das áreas dos triângulos Tij resultantes dessa de
omposiçãoé a Área da esfera S =
∑

ijÁrea Tij.Pelo Teorema (2.1.1) de Gauss-Bonnet,os Tij sendo geodési
o na esfera S,
onsiderando-se θ1, θ2 e θ3 os ângulos externos e a1 = π − θ1, a2 = π − θ2 e
a3 = π − θ3 os ângulos internos, tem - se:

∫ ∫

T

Kd∂ + 3π − (a1 + a2 + a3) = 2π

∫ ∫

T

Kd∂ = a1 + a2 + a3 − π30



A diferença a1 +a2+ a3 - π (O ex
esso de T ) é dada pre
isamente por ∫ ∫

T
Kd∂ .Se K 6= 0, e a restrição de N a T é injetiva, esta integral é a área da imagem N(T )de T .Analisando todos os elementos des
ritos, temos:Cada um destes triângulos Tij possui um vérti
e que �
a em um ponto interiorde 
ada polígono esféri
o da de
omposião original, tais ângulos medem 2π

nv
.Os outros dois ângulos medem 
ada um π

µ
. Portanto a área de 
ada triângulo éigual a:

∫ ∫

T

Kd∂ = a1 + a2 + a3 − π

∫ ∫

T

Kd∂ =
2π

v
+

π

µ
+

π

µ
− π

∫ ∫

T

Kd∂ = π(
2

v
+

2

µ
− 1).Como temos no total n.v triângulos que 
obrem a esfera, então:

S =
∑

ij

Área(Tij)

4π = nvπ(
2

v
+

2

µ
− 1)

2

v
+

2

µ
= 1 +

4

nv

2

v
+

2

µ
− 1 =

4

nvSendo 4
nv

positivo pois, n é o número das fa
es e v o número de vérti
es dopolígono esféri
o.Então, por termos ν > 2 e µ > 2, a expressão 2
v
+ 2

µ
− 1 �
a menor que 1 quando osvalores de ν e µ 
res
em. Con
lue-se portanto que o número de soluções será �nito.Na expressão 2

v
+ 2

µ
- 1 > 0 , fazendo ν =3, teremos:31



2
3

+ 2
µ
− 1 > 0 → −µ+6

3µ
> 0 então tem-se µ < 6 e µ > 2, portanto 2 < µ < 6.Na expressão 2

v
+ 2

µ
− 1 > 0, fazendo µ = 3, teremos:

2
ν

+ 2
3
− 1 > 0 → −ν+6

3ν
> 0tem-se ν < 6 e ν > 2então 2 < ν < 6.A tabela da �gura 3.6 exibe todos os possíveis resultados:

Figura 3.6: Tabela dos resultados Figura 3.7: poliedros esféri
os dePlatãoOs sólidos Plat�ni
os são formados 
om as mesmas fa
es dos polígonos esféri-
os que de
ompõe a esfera, de tal modo que os seus vérti
es, na esfera possam serplani�
ados, ou seja, a soma das medidas dos ângulos que 
ompõem o vérti
e seja
3600.
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