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RESUMO

A GEOMETRIA ESFERICA E 0S SOLIDOS
PLATONICOS

Orientador: José Kenedy Martins

Programa de Pos-Graduagao em Matemética

Esta dissertacao apresenta uma nova demonstracao do resultado obtido
por Platao no século IV a.C, na Grécia antiga, de que existe apenas um
ntmero finito de classes de Poliedros regulares congruentes, usando a
teoria basica da Geometria Esférica, de acordo com o trabalho "Os Soli-
dos Platonicos", do Dr. Joao Lucas Marques Barbosa da Universidade

Federal do Céara, apresentado em Manaus.



ABSTRACT

SPHERICAL GEOMETRY AND THE PLATONIC
SOLIDS .

Advisor: José Kenedy Martins

Graduate Program in Mathematics

This dissertation presents a new proof of the result obtained
by Plato in the fourth century B.C., in the ancient Greece,
which states that there exists only one finite number of reg-
ular congruent polyhedron classes - the Plato polyhedrons,
using the basic theory of spherical geometry in according
with Dr. Joao Lucas Marques Barbosa’s work on "Pla-
tonic Solids", which was presented on a Differential Geome-
try Seminar in the year 2005 held at the Universidade Federal

do Amazonas .
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INTRODUCAO

Os solidos platonicos sao poliedros satisfazendo as condigoes da Definigao
(3.1.20), foram classificados, ja na época de ouro da matematica grega, usando
os principios e propriedades da Geometria Euclideana. Recentemente, em 2005, o
Dr. Joao Lucas Marques Barbosa, da Universidade Federal do Ceara, apresentou em
siminario na Universidade Federal do Amazonas o trabalho "Os Sélidos Platonicos",
cujo objetivo era mostrar que estes sélidos possuem classe finita, usando a geometria

na esfera e elementos simples da geometria diferencial.

Assim apresento no primeiro capitulo desta dissertacdo um roteiro histoérico,
que comprova que o avanco da ciéncia é o resultado téorico da producao material,
lentamente adquirido, incorporado e superado por novas elaboracoes e acumulado

no curso da historia.

A elaboracao e sistematizacao das geometrias nao-Euclidianas no século XIX é

um exemplo da renovacao e aprimoramento do conhecimento humano.

Historicamente a geometria de Euclides foi constituida por um sistema logico de-
dutivo, sistema baseado em postulados e axiomas, o "método euclidiano". O quinto
potulado de Euclides foi o que causou questionamento por nao ser tao evidente
quanto os outros. Esse impasse, ou seja a impossibilidade de deduzir o postulado
das paralelas a partir dos quatro primeiros postulados permitiram a construcao e o

desenvolvimento do pensamento geométrico e realcar a importancia do estudo dos



geométras nao euclidianos, Bolyai (1832), Lobachevvsky (1829), Gauss (1800), Leg-
enddre (1794), Lambeert (1770), Sacherri (1733) e Riemann (1851), na edificacao
das outras geometrias. No segundo capitulo apresento um embasamento prelimi-
nar téorico da Geometria Esférica e Geometria Diferencial e finalmente no terceiro
capitulo obtenho classificacao dos solidos platonicos usando duas abordagem, uma
usando a Geometria Fuclidiana e outra usando a Geometria Esférica, tendo como

base o trabalho "Os Solidos Platonicos ".



Capitulo 1

Hist6ria das Geometrias

Platao, por volta do século IV a.C., estudou certa classe de poliedros, para
classifica-los pelo tipo de face que podem apresentar, e concluiu que existe apenas
um numero finito de tais classes.

Nesta dissertacao mostra-se o mesmo resultado, obtido pelos antigos gregos,
usando alguns conceitos bésicos da geometria esférica.

A historia da geometria esférica comeca com Euclides de Alexandria, que para
alguns historiadores, viveu por volta 330 a.C - 275 a.C., cujo o maior mérito foi
coletar e organizar, em 300 a.C, proposicoes existentes sobre a geometria numa obra
que se chamou " Os elementos”, " Stoicheia”, composta por treze livros. Essa obra foi
ao longo dos tempos enriquecida por célebres matematicos, que contribuiram para
torna-la mais acessivel e interresante, dos quais destacam-se Heron, Papus, Proclus,
Simplicius, Teao de Alexandria, Hipsicles de Alexandria, Isidoro de Mileto, dentre

outros.
Os treze livros da autoria de Euclides, estao assim divididos:
Os livros I - IV tratam da geometria plana elementar.

O livro V apresenta a teoria das proporc¢oes de Eudoxo, na forma puramente

geométrica.



O livro VI apresenta a semelhanca de figuras planas. Neste livro encontra-se o
teorema de Pitagoras e a seccao de ouro. Contém o primeiro problema de méaximo
que chegou até nés com a prova de que o quadrado é, de todos os retangulos de um

dado perimetro, o que tem area maxima.

Os livros VII - IX sao dedicados a teoria dos niimeros tais como a divisibilidade
de inteiros, a adicao de series geométricas, algumas propriedades dos niimeros primos

e a prova da irracionalidade do ntimero /2.

O livro X contém a classificagdoo geométrica de irracionais quadraticos e as

suas raizes quadraticas.

Os livros XI - XIII ocupam-se com a geometria solida e conduzem, pelas via dos
angulos solidos, aos volumes do prisma, do paralelepipedo, da piramide e da esfera;
a discussao dos cinco poliedros regulares ( platonicos ) e a prova de que existem

somente estes cinco poliedros regulares.

Figura 1.1: Euclides e os elementos

A continuidade dessa historia esté relacionada com as tentativas de demonstrar
o quinto postulado de Euclides, "Se uma linha reta cortar duas outras retas de
modo que a soma dos dois dngulos internos de um mesmo lado seja menor do que
dois retos, entao essas duas retas, quando suficientemente prolongadas, cruzam-se
do mesmo lado em que estao esses dois dngulos.”; inserido no volume I de sua obra,

o qual acreditava-se poder ser demonstrado usando os outros axiomas da geometria.



A primeira tentativa é de Ptolomeu de Alexandria (a.C. 90 -168 a.C.). O Padre
Jesuita G. Saccheri (1667-1733), em seu livro " Euclides ob ommi naevo vindicatus",
foi o primeiro a tentar uma nova abordagem, utilizando a técnica de reducao ao
absurdo, admitindo a negacao do postulado do paralelismo de Euclides com vista a
obter alguma contradi¢do. Sem saber Saccheri tinha descorberto a geometria nao -

euclidiana.

Essa inquietacao persistiu até o inicio do século XIX, atingindo diferentes cul-

turas em épocas diversas aprimorando assim o estudo e pensamento geométrico.

No inicio dos anos de 1800, o grande matematico, (Gauss comegou a se interessar
pela questao da possivel existéncia de geometrias nao - Euclideanas. Escreveu no seu
caderno de notas: "Estou convencido de que prescindir do postulado das paralelas
nao leva a nehuma contradi¢ao, embora se obtenham ( conclusoes) que se apresentam
paradoxais". Sabe-se também que Gauss desenvolveu partes de um nova geometria,
nao Euclideana. No entanto nao se atreveu a publicar, talvez por temor de criar
complicagoes com a inteligéncia alema, na época dominada pelas idéias de Immanuel
Kant(1724-1804) que em sua obra "Critica da razao pura” investiga a possibilidade
da existéncia de juizos sintéticos a priori, isto é, de conhecimentos que nao provém da
pratica, mas que sao inerentes ao proprio espirito humano e considera a Geometria

Euclidiana como o exemplo de perfeicao teérica que nao devia ser mexido.

Foi o jovem matematico russo Nikolai Lobachevsky, em 1826, o primeiro a negar
a verdade evidente do postulado de Fuclides. Tomou como certa a proposicao "Por
um ponto fora de uma linha reta, pode- se tragar nao uma mais ao menos duas linhas
paralelas a ela". Entretanto ninguém tomou conhecimento, por ser Lobachevsky, um
desconhecido e escreveu seu trabalho em russo, uma lingua de pouca penetragao na

Europa do inicio do século XIX.

Janos Bolyai, filho do matematico Farkas Bolyai, em 1832, ap6s cinco anos de
estudos, publica os resultados de sua pesquisa sobre geometria nao - Euclidiana como

um apéndice a um trabalho de seu pai, onde, assim como Lobachesvky , percebia



nao haver contradicao, nem absurdo em negar o tradicional postulado das paralelas,

substituindo-o pelo das geometrias hiperbolicas.

Restava um problema fundamental: nao existia um modelo dessa nova geome-
tria, tnica maneira de garantir haver ou nao contradicao nas construcoes de

Lobachevisk e Bolyai.

A etapa seguinte no desenvolvimento das geometrias nao - Euclidianas foi feita
pelo matematico alemao George Friedrich Berhard Riemann, em 1854, em sua céle-

bre dissertacao "Sobre as hipdteses em que se funda a Geometria.

O sucesso de Riemann se deve ao fato dele ter incorporado em seu estudo duas
idéias extremamente fertéis: O aparato matemaéatico de Gauss, que havia provado
que a curvatura de uma superficie dependia apenas de medidas feitas sobre ela, e
seu proprio conceito de variedade multidimensional ( um objeto que generaliza a
no¢ao de superficie para qualquer dimensao e sem mengao a um espago ambiente)
e postulou que uma geometria era um modo de medir comprimentos em uma tal
variedade. A partir dai, sao definidas as curvas "mais curtas entre pontos mais

"

proximos ", chamadas de geodésicas, que vao desempenhar o papel de retas nessa

geometria.

Desse modo, a geometria Euclidiana (as geodésicas sdo retas e a curvatura é
identicamente zero) é apenas uma entre as geometrias de Riemann, e é possivel
provar, que as variedades de curvatura negativa constante fornecem modelos para

geometrias que nao satisfazem o quinto postulado de Euclides.

A aceitacao da geometria de Riemann s6 aconteceu apo6s 1870, quando a geragao

posterior a ele comecou a entender o seu significado.

A geometria Riemanniana é uma geometria nao-Euclideana de espacos de cur-
vatura constante positiva. A propriedade essencial desse espaco tridimensional é
que seu volume ¢é finito de modo que se um ponto se move sobre ele na mesma
direcao, pode certamente retornar ao ponto de partida . Observa-se na ilustragao

bi-dimensional da geometria sobre a esfera na figura 1.2, que em vez de retas da



geometria euclideana, na geometria de Riemann temos geodésicas ou seja arcos de
grande circulo que podem ser tracados na esfera. A nocao de linhas paralelas como
dada no quinto postulado de Euclides, neste caso nao tem sentido porque qualquer
arco de um grande circulo que passa através de um ponto C nao situado sobre AB,
necessariamente iré se interceptar. Também mostra que a soma dos angulos de um
triangulo formado por trés arcos que se interceptam de trés grandes circulos é sempre

maior que 180°.

Figura 1.2: Angulos esféricos

Felix Klein ( 1849 - 1925), estudou novas comcepgoes sobre a classificagao das
geometrias por exemplo denominou a Geometria Riemanniana de Geometria Es-

férica.

O conhecimento das geometrias nao-euclideanas demonstrou que o quinto pos-
tulado é independente dos demais e, portanto nao pode ser demonstrado, e é o que

distingue a Geometria nao Euclidiana da Geometria Euclidiana.



1.1 Comparando as Geometrias nao-Euclidianas

Geometria Euclidiana

e Através de um ponto dado podemos tracar somente uma paralela a uma linha

reta;

e A soma dos angulos interiores de um triangulo é igual a dois retos;

e A circunferéncia de um circulo é igual a 7 vezes o seu diametro.

Geometria esférica

e Atraves de um ponto dado nao podemos tracar nenhuma paralela & um ponto

dado;

e A soma dos angulos interiores de um triangulo é maior do que dois angulos

retos;

e A circunferéncia de um circulo é menor do que 7 vezes o seu diametro.

Geometria hiperbdélica

e Através de um ponto dado podemos tracar mais de uma paralela a uma linha

reta.



e A soma dos angulos interiores de um triangulo é menor do que dois angulos

retos.

e A circunferéncia de um circulo é maior do que m vezes o seu diametro.

-O

Paralelaar Paralelaar
——
P r P '

=

Figura 1.3: Comparando as Geometrias



Capitulo 2

Premilinares e Generalidades

Neste capitulo relacionei alguns conceitos da geometria esférica e geometria
diferencial necessarios para acompreensao do resultado principal.
Os detalhes de todas as afirmagoes feitas neste capitulo podem ser obtidos em |[2].
Historicamente, a geometria Riemanniana foi um desenvolvimento natural da geome-

tria diferencial em superficies em R3.

2.1 Geometria diferencial de curvas e superficies.

Definicao 2.1.1 Uma curva diferencidvel parametrizada, € uma aplicacao diferen-

cidvel a : I — R? de um aberto I — (a,b) da reta R em R3.

Definicao 2.1.2 Uma curva diferenciavel o : I — R3 € reqular se o # 0 para todo
t €1, ondet € Iéo parametro da curva e o = ((2'(t),y/(t), 2 (t)) € R é o vetor

velocidade ( ou vetor tangente) de o em t.

Definicao 2.1.3 O comprimento de arco de uma curva parametrizada regqular

a: I +— R3 dado por t € I a partir do ponto to, é definido por s(t):ﬂil | &/(t) | dt

onde | /(1) |— /2'(t)2+y'(x)2 + 2'(x)2 é comprimento do vetor o(t). Sendo

o/(t) # 0, o comprimento de arco s é uma fungio diferencidvel de s e % = | o/(t) |.

8



Definigao 2.1.4 (Superficie Regular). Um subconjunto S C R3 é uma superfi-
cie reqular se, para cada p € S, existe uma vizinhanca V em R3 e uma aplicagdo

x:U —=VUS deum aberto U de R? sobre V C R? tal que:

1. x € diferenciavel. Ou seja, se escrevermos:

x(u,v) = (z(u,v),y(u,v),z(u,v))

com (u,v) € U as fungoes x(u,v),y(u,v) e z(u,v), terao derivadas parciais continuas

de todas as ordens em U.

2. x € um homeomorfismo. Como X € continua, pela condi¢cao 1, isto significa

1

que X tem uma inversa X ': VNS — U que é continua ; isto é, X' € a restricio de

uma aplicacao continua F: W C R® — R? definida em um aberto W contendo VNS.

3. (A condi¢ao de regqularidade) Para cada q € U, a diferencial dx, : R* — R3
€ injetiva.
A aplicacao x € chamada uma parametrizacao local ou um sistema de coodernadas
local em p.

A wvizinhanca VNS de p é chamada vizinhanca coordenada.

Definigao 2.1.5 (Plano Tangente). Seja S uma superficie reqular em R® e p € S
um ponto arbritdrio. O vetor tangente a S em p, é o vetor o/ (0) de uma curva para-
metrizada diferencial o : (-€,€) — S com «(0) = p. O conjunto de vetores tangentes
aS em p é chamado de Plano Tangente a S em p denotado por T,S.

Observe que T,S € o plano dx,(R?) que passa por x(q) = p, em consequéncia da

proposi¢ao enunciada abaizo cuja demonstrag¢ao encontra-se [2] pagina 98.

Proposicao 2.1.1 Seja x : U C R? — S uma parametrizacio de uma superficie



reqular S e seja q € U. O subespaco vetorial de dimensao 2,
dx,(R*) C R®

coincide com o conjunto de vetores tangentes a S em x(q).

Uma parametrizacdo local x determina uma base {x,,x,} de T,S chamada

uma base associada a x.

Definigao 2.1.6 (Primeira Forma Fundamental). No plano tangente temos a
métrica induzida do "espagco ambiente” R® com a forma quadrdtica 1,:T,S — R,
chamada a primeira forma fundamental de S em p € S. Dada uma parametriza¢ao
local x de S e uma curva parametrizada o(t) = x(u(t), (v(t)) para t € (—€,€) com

p = «(0), entdo :

L(a/(0)) = (x,u +x,0",x,u + x,0")
L(a/(0) = {xuXu)p(u)? + 2(%u, X0) otV + (X0, %) (V')

L(c(0)) = E@)*+2F@u)()+G')’

onde os valores de E,F e G sao calculados em t = 0, e

E(Uo,?]o) - <xu7xu>p
F(UO7U0> - <‘ruw/L"U>p
G(UO,'UO) == <xv;xv>p

sao coeficientes da primeira forma fundamental {x,,%,} de T,S

A importancia da primeira forma fundamental, vem do fato que conhecendo-a
pode-se tratar questoes métricas sobre uma superficie regular sem fazer mencao do

espaco ambiente R3. Tais como:

10



e Comprimento de uma curva;

Definigao 2.1.7 (Comprimento de curva).O comprimento de um s de uma curva
parametrizada € dada por s(t) *ftil | &/(t) | dt . Em particular, se
a(t) = x(u(t), (v(t)), estd contida em uma vizinhanca coordenada correspondente

parametrizacao x(u,v), podemos calcular o comprimento de arco de v entre 0 e t por

31
s(t) = / VE()? + 2Fuv' + G(v')2dt
to
e Angulo entre duas curvas

Definicao 2.1.8 (/ingulo entre duas curvas). O dngulo 0 entre duas curvas para-
metrizadas requlares I — S, 8 : 1 — S, que se intersectam em t = ty é dado

por

(o/(to), B (to))
[/ (to)] | B'(to) |

em particular, o dngulo v das curvas coordenadas de uma parametrizagao x(u,v) €

cos

(Xu, Xy)
coS 7y i
%[0
F
cosy = ———

VEG

Nesse trabalho consideram-se apenas as parametrizagoes ortogonais, ou seja as

parametriza¢oes em que F(u,v) = 0, para todo (u,v).
e Area de uma regido limitada de uma superficie regular

Em [2] pagina 135, justifica-se que a area de uma regiao compacta R, contida na

imagem x(U) da parametrizacao de uma superficie S é dada por

A(R) = // |x, A x,|dudu,
M

11



onde :
M = x YR)

|X,u VAN Xv|2 + <Xuaxv>2 = |XU‘2|XU|2

x, A%, = VEG —F?

A(R) = / /M VEG — F2dudv

Usando as parametrizacoes de S podemos estender a definicdo de area para

regioes nao contidas na imagem de uma tnica parametrizacao.

Pela condigao 3., da definicao 2.1.4, dada uma parametrizagao local x de uma
superficie S em R3 em um ponto p € S, a aplicacio N : S —S?, conhecida como

aplicacao de Gauss em S, definida por

estd bem definida.

Definicao 2.1.9 (Segunda forma fundamental).A forma quadrdtica I1,, definida

em Tp,S por :

I,(v) = —(dN,(v),v)

¢ chamada a segunda forma fundamental de S em p.

Dada uma parametrizacao local x em S em um ponto p € S e, considerando
uma curva parametrizada « tal que a(t) — x(u(t),v(t)) para t € (—¢,€)

com p = a(0) = x(u(0),v(0)), temos

12



dN,(a) = N'(u(t),v(t))

= N,u + N,

como (N,,N,) =1 temos que N,, N, € T,S e portanto

N, = anxy, + aaix,

N, = ajox, + a2x,

para algumas funcoes a;;. Por outro lado, a expressao da sequnda forma fundamental

na base {x,,x,} é dada por

IL,(o') = —(dN(d),d)
I, (o) = —(N U + N, x,u" + x,0")

IL(c)) = e(u)®+2fu'v +g(v')?

onde, ja que (N, x,) = (N, x,) =0,

e = —(Nu,x,) = (N, xu)
f = —(N,,xu) = (N, x4) = (N, Xpy) = —(Ny, x,)
g = _<N’U7XU> - <N7va>

Obtém-se os valores de a;; em termos dos coeficientes e, f, g. A partir das

equacoes N, = a11X, + a21X, € N, = 19X, + a29X,.

—f = <Nu7Xv> = anF =+ aglG

—f = <Nu, Xu> = a12E + aQQF

—e = <NU,XU> = allE + CL21F

13



—g = (N, x,) = apF +anG

chegamos portanto as seguintes equacgoes:

fF —eG
ai; = —EG—FQ’
a, = JE-JC
EG — F?’
el — fE
R ey )
JF —gE
Ay = —EG—F2’

As equacgoes N, = a11X, + a21X, € N, = a19X, + a29X, com os valores acima

sao conhecidos como equacoes de Weingarten.

Como N & ortogonal aos vetores da base x,,x, de T,S, entao {x,,x,,N} ¢é
uma base de R3. Escrevendo as derivadas dos vetores x,, X, ¢ N com relacao a esta

base, obtemos

1 2
= 7 %%, + LN
Xuw = T19Xy + T12Xy + 24N,
_ 1 2 L-N
Xppy = TooXy + Too Xy + L3N,
Nu = 011Xy + 21Xy,
N, = apx, + anx,,

Os coeficientes Ti];,

1,7,k = 1,2 sao chamados os simbolos de Christoffel de S
na parametrizacao x. Um fato importante é que todos os conceitos geométricos e as
propriedades expressas em termos dos simbolos de Christoffel de S sao invariantes

por isometrias (isto é, podem ser calculados a partir da primeira forma fundamental).

14



Usando o fato que

pode-se mostrar que

1 2 1 2
e, —f, = ery+f(ry—7)—gm;

f,—g. = 97212 + f(7222 - 7112) - g7122

sao as equacoes de Mainardi-Codazzi.

Definigao 2.1.10 ( Curvatura Gaussiana e Curvatura Média). Seja S uma super-
ficie em R® e p € S um ponto arbitrdrio. Seja dAN,:T,S a aplicacio diferencial de
Gauss. Entao o determinante de AN, é chamado a Curvatura Gaussiana K de S
em p. O simétrico da metade do tragco de dN, é chamado a curvatura média H de

S em p.

Em respeito da primeira e segunda forma fundamentais K e H sao dadas por

eg — f?
K S
EG — F?
~eG —2fF + gk
- 2(EG - F?)

Definigao 2.1.11 ( Curvatura Normal). Seja C uma curva reqular em S passando
por p € S, k a curvatura de C em p, e cosd= (n,N), onde n é o vetor normal a
C e N e o vetor normal a S em p. O numero k,, = kcosf é chamado a curvatura

normal de C C S em p.

15



Verifica-se que valor da segunda forma fundamental I/, para um vetor unitario
v € T,S ¢ igual a curvatura normal de uma curva regular passando por p e tangente

a v. E para cada p € S existe uma base ortonormal {e;, e} de T,S tal que

de(el) = —k181

de(e2) = —k2€2

Além disso, k; e ky sao valores extremos da curvatura normal em p.

Defini¢ao 2.1.12 (Curvatura Normal Mdzima e Curvatura Normal Minima). Cur-
vatura Normal Mdrima k, e Curvatura Normal Minima ks, sao chamadas curvat-
uras principais em p; as direcoes correspondentes, isto €, as direcoes dadas pelos

auto-vetores em €1 € €y sao chamadas direcoes principais em p.

Definigao 2.1.13 (Linha de Curvatura). Se uma curva reqular conexza C em S €
tal que para todo p € C a reta tangente a C é uma dire¢cao principal em p, entao

dizemos que C € uma linha de curvatura de S.

Em termos das curvaturas principais k; e ko pode-se escrever

K = kik
k
o - stk
2

Definicdo 2.1.14 ( Aplicagio Conforme). Um difeomorfismo ¢ : S — S é uma

aplicacao conforme se para todo p € S e vi,vy € T, S tem-se

(dpp(v, dpp(W)) o) = A2 (p)(v1, V2)p

onde A\ é uma aplicacao diferenciavel em S, diferente de zero em todos os pontos.

Neste caso, as superficies S e S sao ditas conformes.
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Defini¢ao 2.1.15 ( Imersio). Uma aplicagio diferencidvel ¢ : S — R3 é uma

imersao se a diferencial dp, : T,S € injetiva.

Se além disso , S tem uma métrica ( ,) e

dipy(v, dipy (W) olp) = (v, W)y,

sendo v, w € T),S, ¢ é uma imersao isométrica.

Definigao 2.1.16 (Derivada Covariante). Seja w um campo vetorial diferencidvel

em um conjunto aberto U C S e p € U. Considere a curva parametrizada

a:(—ee)—U

com a(0) =p e a/(0) =y. Sejaw(t), t € (—¢,¢€), arestricio do campo vetorial w d

curva a. O vetor obtido pela proje¢ao normal de (%—"t")(O) no plano T,S € chamada

a deriwada covariante em p do campo vetorial w relativo ao vetor'y. Esta derivada

covariante ¢ denotada por (B3)(0) .

Um campo vetorial w ao longo de uma curva parametrizada o : I — S é dito

paralelo se (B¥) = 0 para todo t € L.

Definigao 2.1.17 ( Geodésica). Uma curva parametrizada (nao constante),
v: 1 — S € uma geodésica em t € 1 se o campo de seus vetores tangentes '(t) é

paralelo ao longo de v em t; isto é;

D+/(t)

i
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~v € uma geodésica parametrizada se ela é geodésica para todo t € 1.

Cito como exemplos; as geodésicas de uma superficie S plana, sao linhas retas,
enquanto que na superficie esférica as geodésicas sao circunferéncias de circulos

MAaximos.

As geodésicas representam as "retas" das superficies no sentido de que uma

geodésica é a curva que minimiza distancia entre pontos (proximos).

O teorema de existéncia e unicidade de FEquacoes Diferenciais garante que

dado um ponto p de S e um vetor v € T,S existe uma tinica geodésica 7(t) tal que
7(0)=peq(0) =v.

Muitos resultados importantes da Geometria Diferencial foram obtidos usando

a nocao de geodésicas.

Definigao 2.1.18 ( Curvatura Geodésica). Seja C uma curva regular orientada
contida em uma superficie orientada S, e seja a(s) uma parametriza¢io de C, em

uma vizinhanca de p € S, pelo comprimento de arco s. O wvalor algébrico

Do’ . . . L.
O‘d—s(s) =k, da derivada covariante de o/(s) é chamado curvatura geodésica de C' em

p.

As geodésicas que sao curvas regulares sao assim caracterizadas como curvas

cuja curvatura geodésica é nula.

Um dos resultados mais importantes da geometria diferencial de superficie é
o teorema de Gauss-Bonnet. O mesmo estabelece uma relacao entre resultados

puramente topologicos e gemétricos.

Teorema 2.1.1 (de Gauss-Bonnet) Seja R C S,uma regiao reqular de uma su-
perficie orientada e sejam cq,...,c, as curvas fechadas requlares por parte, e que
constituem a fronteira OR de R.Suponhamos que c; estd orientada positivamente e

sejam Qq, ..., o, 0 conjunto de todos os dngulos externos das curvas ci, ..., c, entao:
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i/qu(s)ds—i—//RKda—l—iag = 27X(R)

onde s indica o comprimento de arco de c¢; e a integral estendida a c; significa a
soma das integrais em cada arco reqular de c; e s indica o comprimento de arco de

C;.

Veremos agora uma aplicacao do Teorema de Gauss-Bonnet. Para isto, usare-
mos um fato bésico da topologia do plano, o teorema da curva de Jordan, o qual
diz que toda curva plana, fechada e regular por partes é fronteira de uma regiao

simples.

Defini¢ao 2.1.19 ( Tridngulos em uma superficie). Diz-se que uma regiao simples

que tem apenas trés vértices com dangulos externos 0; # 0,1 = 1,2,3 € um tridngulo.

Os triangulos de uma superficie S que generalizam os triangulos retilineos do

plano, sao os triangulos cujos os lados sao segmentos geodésicos de S.

A aplicagao trata de triangulos geodésicos em superficies. Gauss afirma que o
excesso sobre 7, da soma dos angulos internos @1, @s € 3 de um triangulo geodésico

T é igual a integral da curvatura Gaussiana K sobre 7" isto é:

3
//Kda—{—z%- = 2m.
T i=1

Seja T' um triangulo geodésico em uma superficie orientada S. Sejam 6, 65 e 03
os angulos externos de T' e ;7 — 61, oo ™ — 05 € 31 — O3 0s angulos internos.

Pelo teorema de Gauss- Bonnet tem-se;

n

Z/Cikg(s>ds+//RKdU+iag = 21X(R).

i=1
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Sendo k, = 0, pois os lados dos triangulos sao geodésicas, além disso a carac-

teristica de Fuler-Poincaré de uma regiao simples é igual a 1, obtém-se:

3
//Kda—l—Z@i = 2.
T i=1

//Kd0+37r—(g01+902—|—g03) = 27T.
T

De onde se conclui que:

//KdO' = 1+ pa+ Y3 — .
T

3
A diferenca Z%‘ —x "o excesso de T” é dada precisamente por // Kdo. Se
i=1 T
K # 0em T, e a restri¢do de N a T é injetiva, estd integral é a drea da imagem N(T)
de T pela aplicacio de Gauss N : S — S? pela equacao A = // K|x, A x,|dudv.
T

Isto é o excesso de um triangulo geodésico T é igual a a area de sua imagem

esférica N(T).

, . A . 3 A ;.
Além disso, a soma dos angulos internos ) |, ¢; de um triangulo geodésico em:

//KdO' = g01+(,02+§03—71'.
T

e [gualamse K =0

e Maior do que mse K >0

e Menor do que mse K <0
Teorema 2.1.2 A intersecao de uma superficie esférica com um plano passando
pelo seu centro é uma circunferéncia de mesmo centro e de mesmo raio.
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Demonstracao

Seja S, uma superficie esférica de centro O e raio r,e um plano E que passa
por O, A intersecao ENS € o conjunto de todos os pontos de FE, cuja distincia a O

¢ igual a r. Esta € a definicao de uma circunferéncia de centro O e raio r.

Conclusao a intersecao da superficie esférica com um plano passando pelo seu

centro € chamada uma circunferéncia mdrima da superficie esférica.

Figura 2.1: Circunferéncia maxima

Teorema 2.1.3 Sejam A e B pontos de uma superficie esférica S, existe um circulo

méaximo m de S que contém estes dois pontos.

Demonstracao

Seja O centro da esfera S, se P e QQ nao forem antipodas (nao sao extremos
de um diametro de S). Entao O, P e Q) determinam um inico plano. A interse¢ao
deste plano com a esfera S € um circulo mdzimo, de S, contendo P e Q).

Por outro lado se P e () sdo antipoda entao todo circulo mdrimo passando por P
conterd o ponto Q). E portanto existirao infinitos circulos mdximos de S contendo

estes dois pontos.
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Capitulo 3

Poliedros de Platao

3.1 Abordagem da Geometria Classica Euclidiana.

Do grego-poly (muitas)+edro (faces) os poliedros fazem parte do pensamento
grego, foram estudados por Platao por volta do século IV a.C. e tomaram parte nas
teorias sobre o Universo. Diz-se poliedro todo sélido limitado por poligonos planos.
Os poligonos, chamados faces do poliedros, sao colocados lado a lado, nao pertencem
ao mesmo plano, definindo um trecho fechado do espago. O dngulo entre duas faces é
chamado dngulo diedro. Os lados sao chamados arestas do poliedro. Os vertices dos
poligonos coincidem com os vétices do poliedro. As arestas que saem de um mesmo
vértice formam um dngulo solido do poliedro. Os sdlidos geométricos ou poliedros

podem ter qualquer configuracao desde que fechem um espaco.

Defini¢do 3.1.20 (Poliedro de Platio)

Um poliédro é chamado poliedro de Platao se, e somente se, satisfaz as trés

sequintes condigoes.

1 todas as faces tém o mesmo niumeros (n) de arestas,

2 todos os dngulos poliédricos tém o mesmo (m) de arestas,
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3 wale a relagao de Euler: (V — A+ F = 2).

Proposicao 3.1.2 FExistem cinco, e somente cinco, classes de poliedros de Platao.

Demonstracao

Usando as condigoes que devem ser verificadas por um poliedro de Platao, temos:

1. Cada uma das faces (F) tem n arestas, como cada aresta, pertence a duas

faces tem-se que:

nF=24=F=2 comn>3 (1)

2. Cada um dos V' dngulos poliédricos de m aresta, e como cada aresta contém

dois vértices, tem-se que:

mV =2A=V =22 comm>3. (2

3. Relag¢ao de Euler V. — A+ F =2 .(3)

Substindo-se (1) e (2) em (3) e depois divide-se por 2A, obtém-se:

V-A+F =22 _A420= 9

4y 2
24 2Ato4 T o4

concluindo-se

L1, 1 Ly,
m 2 n A

Sabe-se que: n >3 em > 3,

faz-se m e n simultaneamente maiores que 3, obtém-se:
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m>3=m >4

IN

3=
|

n>3=n>4

1 1
- <o,
n~_ 4
substitui-se em:
1 1_{_1 1
m 2 n A
e obtém-se:
1+1<1+1<1 1 1+1<0
— — — J— _H_—_ —
m n 4 4= 2 m 2 n -

O que contraria a igualdade 1 porque A € um nimero positivo.

Conclui-se que, nos poliedros de Platio, m= 3 ou n= 8 , significa que um

poliedros de Platao, possui obrigatoriamente, triedro ou tridngulos.

Caso 1:

Para m = 3 ( supondo que possui triedro) em 1 obtém-se:
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donde se conclui que:

3<n<6

portanto

1 1+1 1
m 2 n A
1 1+ 1
3 2 n A
1 1
n 6 A
1 - 1
n 6
n < 6,
n=3 ou n=4
m | n | faces
3 | 8| triangulares
3 | 4 | quadrangulares
3 | 5 | pentagonais
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Caso 2:

Para n — 3 ( supondo que tem tridngulo) em 1, obtém-se:

1 1
m 6 A
1 - 1
m 6
m<6
donde se conclui que:
3 < m<6 m =3 ou m =4 ou m=>5
m | n | dngulos
3 | 8| triédricos
4 | 8| tetraédricos
5 | 8| pentaédricos

Dos resutados encontrados no primeiro caso e no sequndo caso, conclui-se que
0s poliedros de Platao sao determinados pelos pares (m,n) da tabela, sendo portanto,

cinco e somente cinco, as classes de polideros de Platao.

v | A~ NS Lo Lo 3
Qo Qo | ™~ Qo

Conclusao:

Para saber o nimero de arestas A, o nimero de faces F e o nimero de vértices
V' de cada poliedro de Platao, basta substituir em 1 os valores de m e n encontrados

e depois trabalhar com o caso 1 e o caso 2.
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Ezemplo: Uma das possibilidades encontradas param = 3 en = 4, com esses valores

em 1, temos:

L SR B
m 2 n A
1111
3 2 4 A
1A 64 34 12
124 124 124 124
A = 12
No caso 1 :
2A
F = —
n
212
4
F = 6
No caso 2:
2A
vV o= =
m
B 2.12
3
= 8

Como € o numero das faces que determina nome, o poliedro é hexaedro.
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Substituindo, em 1 e em 2, todas as possibilidades para m e n tem-se:

AV NOME
Tetraedro i‘j @

6| 4

o |~ ™M

12 8 Hexaedro Tetraedro Cubo Octoedro
12| 6 Octaedro
30 (20| 12 | Dodecaedro

Dodecaedro Icosaedro

m
3
3
4
3
3

LW ol | W | &~ WS

3011220 | lcosaedro

Figura 3.2: Poliedros Euclidianos de
Figura 3.1: Tabela dos resultados Platio

3.2 Abordagem da Geometria Esférica.

Para a finalidade deste trabalho, usam-se somente poliedros de Platao que apre-
sentem as faces formadas por poligonos requlares. Estes recebem o nome de Poliedros

Regulares.

Neste trabalho, pretende-se demonstrar o resultado obtido na Grecia antiga,

usando-se o que se conhece da Geometria Esférica.

Introduziremos a notacao que serd utilizada nas demonstracoes e recordaremos

alguns conceitos da Geometria Esférica, estudados no capitulo anterior.

Quando do ponto central dos poliedros projetamos seus vértices e arestas sobre a
esfera circunscrita, as linhas projetantes definem dangulos solidos que tém por vértices
o centro do poliedro. Hd inter-relacao entre os poliedros requlares, seja por sec¢ao
de planos, seja interligando pontos definidos das arestas ou das faces. De cada um é
sempre possivel obter-se os demais. O que mais caracteriza os poliedros requlares,é

a iqualdade de todas as faces, porém suas principais propriedades morfoldgicas sao :

1 Todo poliedro reqular € inscritivell e circunscritivel em uma esfera;

2 Todo poliedro reqular pode ser decomposto em um niumero de cones requlares
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wgual ao seu nimero de faces;

3 Os dngulos poliedricos que tém como vértices comum o centro das esferas in-
critas e circunscrita a um poliedro reqular, e por arestas os raios das esfera
circunscritas que vao aos vértices, dividem as superficies esféricas em poli-

gonos esféricos requlares e iguais.

Seja P, um poliedro reqular, cujos vértices estao sobre uma mesma esfera S, e
F uma face fizada do poliedro P e Cr, o cone constituido pelos segmentos de reta
que se originam no centro da esfera e que passam por pontos de F sendo Cr um
poliedro, pelo fato das faces de P serem congruentes acarreta imediatamente que

todos os cones assim gerados sao congruentes.

Exemplo: Octaedro

\.—--"

Figura 3.3: Inscricao do Figura 3.4: Decom- Figura 3.5: Octaedro es-

Octaedro posicao do octaedro férico

Sabemos que a intersecao CpNS € um poligono Fg da esfera S, isto € uma con-
seqiiéncia da proposicao 1, pois cada uma das faces de Cr que contém a origem é
parte do plano passando pela origem, cuja intercesao com S € uma "reta"em S.
Esse poligono esférico Fs tem o mesmo numero de arestas e vértices que o poligono

Euclidiano F', além disso Fs € reqular , pois F' € reqular.

A repeticagao deste procedimento para cada face de P, resulta na decomposi¢ao
da esfera S em poligonos esféricos requlares congruentes. A existéncia ou nao dessa

decomposicao determina ou nao a existéncia dos solidos esféricos platonicos.
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Considere a existéncia da decomposi¢ao de uma esfera S em n poligonos esféri-

coSs COTLgT’UETLtGS.’

n € o nimero de faces do poligono esférico;
v € o numero de vértices de cada face do poligono esférico;

> 0 niimero de arestas comuns a um vértice v;

=
®

I
[N

o dngulo formado pelas arestas comuns a um vértice;

Fig € cada uma das faces do poliedro esférico, com 1 < i < n.

Procedimento:

Tome o centro de uma das faces Fig. Ligue-o por segmentos aos seus vértices

obtendo a decomposicao desta face em v tridngulos T;;, com 1 < j < v.

Repetindo o procedimento em cada face decompomos a esfera S em n.v tridn-
gulos. Obtendo com esse procedimento o sequinte:
Cada vértice da decomposi¢cao original é vértice comum de 2.u arestas, que formam
angulos iquais a & =
g g 2 w’
Sendo a drea da superficie esférica finita com wvalor igual a 47, quando a esfera é

unitdria, entao a soma das dreas dos tridngulos T;; resultantes dessa decomposi¢ao

¢ a Area da esfera S = ZijArea T

Pelo Teorema (2.1.1) de Gauss-Bonnet,os T;; sendo geodésico na esfera S,
considerando-se 0, 05 e 03 os dngulos externos e a; = ™ — 01, as = ™ — 0y ¢

az = m — 03 0s dngulos internos, tem - se:

//Kd8+377—(a1+a2+a3) = 27
T

//Kd@ = aqit+ayt+az—m
T
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A diferenca ay +ay+ az - 7 (O excesso de T') é dada precisamente por [ fTKd8 .

Se K # 0, e a restri¢ao de N a T € injetiva, esta integral € a drea da imagem N(T')

de T.
Analisando todos os elementos descritos, temos:

Cada um destes triangulos T;; possui um vértice que fica em um ponto interior

de cada poligono esférico da decomposiao original, tais dngulos medem, i—’;

Os outros dois dngulos medem cada um g Portanto a drea de cada tridingulo €

wqual a:

//Kda = a1+a+az—m

T

//Kda = 2—7T+z+z—7r
T v

//Kd@ = W(g—l—g—l).
T voop

Como temos no total n.v tridngulos que cobrem a esfera, entao:

S = ZArea(Tij)
]

2 2
At = nur(—+——1)
vop
2 2 4
voop nv
2 2 4
2421 = 2
voop nw

Sendo % positivo pois, n € o numero das faces e v o niumero de vértices do

poligono esférico.

2

Entao, por termos v > 2 e > 2, a expressao £ + ;% — 1 fica menor que 1 quando o0s

valores de v e p crescem. Conclue-se portanto que o nimero de solugoes serd finito.

Na expressao %—{—% -1 >0, fazendo v =3, teremos:
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win

—l—%—1>0—>%:6>0entdotem—se,u,<6eu>2,portant02<,u<6.

Na expressao % + % —1>0, fazendo p = 3, teremos:

2, 2 —v+6
tem-sev < 6 ev > 2

entao 2 < v < 6.

A tabela da figura 3.6 exibe todos os possiveis resultados:

V|/U[n| NOME

3| 3| 4| Tetraedro

3| 4| 8| Octaedro

3| 5|20 | Icosaedro

4 | 3| 6 | Hexaedro Teraedto Hexeedro  Octaedro Dodecaedro Ieosaedro
5|3

12 | Dodecaedro

Figura 3.7: poliedros esféricos de

Figura 3.6: Tabela dos resultados Platao

Os solidos Platonicos sao formados com as mesmas faces dos poligonos esféri-
cos que decompoe a esfera, de tal modo que 0s seus vértices, na esfera possam ser

planificados, ou seja, a soma das medidas dos dngulos que compoem o vértice seja

360°.
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