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RESUMO

Admite-se que, numa superficie completa, conexa e orientada imersa no
espaco euclidiano tri-dimensional com curvatura média constante nao nula,
existe um triangulo geodésico cujos angulos internos satisfazem uma relagao
integral envolvendo a curvatura média e o angulo formado pelo vetor unitario
paralelo a um eixo coordenado qualquer do espago ambiente e o vetor unitario
normal a superficie, e sob tais hipdteses mostra-se que a imersao é uma
superficie de revolucao, ou seja, uma superficie de Delaunay. Em seguida dar-
se uma caracterizacao da esfera alterando-se algumas hipoteses no resultado

anterior.

Palavras chave: Superficie de Revolucao, Curvatura Média, Superficie

de Delaunay, Esfera Padrao.



ABSTRACT

Admits that in a complete surface, connected and oriented immersed in R?
with non-zero constant mean curvature, there is a geodesic triangle whose
interior angles satisfy a relationship involving the integral mean curvature
and the angle formed by unit vector parallel to a coordinate axis of either
R? and the unit vector normal to the surface, and in such cases shows that
the immersion is a surface of revolution, ie, a surface Delaunay. Then give a
characterization of the sphere is changing some hypotheses on the previous

result.

Keywords: Surfaces of Revolution, Mean Curvature, Surface of Delau-

nay, Standard Sphere.
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Introducao

Em 1841, o matematico astronomo francés Charles Eugéne Delaunay, em
seu trabalho Sur la surface de révolution dont la courbure moyenne est cons-
tante, exibiu uma forma de construir superficies com curvatura média cons-
tante fazendo a revolugao de curvas descritas pelo foco de conicas quando
estas rolam sobre uma reta tangente sem escorregar. Tais superficies sao
chamadas de Superficies de Delaunay. Delaunay provou ainda que toda su-
perficie de revolugao com curvatura média constante é uma superficie de

Delaunay.

Neste trabalho provaremos a seguinte caracterizacdo das superficies de

Delaunay demonstrada por H. Alencar, M. do Carmo e R. Tribuzy em [2].

Teorema 1. Sejam X uma superficie completa, conezxa e orientada imersa
em R? com curvatura média H constante ndo nula, e 0 o dngulo formado
pelo vetor normal unitdrio dado pela orientacao e um eizo coordenado fixado
em R3. Assuma que existe um tridngulo geodésico T em ¥ cujos dngulos

internos 1, Ba, B3 satisfazem

3
 Bi—m= /(—|de|2 + 2H|df))do,
i=1 R

onde R € a regiao limitada por T. Entdao X € uma superficie de Delaunay.



Conteudo 2

Em 1951, H. Hopf desenvolveu um trabalho a respeito de superficies com-
pactas com curvatura média constante, no qual demonstrou de duas formas
que "uma superficie compacta de género zero (isto €, homeomorfa a uma
esfera) ¥ imersa em R3 com curvatura média constante é uma esfera pa-
drao.” Ambas as provas fazem uso da existéncia de parametros isotérmicos e
consiste no estudo de uma forma holomorfa ® construida por Hopf definida
em Y, cujos zeros sdo exatamente os pontos umbilicos (pontos nos quais as

curvaturas principais coincidem) de 3.

Ja em 1956, A. Alexandrov mostrou que "se ¥ é uma superficie com-
pacta mergulhada em R?® com curvatura média constante, entio ¥ € uma
esfera padrao.” A demonstracao faz uso de uma consequéncia do Principio
do Maximo e consiste em comparar a superficie ao seu reflexo em relagao a
planos. Tal técnica ficou conhecida posteriormente como método da reflexao

de Alexandrov.

Como consequéncia da caracterizacao das superficies de Delaunay dare-
mos ainda a seguinte caracterizagao da esfera, cuja demonstragdo também

pode ser encontrada em [2].

Teorema 2. Sejam X uma superficie compacta, conexra e orientada imersa
em R3 com curvatura média H constante ndio nula, e 0 o dngulo formado
pelo vetor normal unitdrio dado pela orientacao e um eizo coordenado fixado
em R3. Se
/(—yde|2 28 |d0))do = 27y (),
by

onde x(X) € a caracteristica de Euler de 3, entdo X é uma esfera padrio.
O presente trabalho estd organizado da seguinte forma: No capitulo 1

fixamos as notacoes e listamos defini¢oes e resultados gerais, no capitulo 2

apresentamos de forma sucinta o necessario do estudo das imersoes isométri-
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Conteudo 3

cas, no capitulo 3 demonstramos o Teorema de Gauss-Bonnet, no capitulo
4 descrevemos o processo de demonstracao do Teorema de Delaunay, e ci-
tamos resultados que serao utilizados no decorrer da prova dos resutados
principais, e no capitulo 5 fazemos a demonstracao dos resultados principais

e comentarios a respeito da generalizacao desses tais.
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Capitulo 1

Generalidades

Este capitulo foi escrito afim de estabelecer as notacoes e conceitos que
serao utilizadas no decorrer do trabalho e listar alguns fatos que usaremos
posteriormente para auxiliar na compreensao dos resultados principais. Uma
abordagem detalhada dos resultados abaixo pode ser encontrada em [6] e [15].

Neste e nos demais capitulos a palavra diferencidvel significara de classe C'*°.

1.1 Variedades Diferenciaveis

Definicao 1.1.1. Uma Variedade Diferencidvel de dimensao n é um conjunto
M juntamente com uma familia de aplicagoes injetivas xo : U, C R — M

definidas em abertos U, de R"™ satisfazendo:

1. Uxa(Ua) = M;

2. Para todo par «, B tal que x,(Uy) Nxg(Us) = W # 0 o0s conjuntos

2 (W) exz' (W) sio abertos de R e a aplicagio x5" oxg : 1 (W) —

«

xgl(W) é um difeomorfismo;



1.1. Variedades Diferenciaveis 5

3. A familia {(Uy,x0)} € mazimal em relagao as condigoes (1) e (2).

Se p € x,(U,), a aplicagio z,, : Uy, C R" — M é chamada uma para-
metriza¢do ou um sistema de coordenadas de M em p e x,(U,) é chamado
uma vizinhanca coordenada em p. Uma familia {(Uy,z4)} cumprindo as

condigoes (1) e (2) é chamada uma estrutura diferencidvel em M.

Se {(Ua,74)} é uma estrutura diferenciavel no conjunto M, entdo os
subconjuntos A C M tais que z,'(ANz,(U,)) é um aberto de R para todo
a constituem uma topologia em M, a qual estd definida de tal forma que os
conjuntos x,(U,) sdo abertos e as aplicacoes x,, sdo continuas. Dessa forma,
dizemos que uma variedade diferenciavel é compacta, conexa, etc, se quando
observada do ponto de vista topologico, for um espaco compacto, conexo,

etc, respectivamente.

Exemplo 1.1.1. O espag¢o euclidiano R™ com sua aplicagao identidade é

uma variedade diferencidvel de dimensao n.

Exemplo 1.1.2. Superficies requlares em R? sio variedades diferencidveis
de dimensdo 2. De fato, superficies requlares sao cobertas por aplicacoes
definidas em abertos do R%, e como pode ser visto em [}], a mudanga de

coordenadas € um difeomorfismo.

No que segue, ao denotarmos uma variedade diferencidvel por M"™, o

indice superior indicara a sua dimensao.

Definicao 1.1.2. Dizemos que uma variedade diferencidvel M € orientdvel
quando eziste uma estrutura diferencidvel {(Uy, o)} que cumpre: Para todo
par a, 5 tal que xo,(Uy) Nxg(Ug) = W #£ 0, o determinante da diferencial da
aplicagio mudanga de coordenada x oxg - x5 (W) — x (W) € positivo em

todo q € a:gl(W) Se porventura nao existir uma tal estrutura dizemos que

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



1.1. Variedades Diferenciaveis 6

M ¢ nao-orientdvel. A escolha de uma estrutura diferencidvel satisfazendo
a propriedade descrita acima é chamada uma orientacao de M, e neste caso
dizemos que M estd orientada. Duas estruturas diferencidveis determinam a
mesma orientacao quando a uniao delas ainda satisfaz a propriedade descrita

acima.

Uma variedade diferencidvel conexa orientavel possui exatamente duas

orientacoes.

Definicao 1.1.3. Sejam M7 e M3" variedades diferencidveis e o : My — Mo
uma aplicagao. Dizemos que ¢ € diferencidvel em p € M, se dada uma
parametrizacio y : V. C R™ — My em @(p) existe uma parametrizacao
z:U CR" = My em p tal que o(z(U)) C y(V) e a aplicagio y ' opox :
U C R* - R™, chamada a expressao de ¢ nas parametriza¢oes x e iy, €
diferencidvel em 71 (p). ¢ € diferencidvel se o for em todos os pontos de seu

dominio.

Definicao 1.1.4. Uma aplicacdo diferencidvel o : I — M de um intervalo
aberto I C R na variedade diferenciavel M é chamada uma curva diferen-

cidvel em M.

Definigao 1.1.5. Seja o : (—¢,6) — M uma curva diferencidvel na varie-
dade diferencidvel M tal que a(0) = p. Denotemos por © o conjunto das
funcoes reais definidas em M diferencidveis em p. O vetor tangente a curva
aemt=0 €a aplicagio o/(0) : ® — R definida por o/ (0)(f) = (f o a)'(0).
Um vetor tangente a M em p € o vetor tangente em t = 0 de alguma curva
diferencidvel « : (—e,e) — M com «(0) = p. Denotaremos por T,M o

conjunto dos vetores tangentes a M em p.

O conjunto 7, M munido com as operagoes usuais de fung¢des é um espago

vetorial.

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



1.1. Variedades Diferenciaveis 7

Seja x : U C R™ — M uma parametrizagdo em p tal que z(0) = p e
a(—e,e) C z(U). Suponhamos que as expressoes de « e f na parametriza¢ao

x sdo dadas respectivamente por a(t) = (z1(t),...,z,(t)) e f(x1,...,2z,).

Entao

2OF = (Fod/0) = w05 0) - {Zxxm ( f)} J.

=0 =0

ou seja, o/(0) é uma combinagao linear dos vetores linearmente independentes
d 0 :
(871)0 R, <%> . e estes portanto constituem uma base para 1,M, a qual

serd chamada a base associada a parametrizacao . Chamaremos o espago

vetorial T, M de espago tangente de M em p.

Definicao 1.1.6. Sejam M e MJ" variedades diferencidveis, ¢ : My — Mo
uma aplicacao diferencidvel e p € My. A diferencial de p em p € a aplicacao
linear dp, : TyMy — T, My definida da seguinte forma: dado v € T,My,
tome uma curva diferencidvel o : (—e,e) — M tal que a(0) = p e o/(0) = v,

e defina dy,(v) = '(0), onde B = ¢ o a.

Tomemos = : U C R™ — M; uma parametrizagdo em p tal que x(0) =pe
a(—e,e) C x(U) e suponhamos que as expressoes de « e ¢ na parametriza¢ao
x sao dadas respectivamente por a(t) = (z1(t),...,z,(t)) e p(z1,...,2,) =

(yi(x1, ..y Tn), oy Ym (T, ..., 2y)). Por definigao,

dpyle) = Fo3(0) = (520 (0,

t=1,...,m; j = 1,...,n, donde dp, é de fato uma aplicacao linear cuja
matriz relativa as bases associadas as parametrizacoes x e y é a matriz do
tipo m x n acima. Desta relacao temos ainda que, embora tenhamos feito a
escolha de uma curva para definir a diferencial, tal definicao independe dessa

escolha.
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1.2. Campos de Vetores 8

Definicao 1.1.7. Sejam M; e M, variedades diferencidaveis. Uma bijecao
diferencidvel ¢ : My — My cuja inversa ¢~ é diferencidvel é chamada um
difeomorfismo. € um difeomorfismo local em p se existem wvizinhancas U

dep eV de (p) tais que ¢ : U — V' é um difeomorfismo.

Exemplo 1.1.3 (O Fibrado Tangente). Sejam M™ uma variedade dife-
rencidvel e TM = {(p,v);p € M,v € T,M}. Seja {(Uys,z0)} a estru-

tura diferencidvel mdzimal de M. Indicaremos por (x§,...,x%) as coorde-
nadas de U, e por {%, cee 8%%} as bases candnicas associadas nos espa-

¢os tangentes de x,(U,). Para cada o definina y, : Uy, x R" — TM por
Yoz, o x8u, o uy) = (2o (2f, . x2), D00 ui%), (U, ... u,) € R™.
A famdlia {(Uy, X R™ y,)} € uma estrutura diferencidvel em TM. Este con-
Junto munido com tal estrutura constitui uma variedade diferencidvel cha-

mada fibrado tangente de M.

Definicao 1.1.8. Sejam M™ e N™ variedades diferencidveis e ¢ : M — N
uma aplicagao diferencidvel. Se dp, : T,M — T, N € injetiva para todo
p € M dizemos que ¢ € uma imersdo. E se além disso ¢ : M — o(M) for
um homeomorfismo, onde (M) estdé munido da topologia induzida de N,
dizemos que @ € um mergulho. Se M C N e a inclusao i : M — N € um

mergulho, dizemos que M ¢é uma subvariedade de N.

Proposicao 1.1.1. Sejam M| e M3 variedades diferencidveis, n < m, e
© : My — Ms uma imersao. Entao, para todo p € My existe uma vizinhanca

U C M dep tal que ¢ : U — p(U) € um mergulho.

1.2 Campos de Vetores

Definicao 1.2.1. Um campo de vetores X em uma variedade diferencidvel

M € uma correspondéncia que associa a cada p € M um vetor X(p) €

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



1.2. Campos de Vetores 9

T,M. Na linguagem de aplicagoes, X € uma aplicagao de M em seu fibrado
tangente T M. Dizemos que X € diferencidvel se a aplicacao X : M — T M
¢ diferencidvel. Denotaremos por X(M) o conjunto dos campos de vetores

diferencidveis em M.

Se x: U C R" — M é uma parametrizacao, entao podemos escrever

X =Y a0) (57)

=1

onde a; : U — R sao fungoes e {%} é a base de T),M associada a x. Assim,
7
o campo X ¢é diferenciavel se, e somente se, as funcoes a; : U — R sao

diferenciaveis, para alguma, e portanto qualquer parametrizacao.

Sejam §(M) o conjunto das fungbes reais em M e ®(M) o conjunto das
funcoes diferencidveis reais em M. Um campo de vetores X também pode ser
visto como uma aplicacdo X : ®(M) — F(M) que associa cada f € D(M)

a uma fungdo X f € F(M), definida por X f(p) = Zai(p) gg{ (p), onde f

(2
indica a expressao de f na parametrizagao x. Neste contexto X é diferenciavel

se, e somente se, X : O(M) — D(M).

Teorema 1.2.1. Sejam M uma variedade diferencidvel, X um campo de
vetores diferencidvel em M e p € M. FEzistem uma vizinhanca U C M de
p, € > 0 e uma aplicacdo diferencidvel ¢ : (—e,e) x U — M tais que, fizado
q € U, a curva diferencidvel o : (—e,e) — M definida por a(t) = ¢(t,q) € a
tinica que satisfaz o/ (t) = X (a(t)) e a(0) = g.

Definicao 1.2.2. Sejam M wuma variedade diferencidvel, X um campo de
vetores diferencidvel em M e p € M. Uma curva o : (—e,e) — M que
satisfaz as condigoes o/ (t) = X(«(t)) e a(0) = p € chamada a trajetoria de

X que passa por p em t = 0.
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1.3. Métricas Riemannianas 10

Lema 1.2.1. Sejam X e Y campos diferencidveis numa variedade diferen-
cidvel M. FEziste um unico campo diferencidvel [X,Y], chamado o colchete

de X eY, tal que [X,Y|f = (XY = YX)f para todo f € D(M).

1.3 Meétricas Riemannianas

Definicao 1.3.1. Uma métrica Riemanniana numa variedade diferencidvel

M € uma correspondéncia que associa a cada p € M um produto interno

(,)p em T,M satisfazendo: Dada uma parametriza¢io x : U C R" — M, as

funcoes g;; - U — R, chamadas expressao da métrica Riemanniana, definidas

por gi;(q) = ((%) ,(%) Ya(q) SGo diferencidveis em U. Uma variedade
q q

diferencidvel munida de uma métrica Riemanniana é chamada uma variedade

Riemanniana.

Definicao 1.3.2. Sejam M e N wvariedades Riemannianas. Um difeomor-
fismo [+ M — N ¢é uma isometria se (vi,v2), = (dfp(v1),dfp(v2)) (),
Vp € M,vy,v9 € T,M.

Definicao 1.3.3. Sejam M e N variedades Riemannianas e f : M — N uma
aplicacao diferencidvel. Dizemos que f € uma isometria local em p € M se
existe uma vizinhanga U C M de p tal que f : U — f(U) é um difeomorfismo
satisfazendo (vi,va)p = (dfp(v1), dfy(v2)) sy, V0 € U, v1,v9 € T, M.

Definicao 1.3.4. Sejam I C R um intervalo aberto, M uma variedade di-
ferencidqvel e ¢ : I — M uma curva diferencidgvel. Um campo vetorial V'
ao longo de uma curva € uma aplicagcao que a cada t € I associa um vetor
tangente V(1) € TeyM. Diz-se que V ¢ diferencidvel se para toda funcao

diferencidvel f em M, a funcdot — V (t)f é uma funcdo diferencidvel em I.

Exemplo 1.3.1. Sejam M uma variedade diferencidvel e v : I C R — M

uma curva diferencidvel. Considere x : U C R™ — M uma parametriza-
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1.4. Conexoes Afins; Conexao Riemanniana 11

¢ao para a qual y(I) C x(U). Suponhamos que ¥ = x= o~ : I — U,

a expressio de v em x, seja dada por F(t) = (x1(t),...,z.(t)). Entao
%(t) = > 2t (%) » é chamado o campo velocidade (ou tangente)
Ve

de 7.
Definicao 1.3.5. Sejam M wma variedade diferencidvel e v : I C R — M
uma curva diferencidvel. A restri¢cao de v a um intervalo fechado [a,b] C

I chama-se um segmento. Se M é Riemanniana, o comprimento de um

segmento é definido por I (y fb d;f7 ‘Cllz 1/2 04

1.4 Conexoes Afins; Conexao Riemanniana

Definicao 1.4.1. Uma conezao afim numa variedade diferencidvel M é uma
aplicagao V : X(M) x X(M) — X(M), que indicamos por (X,Y) — VxY,

satisfazendo:
1. VfX+gyZ = fVXZ + gVyZ,

2. Vx(Y +2)=VxY +VxZ,

3. Vx(fY) = fVxY + X(f)Y,

onde X,)Y,Z € X(M) e f,g € D(M).

Proposicao 1.4.1. Seja M uma variedade diferencidvel com conexao afim
V. Existe uma unica correspondéncia que associa um campo vetorial V ao
longo da curva diferencidvel ¢ : I — M, a um outro campo vetorial 2 d ao

t

longo de c, tal que:

1. %(V—l—W) = DV + 2 dt , onde W é um campo diferencidvel ao longo de

C,
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1.4. Conexoes Afins; Conexao Riemanniana 12

2. % = Z—{V + f%, onde [ € uma func¢ao diferencidvel em I;

3. Se V' é induzido por um campo Y € X(M), ou seja, V(t) = Y (c(t)),

entao % =VaY.
dt

Definicao 1.4.2. Seja M uma variedade diferencidvel com conexdo afim V.
Dizemos que, um campo vetorial V' ao longo da curva diferencidvel ¢ : I — M
DV

€ paralelo, quando =~ =0 para todo t € I.

Definicao 1.4.3. Sejam M wuma variedade diferencidvel, V conexao afim
em M, c: I — M uma curva diferencidvel e Vy um vetor tangente a M em
c(to), comty € I, isto €, Vo € Tou) M. Eziste um tinico campo paralelo V' ao
longo de ¢ tal que V(to) = Vo (V € chamado o transporte paralelo de Vi ao
longo de c).

Definicao 1.4.4. Uma conezxao afim V numa variedade Riemanniana M €
compativel com a métrica quando uma das condigdes (equivalentes) abaizo

for satisfeita:

1. Para toda curva diferencidvel ¢ : I C R — M e todo par V e W de

campos de vetores ao longo de c temos:

D DV DWW
ZWW = (W V.
(VW) = (S0, W)+ (v, =

,t el
dt )

2. XY, Z)=(VxY,Z) +(Y,VxZ) para todo X,Y, 7 € X(M).

Teorema 1.4.1 (Levi Civita). Em uma variedade Riemanniana M eziste
uma unica conexdo afim V, denominada conexdo de Levi Civita (ou Rie-

manniana) de M, que cumpre:

1. VxY = VyX = [X,Y] (Simetria);

2. V € compativel com a métrica Riemanniana.
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1.5 Geodésicas; Variedades Completas

Definicao 1.5.1. Sejam M uma variedade Riemanniana e V sua conexao
Riemanniana. Dizemos que uma curva diferencidvel v : 1 C R — M € uma
geodésica quando o campo velocidade de v € paralelo ao longo de vy, isto é,

%(Z—Z) =0 para todo t € I.

Definicao 1.5.2. Uma variedade Riemanniana conexa M € dita geodesica-
mente completa se para todo p € M as geodésicas y(t) que partem de p estao

definidas para todos os valores do parametro t € R.

Proposicao 1.5.1. Seja M uma variedade Riemanniana conexa. A funcao
d: M x M — R definida por d(p,q) = infimo dos comprimentos de todas
as curvas fp 4, onde f,, € uma curva diferencidvel por partes ligando p a g,
€ uma métrica em M. A topologia induzida por d coincide com topologia

inicial de M.

Teorema 1.5.1 (Hopf e Rinow). Uma variedade Riemanniana conexa M
¢ geodesicamente completa se, e somente se, M ¢é completa como espaco

metrico.

Corolario 1.5.1. Se M ¢é compacta e conexa, entao é completa.

1.6 Curvatura

Definicao 1.6.1. Sejam M uma variedade Riemanniana e V sua conerao
Riemanniana. A curvatura R de M é uma correspondéncia que associa a

cada par X,Y € X(M) uma aplicacio R(X,Y) : X(M) — X(M) dada por

R(X, Y)Z =VyVxZ —-VxVyZ + V[Xy]Z, Z € %(M)
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Proposigao 1.6.1. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M satis-

faz as sequintes propriedades:

1. R é bilinear em X(M) x X(M);

2. O operador curvatura R(X,Y) : X(M) — X(M) € linear para todo par
X,Y € X(M);

3. (Primeira Identidade de Bianchi) Para todo terno X,Y,Z € X(M)

R(X,Y)Z + R(Y,2)X + R(Z, X)Y =0.

Se V' é um espacgo vetorial com produto interno. Usaremos a notacao
|z A yl? = |z)?ly|* — (x,y)?, para representar a area do paralelogramo bi-

dimensional determinado pelo par de vetores x,y € V, onde |z]* = (z, z).

Proposicao 1.6.2. Seja o C T,M um subespago de dimensao 2 do espaco

tangente T,M e sejam x,y € o vetores linearmente independentes. Entao

(R(z,y)r,y)

K(Z‘,y): |x/\y\2

nao depende da escolha dos velores x,y € o.

Definicao 1.6.2. Dado um ponto p € M e um subespaco bi-dimensional
o C T,M o nimero real K(z,y) = K(0), onde {x,y} é uma base qualquer

de o, € chamado curvatura seccional de o em p.

Observacao 1.6.1. Sabemos que, se M = R", vale VNV xZ =V xVy Z para
todo X,Y,Z € X(R"), donde R(X,Y)Z =VyVxZ—-VxVyZ+Vixy)Z =0
para todo X,Y,7Z € X(R"). Logo, o espago euclidiano R™ é uma variedade

Riemanniana com curvatura seccional constante K = 0.

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



Capitulo 2

Imersoes Isométricas

Faremos agora uma exposicao sucinta de resultados pertencentes ao es-
tudo das imersoes isométricas que serao necessarios para o entendimento dos
resultados principais e estabeleceremos ainda notacoes que serao utilizadas

no capitulo final. A demonstracao dos fatos abaixo pode ser encontrada em

[6].

Sejam M™ uma variedade diferenciavel, M uma variedade Rieman-
niana e f : M — M uma imersio. Para cada p € M podemos definir
um produto interno em 7,M da seguite forma: Se vy,v, € T,M, entao
(v1,v2)p = (dfp(v1), dfp(v2)) sy, onde o produto interno a direita é o produto
interno dado pela métrica Riemanniana em M. Tal associacio é uma métrica
Riemanniana em M, dita induzida pela imersao, e sob estas condicoes f se

torna uma imersao isométrica.

Para cada p € M existe uma vizinhanca U C M de p tal que a restricao
f|U & um mergulho, o que nos permite olhar para U como um subconjunto de
M, e sendo assim, afim de simplificarmos a notacao, identificaremos U com

f(U) ev € TyM com df,(v) € T}y77, sempre que g € U. Essas identificagoes

15
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serao Tteis, por exemplo, para estendermos um campo local (definido em U)

de vetores em M a um campo local (definido em f(U)) de vetores em M.

Para cada p € M, o produto interno em T, M o decompde na soma direta
TpM =T,Me (TpM)la

onde (T,M)* & o complemento ortogonal de T, M em T,,M. Isto nos diz que,
dado v € TPM, podemos escrevé-lo da forma v = v” 4+ oV, onde v* € T,M
e vV € (T,M)*. Chamamos v’ e v de as componente tangencial e normal

de v, respectivamente.

Sejam X e Y extensoes locais a M dos campos locais de vetores X e Y
em M. Definimos a conexdo Riemanniana VxY = (VY)?, onde V é a
conexao Riemannaiana de M, que por unicidade, é a Riemanniana relativa

a meétrica induzida pela imersao.

Denotaremos por X(U)+ o conjunto dos campos diferencidveis em U de

vetores normais a f(U) ~ U.

Proposigao 2.0.3. A aplicacio B : X(U) x X(U) — X(U)* definida por
B(X,Y) = VxY — VxY, independe das extensoes X e Y, e € bilinear e

simétrica.

Definigao 2.0.3. Sejam p € M en € (T,M)*. A forma bilinear simétrica
a, : T,M x T,M — R definida por a,(z,y) = (B(z,y),n) € chamada a

seqgunda forma fundamental de f em p na direcao normal n.

Associada a forma bilinear simétrica o, encontra-se o operador auto-
adjunto A, : T,M — T,M dado por (4,(z),y) = a,(z,y) = (B(z,y),n),

chamado o operador de Weingarten na direcao normal 7.
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Proposicao 2.0.4. Sejamp € ¥ en € (T,M)*. Seja N uma extensdo local
de n normal a M. Entao o operador de Weingarten A, : T,M — T,M ¢é
definido por A,(z) = —(V,.N)T.

Sejam x,y € T,M C TPM vetores linearmente independentes. Denotemos
por K(x,y) e K(x,y) as curvaturas seccionais de M e M, respectivamente,

do plano gerado por x e y.

Teorema 2.0.1 (Equagao de Gauss). Sejam p € M e x,y vetores ortonor-

mais de T,M. Entao

K(z,y) — K(z,y) = (B(z, ), B(y,y)) — |B(z,y)|*.

Dados X e n campos diferenciaveis de vetores tangentes e normais res-
pectivamente, sabemos que a componente tangente de Vxn é dada por
(Vxn)T = —A,(X). A componente normal de Vyn serd chamada a co-
nexdo normal V+ da imersdo, esta possui as propriedades usuais de uma

conexao. De forma explicita,

Vin = (Vxn)N =Vxn— (Vxn)" = Vxn+ A, (X).

A curvatura normal da imersao é definida por
RH(X,Y)n = VyVxn = ViVin + Vix .

Definicao 2.0.4. Um tensor T' de ordem k numa variedade Riemanniana

M ¢ uma aplicacao multilinear

T:X(M)x...xX(M)—D(M),

. i

~
k—fatores
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cuja derivada covariante em relagio a Z € X(M) € o tensor dado por

(VD) Yi, V) = Z(T(,.. %) = T(V %, Yi)
=T, Y, VY.

4

Dada uma imersao isométrica, denotaremos por X(M)- o espago dos

campos diferenciaveis de vetores normais a M. A segunda forma fundamental
da imersao pode ser vista como um tensor B : X(M) x X(M) x X(M)*+ —
D (M) definido por B(X,Y,n) = (B(X,Y),n).

Proposicao 2.0.5 (Equacao de Codazzi). Usando a notagio acima vale
(R(X,Y)Z,n) = (VyB)(X,Z,n) — (VxB)(Y. Z,7),
onde por definicao,
(VxB)(Y.Z,n) = X(B(Y. Z.n))~B(VxY, Z,n)=B(Y,VxZ,1)~B(Y, Z,Vxn).
Consideremos o caso particular no qual temos uma variedade diferencia-

vel bi-dimensional ¥, que chamamos de superficie, imersa em R? por uma

imersao f.

Dado p € X, considere o produto interno em 7,3 induzido pela imersao.

Desse produto interno podemos definir em 7,> uma norma em 7,> dada por

[0l = /{0, v)p =\ (0), dfy () = 1/ ldfy ()2 = [dfy (0)].

A partir de tal norma definimos ainda uma métrica d, em 7,3 se vy, vy €
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T,%, entao

dp(v1,v2) = [v1—va|, = |dfy(vi—0v2)| = |dfy(v1) —dfp(v2)| = d(dfp(v1), dfp(v2)).

Definimos o angulo Z(vy,v3) entre os vetores vy, vy € 1,¥ por

(1, v2)p (dfp(v1), dfp(v2))
|

cos Z(vy,v9) = =

— [v1]p| V2], - \df, (v0)]|df, (v2) = cos Z(df,(v1), df,(v2)).

No caso de superficies imersas em R? uma forma equivalente de interpre-

tarmos a orientabilidade é dado pelo

Teorema 2.0.2. Uma superficie ¥ imersa em R3 é orientdvel se, e somente

se, existe um campo diferencidvel de vetores normais unitdrios N : ¥ — R3.

Neste contexto dizemos que uma superficie ¥ imersa em R? ¢ orientéavel se
existe um campo diferenciavel N : ¥ — S? C R? de vetores unitarios normais
em X, e caso contrario dizemos que X é nao orientavel. Se X é orientavel, a
escolha de um campo diferenciavel de vetores unitarios normais em X é uma

orientacao de ..

Definicao 2.0.5. Seja ¥ uma superficie imersa em R® com orientacdo N.

Entao N : ¥ — S? C R? é chamada a aplicacdo normal de Gauss de .

Fixemos p € X. Uma vez que 1,2 e TN(p)52 sao paralelos, podemos
identifica-los. Dado x € T,X, tomemos ¢ : (—¢,) — ¥ uma curva tal que
c(0) = p e d(0) = x. Derivando (N,N) = 1 na dire¢do de = obtemos
(V.N,N) =0, isto ¢, V,N = (V,N)T. Dessa forma,

ANy (x) = (N o c(t))lico = VN = (VaN)F = —A(r),

ou seja, —A é a diferencial da aplicacao normal de Gauss em p.
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Portanto, a diferencial da aplicagao normal de Gauss dN,, : 1,2 — T}, é
um operador auto-adjunto e a segunda forma fundamental da imersao em p

a: 1,2 x T,¥ — R pode ainda ser definida por

a(z,y) = —(dN,(2),y). (2.1)

Definicao 2.0.6. Sejam ¥ uma superficie imersa em R3 com orientacio N
e dN, : T,)2 — T,X a diferencial da aplicagao normal de Gauss de X em p.
O determinante de dN, € chamado a curvatura Gaussiana K da imesao em
p, e o negativo da metade do trago de dN, é chamada a curvatura média H

da 1mesao em p.

Se Y & uma superficie conexa e orientavel imersa em R?, entdo ¥ possui
precisamente duas orientagoes e por conseguinte dois campos diferenciaveis
de vetores unitarios normais a > distintos. Visto que temos apenas uma di-
recao normal concluimos que, se N é uma orientacao, entao —/N sera a outra.
Observe que dN, e —dN, possuem o mesmo determinante e tragos com si-
nais opostos, donde o sinal da curvatura Gaussiana independe da orientacao,

enquanto que o sinal da curvatura média depende.

De acordo com a equacao 2.1 o ¢j-ésimo elemento da matriz de —dN,
¢ dado por a(ay,as2) onde {a;,as} é uma base ortonormal de 7,2, donde

deduzimos

Teorema 2.0.3 (Equacao de Gauss). Sejam 3 uma superficie imersa em R?

com orientagdo N e p € ¥. Se {z,y} é uma base ortonormal de T,X, entdio

K(z,y) = a(z,z)ay,y) — a(z,y)*.

Sabemos ainda que existe uma base ortonormal {e;,es} de T,% para a

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



21

qual a(e;,e;) = 0 se i # j, e esta é precisamente a base de 7,% constituida
de auto-vetores de —dN, que diagonaliza tal operador. Os auto-vetores e; e
es sao chamados as direcoes principais em p e os auto-valores ki e ks, asso-
ciados respectivamente aos auto-vetores e; e e, sao chamados as curvaturas

principais em p. Logo, pelo Teorema 2.0.3, K(eq, e3) = kyks.

Exemplo 2.0.1. Considere a esfera S*> C R3 orientada pelo campo normal
N : S? — S? C R3 definido por N(x) = —x, isto é, a aplicagio normal de
Gauss € o negativo da aplicacao identidade de S*. Entdo, o determinante de
dN, € igual a 1 para todo p € S?, donde concluimos que curvatura de S* é
igual a 1 em todo p € S?, ou seja, S* é uma variedade Riemanniana com

curvatura seccional constante K = 1.

Definicao 2.0.7. Sejam ¥ uma superficie e f : ¥ — R3 uma imersao. O
gradiente de uma funcgao diferencidvel p : ¥ — R € o campo de wvetores
diferencidvel grady : ¥ — T tal que (grade(p),v), = de,(v),Yv € T,%,

onde o produto interno (,), € o produto interno induzido pela imersao.

Fixado p € ¥, consideremos a restrigao dy, : S; C T,X — R, onde S; =
{v € T,X:|v], = 1}. Dado v € S}, observe que dy,(v) = (grade(p),v), =
\grady(p)|, cos @, onde 0 é o angulo entre os vetores grady(p) e v. Multipli-

cando —1 < Mv))' < 1 por |gradp(p)| concluimos que

— |grade(p
grade(p) grade(p)
—d = —|gradp(p)| < dp,(v) < [gradp(p)| = dp :

donde dp,(v) alcanga seu valor maximo em v = gradp(p)/|grade(p), e
|de,| = sup{|dp,(v)|;v € S;} = |grade(p)|. Por outro lado, se {e1, ez} ¢

uma base ortonormal para 7,>, entao

dpy| = \/dgy(er)? + dpy(ez)?

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



Capitulo 3

O Teorema de Gauss-Bonnet

O objetivo deste capitulo é demonstrar o Teorema de Gauss Bonnet para
superficies e superficies com bordo, o qual nos sera 1til na demonstracao
dos teoremas principais deste trabalho. Para isso, desenvolveremos um breve
estudo da geometria de superficies imersas em R? usando formas diferenci-
ais como ferramenta, e em seguida demonstraremos o Teorema de Stokes.

Detalhes dos resultados abaixo podem ser encontrados em [5].

3.1 Formas Diferenciais numa Variedade

Definicao 3.1.1. Um campo de vetores em R™ é uma aplicacao v que a cada

p € R™ associa um vetor v(p) € R™. Portanto, podemos escrever
o(p) =Y ailp)es,

i=1

onde {ey,...,e,} € a base candnica do R" e a; sao fungoes reais definidas no

R™. Dizemos que v € diferencidvel se as funcées a; sao diferencidveis.

22
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Seja (R™)* o espaco dual de R™, isto é, o espago dos funcionais lineares
¢ : R" — R. Uma base para (R")* pode ser obtida tomando os funcio-
nais dx;, © = 1,...,n, onde z; : R®™ — R é a aplicagao que associa cada
ponto a sua i-ésima coordenada. Como dz;(e;) = 1 e dx;(e;) = 0, se i # j,
{dx1,...,dr,} €& a base dual da base canonica {ey,...,e,}. Isto nos conduz

ao bom entendimento da defini¢ao seguite.

Definicao 3.1.2. Uma forma exterior de grau 1 em R™ € uma aplicacio w
que associa a cada p € R™ um elemento w(p) € (R™)*; w pode ser escrita da

forma
n

w(p) = ai(p)dz;,

i=1
onde a; sao funcoes reais definidas em R™. Se as funcoes a; sao diferencidveis,

w € chamada uma forma diferencial de grau 1.

Agora seja A?(R™)* o conjunto das aplicagdes ¢ : R" x R* — R que
sao bilineares (ou seja, ¢ é linear em cada variavel) e alternadas (ou seja,
o(v,v9) = —p(ve,v1)). Com as operagbes usuais de fungbes o conjunto

A?(R™)* torna se um espago vetorial.,

Dados ¢1,p2 € (R™)*, podemos obter um elemento ¢; A o € A*(R™)*
pela construcao (¢1 A pa)(v1,v2) = det(p;(v))), 1,7 = 1,2. O conjunto {dx; A
dzj;i < j} é uma base para A?(R™)*. Além disso, dx; A dz; = —dz; A da;,

Definicao 3.1.3. Uma forma exterior de grau 2 em R"™ € uma aplicacao w
que associa a cada p € R™ um elemento w(p) € A*(R")*; de acordo com a

discussao anterior w pode ser escrita da forma

w(p) = Z aij(p)dx; A dx;,

1<j
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i,7 =1,...,n, onde a;; sao funcoes reais definidas em R". Quando as fungoes

a;j sao diferencidveis, w ¢ uma forma diferencial de grau 2.

Mais geralmente, consideremos A*(R™)* o conjunto das aplicacoes k line-

ares alternadas ¢ : R" x ... Xx R" — R (¢ é linear em cada variavel e muda
—_————

k—vezes
de sinal com a permutagao de duas variaveis consecultivas). Com as opera-

¢oes usuais fungoes de A¥(R™)* ¢ um espago vetorial. Dados ¢y,..., ¢, €
(R™)*, podemos obter ¢; A ... A ¢, € A*(R")* pela construgdo (o1 A ... A
o) (v1,...,v5) = det(pi(vy)), 4,5 = 1,...,k. Das propriedades de deter-
minantes segue que @7 A ... A ¢ € k linear e alternada. Em particular
dzi, A ... Ndz;, € AF(R™)* 4y, ...,4, = 1,...,n. Além disso podemos con-
cluir que o conjunto {dz;, A ... Ndx;;in < ... < g dy,...,0 = 1,...,n}
¢ uma base para A*(R")*. E novamente somos conduzidos ao bom entendi-

mento da definicao mais geral seguinte.

Definicao 3.1.4. Uma forma exterior de grau k em aberto R™ é uma apli-
cagdo w que associa a cada p € R™ um elemento w(p) € A*(R™)*; w pode ser

escrita da forma

11<...<i

1,0 =1,...,n, onde a;,__; sao funcoes reais definidas em R". Quando
as funcoes a;,._;, sao diferencidveis, w € uma forma diferencial de grau k ou

uma k forma diferencial.

Uma funcgao diferenciavel f : R™ — R é uma 0 forma.

Usaremos a notagao I para indicar a k-upla (i1,...,7) com iy < ... < i

ei,...,1, =1,...,n, dr; para indicar dz;, A\ ... \dx;,, logo w = E ardxy.
I

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



3.1. Formas Diferenciais numa Variedade 25

Definicao 3.1.5. Dadas w = Za;dwl e = bedxf, k formas diferen-
I I

ctais, definimos sua soma por w + ¢ = Z(a; + by)dx;.
I

Definicao 3.1.6. Sejam w = Za1d$17 I=(i1,...,i), i1 < ... <l uma
I
k forma diferencial e p = Zb‘]da:(;, =1y vds), 1 < ... < js uma s
J

forma diferencial. Definimos o produto exterior de w e ¢ por

w/\gpzZaIdex[/\d:UJ.
1J

O produto exterior de formas em R" satisfaz as seguintes propriedades.

Proposicao 3.1.1. Sejam w uma k forma, @ uma s forma e 8 uma r forma.

Entao:

1. (WA@)NO=wA (pAB);
2. (whe)=(=D"(pAw);
3. wA(p+0)=wAp+wAb, ser =s.

Definicao 3.1.7. Seja f : R" — R™ uma aplicacao diferencidvel. Entao f
induz uma aplicacao f* que a cada k forma w em R™ associa uma k forma

fw em RY definida por (f)(p)(vr,- ., o) = w(FO)fy(1),- ., dfy(01)
ondep € R", vy, ..., v, € R" e df, : R" — R™ ¢ a diferencial da aplicacao f

em p. Se g é uma 0 forma, entio f*(g) =go f.

Proposicao 3.1.2. Sejam [ : R™ — R™ uma aplica¢ao diferencidvel, w e

k formas em R™, e g : R™ — R. FEntao:

1 ffwtp)=fwt fro;
2. f*(gw) = f*(g9)f*(w);
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3. Se v1,..., 0k sao 1 formas em R™, entao f*(o1 A... Apr) = (1) A
/\f*((pk), .

Proposi¢ao 3.1.3. Seja [ : R" — R™ uma aplicacao diferencidvel. Entao:

1. fflwAe)=(f"w)A(f*p), onde w e p sio formas quaisquer em R™;
2. (fog)w=g"(f'w), onde g : R? — R™ é uma aplicacdo diferencidvel.

Defini¢ao 3.1.8. Seja w = > ajdx; uma k forma em R™. A diferencial
exterior dw de w € definida por dw = dar A dzy.

Proposicao 3.1.4. 1. d(wy + dws) = dwy + dws, onde wy € wy sao k

formas;

2. d(wA @) =dwAp+ (=1)wAdp, onde w é uma k forma e © é uma s

forma,
3. d(dw) = d?w = 0;

4. d(f*w) = f*(dw), onde w € uma k forma em R™ e f : R™ — R™ ¢ uma

aplicacao diferencidvel.

Seja V um espaco vetorial. Denotaremos por A*(V)* o conjunto das

aplicacoes w: V x ... x V — R que sao k lineares e alternadas.

Definicao 3.1.9. Seja M"™ uma variedade diferencidvel. Uma k forma exte-

rior w em M € uma correspondéncia que a cada p € M associa um elemento

w(p) € A¥(T,M)*.

Dada uma k forma exterior w em M e uma parametrizacao x, : Uy, — M
em p, definimos a representacao de w nesta parametrizacao como a k forma

exterior w, em U, C R" definida por

Wa(V1, .. vg) = wldzg(vy), ... dxg(vg)),v1, ..., v € R™.
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Observemos que, se 23 : Ug — M é outra parametrizacao tal que z,(U, )N
z5(Upg) # 0, e w, € wg sao representacoes de w nestas parametrizagoes, entao

(z5' 0 Ta)*ws = Wa.

Defini¢ao 3.1.10. Uma forma diferencial de ordem k (ou uma k forma
diferencial) numa variedade diferencidvel M™ € uma k forma exterior, tal
que em algum, e portanto todo sistema de coordenadas, sua representacao €

diferencidvel.

Todas as operacoes definidas para formas diferenciais em R™ podem ser
extendidas para formas diferenciais em M" através de suas representacoes
locais. Por exemplo, se w é uma forma difererencial em M, dw é a forma di-
ferencial em M cuja representacao local é dw,, que pelo item 4 da Proposicao

3.1.4, dwy = d((x5" 0 14)*wp) = (a:gl 0 Zy)*dwg.

3.2 As Equacoes Estruturais do R"

Definicao 3.2.1. Sejam U C R™ e {ey,...,e,} um conjunto de n campos de
vetores diferencidveis definidos em U tais que (e;,e;) = d;5, onde 6;; = 0 se
it # 7 edy; =1sei=j. Tal conjunto de campos de vetores é chamado um

referencial movel em U.

Defini¢ao 3.2.2. Dado um referencial mdvel {e;}, i = 1,...,n, podemos
definir n 1 formas diferenciais pela condi¢io w;(e;) = 6;5, ou seja, {w;},
i =1,...,n, € a base dual da base {e;}. O conjunto de formas {w;} ¢

chamado o co-referencial associado ao referencial {e;}.

Cada campo de vetor e; € uma aplicacao diferenciavel e; : U C R" — R™.

A diferencial de e; em p, (de;), : R* — R", é uma aplicacao linear. Portanto,
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para cada p e cada v € R™ podemos escrever (de;),(v) = > (wij)p(v)e;. As
n? expressoes (w;;),(v) definidas acima sio 1 formas diferenciais chamadas as
formas de conezdo do R™ no referencial moével {e;}. Derivando (e;, e;) = d;;,
obtemos 0 = (de;, ;) + (e;, de;) = w;j + wj;, isto é, as formas de conexao
sao anti-simétricas em relacao aos indices, donde nem todas as formas de

conexao sao independentes.

Proposicao 3.2.1 (As Equagbes Estruturais do R"). Sejam {e;} um refe-

rencial mdvel num aberto U C R™, {w;} o co-referencial associado a {e;}, e

w;j as formas de conexdo de U no referencial {e;}. Entao dw; = Zwk A Wi
k

k

Lema 3.2.1 (Lema de Cartan). Sejam V" um espago vetorial de dimensao
newp,...,w.: V" =>R, r<n, formas lineares em V linearmente indepen-
dentes. Se existem formas 0y,...,0, : V" — R tais que >, w; AN0; = 0,

entao 0; = Y., a;w; com a;; = aj;.

Segue do Lema de Cartan o seguinte fato de unicidade das formas de

conexao.

Lema 3.2.2. Sejam U C R" e wy,...,w, 1 formas diferenciais linearmente
independentes em U. FExiste um inico conjunto de 1 formas difererenciais

{wij}, 1,7 = 1,...,n, satisfazendo w;; = —wj; e dwj = > wy A wg;..

3.3 Superficies em R?

Seja z : ¥ — R3 uma imersao de uma superficie em R?. A cada p € &

associemos um produto interno (, ), definido em 7, por

(v1,v2)p = (dxp(v1), dzp(V2)),
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onde vy,v, € T,X e o produto interno do lado direito é produto interno
canodnico do R3. Tal correspondéncia define uma métrica Riemanniana em X

chamada a métrica induzida pela imesao x.

A forma local das imersoes nos garante que, dado p € X, existe uma
vizinhanca U C X de p tal que a restrigao z|U é um mergulho. Seja V C R?
uma vizinhanga de x(p) em R? tal que V N x(X) = z(U), na qual é possivel
escolher um referencial movel adaptado {eq, es, €3}, isto é, quando restrito a

z(U), e1 e ey sdo tangentes a x(U), e e3 normal a z(U).

Em V| temos associado ao referencial {e;}, o co-referencial {w;} e as
formas de conexao w;; = —wj;, 1,5 = 1,2,3, que satisfazem as equagoes
estruturais: dw; = wy A wo1 + w3 A w3y, dws = wi A wia + w3 A wss, dws =

w1 A wiz + wo A waz, dwia = wiz A was, dwiz = Wiz A wag, dwaz = way A wis.

Aimersdox : U C ¥ — V C R? induz formas 2*(w;), 2*(w;;) em U. Como
x* comuta com d e A, tais formas ainda satisfazem as equacoes estruturais.

Note que z*(w3) = 0, pois para todo ¢ € U e todo v = aje; + ages € T,%,

" (w3)(v) = ws(dz(v)) = wy(are; + agesy) = 0.

Com um certo abuso de notagdo, escreveremos z*(w;) = w; e x*(w;;) =
w;;. Olharemos para U como um subconjuto de R?® pela aplica¢io inclusao
z: U — R? (afinal 2|U é um mergulho), e olharemos para as formas w; e w;
restritas a U. Essas formas restritas a U satisfazem as equacoes estruturais
e a relacao w3 = 0. Entao, em U teremos dws = wq A w1z + wa A waz = 0 e
pelo Lema de Cartan

w1z = hiiwy + higws,

wag = hoywy + hoows,
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onde h;; = hj; sao exatamente os coeficientes da segunda forma fundamental

de z.

Observe que a aplicacao es : U — R? toma valores na esfera unitaria
S? C R3, pois |ez] = 1. Fixando uma orientagao de U em R3, escolhemos
um referencial {e;} tal que, para cada ¢ € U, {ey,es} esta na orientagao de
U e {e1, e, €3} esta na orientagao de R3. Neste caso, ez : U — S? C R? nao
depende da escolha do referencial, donde estd bem definida, e é chamada a
aplicacao normal de Gauss em U. Note que, se Y é orientada, a aplicacao

normal de Gauss pode ser globalmente definida em 3.

Como des = wsie1 + wsaes, temos pela unicidade do Lema de Cartan que,

dey = — hir hao |
ho1 hao
isto é,(—h;;) é a matriz da diferencial da aplicacao normal de Gauss e3 : U —
S?% na base {e1,e2}. Como (—h;;) é simétrica, a diferencial des(q) : T,% —
T,S? da aplicagdo de Gauss ¢ uma aplicagao linear auto adjunta, e portanto

pode ser diagonalizada por auto-valores reais —\; e —\y. E usual definirmos a

curvatura Gaussiana K de ¥ em g por K = det(dez), = My = hithaa—h3y e

a curvatura média H de ¥ em g por H = —1tr(des), = 21522 = Muthn onde
as funcoes envolvidas sao calculadas em ¢q. K e H independem da escolha do
referencial mével. H muda de sinal com uma mudanca de orientacao, mas
K permanece com o mesmo sinal com uma tal mudanca. As expressoes de

K e H em termos de um referencial mével sao:

dw12 = W13 A W32 = —<h11h22 - h%2)wl N Wo = —le A\ W2,

W13 N Wy + wq A Wo3 = (hn -+ hzg)wl A Wy = 2Hw1 A wWa.
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Teorema 3.3.1 (Egregium (Gauss)). K depende somente da métrica indu-
zida em X, isto é, se x, 2’ + ¥ — R3 sdo duas imersoes com a mesma métrica
induzida, entio K(p) = K'(p), p € M, onde K e K’ sdo respectivamente as

curvaturas Gaussianas das imersoes © e x'.

Demonstracao. Seja U C ¥ uma vizinhanca de p e consideremos um referen-
cial movel {ey, e} em U, ortonormal na métrica induzida. Podemos extender
o conjunto {dz(e1),dxs(ez)} & um referencial adaptado em V' C x(U), e ana-

logamente {dz’(e1), dz,(e2)} pode ser extendido & um referencial adaptado

em V' C 2/(U).

Denotemos com linha as entidades referentes a imersao 2’. Entao, por du-
alidade w; = w] e wy = wj, e pela unicidade do Lema de Cartan, concluimos

que dwiy = dw|y = —Kw; Awy = —K'wy A wg, donde K = K'. O

Dada uma imersao z : ¥ — R3 associamos duas formas quadraticas em

cada T2, p € ¥ definidas a seguir.

A primeira forma quadrdtica I, é a forma quadratica associada a forma
bilinear (,),, isto é, I,(v) = (v,v),. Num referencial adaptado {e;,es,e3}, a

expressao da primeira forma quadratica I é dada por

I(v) = (v,v), = (wi(v)er + wa(v)ea, wi(v)er + wa(v)esr)

= (wiwier + wows)(v) = (wi + w3)(v),

onde w;w; é o produto simétrico de w; com w;, ou seja, (w;w;)(v) = w;(v)w;(v),

i = 1,2. Portanto, a primeira forma quadrética é dada por I = w? + w3.

A segunda forma quadrdtica é definida num referencial mével adaptado
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por

]Ip(v) = (wlgwl + WQ3WQ)(U) = Z hijwiwj, Z,j = 1, 2,

ij
onde estamos considerando novamente produtos simétricos de formas dife-
renciais. Nos resta mostrar que I independe do referencial escolhido, o que
de fato acontece uma vez que esta é a forma quadratica associada ao negativo
da diferencial da aplicagao de Gauss, isto é, a matriz de /I, = —des dada

acima.

Seja « : (—e,e) — ¥ uma curva em X parametrizada pelo comprimento

de arco s, com «(0) = pe o/ (0) = v € T,X. Entao, escrevendo zoa(s) = x(s)

e e3 0 a(s) = e3(s), obtemos (£, e3(s)) = 0, e portanto
d*x dz de
(Gaesls)lls=o = (-, d_;HS:O = —(dz(v), des(v)),

= (wier + wees, wyre1 + wszea) (V)

= (wiwiz + wawaz)(v) = I1,(v).

Por outro lado, denotando por k(s) a curvatura de «a(s) e por n(s) o ve-
tor normal a a(s), temos <C§—§(0),63(0)> = k(0)(n(0),e3(0)). A expressao
k(n,es)(p) é chamada a curvatura normal k,(v) da superficie na dire¢do do
vetor v = &/(0) no ponto p. Como II,(v) = k,(v), temos que k,(v) é a

mesma para toda curva a(s) com o mesmo vetor tangente v em p.

Reunindo as interpretacoes acima concluimos que

L1, (v) = —({des(v), v)p = kn(v).

Sabemos que os valores maximo e minimo que I/, assume no circulo
St C T,% sao os autovalores —\; e —\y de (—de3) e seus respectivos vetores

proprios geram o auto espaco de (—deg). As curvaturas normais extremas
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ki1 = —A1 e kg = —)\y sao chamadas as curvaturas principais em p e as suas

direcoes correspondentes sao chamadas as diregoes principais em p.

Lema 3.3.1 (Teorema de Levi Civitta). Sejam ¥ uma superficie Rieman-
niana e U C X um aberto no qual estd bem definido um referencial movel
{e1,ea} com co-referencial associado {wi,ws}. FEriste uma tinica 1-forma

Wio = —woy tal que dwy = wis A wy € dwy = war A wy.

Lema 3.3.2. Se os referenciais {€1,e} e {e1,ea} tem a mesma orientacao,
entao wip = Wips — T, onde T = fdg — gdf. Se os referenciais tem orientacao

oposta, entao wis = —Wios — T.

Lema 3.3.3. Sejam p € U C X, v : I — U uma curva tal que y(ty) = p e
o = angle(ei(p),e1(p)). Entdo

‘odg df
o) = [ 5~ oG+ o

¢ uma funcao diferencidvel tal que cos (t) = f, sinp(t) = g, ¢(ty) = ¢o €

dp = vy*T.
Segue das expressoes w; = fWw; — gws € we = gw; + fwy, que numa
superficie orientada as 2 formas wi; A wy = W7 A Wy = o independem da

escolha do referencial, donde esté definida globalmente em . Se v; = ay1e1+
(1269 € Uy = ag1€1 + ageey sa0 vetores linearmente independentes em algum
p € X, entdo o(vy,v2) = det(a;;) = area(vy,vs), onde (vy,vz) denota o

paralelograma gerado por vy e vy. 0 é chamado o elemento de drea de 3.

Proposicao 3.3.1. Seja X uma superficie Riemanniana. Para cada p € X
definimos um nimero K (p) pela escolha um referencial mdvel {e1,es} em p e
fazendo dwia(p) = —K(p)(wi Aws)(p). Entao, K(p) nao depende da escolha

do referencial.
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Definicao 3.3.1. Seja X uma superficie Riemanniana orientada e seja o :
I — Y uma curva diferencidvel parametrizada pelo comprimento de arco s
com o/(s) #0,s € I. Numa vizinhan¢a de um ponto a(s) € 3, considere um
referencial movel {e1,es} na orientacao de ¥ tal que, restrito a «, ei(s) =
o/(s). A curvatura geodésica ky de oo em M ¢ definida por ky = (o*wi2) (L),

onde % € a base canodnica de R.

Proposicao 3.3.2. Sejam o : I — X e {ey,e2} como na definicio acima
(aqui ndo € necessdrio exigir que ¥ seja orientdvel, pois existem apenas duas
possibilidades para a escolha de ey). Entao ey € paralelo ao longo de « se, e

somente se, a*wio = 0.

Corolario 3.3.1. Uma curva diferencidvel o : I — ¥ € uma geodésica se, e

somente se, sua curvatura geodésica € nula em todo seu dominio.

Proposicao 3.3.3. Sejam ¥ orientada, o : [ — X uma curva diferencidvel
parametrizada pelo comprimento de arco s com o/(s) # 0, s € I, V um
campo de vetores paralelo ao longo de o e p = Z(V,¢'(s)), onde o dngulo é

medido de acordo com a orientagdo. Entao ky(s) = fl—f.

3.4 Teorema de Stokes

Definicao 3.4.1. Sejam M™ uma variedade diferencidvel e w uma forma
diferencial definida num aberto U C M. O suporte K de w € o fecho do
congunto A = {p € U;w(p) # 0}.

Definicao 3.4.2. Sejam U C R™ um aberto e w uma n forma diferencial
definida em U . Escrevemos w = a(x1,...,x,)dxy A ... A dz,. Suponhamos

que o suporte K de w € um compacto contido em U. Definimos

/w:/ adxy ...dx,,
U K
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onde a integral do lado direito € a integral multipla usual em R™.

Definicao 3.4.3. Sejam M"™ uma variedade diferencidvel compacta e orien-
tada pela familia {(Uy, fa)}, € w uma n forma diferencial em M. Suponha-
mos que o suporte K de w estd contido em alguma vizinhanca coordenada
Voo = fa(Us) € que wy = ao(21, ..., x,)dxy A ... Adx, € a representagao local
dew em U,. (O suporte K de w é compacto, visto que é subconjunto fechado

de um espago compacto). Definimos

/w:/ wa:/ andzy . ..dx,,
M « «

onde a integral do lado direito é uma integral em R™.

Suponhamos agoraque K estd contido numa outra vizinhanga cooorde-
nada V3 = f3(Us) da mesma familia e que V,, = Vz. Seja f = f'o fs:
Us — U, a mudanga de coordenada dada por z; = fi(y1,...,yn), @ =
L...,n, (z1,...,2,) € Usy(y1,...,yn) € Us. Sendo ws = f*(w,), temos
wg = det(df)agdy; A ... A dy,, onde

aﬁ = aa(fl(yla cee 7yn)7 ce e 7fn<y17 se . 7yn))7
e pela mudanga de variaveis para integrais miltiplas em R" obtemos
/ andry ...dxr, = / det(df )agdys . . . dy,,
@ Uﬁ
e como det(df) > 0 concluimos que

/wa:/ wg.
e Vﬁ

Dai fica claro que sem orientabilidade, o sinal da integral nao estaria bem

definido.
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No que segue B,.(0) = {p € R™";|p| < r}.

Lema 3.4.1. Eziste uma funcao diferencidvel ¢ : B3(0) — R satisfazendo:

1. ¢(p) =1, p € B;(0)
2. 0 < p(p) <1, pe By(0)

3. ¢(p) =0, p € B3(0) — By(0).

Demonstragao. Considere a funcao o : R — R definida por a(t) = e_m,
set € (—2,—1),ea(t)=0,set € R—(—2,—1), e tome a fungdo diferenciavel
v(t) = ['_a(s)ds cujo valor maximo & A = f a(s)ds = f a(s)ds. Por
construcao S(t) = v(t)/A ¢ uma funcgao diferenciavel tal que S(t) = 0, se
t<-20<pB(t)<1l,sete(—=2,—1),epB(t) =1,set > —1. Dessa forma, a
basta tomar ¢ : B3(0) — R definida por ¢(p) = B(—|p|). O

Lema 3.4.2. Sejam M™ uma variedade diferencidvel, p € M e g: U C R"
uma parametrizacao em p. Entao, existe uma parametrizagio f : B3(0) — M

em p tal que f(B3(0)) C g(U) e f~*(p) = (0,...,0).

Demonstracdo. Suponhamos que g~'(p) = ¢. Como U é aberto, existe r >
0 tal que B,(q) C U. Sejam T a translacao em R™ que associa ¢ a 0, e
H : R" — R" a aplicacao que a cada p € R" associa o ponto %p. Entao,
HoT leva B.(q) C U em Bs(0). Portanto, basta tomar a parametrizagao
f: B3(0) = M dada por f =goT o H™ ! O

Proposicao 3.4.1. Sejam M uma variedade diferencidvel compacta e {V,}
uma cobertura de M constituida de vizinhancas coordenadas. Existem fun-

coes diferencidveis o1, ..., o, satisfazendo:
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2. 0 < p; <1, e o suporte de p; estd contido em algum V,. da cobertura

{Va}-

Demonstragao. Para cada p € M considere a parametrizacdo f, : B3(0) —
M dada pelo lema anterior, com f,(B3(0)) =V, C V,, para algum V, da
cobertura {V,}, e facamos W, = f,(B1(0)) C V,. A familia {W,} uma cober-
tura aberta de M. Pela compacidade de M podemos extrair de {I¥,} uma
subcobertura finita Wy, ..., W,,. Os conjuntos Vi, ..., V, também constituem
uma cobertura de M. Definamos as funcoes 6, : M — R, i =1,...,m, por
0; =¢oftem Ve =0em M —V;, onde ¢ : B3(0) = R & a fungio

dada pelo lema acima. As funcoes 6; sao difarencidveis e o suporte de 6; esta

contido em V;. Por fim, as fung¢des definidas por ¢;(p) = %, p € M.
j=1Y3
Por construcao as fungoes @; satisfazem as condicoes do enunciado. O]

Defini¢ao 3.4.4. Sejam M wuma variedade diferencidvel compacta e {V,}
uma cobertura de M constituida de vizinhangas coordenadas. A familia {p;}
construida na proposiciao acima € chamada uma particao diferencidvel da
unidade subordinada a cobertura {V,}. (Quando M € orientdvel, tomamos

{Va} compativel com a orientacao.)

Definicao 3.4.5. Sejam M™ uma variedade diferencidvel compacta e orien-
tada, e w uma n forma em M. Considere {V,} uma cobertura de M por
vizinhangas coordenadas compativel com a orientacao e {p;} uma particao
diferencidvel da unidade subordinada o {V,}. (Pela proposicao anterior o

suporte da forma p;w estd contida em V;). Definimos

fom5 Lo

=1

Considere {IW3} uma outra cobertura de M que determina em M a mesma

orientagao que {V,}, seja {¢;}, j = 1,..., s uma particdo da unidade subor-
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dinada & {W3}. Entao {V, N W;s} serd uma cobertura para M e a familia
{¢i1);} serd uma particdo da unidade subordinada & {V,, N W3}. Portanto

g/M‘PiW:g/M%(;%)W:ZZj/M%%%

onde na ultima igualdade usamos que, para cada i, as funcoes ;2); sao

definidas em V;. Analogamente,

; ijw:;/ﬂ/[(; SOi)l/Jjw: izj/M(piij’

donde a definicao acima independe das escolhas feitas.

Definigao 3.4.6. O conjunto H" = {(z1,...,z,) € R"; 21 < 0} € chamado
um semi espaco do R™. Um conjunto aberto de H™ € a intersecao de um
aberto U do R™ com H™. Dizemos que uma fun¢ao f:V — R definida num
conjunto aberto V de H™ é diferencidvel se existem um aberto U D'V e uma
funcdo diferencidvel f em U tal que a restrigio de f a 'V coincide com f.

Neste caso, definimos df,, p € V, de f em p como sendo df, = dfp.

A definicao de df,, independe da extensao f de f, e uma aplicacdo dife-

renciavel f:V — R" é definida tal como foi feito acima.

Definicao 3.4.7. Uma variedade diferencidvel n dimensional com bordo re-
qular € um conjunto M e uma familia de aplicagoes injetivas f, : Uy C R" —

M de conjuntos abertos de H™ em M tal que:

1.\ JfulUs) = M;

2. Para todo par «, B, com fo(Us) N fs(Us) = W # 0, os conjuntos
YW e fﬂ_l(W) sao abertos em H™ e as aplicagoes fﬁ_1 o fo 8GO

diferencidveis;
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3. A familia {(Uy, fo)} € mdzima relativamente as condigoes (1) e (2).

Definicao 3.4.8. Dizemos que p € M € um ponto no bordo de M, se tivermos

f0,z9,...,x,) = p, para alguma parametrizacio f: U C H" — M em p.

Lema 3.4.3. A defini¢cao de ponto no bordo nao depende da parametrizacao.

Demonstragao. Seja f; : Uy C H" — M uma parametrizacao em p tal que
fitlp) = q = (0,29,...,7,). Suponhamos que exista uma parametrizacio
fo: Uy C H* = M em p tal que f;'(p) = o = (x1,...,2,) com z; # 0. A
aplicacao f; ' o fo i fo {(W) — f;7 (W) & um difeomorfismo. Como x; # 0,
existe uma vizinhanca U C f; (W) de ¢ que ndo intersecta o eixo .
Restrigindo f; ' o f, a U obtemos uma aplicacio diferenciavel f; o fo : U —
H™ tal que o determinante de d(f; ' o f3), ¢ ndo nulo. Pelo Teorema da
funcdo inversa, existe uma vizinhanca V C U de g, tal que f; 1o fo : V —
fito fo(V) é um difeomorfismo, entdo f; ' o fo(V) contém pontos da forma
(x1,...,2,) com x; > 0, 0 que nao acontece em H" e esta contradigao

encerra a demonstragao. O

Definicao 3.4.9. O conjunto dos pontos no bordo de M é chamado o bordo
de M e serd representado por OM.

As defini¢oes da fungoes diferencidveis, espago tangente, orientabilidade,
etc, para variedades com bordo, sao exatamente as mesmas para variedades

diferenciaveis, substituindo R™ por H".

Proposigao 3.4.2. O bordo OM de uma variedade diferencidvel M com
bordo, € uma variedade diferencidvel de dimensao n — 1. Além disso, se M

€ orientdvel, uma orientacao para M induz uma orientacdo para OM .

Demonstracao. Sejam p € M um ponto no bordo de M e f, : U, C H" —

M™ uma parametrizagao em p. Entdao f;'(p) = ¢ = (0,22,...,2,) € U,.
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Seja Uy, = U, N {(x1,...,2,) € R%z; = 0}. Identificando o conjunto
{(z1,...,2,) € R%z; = 0} com R™!, vemos que U, é uma aberto em
R™'. Denotando por f, a restricio de f, a U,, temos pelo lema anterior
que f,(U,) C OM. Fazendo p variar em OM, vemos que a familia {(U,, f,)}

é uma estrutura diferenciavel para OM.

Agora, vamos assumir que M é orientavel e vamos escolher uma orienta-
¢ao para M, ou seja, uma familia {(U,, fo)} tal que a mudanga de coorde-
nadas tem jacobiano positivo. Consideremos os elementos desta familia tais
que fo(Uy) NOM # ) e a estrutura diferenciavel f,(U,) C OM para OM
como construfda acima. Mostraremos que, se f(Uq) N f5(Us) # 0, entdo
det(d (fa_ o fﬁ) ) > 0, para todo ¢ cuja imagem, por alguma parametrizacao,

estd no bordo de M.

Observe que, a mudanga de coordenadas f,o f5 ! associa pontos da forma

(0, xg, ...,2%) a pontos da forma (0,25, ...,2%). Portanto, para um ponto ¢
no bordo,
-1 a‘rla
xl
Mas % > 0, pois 2§ = 0 em g = (0,29,...,2%), e amobos, z§ e xf sa0

negativos numa vizinhan(;a de p. Como det(d(f, ' o fz)) > 0 por hipotese,

concluimos que det(d(f,,

N Yo fﬁ)) > 0, como querfamos. O

Teorema 3.4.1 (Teorema de Stokes). Sejam M™ uma variedade diferen-
cidvel com bordo compacta e orientada, w uma (n — 1) forma em M e

1:0M — M a aplicacao inclusio do bordo OM em M. Entao

/ i*w:/ dw.
oM M

Demonstracao. Seja K o suporte de w. Consideraremos os seguintes casos:
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1. K esta contido em alguma vizinhanca coordenada V = f(U) de uma

parametrizacao f: U C H® — M. Em U,

w:Zajdarl/\.../\dafj_l/\da:j+1/\.../\dasn,

onde a; = a;(z1,...,x,) ¢ uma fungao diferenciavel em U. Portanto,

dw = (Z(—l)j_l%)dxl Ao ANdzy,.
j

j=1

(a) Vamos assumir inicialmente que f(U) N oM = (). Entdo w é zero

em OM e i*w = 0. Portanto

/ *w = 0.
oM

Mostraremos que

u 1 0a,;
dw:/ — ZNdaxy ... dx, = 0.
/M U(]Z_;( 8%)

Para isso, vamos extender as funcoes a; a H" da seguinte forma:
aj(T1,...,2n) = aj(x1,...,2,), 8¢ (T1,...,2,) €EUeaj(zy,...,2,) =
0, se (z1,...,2,) € H* —U. Como f~(K) C U, as fungoes a;,
bem definidas, sao diferenciaveis em H". Agora, seja () C H™ um
paralelepipedo dado por z; < 23 < x;, j = 1,...,n, a contendo

f7YK) em seu interior. Entao

., 0a; oa
—1)y-1222 J
/U(% (-1) axj)dxl...dxn /axjdxl

= Z(—l)j_l /[aj(xj, ceey X1, ZL’?, L1y ,fn)

J
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1
—CLj(Il, PN 71’]'_1,Ij,l’j+1, ce ,ZEn)]dlL'l ce dxj_1d$j+1 ce dlL’n = 07

. 0 _ 1
pois a;(z, ..., 25, ..., Tn) = aj(T1,..., 75, ...,

z,) = 0 para todo
j.

Vamos assumir agora que f(U)NIM # (). Entao a aplicacao inclu-
sao ¢ pode escrita como: x; = 0, x; = z;. Portanto, usando a ori-
entacdo induzida no bordo, i*w = a1(0, s, ..., z,)dza A ... Adxy,.
Como no caso (a), extenderemos as funcoes a; a H" e considera-
remos o paralelepipedo @ dado por z} < 2y <0, z} < x; < af,
7 =2,...,n e tal que a unido do interior de () com o hiperplano

z1 = 0 contendo f~!(K). Entao
Oa;
Z 1 j
/ dw = ] / 8:53 d£C1

= / [a1(0, 29, ..., 2,) — ay(x], 29, . .., 2n)]dos . . . d2y
Q

—i—Z(—l)j_l / aj(zy,.. . a0, ) —aj(x, . a), a)]

=2 Q

de’l ce dZEj_leL'j_H N dil?n.

0 _ 1 _ _
Como a;(ry,..., 75, ..., 2,) = aj(r1,...,2j,...,2,) = 0, para j =

1 _
2,...,nea(x,T,...,2,) =0, obtemos

/w:/al((),a:g,...,xn)dazz...da:n:/ w.
M M

2. Consideremos agora o caso geral. Sejam {V,} uma cobertura de M

por vizinhancas coordenadas compativel com a orientacao e ¢, ...,

uma particdo diferenciavel da unidade subordinada a {V,}. As formas

w; = @jw, j = 1,...,m satisfazem as condigdes do caso (1). Além
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disso, como ), dip; = 0 temos Y w; =w e ) dw; = dw. Portanto,

m m m
/ dw = E /dwj: E i*wj:/ i E wj:/ w.
M = Jm = Jom oM oM

Jj=1

3.5 Teorema de Gauss-Bonnet

Neste secao ¥ denotard uma superficie compacta e orientada.

Definicao 3.5.1. Seja X um campo de vetores diferencidvel em . Um
ponto p € ¥ no qual X(p) = 0 € chamado um ponto singular de X. Diz se
que um ponto singular p € isolado se existe uma vizinhanca V C X de p na

qual nao hd outro ponto singular além de p.

A partir de agora, por conveniéncia escolheremos V' homeomorfo a um
disco aberto do plano. Observe que, o conjunto dos pontos singulares isolados

é finito pela compacidade de 3.

Sejam X : X — T um campo de vetores diferenciavel e p € ¥ uma
singularidade isolada de X. Consideremos o referencial movel {€, e}, onde
€1 = X/|X| e & é um campo de vetores unitarios ortogonal a €;, e na orienta-
¢ao de Y. De tal procedimento determinamos formas diferenciais wy, wo, Wi
em V — {p}. Escolhamos um outro referencial moével {e;,e2}, na mesma
orientacao anterior, definido em V. Determina se assim formas diferenciais
wy,wo,wiz em V. A diferenca wis — wyz = 7 esta definida em V — {p}. Con-
sideremos C' uma curva simples fechada que limita uma regiao compacta de

V' contendo p em seu interior (C' sera orientada como o bordo dessa regido).
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Pelo Lema [?], a restricdo de 7 a C' é a diferencial do angulo ¢(t) entre €, e

e1 ao longo de C. Portanto,

/Tz/dgszﬂ[.
c c

O inteiro I é chamado o indice de X em p.

Lema 3.5.1. A definicao de I nao depende da curva C.

Demonstracao. Sejam Cp e Cy duas curvas simples fechadas ao redor de p,
como na definicao de indice. Suponhamos inicialmente que C; e C5 nao se
intersectam e consideremos a regiao anelar A limitada por C e C5. Sejam
I; e I, os indices calculados com C4 e C5 respectivamente. Pelo Teorema de

Stokes e de dr = 0,

1 1 1
]1—]2:—/7'—— T=— [ dr =0,
27 J o 27 J., 2 A

0 que prova essa etapa da demonstracao. Se C e (5 se intesectam, basta
escolher uma curva C3 que nao intercte C; e Cs, e usando o que vimos acima

concluimos que I = I3 = I. O

Lema 3.5.2. A definicdo de I nao depende da escolha do referencial {e1,es}.
Mais precisamente, sejam S, = 0B, o bordo de um disco de raio r e centro
em p, e considere o referencial movel {€1,€2} da definicao. Entao, existe o

limite

el =1.

Demonstragao. Sejam S,,, S,, circulos concentricos com ry < 1 e A limitada

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



3.5. Teorema de Gauss-Bonnet 45

por S,, e S,,. Pelo Teorema de Stokes, quando r;,79 — 0 temos

/ 512—/ 5122/0@12 (3.1)
S S A

1 T2

Observe que Wiy nao estd bem definida em B,,, entretando dw,, = —Ko

certamente estd definida em todas as partes. Segue que qualquer sequéncia

/ wlg,...,/ 512,...,
S S

1 ™n

com {r,} — 0, é uma sequéncia de Cauchy, e portanto converge. Logo o
limite

.1 _ =

lim — wip =1

r—0 27 S,
existe e mostraremos que [ = I.

Em (1.1), fixemos r; e fagamos 75 tender a 0. Entao

/ Wi — 27l = / dwis = — Kw; A Ws. (3.2)
s B

1 T1 Brl

Por outro lado, como Wiy = wis + 7 temos

/512—/ w12+/ T—/ dw12—i—/ T=— Kwi ANwy + 2711
S Sry Sry B, s By,

(3.3)
Por (1.2) e (1.3), concluimos que I = I como queriamos. O

Lema 3.5.3. O indice nao depende da métrica.

Demonstragao. Sejam (,)o e (,)1 duas métricas Riemannianas em ¥. Para
cada t € [0,1] considere (,); = t(,)1 + (1 —t){,)o. Entao (,); ¢ um produto
interno definido positivo em 3 que varia deferencialmente com p. Portanto,

(,): € uma familia um parametro de métricas em ¥ que comega em (,)q e
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termina em (, );. Sejam Iy, I; e I; seus indices correspondentes. Pelos lemas
anteriores, I; ¢ uma funcao continua de t. Sendo um inteiro, concluimos que

Iy = const., t € [0, 1]. Portanto Iy = I;, como queriamos mostrar. O

Teorema 3.5.1 (Teorema de Gauss-Bonnet). Sejam ¥ uma superficie com-
pacta e orientada, e X um campo de vetores diferencidvel em X com singula-
ridades isoladas p1, ..., pr cujos indices sao Iy, ..., I. Entao, para qualquer

métrica Riemanniana em X,

/ Ko =27 g I;,
> i
onde K é a curvatura Gaussiana da métrica e o € o seu elemento de drea.

Demonstragao. Considere em X—U;{p;} o referencial movel {e; = X/|X|, e},
onde €, ¢ um campo de vetores unitarios ortogonal a €; na orientacao de 3.
Denotemos por B; uma bola com centro p; que nao contém singularidades

exceto p;. Pelo Teorema de Stokes temos

/ KWy Nwy = —/ dwio :/ Wiz = E / Wiz,
U B; S-U;B; U(9B;) — Jos,

onde 0B; tem a orientagao induzida por B; (ou seja, a oposta da orientagao
de ¥ — B, por isso a troca de sinal na segunda igualdade). Agora, tomando

o limite acima, quando o raio de B; tende a 0, e usando o Lema [?] obtemos

/Kw1 /\w2:27rz.f,~.
> i

Observe que o lado direito da equacao nao depende do campo de vetores

X e o lado esquerdo nao depende da métrica de Y. Portanto obtemos a
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notéavel conclusao de que »_ I; é o mesmo para todo campo de vetores com
singularidades isoladas e fz Ko é 0o mesmo valor para toda métrica Rieman-

niana em ..

O namero Zle I; é chamado a caracteristica de Euler Poincaré de X
e é denotada por x(X). E pelo que vimos acima, x(X) é invariante por

difeomorfismo e % fz Ko nao depende da métrica Riemannaina em ..

Outra forma de introduzir x(X), para uma superficie compacta >, é de-
compor Y em um numero finito de tridngulos curvilineos de tal maneira que
a interseccao de dois triangulos tais seja vazia, com uma aresta comum ou
um vértice comum (tal decomposi¢ao é chamado uma triangulagao de ¥ e é

possivel provar que existe sempre.).

Denotemos por F' o nimero total de triangulos, por V' o niimero total de

vértices e por A o nimero total de arestas de uma tal triangulazacdao. Por

definicao x(X) =V — A+ F.
Quando Y é orientavel, esta definicao coincide com a defini¢cao dada an-
teriormante, isto é, > . [; =V — A+ F.

Teorema 3.5.2 (Gauss Bonnet para Superficies com Bordo). Sejam ¥ uma
superficie compacta e orientada com bordo 0%, e X um campo de vetores
diferencidvel em ¥ tranversal a 0% (isto €, X nao é tangente a %) com sin-
gularidades isoladas p1, ..., pr que nao pertencem a 0% e cujos cujos indices

sao I, ..., I. Entao, para qualquer métrica Riemanniana em X3,

Ka—i—/ k,ds = 21 I;,
Josco [ ot =23
onde k, € a curvatura geodésica de 0¥ e ds € o elemento de arco de OX.

Demonstracao. Escolhamos uma métrica Riemanniana em X e consideremos
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em Y o referencial movel orientado {€; = X/|X|, € }. Tomemos ainda, numa
vizinhanca V' C ¥ de 0%, outro referencial mével orientado {e1, es} tal que,
restrito a 0%, ey é tangente a 0%. Entao i*is = i*wio+dp, onde ¢ : 0¥ — X

¢ a aplicagao inclusao e ¢ é o angulo entre €; e e; ao longo de 03,

Seja B; a bola de centro p;, © = 1,...,n, na qual nao outro ponto singular

além de p;. Entao

__ _ _ ok
/ le/\wzz —/ dwlg_/ w12—/ 1 W19,
Y-UB; Y-UB; UOB; )3

7 7

donde

k
/ le N Wo + / i*wlg = E / W13
YX-UB; ox i—1 Y 0B

Pela definicao de curvatura geodésica,

/ z’*wu:/ z’*wlg—l—/ d(p:/ kgds—l—/ dep.
% ) % % %

Como €; é transversal a X temos que faz dy = 0. Portanto, tomando o

limite quando os raios de B; obtemos

K0+/ k,ds = 27 I;.
Joscos [ ot =n Y

O teorema de Gauss Bonnet ainda vale para superficies com bordo, cujo
bordo é uma curva regular por partes, isto é, a curva nao é regular em um
ntmero finitos de pontos chamados os vertices. Cada vértice g;, j = 1,...,n,
da origem a um angulo externo a; (que é o angulo positivo formado peos
vetores tangentes ao vértice) e isto deve ser adicionado a curvatura geodésica

total, entao teorema agora 1é se:
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/EKG—I—/aZk‘gds—l—Zaj:%TZ]i.

j=1 i

No caso de um triangulo geodésico T' temos x(7T') = 1, 9T é constituido de
geodésicas donde k, = 0, e sabemos que se 31, B2, B3 sao os angulos internos

de T, entao o = m — 3;, j = 1,2, 3, donde

e para triangulos geodésicos temos
3
/ Ko = Z B — .

O resultado obtido nesse caso particular é conhecido como o Teorema do

triangulo geodésico de Gauss.
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Capitulo 4

Superficies em R3 com Curvatura

Média Constante

4.1 Superficies de Delaunay

O conceito de curvatura média de superficies foi introduzido em 1816
pela matematica francesa Sophie Germain em seu trabalho sobre vibracoes de
membranas. Entretanto, por causa das interessantes propriedades, o conceito
de curvatura para superficies criado por Gauss gerou maior influéncia no meio

matematico.

Um dos pioneiros na obtencao de superficies com curvatura média cons-
tante foi o matematico e astronomo francés Charles Eugéne Delaunay, que
em seu trabalho "Sur la surface de révolution dont la courbure moyenne est
constante” ([8]), em 1841, agrupou uma certa classe de superficies em R3.
Delaunay provou que, ao rolarmos uma conica sobre uma reta tangente sem

que haja deslizes, o seu foco descreve uma curva, cuja superficie de revolucao

20
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obtida por sua rotacao em torno dessa mesma reta, ¢ uma superficie com
curvatura média constante. E além disso, mostrou que toda superficie de
revolucdo completa, imersa em R? com curvatura média constante ndo nula,

é obtida dessa forma.

No que segue descreveremos resumidamente o processo de demonstracao
do Teorema de Delaunay. O leitor interessado em aprofundar-se no tema

pode consultar [15], trabalho no qual [10] é estudado de forma detalhada.

Inicialmente facamos uma coénica rolar sem deslizar sobre uma reta tan-
gente. A curva descrita pelo foco da conica no decorrer deste processo é
chamada uma Roullete. As Roulletes de uma parabola, uma elipse e uma

hipérbole sao respectivamente uma catenaria, uma onduléria e uma nodaria.

Figura 4.1: Catenéaria Figura 4.2: Onduléria Figura 4.3: Nodaria

Observe que, a roullete de uma elipse de excentricidade nula, isto é, uma
circunferéncia, é uma reta, e caso facamos o comprimento do semi-eixo menor
da elipse tender a zero, a elipse degenera-se num segmento de reta, e a roulette

constitui se de semi-circulos de centro sobre a reta tangente.

Rotacionando cada uma das Roulletes em torno das retas tangentes sobre

i Oni 1 duz-se ci fici R3 ch d
as quais as conicas rolaram, produz-se cinco superficies em chamadas as
superficies de Delaunay. Sao elas os catendides, os onduldides, os nodoides,

os cilindros circulares retos e as esferas.

Uma vez construidas as superficies de Delaunay podemos calcular e verifi-
car que, o cilindro tem curvatura Gaussiana nula e curvatura média constante

nao nula, a esfera possui curvatura Gaussiana e média constantes e positivas,
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Figura 4.4: Catendide Figura 4.5: Ondulbide Figura 4.6: Nodoide

o catendide tem curvatura média nula e sua curvatura Guassiana varia, e por
fim ambos, o onduléide e noddide, possuem curvatura média constante nao

nula e curvatura Gaussiana variavel.

Para finalizar observamos ainda que uma superficie de revolucao possui
curvatura média constante nao nula se, e somente se, sua geratriz satisfaz uma
determinada relacao, e as superficies de revolugao cujas geratrizes satisfazem

tal relacao, sao as geradas pela roullete de uma conica.

Dessa forma podemos enunciar o seguinte resultado.

Teorema 4.1.1 (Teorema de Delaunay). Uma superficie de revolug¢io com-
pleta imersa em R3 com curvatura média constante nao nula é uma superficie

de Delaunay.

4.2 Uma Caracterizacao do Cilindro

No processo de demonstracao dos resultados principais sera utilizado a
caracterizagao do cilindro dada a seguir. Uma prova deste fato pode ser

encontrada em [4] ou [13].

Teorema 4.2.1. Uma superficie completa imersa em R com curvatura gaus-

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



4.3. Analiticidade de Imersées de Superficies em R com
Curvatura Média Constante 53

siana nula e curvatura média constante nao nula € um cilindro.

4.3 Analiticidade de Imersoes de Superficies em

R3 com Curvatura Média Constante

Posteriormente sera feito uso do

Teorema 4.3.1. Se ¢ é uma imersao com curvatura média constante de

uma superficie ¥ em R3, entdo ¢ é uma funcao analitica real.

(Veja, C.B. Morrey Jr. On the analiticity of solutions of analytic nonli-
near elliptic systems of partial differential equations, American J. of Math.

80 (1958), 198-237.).

Se ¢ : ¥ — R3 ¢ analitica real, entdo dada =z : U € R? — ¥ uma
parametrizacao de X, a expressio de ¢ em z, § = pox : U C R? —
R3, que suponhamos ser dada por @(u,v) = (z(u,v),y(u,v), 2(u,v)) é uma
fungao analitica real, isto é, as fungoes coordenadas x(u,v),y(u,v) e z(u,v)

sao analiticas.

Um fato importante é que fungoes analiticas obedecem o

Teorema 4.3.2 (Principio da extensao analitica). Sejam U C R™ um con-
gunto aberto conexo e f,g: U C R™ — R™ fungdes analiticas. Se exriste um
aberto V- C U tal que f(x) = g(x) para todo x € V, entao f(x) = g(x) para
todo x € U.

A demonstracao do Teorema 4.3.2 pode ser encontrada em J. Dieudonné,

Foundations of Modern Analysis, Academic Press, 1969, Chapter IX (9.4.2).
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Capitulo 5

Resultados Principais

5.1 Uma Caracterizagao das Superficies de De-

launay

Sejam Y uma superficie completa, conexa e orientada imersa em R? com
curvatura média constante nao nula, e : ¥ — S? C R? a aplicacao normal de
Gauss de X, £ o campo de vetores unitarios paralelo ao eixo coordenado 0z

ou a qualquer outro eixo que se queira, e 6 o angulo dado por cos = (£, e3).

Indiquemos por £7(p) a projegao ortogonal do vetor £(p) sobre T, e
consideremos o conjunto U = {p € ;[T (p)| # 0}. Dado p € U, pela
continuidade da aplicagao |¢7] : ¥ — R, existe uma vizinhanga deste ponto
na qual |¢7] # 0, e portanto U é um aberto de X. Além disso, U é denso em
Y., caso contrario existiria um aberto de > contido num plano perpendicular
a &, e pela analiticidade da imersao e o principio da extensao analitica, X
estaria inteiramente contida nesse plano, o que nos daria uma contradicao

pois teriamos H = 0.
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Sendo assim, consideremos o campo diferenciavel e; : U C ¥ — R? defi-

nido por e;(p) = é;% e tomemos e, : U C ¥ — R3 um campo diferenciavel

de tal sorte que, para cada p € U, {ey, e2} seja uma base na orientagao de X

e {e1, ez, €3} seja uma base na orientagao de R3.

Por construgao &(p) = senf(p)ey(p) + cosb(p)es(p), donde send(p) # 0 se,

e somente se, [T (p)| # 0, isto é, se, e somente se, p € U,

Uma vez que & é paralelo em R3, para todo vetor tangente X temos

0 = Vx&= Vx(senfe; + cosfles) = Vx(senfe;) + Vx(cos fes)
= senfV xe; + cos0dO(X)e; + cos OV xes — senfdf(X )es
= senf(Vxes + B(X,e1)) + cos 0dO(X)es + cos (—A(X) + Vyes) — senfdf(X )es
= senfVye; + cos0df(X)e; — cos 0A(X) +

senfa (X, e;)es + cos OV xes — senfdf (X )es,

onde a e A denotam respectivamente a segunda forma fundamental e o ope-

rador de Weingarten da imersao.

Derivando (e, e3) = 1 na conexdo V do R® com relacdo a X, obtemos
(Vxes,e3) = 0, e consequentemente Vyez = 0. Agora tomando a com-
ponente normal na igualdade acima, temos senfa(X,e;) = senfdf(X), e

portanto em U vale a igualdade o(X,e;) = df(X).
De agora em diante sera utilizada a notacdo a,; = a(e;, €;), 1,7 = 1,2.

Usando oy = df(ey), aia = db(es) e age = 2H — a3 podemos escrever

equagao de Gauss no referencial movel {e;, eo} da seguinte forma

K(@l, 62) = (110099 — Oz%Q = d@(el)(QH — d@(@l)) — d9(62)2
= —(df(e1)* + db(es)?) + 2HdO(e;) = —|dO|* + 2HdO (e, ).
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Vamos assumir que a curvatura média H, a curvatura média K e o angulo

6 estejam relacionados pela igualdade K = —|df|? 4= 2H|d0)|.

A aplicagao df, : T,£ — R restrita ao circulo unitario atinge seu valor

maximo na dire¢ao do gradiente, e sua norma |df,| é esse tal valor, isto é,

gradf(p)
|gradf(p)|

gradf(p)

16| = by gradd(p)]

) < dby(v) < db,( ) = |db,|,Vv € S* C T2,
Em particular,

—|do| < db(ey) < |d6).

Caso H seja positivo, multiplicando —|df| < df(e;) < |df| por 2H e
somando com —|df|? obtemos —|df|*> — 2H|df| < K < —|df* + 2H|df)|, e

caso seja H negativo, multiplicando —|df| < df(e;) < |df| por 2H e somando
com —|df|* obtemos —|df|*> — 2H|df| > K > —|df|* + 2H|df|. Portanto, em

ambas as situagoes a relagao K = —|df|*> &= 2H|df)| ¢ valida se, e somente se,
df(e;) = +|df|, isto &, se, e somente se, e; = ilz:ﬂzggl'

Note que, K = —|df|? + 2H|df| implica que df(e;)* = |df|?, e uma vez
que |dO|*> = df(e1)? + df(e3)?, devemos ter ayy = df(es) = 0. Em palavras,
{e1, €2} diagonaliza a segunda forma fundamental e 6 é constante ao longo

das trajetorias de es.

Lema 5.1.1. O referencial movel {ey, e, e3} satisfaz Ve, e =0 e Ve, eq = 0.

Demonstra¢ao. Podemos escrever V. e; = (Vg e, er)e; + (Ve e, e2)en e
Ve 2 = (Ve ea,61)e14+(Ve, €2, e2)ea. Entao, derivando (e, e1) = 1 e (ea, e2) =
1 com relacdo a e; obtemos respectivamente (V. e1,e1) = 0e (V¢ eq,69) =0,
donde V. e; = (Veer,e)es e Ve eo = (Ve eg,e1)e1. Observe que, se
Ve, e1 = 0, derivando (ey, e5) = 0 com relagao a e; concluimos (V. e, e1) = 0,

implicando que V., es = 0. Logo, é suficiente mostrar que (V. eq,es) = 0.
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Sendo & = senfle; + cos fes é paralelo em R3, temos
0 = V., & =sendV,, e + cosfdf(e;)e; + cos OV, e3 — senfdd(e; )es,
e sendo aqo = 0,

0 = <ve1€7 €2> = Sen9<v61617 €2> - COSG<A<€1)a €2>

= senf(V,, e, ey) — cosbayy =send(V, e, er).

Agora, como senf # 0 em U, concluimos que (V. e1,e5) = 0, 0 que encerra

a demonstragao. O

A partir de agora trabalharemos no aberto denso U sem mencionar lo, e
a extensao das conclusoes geométricas em U para Y pode ser feita através de

limites.

Lema 5.1.2. A funcdo aos € constante ao longo das trajetorias de es.
Demonstracao. Observe que,

62(0422) = €2(<Oé22€3, 63)) = <ve2(0422€3)7€3> + <Oé22€3,v62€3>

= (Vé(a2263),€3> + (042263,Vel2€3> = <V6L2(042263), es).

Assim, basta mostrar que Vé;(O./Qzeg) =0.

Como a1 + aee = 2H é constante,
VE (ages) = —VE(ares) = —(Viag)es = —(VEa)(er, e1)es—2a( Ve, e1)e
€2 €2 eo es ) eaC1,€1)C3,

mas V,e; é miltiplo de e e a(ez, e1) = 0, entdo a tltimo termo da dltima

equacao se anula.
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Pela equagao de Codazzi (V) (er,e1) = (VL a)(ez, e1), fazendo uso de

Vé;Oégl =0 e do Lema 1.1.5, do qual temos V., e; = V., es = 0, obtemos
(Vella)@z, e1) = leoz(eQ,el) —a(Veea,e1) —aley, Ve e1) =0,

o que completa a prova do lema. O

Lema 5.1.3. A func¢ao b definida por Ve,eq = bey € dada por b = —agycotgt

e constante ao longo das trajetorias de es.

Demonstragio. Sendo V,,eq = (Vo e0,e1)e1 + (aea, e3), e3)e3 = bey + anes,

(€,e5) =0, e & paralelo em R?, donde V,,& = 0, temos

0 = 62<§7 62> - <ve2§7 62> + <§7v6262> = <§7ve262>
= <£7 v€262 + <v62e2)L> = <£7 V6262> + <£7 B(€27 62)>
= (senfle; + cosbles, Ve,eq) + (senfle; + cos fes, axes)

= (senfe;, Ve, ea) + (cosbes, ages) = bsend + any cos 6.

Portanto, b = —asgscotgh, e como asgs e 0 constantes ao longo das trajetorias

de ey, b também o é. O

Sejam V a conexdo em R? e V = V + V¥ sua decomposi¢io nas conexoes

V de R? ¢ VE de R. Assim, se V e W sdo campos de vetores em R3, entdo
VW = Van(z)(dr(W)) + Vipiz (dP(W)),

onde 7 : R® — R? é a projegao n(z,y,2) = (x,y) e dP : R* — R é dada por
dP(W) = (W, €)¢. Entao,

VQIRP(Z)(dP(W)) = <V§P(Z)dP(W)7€>£-
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Lema 5.1.4. A imersdo é uma superficie de Delaunay.

Demonstracao. Pela construgao do referencial movel {eq, ey, ez}, de forma
que (£,e3) = 0, temos que as trajetorias de es devem estar contidas em
planos perpendiculares a &, e por serem curvas planas, suas curvaturas sao
dadas por |V,,es| = /b2 + a3,. Por outro lado, b e gy sdo constantes ao

longo das trajetérias de ey, e portanto |V,,es| = k > 0 é constante.

Utilizando o Lema 5.1.1, do qual temos V. ey, = 0, e sendo ayp = 0,
concluimos que veleg = V., e2 + agzes = 0, isto é, ey é paralelo ao longo das

trajetorias de e;.

Seja 3(s) uma trajetoria de e; em R3. Podemos escrever 3(s) = (y(s), t(s)),
onde y(s) € R? e t(s) € R. Por construgao dn(ez) = ey e dP(ey) = 0, 0 que

implica

0= Vee2 = Vin(en (dr(ea)) + Vipe) (dP(e2)) = Var(en)ez,

e sendo assim, 67/(5)62(’}/(8» = %dﬂ(el)dw(eg) = §dﬂ(el)62 = 0, isto &, ey &

paralelo ao longo de (s) na conexio V.

Observe que, 7/(s) ¢ ortogonal a ex(y(s)), entao

A~

0=7(s)(7'(5) 2(7(5))) = (V7' (5), 2(7(9))) + (7' (5), Voropea(7(5)),

A~

donde (V. (s€2(7(5)),7'(s)) =0, e sendo <§7,(5)7’(5),7’(5)> = (0 concluimos

0= Vo7 (5) = (Vo7 ()7 ()7 (8) + (V7 (5), €27/ (5)))ea(7(s)).

Portanto as curvas 7(s) sdo geodésicas em R? tais que (7/(s), ez) = 0, isto

é, sdo retas que constituem uma familia ortogonal as trajetérias de e; em R2.
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Supondo que |Ve,eol = k = 0 em algum p € ¥, a trajetoria de ey que
passa por p deve ser uma reta, e ey deve ser paralelo em R?® ao longo dessa
reta. Além disso, ey é paralelo em R? ao longo das trajetorias de e;. Logo,

as demais trajetorias de eo também sao retas.

Fixemos uma reta r, projecao de uma trajetoria de e, em R?. As projecoes
sobre R? das trajetorias d ao ret t i tant lel

jetorias de ey sao retas ortogonais a r, e portanto paralelas

entre si em R2. Consequentemente as trajetorias de e, sdo retas paralelas em

R3, o que implica que K = 0, e como H # 0, ¥ devera ser um cilindro.

Agora, supondo que as trajetorias de e, sao circulos planos, fixemos C,
um desses circulos trajetoria. Note que, sendo a projecao das trajetorias de
e; sobre R? retas normais a C, elas devem se encontrar num ponto py € R,
que é o centro de C, e pela arbitrariedade de C, as trajetorias de es sao
circulos de centro em py. Logo, ¥ é uma superficie de revolugao com um
eixo de rotagao [y paralelo a £ e passando por pg, tendo como geratriz uma

trajetoria de ey.
Portanto, em ambas os casos, temos uma superficie de Delaunay. O
As relagdes K = —|df|* + 2H|df| e [ (—|dA]* + 2H|dB|)do = 2mx (%),
onde x(X) é a caracteristica de Euler-Poincaré de 3, sdo equivalentes.

E imediato pelo Teorema de Gauss Bonnet que K = —|df|> + 2H|df)|
e K = —|df|* — 2H|df| implicam que 27x(X) = [(—|df|* + 2H|db|)do e
2nx(¥) = [ (—|d0]* — 2H|df|)do nessa ordem.

Para mostrar que vale a reciproca dessas implicagoes, consideremos as

possiveis ocorréncias:

1. Caso H seja positivo, multiplicando —|df| < df(e;) < |df| por 2H e
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somando com —|df|* obtemos
—|dO|* — 2H|dA| < K < —|df|* + 2H|d6)|.

(a) Vamos admitir que [,(—|d0|* + 2H|df|)do = 2mx(X). Uma vez
que K < —|df|? 4+ 2H|d|, pelo Teorema de Gauss Bonnet temos

/ Kdo = 27y(3) = /(—yd9|2 + 2H|d8))do,
b b

e dessa forma K = —|df|*> + 2H|d0).

(b) Suponhamos que [, (—|df|* — 2H|df|)do = 2mx(X). Visto que
—|df* — 2H|df| < K, usando o Teorema de Gauss Bonnet

/ Kdo =2nx(X) = /(—|d0|2 — 2H|d0|)do,
> 2
donde K = —|df|*> — 2H|d0)|.

2. Caso H seja negativo, multiplicando —|df| < df(e;) < |df| por 2H e

somando com —|df|* obtemos
—|df|* — 2H|df| > K > —|db|?* + 2H |db)|

(a) Vamos assumir que [, (—|df|* + 2H|df|)do = 2wx(X). Valendo
K > —|df|? + 2H|d#|, pelo Teorema de Gauss Bonnet temos

/ Kdo = 27y(3) = /(—|d0|2 + 2H|db))do,
b b

e por conseguinte K = —|df|*> + 2H|d0)|.

(b) Consideremos [(—|df|* — 2H|df|)do = 2mx(¥). Sendo valida

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



5.1. Uma Caracterizagao das Superficies de Delaunay 62

—|df* — 2H|df| > K, pelo Teorema de Gauss Bonnet

/Kda — 2y (5) = /(—\d9|2 — 2H|db])do,
by 2

e dai concluimos K = —|df]*> — 2H|df)|.

Portanto, independente do sinal de H, [(—[d0|* + 2H|df|)do = 2mx(X)
e [o(—=|d8]* — 2H|df|)do = 27x(X) implicam que K = —|df|* + 2H|d| e
K = —|df]* — 2H|df)| respectivamente.

Agora vamos assumir que existe um triangulo geodésico T' em X cujos

angulos internos [, B, 83 satisfazem

(
R

3
Z@-—WZ/ —|dO|* + 2H|d6)|)do,
=1

onde R ¢é a regiao limitada por T'. Pelo Teorema do triangulo geodésico de

Gauss, K = —|df|? + 2H|d6| implica que
3
d Bi—m= / Kdo = /(—\d9|2 + 2H|dA))do.
P R R

Por outro lado, usando um argumenté) similar ao utilizado acima, pode-
mos obter que K = —|df|* £ 2H|d6] e Y B — 7 = /(—|d0\2 + 2H|df|)do
sao equivalentes num aberto de X, a sabie:rl, o interior d]; regiao R. Portanto,
assumindo valida a relagdo integral 3, | 8; — 7 = [,,(—|d0|* £ 2H|df)|)do, a
imersao é uma superficie de revolucao num aberto de ¥, e pela analiticidade

da imersao, uma superficie de revolucao por completo.

Reunindo todas as informagcoes acima concluimos o resultado enunciado

a seguir:
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Teorema 5.1.1. Sejam X uma superficie completa, conexa e orientada imersa
em R3 com curvatura média H constante nao nula, e 0 o angulo formado pelo
vetor normal unitdrio dado pela orientacao e um eixo coordenado fixado em

R3. Assuma que existe um tridngulo geodésico T em Y cujos dngulos internos

b1, Be, B satisfazem

i

3
 Bi—m= / —|dOf? + 2H|d6|)do,
i=1

onde R € a regiao limitada por T. Entdo X € uma superficie de Delaunay.

O método de demonstracao do Teorema anterior pode ser usado para dar

a seguinte caracterizacao da esfera.

Teorema 5.1.2. Sejam X uma superficie compacta, conexa e orientada
imersa em R3 com curvatura média H constante nao nula, e 6 o dngulo for-

mado pelo vetor normal unitdrio dado pela orientacao e um eizo coordenado

fizado em R3. Se
/(—ydm? + 2H|dO|)do = 27} (%),
b
onde x(X) € a caracteristica de Euler de 3, entdo X é uma esfera padrio.

Demonstragao. As relagdes [i,(—|d0* £2H|d0|)do = 2nx(X) e K = —|df*+
2H|df| sao equivalentes pelo que vimos anteriormente, donde a imersdo é uma
superficie de revolugao. Também 3 é compacta, e por conseguinte completa.

Logo, ¥ é uma superficie de Delaunay compacta, ou seja, uma esfera. O

Observe que a relacio K = —|df|* + 2H|df| nos assegura que em cada
p € ¥, a base ortonormal {ej, eo} de T, diagonaliza a segunda forma funda-

mental, ou seja, e; e ey sao direcoes principais em cada p, e desta consequén-
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cia concluimos a seguinte propriedade: Considerando as hipotese do teorema
com respeito a superficie e a imersao, se a proje¢ao ortogonal sobre 7,3 de
um campo de vetores paralelo a um eixo qualquer for sempre uma direcao

principal, entao a imersao é uma esfera.

5.2 Acerca da Generalizacao

Superficies de revolucao sao invariantes por uma familia a 1-parametro
de rotacoes em R3, isto &, por rotacoes em torno do seu eixo de rotacdo, e
¢ nesse sentido que o método de demonstracao dos teoremas acima pode ser

utilizado para provar o seguinte resultado

Teorema 5.2.1. Seja ¥ & M7? x R uma superficie orientdvel imersa com
curvatura média H positiva. Assuma a ezisténcia de um tridngulo geodésico

T em X com dngulos interiores (1, Pa, Pz satisfazendo

3
S = /(—]d0|2+kcos20:|:2H|d9|)da,
i=1 R

onde R € a regiao limitada por T. FEntdao X € invariante por um grupo a
1-pardmetro de isometrias do espaco ambiente que fiza um eizo ly paralelo a

& e passa por um ou dois pontos fizados dos fechos Hi de MZ2.

No enunciado acima M} denota uma variedade Riemanniana bidimensi-
onal simplesmente conexa e completa com curvatura seccional constante k,

ou seja, M2 ¢ S, R? ou H?, se k > 0, k = 0 ou k < 0 respectivamente.

A demonstragdo do teorema acima pode ser encontrada em [2]. O caso
k = 0 foi trabalhado acima, e nos casos nos quais k # 0 a demonstracao é

essencialmente a mesma.
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O referencial movel {ey, ey, e3} é construido usando o mesmo critério, e
tal referencial estda bem definido num aberto denso de ¥. A equagado de
Gauss no referencial {e;,e;} é dada por K = —|df|* + kcos? 0 + 2HdA(ey),

e assume-se vilida a relagao K = —|df|* + kcos® 0 + 2H|df)|, e esta implica

gradf
lgradf|*

que e; = *+ Tal como acima, pelo Teorema do triangulo geodésico de

Gauss a relacio K = —|df|? + kcos? 0 + 2Hdf(e;) é equivalente a

3
Zﬁi—7r:/(—]d&|2+k00529i2H|d8|)d0.
i=1 R

Por construgao as trajetorias de ey perpendiculares &, elas estao em M2
e sdo curvas com curvatura geodésica constante. A projecao das trajetorias
de e; em M} x R sobre M7, sdao geodésicas em M7 que também constituiem

uma familia ortogonal as trajetorias de ey em M7

Quando k > 0, isto ¢, M? ¢ a 2-esfera S?, as isometrias sdo geradas por

rotagoes de M7 em torno de um ponto p € M7, cujas trajetorias sao circulos.

A projegao das trajetorias de e; em S? sdo circulos com curvatura geodé-
sica constante k, > 0, e fixando C' uma dessas curvas, como as projecoes das
trajetorias de e; sobre S7 sdo geodésicas desse espago, isto ¢, circulos méxi-

tes sa is a C, eles d t 1 S?
mos, e estes sao normais a C, eles devem se encontrar em algum py € Sj,
donde as trajetorias de e, sao circulos geodésicos com centro em py. Por-
tanto, > é invariante por um grupo a l-parametro de isometrias que fixa [

paralelo a & e passando por py.

Quando k < 0, isto ¢, M? ¢ o plano hiperbolico HZ, as isometrias positivas
sdo eliptica (um tnico ponto fixo em H}), parabodlica (um tnico ponto fixo
no bordo de H? e nenhum em H?) ou hiperbolica (dois pontos fixos no bordo

de H? e nenhum em H?).
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Sendo as trajetorias de e; em H? curvas com curvatura geodésicas cons-
tantes kg, elas devem ser circulos geodésicos, horociclos ou hiperciclos, con-
forme tenhamos k} > —k, k2 = —k ou k7 < —Fk respectivamente. Para o
caso de circulos e horociclos procedemos como no caso anterior. Fixemos C
uma trajetoria de ep em HZ. Como a projegao das trajetorias de e; sobre H}
sao geodésicas desse espaco perpendiculares a C, todas elas se encontrarao
num ponto py € H? caso C' seja um circulo, ou se encontrardo num ponto
po € OH} caso C seja um horociclo. Logo, as trajetorias de ey sao circulos de
centro pg se pg € HZ, ou horocilclos passando por pg se pg € 9HZ. Portanto,
> é invariante por um grupo a l-parametro de isometrias que fixa [y paralelo

a & e passando por po.

Para o caso do hiperciclo, considere o modelo do semi plano superior para
H} e denotemos por RZ = {(z,y) € R*y > 0} e OR? = {(z,y) € R*y =0}

o modelo do espaco hiperbolico e seu bordo.

Fixe 7o, proje¢ao de uma trajetoria de e; sobre RZ. Sendo uma geodésica,
podemos vé la como a intersecao de um circulo euclidiano com centro em
po € ORZ. Tal geodésica encontra se ortogonalmente com todas as trajetorias
de e, e tais tragetorias, por terem curvatura geodésica constante, sao curvas
equidistantes de uma geodésica 7 que se encontra ortogonalmente com ~y.
Note ainda que, 7 encontra éRi no ponto py e num outro ponto qy. Portanto,
todasas trajetorias de es, que sao curvas equidistantes & 7, passam por py
e qo, encontram se ortogonalmente com 7y e por construgao encontram se

ortogonalmente com todas as demais geodésicas normais a 7.

Logo, ¥ é invariante por um grupo a l-paramentro de isometrias G, e
observe que, as projegoes das isometrias de G sobre H? sao isometrias de H}
que fixam dois pontos no bordo de H?, donde sdo isometrias hiperbolicas, e

deixam invariante a geodésica 7 que une tais pontos.
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