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RESUMO

RIGIDEZ DE HIPERSUPERFICIES EM CP"

Neste trabalho, apresentamos uma nova demonstracao obtida por J.K.
Martins em 1999, do Teorema de Rigidez de Hipersuperficies em CP", re-
sultado primeiramente provado por Y.W. Choe, H. S. Kim, [.B. Kim e R.
Takagi em 1996, usando o método de Cartan. Mostraremos que a Rigidez de
hipersuperficies em CP" s6 depende, em geral, da invariancia do campo de
Hopf, isto ¢, se g ¢ uma imersao isométrica de M em CP" e se g leva campos
de Hopf de M em campos de Hopf de g(M), entdo g é a restrigado de uma

isometria holomorfa de CP™.



ABSTRACT

RIGIDITY OF HIPERSURFACES IN CP"

In this work, we presented a new demonstration obtained by J.K.
Martins in 1999, of the Theorem of Rigidity of hypersurfaces in CP", resulted
firstly proven by Y.W. Choe, H. S. Kim, [.B. Kim and R. Takagi, in 1996,
using the method of Cartan. We will show that the hipersuperficies Rigidity
in CP"™ only depends, in general, of the invariance of the Hopf vector field,
that is, if g is an isometric immersion of M in CP" and if g takes Hopf
vector field of M in Hopf vector field of g(M), then ¢ is the restriction of a

holomorphic isometry of CP".
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Introducao

Um resultado classico de rigidez de uma hipersuperficie no espaco real é
dado pelo
Teorema 3.1.1. Seja M uma variedade Riemanniana de dimensao n, e
sejam f e g imersoes isométricas de M em R"*! com campos de vetores
unitarios normais £ e ,, respectivamente. Se as segundas formas funda-
mentais ay e o, de f e g (com relagao a &y e &;), respectivamente, coincidem

em M, entdo existe uma isometria 7 de R"*! tal que f =T og.

Que nos leva ao seguinte resultado, devido a Beez [1] e Killing [5]:
Corolario 3.1.1. Seja M uma variedade Riemanniana de dimensao n,
conexa e orientével, e sejam f e g imersoes isométricas de M em R"™!. Se o
posto da segunda forma de M pela imersao isométrica f é maior ou igual a

3 em todos os pontos de M, entdo existe uma isometria 7 de R"*! tal que

f=Tog.

Em 1973, Takagi mostrou um teorema de rigidez para hipersuperficies
do espago projetivo complexo que é o equivalente do famoso teorema de
rigidez para hipersuperficie do espago real visto acima, isto ¢,

Teorema 3.1.2. Se M é uma hipersuperficie de CP" tal que sua segunda

forma fundamental A tenha posto maior ou igual a 3 em todos os pontos de



M; e f uma imersao isométrica de M em CP" (n > 3), entao,

~

(i) ¢ = ¢ se, e somente se A = A

(i) Se A = A entdo existe uma isometria holomorfa F de CP" tal que

Flu=f.

Mais recentemente (1996) esse resultado foi melhorado por Takagi et al,
mostrando que a Rigidez de hipersuperficies em CP" s6 depende, em geral,

da invariancia do campo de Hopf.

Mais precisamente temos
Teorema 3.2.1. Seja M uma hipersuperficie de CP™ tal que sua segunda
forma fundamental A tenha posto maior ou igual a 3 em todos os pontos de
M e seja g uma imersao isométrica de M em CP". Se g leva campos de Hopf
de M em campos de Hopf de g(M), isto é, U = U, entao g ¢ a restricao de

uma isometria holomorfa de CP".

Para a demonstracao desses resultados Takagi usou a teoria das formas
diferenciais como ferramenta principal. Em 1999, J.K. Martins em sua tese
intitulada Hopf Hypersurfaces, desenvolveu outra maneira para provar o teo-
rema da Rigidez de Hipersuperficies em CP™ utilizando o mesmo método
usado no caso de Hipersuperficies de S°, ou seja, as ferramentas da geome-

tria classica.

O objetivo principal desse trabalho é dar uma prova detalhada do teorema

da Rigidez de hipersuperficies em CP" conforme J.K. Martins.



Capitulo 1

Generalidades

Neste capitulo apresentaremos os conceitos fundamentais da geometria
Riemanniana que serao necessarios para o desenvolvimento desse trabalho.

As demonstragoes omitidas podem ser encontradas em [2] e [4].

1.1 Variedades Diferenciaveis

Definicao 1.1.1. Uma Variedade Diferencidvel de dimensao n é um par
(M,F) onde M & um conjunto e F ¢ uma familia de aplicagoes biunivocas

ZTo : Uy CR™ — M de abertos U, de R™ em M tais que:
(1) M =z (U.);

(2) Para todo par «, 3, com x,(U,) Nx3(Us) = W # 0, os conjuntos
) H (W) e atgl(W) sao abertos em R"™ e as aplicacoes x;l 0z, e, omrs

(e}

ail definidas sao diferenciaveis.

(8) A familia {(U,,z,)} ¢ maxima relativamente as condigoes (1) e (2),

isto é, qualquer outra familia esta contida nesta.



Dados quaisquer par (Uy,, z,) € p € 2,(U,) dizemos que (U,, z,) é uma
Parametriza¢do ou Sistema de Coordenadas de M em p e x,(U,) é
chamada uma Vizinhan¢ca Coordenada em p. Uma familia {(U,,z.)}

satisfazendo (1) e (2) é chamada uma Estrutura Diferencidvel em M.

Exemplo 1. O Espac¢o Euclidiano R", com a estrutura diferenciavel dada

pela identidade é um exemplo trivial de variedade diferenciavel.

Definicao 1.1.2. Sejam M e N variedades diferenciaveis de dimensoes n
e m, respectivamente. Uma aplicacao ¢ : M — N é Diferencidvel em
p € M se dada uma parametrizacao y : V. C R™ — N em ¢(p) existe
uma parametrizacao x : U C R” — M em p tal que p(z(U)) C y(V) e a
aplicacao

y topox:UCR"—R™

¢ diferenciavel em x71(p). A aplicacao ¢ ¢ diferencidvel num aberto de M se

¢ diferenciavel em todos os pontos desse aberto.

Definicao 1.1.3. Seja M uma variedade diferenciavel. Uma aplicagao
diferenciavel a : (—e€,¢) — M é chamada uma Curva (diferenciavel) em

M.

Definigao 1.1.4. Suponha que a(0) = p € M, e seja D(M) o conjunto das
fungbes de M diferenciaveis em p. Chama-se o Vetor Tangente a curva «

em t = 0 para a funcao o/(0) : D(M) — R dada por

d(f o«
o'(0)f = %’t:m

Um vetor tangente em p é o vetor tangente em ¢ = 0 de alguma curva

f€DM).

a:(—€€) — M com a(0) = p.



Definicao 1.1.5. O Espaco Tangente a uma variedade M"™ em um ponto
p, representado por T, M, é o conjunto de todos os vetores tangentes as curvas
diferenciaveis pertencentes a M passando por p. Mostra-se que o conjunto
T,M ¢é um espago vetorial de dimensao n e que a escolha de uma parametriza-
¢ao x : U — M em p determina uma base associada {(8%1)0, - (%)0} em
T,M, e que a estrutura linear nesse espaco, assim definida, nao depende da

parametrizagao x.

Exemplo 2. O conjunto TM = {(p,v);p € M,v € T,M}, onde M é uma
variedade diferenciavel, munido com a estrutura diferenciavel {(U, x R",v,)}

sendo v, : U, X R" — T'M definida por:
(0% o (0% o - a
Vo (Xf, oy T U, ey Uy) = (aza(:cl,...,xn),Zui%),
i=1 i

(ug,...,u,) € R" é chamado Fibrado Tangente de M. Verifica-se que T M
munido com a estrutura diferencidvel acima é uma variedade diferencidvel

(de dimensao 2n).

Definigao 1.1.6. Sejam M e N variedades diferenciaveis de dimensoes n e
m, respectivamente, e seja ¢ : M — N uma aplicacao diferenciavel. Para
cadap € M ecadav € T,M, escolha uma curva diferenciavel a : (—e, €) — M
tal que a(0) = p, '(0) = v. A aplicacao dy, : T,M — T, N é chamada a
Diferencial de ¢ em p, dada por dy,(v) = (¢ o a)'(0).

Vemos que dy, ¢ uma aplicagao linear que nao depende da escolha de a.

Definigao 1.1.7. Sejam M e N variedades diferenciaveis. Uma Aplicacao
¢ : M — N é um Difeomorfismo se ela é diferenciavel, bijetiva e sua
inversa ¢! ¢ diferenciavel. ¢ ¢ um Difeomorfismo Local em p se existem

vizinhangas U de p e V de ¢(p) tais que ¢ : U — V & um difeomorfismo.



Definigao 1.1.8. Seja M uma variedade diferenciavel. Diz-se que M é Ori-
entdvel se M admite uma estrutura diferenciavel {(U,,x,)} tal que para
todo par «, 3, com x,(U,) Nxg(Ug) = W # (), o jacobiano da diferencial da
mudanca de coordenadas acgl ox, tem determinante positivo. Caso contrario,

diz-se que M é nao orientavel.

n+1

Exemplo 3. A esfera S" = {(ml, ey Tpy1) € RH-H;ZZ‘? = 1} C Rt ¢
i—1

orientavel.

1.2 Campos de Vetores

Definicao 1.2.1. Um Campo de Vetores X em uma variedade diferen-

ciavel M é uma aplicacao do tipo

isto é, X é uma aplicacao de M no fibrado tangente TM. O campo é difer-
enciavel se a aplicacao X : M — T'M é diferenciavel.

Denotaremos por X (M) o conjunto dos campos vetoriais diferenciaveis em
M.

Considerando uma parametrizacao de M, digamos (U, ¢), é possivel escrever

o vetor X (p) na base {2 |,} de T,M da seguinte maneira

X(p) = Zaxp)a% N

i=1
onde cada a; ¢ uma fungao real definida em p(U). E claro que X ¢ difer-
enciavel se, e somente se, as fungoes a; sao diferenciaveis para alguma (e,

portanto, para qualquer) parametrizagao.



Um campo de vetores X de M pode ser interpretado como sendo uma

aplicacao (derivagdo) do tipo

of

f € D(M) — Xf €D(M), dadapor (Xf)p)=)_ aip)7-(p)

)

onde D(M) ={f: M —R; feC®}.
Com esta interpretacao, dados campos de vetores X,Y de M, podemos

considerar expressoes do tipo X(Y f) e Y(X f) e obter o seguinte resultado:

Lema 1.2.1. Sejam X e Y campos diferenciaveis de vetores em uma
variedade diferenciavel M. Ent@o existe um tnico campo vetorial [X,Y],
chamado Colchete, tal que Vf € D(M), [X,Y]|f=XYf)-Y(X[).

A operagao colchete possui as seguintes propriedades:

Proposicao 1.2.1. Se X, Y e Z sao campos diferenciaveis em M, a,b sao

numeros reais e f, g sao fungoes diferencidveis, entao:
(1) [X,Y] = —[Y, X] (anticomutatividade)
(2) [aX +0Y,Z] = a[X, Z] + b]Y, Z] (linearidade)
(3) [X,Y],Z]+ Y, Z],X]|+ [[Z, X],Y] = 0 (identidade de Jacobi)

(4) X gY] = fglX, Y]+ FX(9)Y — gV (f)X.

1.3 Variedades Riemannianas

Definicao 1.3.1. Uma Métrica Riemanniana em uma variedade difer-

enciavel M é uma correspondéncia que associa a cada ponto p de M um

7



produto interno (, ), (isto ¢, uma forma bilinear simétrica, positiva definida)
no espaco tangente 7, M, que varia diferenciavelmente no seguinte sentido:
Dados campos de vetores X, Y em M, a aplicagdop € M — (X(P),Y (p)), €
R é de classe C*°.
De modo equivalente ¢é dizer que as fungoes g;; definidas em uma vizinhaga

coordenada Vde M pela expressao
0 0
9i(p) = <8_$7, |paa_xj |p>p
sao fungoes de classe C* em V.

Definicao 1.3.2. Uma variedade M munida de uma métrica Riemanniana

é chamada uma Variedade Riemanniana.

Proposicao 1.3.1. Toda variedade diferenciavel M possui uma métrica Rie-

manniana.

Exemplo 4. O espago Euclidiano R” munido do produto interno usual é um

exemplo trivial de uma variedade Riemanniana.

1.4 Conexoes Afins e Riemannianas

Definicao 1.4.1. Seja M uma variedade diferenciavel. Uma Conexao Afim

V em M é uma aplicacao
(X,)Y)e X(M)x X(M) — VxY € X(M)
que possui as seguintes propriedades:

(1) VixigvZ = fVxZ 4+ gVyZ,



(2) Vx(Y + 2) = VxY + VxZ,

(3) Vx(fY)=X(f/)Y + fVxY, onde X,Y,Z € X(M) e f,g€ DM).

Proposicao 1.4.1. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao
afim V. Entao existe uma tnica correspondéncia que associa a um campo

vetorial V' ao longo de uma curva diferenciavel ¢ : I — M um outro campo

] 2V

5 ao longo de ¢, denominada Derivada Covariante de V ao

vetoria

longo de ¢, tal que:

(1) 2(V+W) =LY +L2% onde W ¢ um campo de vetores ao longo de c.

(2) D(fv) =4V + fBY onde f é uma funcio diferenciavel em 1.

(8) SeV é induzido por um campo de vetores Y € X (M), isto &, V(t) =
Y (c(t)), entdo 22 = Vge/aY .

Definicao 1.4.2. Um campo vetorial V' ao longo de uma curva c: I — M

é chamado Paralelo quando % =0, para todo t € I.

Proposicao 1.4.2. Sejam ¢ : [ — M uma curva diferenciavel e Vj um
vetor tangente a M em c(ty), to € I (i.e. Vo € TouyM). Entéo existe um
tnico campo de vetores paralelo V' ao longo de ¢, tal que V(ty) = Vp; V (¢) é

chamado o Transporte Paralelo de V(t,) ao longo de c.

Definicao 1.4.3. Uma curva 7 : I — M em uma variedade M munida
de uma conexao afim V é dita uma Geodésica se para todo t € I temos

Dy _
- = 0.

Definicao 1.4.4. Seja M uma variedade diferenciavel com uma conexao afim
V e uma métrica Riemanniana (,). A conexao V é dita Compativel com

a Métrica (,), quando para toda curva diferenciavel ¢ em M e quaisquer



pares de campos de vetores paralelos P e P" ao longo de ¢, tivermos (P, P') =

constante.

Proposicao 1.4.3. Seja M uma variedade Riemanniana. Uma conexao afim
V em M é compativel com a métrica se, e somente se, para todo todo par
V e W de campos de vetores ao longo de uma curva diferenciavel ¢: I — M

tem-se

d DV DW
(VW)= —— W)+ {V,—— ), tel

Corolario 1.4.1. Uma conexao afim V em uma variedade Riemanniana M

é compativel com a métrica se, e somente se,
XY, Z)=(VxY,Z)+(Y,VxZ), VXY, Z € X(M).

Definicao 1.4.5. Uma conexao afim V em uma variedade diferenciavel M

é dita Simétrica quando
VxY = VyX =[X,Y], VXY € X(M).

Observagao 1.4.1. Escolhendo um sistema de cordenadas (x1,...,x,) em

torno de p e escrevendo

X=) mX;eY=)Y yYj
( J

o fato de ser V simétrica implica que para todo 7,7 = 1,...,n,

0
Vx X = Vi, Xi = [X;, X)) =0, Xi= 5

Teorema 1.4.1. (Levi-Civita). Dada uma variedade Riemanniana M,

existe uma tnica conexao afim V em M satisfazendo as condigoes:
(1) V é simétrica.
(2) V é compativel com a métrica Riemanniana.

10



A conexao dada pelo teorema acima é denominada Conexao de Levi-

Civita ou Conexao Riemanniana de M.

1.5 Curvatura

Definigao 1.5.1. Seja M uma variedade riemanniana. A Curvatura R
de M é uma correspondéncia que associa a cada par X,Y € X (M) uma

aplicacao R(X,Y) : X(M) — X (M), dada por
R(X, Y)Z =VxVyvZ -V+vVxZ2 — V[X7y]Z, 7 € X(M),

onde V é a conexao riemanniana de M.

Exemplo 5. Seja M = R", entao R(X,Y)Z = 0 paratodo X, Y, Z € X(R").
Com efeito, seja Z = (z1,...,2,), entdo VxZ = (Xzy,...,Xz,) e VyZ =
(Yz,...,Yz,). Logo

VyVxZ =(YXz,..,YXz,),
VxVyZ =(XYz,..,XYz,),
Vixy)Z = ([X,Y]z, ..., [X,Y]z,).
Portanto R(X,Y)Z = VxVyZ — VyVxZ — VixyZ = 0.

Podemos pensar em R como uma maneira de medir o quanto uma variedade

M deixa de ser euclidiana.

Proposigao 1.5.1. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M goza

das seguintes propriedades:

11



(1) R é bilinear em X (M) x X(M), isto é,
R(fXI + gX273/1> = fR(XhYI) + gR<X27}/1)7
R(X1, fY1+gYa) = fR(X1,Y1) + gR(X1,Y3),
onde f,g € D(M) e X1, X, Y1,Ys € X(M).

(2) Paratodo par X,Y € X(M), o operador curvatura R(X,Y) : X(M) —
X (M) é linear, isto &,
RX,Y)(Z+W) = R(X,Y)Z+R(X, Y)W,

com f € D(M)e Z,W € X(M).

(8) (Identidade de Bianchi) R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0.

Proposicao 1.5.2. Para todo XY, Z, T € X(M) e fazendo a identificagao
(R(X,Y)Z,T) = (X,Y,Z,T), sao validas as seguintes relagoes:

(1) (X, Y, Z2,T)+ (Y, Z, X, T)+ (Z,X,Y,T) =0,
(2) (X,Y,Z,T)=—-(Y,X,Z,T),
(3) (X,Y,Z,T)=—-(X,Y,T,2),
(4) (X,Y,Z,T)=(Z,T,X,Y).

Definicao 1.5.2. Sejam M uma variedade Riemanniana, p € M, o C T,M
um subespago bi-dimensional do espago tangente T,M e {X,Y} uma base
qualquer de 0. A Curvatura Seccional de o em p, K(0) = K(X,Y), é por
definicao

(R(X,Y)X,Y)
IXAY]2

K(X,Y) = (1.1)

12



onde | X AY| = /|X]2|Y]2— (X,Y)2, representa a drea do paralelogramo
bi-dimensional determinado pelos vetores X,Y € o.

Verifica-se que esta definicaio nao depende das escolhas dos geradores
X,Y € 0. De fato, se X = aX +bY e Y = cX +dY sao outros geradores de

o, entao um célculo direto nos mostra que

(ad—bc)*(R(X,Y)X,Y) (RIX,Y)X\)Y)

V(X2 — (adbeP(XPIVP-(XY)%) — (XY P-(X.Y)7)

o que demostra a afirmacao acima.

Proposicao 1.5.3. Seja M uma variedade Riemanniana e p um ponto de

M. Defina uma aplicagao trilinear R’ : T,M x T,M x T,M — T,M por

para todo X,Y,Z, W € T,M. Entao M tem curvatura seccional constante c

se, e somente se, R = cR’, onde R é a curvatura de M.

Exemplo 6. Entre as variedades Riemannianas, aquelas de curvatura sec-
cional constante ¢ sao as mais simples. Podemos citar como exemplo, o
Espaco FEuclidiano R" com ¢ = 0, a Esfera Unitdria S"™ com c=1eo

FEspaco Hiperbolico H" que tem curvatura seccional ¢ = —1.

Definicao 1.5.3. Um Tensor T em uma variedade riemanniana é uma apli-

cagao multilinear T : X (M) X ... x X(M) — D(M).
r—f?ztrores

Isto quer dizer que, dados Y7, ..., Y, € X(M), T(Y1,...,Y,), é uma fungao

diferenciavel em M, e que T é linear em cada argumento, isto é,
T(Yy, ... fX+gY,...Y,)=fT(Y1,..,X,...Y,)+¢T(Y1,..,Y,..)Y,),
para todo X,Y € X(M), f,g € D(M).

13



Definicao 1.5.4. Seja T um tensor de ordem r. A Diferencial Covariante

VT de T é um tensor de ordem (r + 1) dada por
VTV, .Y, Z) = Z(T(Yi, .. Y})) = T(V 2 Yh, o Yy) — oo — T(Yi, ., V1Y),

Para cada Z € X(M), a Derivada Covariante VT de T em relagao

a /Z é um tensor de ordem r dado por

VTV Yy) = VIV, o Yo, 2). (1.2)

14



Capitulo 2

Preliminares e Fundamentos

2.1 Equacoes Fundamentais de uma Imersao
Isométrica

Definicao 2.1.1. Sejam M" e N variedades diferenciaveis. Uma aplicagao
diferenciavel ¢ : M — N ¢é dita uma Imersao se dy, : Ty,M — T,y N
é injetiva para todo p € M. Se, além disso, ¢ é um homeomorfismo sobre
w(M) C N, onde ¢(M) tem a topologia induzida por N, diz-se que ¢ é um
Mergulho. Se M C N e ainclusaot : M <— N é um mergulho, diz-se que M
é uma Subvariedade de N. Se ¢ : M — N é uma imersao, entao n < m,

neste caso a diferenca m —n é chamada a Codimensao da imersao ¢.

Proposigao 2.1.1. Seja ¢ : M™ — N uma imersao da variedade M na
variedade N. Para todo p € M, existe uma vizinhanca U C M de p tal que
a restri¢ao ¢|y ¢ um mergulho.

A Proposicao 2.1.1 nos diz que toda imersao é localmente um mergulho.

Definicao 2.1.2. Seja ¢ : M" — M uma imersdo de uma variedade

diferenciavel M em uma variedade Riemanniana M com métrica (, )37. Diz-
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se que ¢ ¢ Isométrica se
(X, YY) = (dpp(X), dpp(Y))3r, Ype M, XY e T,M.

Sendo a imersdo ¢ : M — M localmente um mergulho (Proposicao 2.1.1),
podemos identificar um aberto U de M com ¢(U), e dizer que ¢ é localmente
a aplicacao inclusao. Mais ainda, podemos considerar U como uma subvar-
iedade de M. Em particular, estamos identificando p € U com ¢(p) € o(U).
Assim, o espago tangente de M em p se torna um subespacgo do espaco tan-

gente a M, e o produto interno de T,M o decompde em soma direta
TpM =T,M & (TpM)la

onde (T,M)* é o complemento ortogonal de T, M em T,M. Assim, do modo
como definimos o fibrado tangente 7'M no Exemplo 1.5.3, podemos definir

também o Fibrado Normal
TM*={(p,&); peM e (€ (T,M)"}.
Com respeito & decomposi¢ao acima temos as aplicagoes
()" :TM —-TM
()yr:TM — TM*

chamadas Projecao Tangencial e Projecao Normal, respectivamente.

Agora, tomando campos vetoriais X,Y € X (M), e sabendo que ¢|y é
um mergulho, existem extensoes locais X e Y de X e Y, respectivamente,
numa vizinhaca U de M. Entdo, se V é a conexdo Riemanniana de M,
faz sentido calcular vy? ou VyY. Verifica-se que VxY nao depende da

extensdo Y de Y, logo por simplicidade de notacdo, denotaremos VY por
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VxY, lembrando que isso significa tomar uma extensao de Y para calcular a
derivada covariante. Assim, pela unicidade da conex@ao Riemanniana verifica-
se que

VxY = (VxY)'
isto é, se X, Y € X (M) entao
VxY =VxY + (VxY)* (2.1)

Definicao 2.1.3. A Segunda Forma Fundamental da imersao ¢ é definida

como sendo a aplicagao a : X (M) x X(M) — X (M)* dada por,
a(X,Y) = (VxY)*

Assim, para todo X,Y € X(M), obtemos de (2.1) a Formula de Gauss

a(X,Y) =VxY — VyY.

Verifica-se que a segunda forma fundamental o é simétrica e bilinear sobre

D(M).

Sejam X € X(M) e £ € X(M)*, temos
Vx€=(Vx& +(Vx&)™.
e com relacao & compenente normal, definimos
V)L(f = (Vx&)™

Note que para quaisquer X,Y € X(M), f,g € D(M) e &n € X(M)*,
temos que

VX (M) x X(M)t — x(M)*

¢é por definigao

vj[X-i—ng = va-H?Yg - (vaJrng)T'
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Com isso, podemos concluir que V+ é D(M)-linear em X e R-linear em &,
pois V e V' sdo conexdes afins. Também vemos que V+ é compativel com
a métrica, ou seja, X(£,n) = (Vx&,n) + (£, Vxn), onde (,) é a métrica de

M. Assim, V* ¢ uma conexao afim em TM* chamada Conexdo Normal.

Com relagao a componente tangencial, definimos a aplicagao
A¢ : X(M) — X(M) dada por

Ae(X) = —=(Vx&)".

Dado p € M, verificamos que Ae, : T,M — T,M ¢ um operador linear
auto-adjunto. Com efeito, se X,Y € X(M) e £ € X(M)* temos

(AeX.Y) = (=(Vx§'Y)=(-VxEY)
(€. VxY) = (£, VxY + a(X,Y))
= (&aX)Y) = (oY, X)) =
(AsY, X).
Note que em particular, (A¢(X),Y) = (a(X,Y),§). O operador A, é chamado
Operador de Weingarten ou por abuso de linguagem, de Segunda Forma
Fundamental da imersao .

Assim, temos a Formula de Weingarten
Vx€ = —Ag(X) + V&

Agora, usando as formulas de Gauss e Weingarten vamos obter as Equacoes
Fundamentais de uma Imersao Isométrica, a saber, as equacoes de
Gauss, Codazzi e Ricci. Sejam X,Y,Z € X(M), R, R os operadores cur-
vatura de M e M, respectivamente. Assim, temos

R(X, Y)Z = VXVYZ — VYVXZ - v[X,Y]Z-
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Das formulas de Gauss e Weingarten segue que

VxVyZ = Vx(VyZ+a(Y,2)) =VxVyZ +VxalY,Z)
= VxVyZ+a(X,VyZ) — Aay.yX + Vxa(Y, 2).

De modo analogo, também temos
VyVxZ =VyVxZ +a(Y,VxZ) — Aux,2)Y + Vya(X, 2).
E por fim, também pela formula de Gauss,
VixyiZ =VixyZ +o([X, Y], Z).
Tomando a parte tangencial do operador curvatura de M temos
(RX,Y)Z2)" = VxVyZ = Ay )X —VyVxZ + Aax.2)Y — Vixv1Z

= RX,\)Y)Z+ Aux,2)Y — Aoy, X.
Assim, para todo W € X (M) obtemos a Equacao de Gauss
(RIX,Y)Z, W) = (R(X,Y)Z, W)+ {a(X, Z),a(Y,W)) — (Y, Z), (X, W)).

(2.2)

Se K(X,Y) = (R(X,Y)Y,X) e K(X,Y) = (R(X,Y)Y, X) denotam as
curvaturas seccionais em M e M, respectivamente do plano gerado pelos

vetores ortonormais X,Y € T,M, entao a equacao de Gauss sera

K(X,)Y) - K(X,Y)={(a(X,X),aY,Y)) — |la(X, V)| (2.3)
Tomando agora a componente normal de R(X,Y)Z temos,
(RIX,Y)2)" = a(X,Vy 2)+VxalY, Z)—a(Y,Vx Z)-Via(X, Z)—a([X,Y], Z).

Usando o fato de que a conex@o em M & simétrica e denotando (Vxa)(Y, Z)
por

(Vxa)(Y.Z) = Vxa(Y,Z) = a(VxY, Z) — a(Y,Vx2Z)
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obtemos a Equacao de Codazzi
(R(X,Y)Z)" = (Vxa)(Y, Z) = (Vya)(X, 2). (2.4)
Finalmente consideremos o operador de curvatura normal
RY - X(M) x X(M) x X(M)* = X(M)* definido por

RH(X,Y)E = ViVl = VyVxé — Vixy €, VXY € X(M), €€ X(M)"

Usando as formulas de Gauss e Weingarten e tomando a proje¢ao normal de

R(X,Y)¢ obtemos a Equagao de Ricci
(R(X,Y)E)" = RH(X,Y)E+ a(AX,Y) — a(X, AcY)
ou

(R(X,Y)E,m) = (RH(X,Y)&,m) — ([Ae, A )X, Y),
onde n € X(M)J', [A&An] = A£ o A77 — AT] o Ag e (VyA)(X, f) = VyAgX —

. . ~ . L ——n+m s ntm
Se considerarmos uma imersao isométrica ¢ : M™ — M, ', onde M,
denota uma variedade de curvatura seccional constante ¢, entao pela Proposi¢ao

(1.5.3) o tensor curvatura de M é dado por
RX,)Y)Z =c(XANY)Z =c({Y,2)X —(X,2)Y), VX,Y,Z € X(M).
Assim, as equagoes de Gauss, Codazzi e Ricci, sao, respectivamente
(1) Equagao de Gauss

(R(X,Y)Z, W) = c{(XAY)Z, W)+{a(Y, Z),a(X, W))—{(a(X, Z), a(Y, W)
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(2) Equacgao de Codazzi

(3) Equagao de Ricci

(RH(X,Y)Em) = ([Ae, 4] X, Y)

para X,Y € X(M) e &,ne X(M)*

Decorre dessa tltima equacdo que R+ = 0 se, e somente se, [Ae, Ayl =0
para todo &, 7, ou seja, se e somente se para todo p € M existe uma base de

T,M que diagonaliza simultaneamente todos os operadores Ae.

.~ . ——n+1 ) N s
Definicao 2.1.4. Seja ¢ : M™ — M uma imersao isométrica. Nesse caso
particular em que a codimensdo da imersdo ¢ 1, ¢(M) C M é denominada
uma Hipersuperficie. E imediato que para hipersuperficies, dado p € M

temos dimg ((T,M)*+) = 1, logo [A¢, A,] = 0.

Exemplo 7. Considere uma hipersuperficie ¢ : M" — M Assim, dados
p€ M, ¢ e (T,M)* eusando o fato de que a aplicagao de Weingarten é auto-
adjunta, ¢ possivel determinar uma base ortonormal {es, ..., e, } de T,M que
diagonaliza A , isto é, Ae, = A\ie; com i € {1,...,n}. Deste modo a expressao

(2.3) se escreve como

O produto AjAs...\, é chamado de Curvatura de Gauss-Kronecker de

M em p e coincide com a curvatura seccional no caso em que n = 2 e M = R3.
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Numa hipersuperficie, se X, Y € X(M) e £ € X(M)* ¢ um campo veto-
rial unitario entao a(X,Y) = ProijMvaY = X, ou seja, (a(X,Y),§) =

. Portanto,
VxY =VxY 4+ a(X,Y) = VxY + (a(X,Y), )¢,
ou seja,
VxY =VxY + (4 X, Y)E,

que é a formula de Gauss para as hipersuperficies. Por outro lado, como
¢ ¢ um campo vetorial unitério, temos que (Vx¢&, &) = 0 logo Vx& = 0 para

todo X € X(M). Portanto, a férmula de Weingarten torna-se
Vx&=—AX.

Neste caso a equagao de Ricci é identicamente nula e usando o fato de que
a(X,Y) = (A¢X,Y)¢ e tomando as componentes tangenciais de R(X,Y)Z

obtemos a equacao de Gauss
R(X,Y)Z = (R(X,Y)Z)" + (A X N AgY)Z,

onde (AgX A AgY)Z = <A§Y, Z>A§X - <A§X, Z>A§Y

e a equacao de Codazzi, &
(R(X,Y)E)" = (VyAg) X — (VxAe)Y,

onde por defini¢do (VxAe)Y = Vx(AY) — A VY.

Observacao 2.1.1. Vimos acima que as equagoes de Gauss, Codazzi e Ricci
~ . . . ~ . L . —n+m

sao satisfeitas para qualquer imersao isométrica ¢ : M™ — M . O teo-
rema fundamental das subvariedades nos d4 uma reciproca deste fato quando

—n+m . . ~
M = Q"™ onde Q7™ denota a forma espacial de dimensdo n + m e
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curvatura constante c. Trata-se de uma variedade Riemanniana completa e
simplesmente conexa (n + m) — dimencional com curvatura seccional con-
stante ¢, isto é, o espaco Euclidiano R""™ a esfera Euclidiana S, ou o

espaco hiperbolico H?*™. Uma prova desse teorema pode ser vista em [6].

2.2 Fibrados Vetoriais

Definicao 2.2.1. Sejam E e M variedades diferenciaveis e m : £ — M uma
aplicacao diferenciavel. Dizemos que 7 : E — M é um Fibrado Vetorial
Diferencidvel de posto m, ou simplesmente Fibrado Vetorial, quando

para cada ponto p € M tem-se,
(1) 7~ 1(p) é um espago vetorial real de dimensao m,

(2) Existe uma vizinhanga U de p em M e um difeomorfismo ¢ : 771(U) —
U x R™ cuja restrigao a 7~ '(g) ¢ um isomorfismo sobre {q} x R™ para

cada g € U.

Definigao 2.2.2. Dado um fibrado vetorial 7 : £ — M, para cada p € M
chamamos o espago vetorial E, = 7 !(p) de Fibra de 7 sobre p. Uma
Secao Local sobre um conjunto aberto U € M é uma aplicagao diferenciavel
§: M — FE tal que mo & = idy. Se U = M dizemos que ¢ é uma Seg¢ao
Global, ou simplesmente, Se¢ao de w. Denotaremos por I'(7) o conjunto

das secoes de 7.

Observagao 2.2.1. Dado e € FE existe uma segao £ tal que {(m(e)) = e. De
fato, se e € E temos 7(e) = p € M e, pela definigao de fibrado vetorial, existe
uma vizinhanga U C M de p e um difeomorfismo ¢ : 771(U) — U x R™.

Note que ¢(e) = (p,vy), onde vy € R™. Definindo  : U — Ux — R™ por
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n(q) = (q,vg) e fazendo ¢ : U — E como &(p) = ¢! on, temos que & é

1

diferenciavel e £ om(e) = ¢ ' onom(e) = ¢t on(p) = e, como queriamos

encontrar. Em particular, isto mostra que I'(7) é nao vazio.

Exemplo 8. Seja TM = {(p,v,);p € M,v, € T,M}. A aplicacdo 7 :
TM — M, dada por m(p,v,) = p, é um espago fibrado vetorial de classe C*°,
chamado o espaco Fibrado Tangente a M. Assim, uma se¢ao do espaco
fibrado tangente 7'M ¢ um campo de vetores X em M, que para todos os

efeitos, ¢ uma aplicagdo que a cada p € M associa um vetor X (p) € T, M.

Exemplo 9. Seja (,) uma métrica riemanniana em M™ e N™ C M™ uma
subvariedade de M. Dado p € M, seja T,N+ C T,,M o subespaco de vetores
normais a TpN; definimos w(N) = {(p,v,);p € N,v, € T,N+}. A aplicacio
7:w(N) — N, dada por 7(p,v,) = p é um espaco fibrado vetorial, chamado

o espaco Fibrado Normal.

2.3 Estrutura Complexa em Espacos Vetoriais

Definicao 2.3.1. Seja V um espago vetorial real. Um homomorfismo linear
J : V — V satisfazendo J? = —I, onde I é a aplicacao identidade em V', é

chamado de Estrutura Complexa em V.

Seja V' um espago vetorial real com uma estrutura complexa J. Podemos
definir o produto AX de um nimero complexo A = a + b e um elemento X
de V por

AX = (a+1ib)X =aX +bJX.

Entao podemos considerar V' como um espaco vetorial sobre C.

24



Observagao 2.3.1. Note que com relagao as operagoes adi¢ao(usual) e mul-
tiplicagdo por um ntimero complexo definida por (a + ib)v := av + bJv,
a+1b e Cewv eV, V torna-se um espago vetorial sobre C, que seréd deno-
tado por V/, uma vez fixada a estrutura complexa J. Também, podemos
verificar que a dimensao real de V', ou seja, a dimensao de V' como espaco
vetorial real, é par. De fato, seja {ey,...,e,} uma base do espago vetorial V/

sobre C,entdo {ey, ..., €,,1€1, ...,7€,} ¢ base de V sobre R pois,

n

Zajej —+ Zibj@j =0 = Z(Cl]‘ + ibj)ej =0
j=1 j=1

j=1
= a; + ij =0,y

= aj = bj :O,VJ

Logo, dimcV = n, entao dimgV = 2n.

Dado um espaco vetorial complexo de dimensao complexa n, seja J o
endomorfismo linear definido por JX = ¢ X, para todo X € V. Considerando
V' como espaco vetorial real de dimensao 2n, entao J é a estrutura complexa
de V.

Seja V' um espaco vetorial real com uma estrutura complexa J. Entao
podemos estender J a um endomorfismo linear complexo de V& = {X +

iY; X, Y € V}, também denotado por J, dado por
JX +1iY)=JX +iJY.

Em um espaco vetorial real 2n-dimensional com estrutura complexa J,
existem elementos X7, ..., X, de V tal que {Xy,..., X,,, J X1, ..., JX,,} ¢ uma
base de V.

Consideremos Zy = J5(Xj, — iJX}) e Z, = 5(Xp +iJXp), k= 1,...,n.
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Entdo {Z1,...2,, Z1,...Z} ¢ uma base de VC, desde que, dimVC = dimgV =
2n e dado que o conjunto acima é linearmente independente.

Além disso,

J(Zy) = J(%(Xk - iJXk))
= %(JX,C —iJ?X},)
1 .
= E(]Xk + ZXk)

= 7Yk

1(Z) = J(i<Xk+¢JXk)>

S

1

= E(JX,CJFZ'JQX,C)
1 .

= E(JXk—ZXk)

= —iZ,Vk.

Assim, 7 e —i sao os autovalores de J, correspondentes aos autovetores Zj, e
7, respectivamente, para k = 1,...,n, e portanto J é diagonalizavel (i e —i
tém multiplicidade n).

Sejam V) = {7 e VG JZ =iz}, e VO ={Z €V, JZ = —iZ}, os

autoespacos correspondentes aos autovalores ¢ e —i respectivamente.
Proposicao 2.3.1. Vale os seguintes itens

L VA =X —iJX; X €eV}eVOD =X +iJX; X €V},

2. VC=y0 gyOn,

Demonstracao.
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1. Para todo X —iJX € {X —iJX; X € V} temos que

J(X —iJX) = JX —iJ?’X
= JX +iX
= (X —iJX),

entdo X —iJX € {Z eV, JZ =iZ}, e
(X -iJX;XeV}yc{ZeVJZ=iZ}.

Seja Z € {Z € V&, JZ = iZ}, entao Z € V€ e JZ = iZ, ou seja,
Z=X+iY e J(X +iY) =i(X +iY) = JX +iJY —iX +Y =0=
—JX=YeX=JY. Assim, Z = X +iY = X +i(-JX) =X —iJX,
istoé, Ze {X —iJX; X eV}e

(ZeVSJZ=iZ} c{X —-iJX;X €V}
Logo,
VO (7 c VS JZ=iZ}) = {X —iJX; X € V).
De modo analogo temos

VO —(7eVC JZ=—-iZ} ={X+iJX; X €V}

2. Primeiro observe que para qualquer Z € VC,
1 . 1 .
Z = §(Z —iJZ)+ §(Z+zJZ),
com 2(Z —iJZ) e VIO e L(Z +iJZ) € VOV, De fato
1 . 1 . . .
5(2 —iJZ) = §(X +iY —iJ(X +1iY))
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1
= (X +iY —iJX +JY)

- %((X L IY) —i(JX —Y))

_ %((XJrX) —i(JX 4 IX)
_ X —iJX,

analogamente

1
S(Z+i12) = X +iJX.

Além disso, se Z € VOO N VO entdo JZ =iZ e JZ = —iZ, o que
implica que iZ = —iZ < Z = 0. Portanto Z € V19 0y O = {0}
logo V& = V10 g O,

O

Seja M uma variedade diferenciavel, indicaremos por TCM a complex-
ificacio do fibrado tangente, ou seja, TM = {X +iY;X,Y € TM}.
Como foi visto anteriormente, a extensao de J ao fibrado tangente com-
plexificado pode ser diagonalizada tendo ¢ e —i como autovalores. Os au-
toespacos associados aos autovalores i e —i serdo denotados por THOM e
TODM, respectivamente. Segue também que T-M = T8MM & 7Y M,
onde T\"OM = {X —iJX: X e TM} e TV M = {X +iJX; X € TM}.

Definicao 2.3.2. Seja V um espaco vetorial sobre C. Um Produto Interno
Complezo sobre V ¢ uma aplicacao ((.,.)) : V x V — C tal que para

quaisquer u,v,w € V e a, # € C tem-se

(1) (u,v)) = ((v,u))
(2) (lou+ Bv,w)) = a((u, w)) + G{(v, w))
(3) (u,u)) >0e ((u,u)) =0 u=0
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Dai tem-se que

{{u, \)) = (D, u)) = M(v,u)) = AX{(v,u)) = M{u,v)), Yu,v eV, Xe€C

Definigao 2.3.3. Um produto interno (.,.) : V' x V' — R sobre um es-
paco vetorial quase-complexo (V, J) é dito Hermitiano quando (Ju, Jv) =
(u,v), Yu,v € V. A terna (V, J,(.,.)) é entdo chamada um Espac¢o Vetorial

Hermitiano, e representaremos tal produto interno por (.,.)p.

Definicao 2.3.4. Seja M uma variedade diferenciavel real. Um campo de
tensores J em M é chamado uma FEstrutura Quase Complexa em M,
se para cada ponto p € M, J, ¢ um endomormismo do espaco tangente
T,M tal que Jg = —I. A variedade M munida com tal estrutura é dita uma

Variedade Quase Complezxa.

Definicao 2.3.5. Sejam U C C™ = {(z1...2,,) € Cx ... xC;z; = z; +
iy;} aberto e f : U — C, f = u + v de classe C, isto ¢, existem e sdo
) . .. Ou Ou Ov Ov )
continuas as derivadas parciais —, —,—,—, 1 < k < m. Dizemos

Ory Oy 0wy Oy
que f é Holomorfa (derivavel no sentido complexo) em U quando valem as

Equacoes de Cauchy-Riemann

o o
Oz, Oy Oyp Oy’

Definigao 2.3.6. Sejam U C C™ aberto e f = (f1...f,) : U — C", onde
cada f; : U — C é de classe C'. Dizemos que f é holomorfa em U quando

cada f; ¢ holomorfa em U.

Definicao 2.3.7. Uma Variedade Complexa de dimensao m é um con-
junto M e uma familia de aplicagoes biunivocas f, : U, — M de abertos

U, C C™ em M tais que:
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(1) Ufa(Us) = M

(2) para quaisquer «, 8 com fo(Uy) N f3(Ug) = W # (), os conjuntos
LYW e f/gl(W) sao abertos em C™ e, além disto, as aplicagoes

fa Yo f, e fi'o fs ai definidas sdo holomorfas.

O par (U,, fo) (ou a aplicagdo f,) com p € f,(U,) é chamado uma
parametrizacdo (ou sistema de coordenadas) de M em p e f,(U,) é chamada
de vizinhanga coordenada em p. A familia {(U,, f.)} ¢ chamada uma estru-

tura holomorfa em M.

Exemplo 10. O Espaco Projetivo Complexo n-dimensional CP™ é dado
pelo quociente CP™ = C"*1/ ~, onde dados z,w € C'* = C"™1\ {0},

z ~w << 2z = \w para algum \ € C*.

CP™ ¢ entao o conjunto das classes [z], onde z € C"1,

Mas,

] = {weCwn~z}
= {w e C";w = Az para algum \ € C*}

~ {Az;\ e C*}

Ou seja, CP™ é o conjunto dos subespagos de dimensao complexa 1 em C".

Note que qualquer elemento de CP™ ¢ da forma [(z1,...,2,4+1)], onde
(21,5 2n1) € CP1 Segue dai que dado [(21,...,2,41)] € CP", tem-
se z; # 0 para algum 1 < j < n + 1, de onde concluimos que se V; =

n+1
{l(z1,. -, 2n11)]; 2j # 0} entao CP" = |J V;. Também [w] = 2] & w ~ z &
j=1

w = Az para algum \ € C*.

Isto quer dizer que [w] = [z] se, e somente se, w é um multiplo de z
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Em particular, se z = (z1, ..

j=1,...,n+1 entao

1

(21, -y 2nt1)] = {;(zl,...,znﬂ)

J

Assim, podemos escrever

[(21, s ,Zn+1)] = [(U)l, ..

-y Zny1) € CPTLé tal que z; # 0 para algum

- W1, lawj7 s 7wn)]7

onde wy = k. Para cada 7 =1,...,n+ 1, definimos

Zj

V} = {[(zlv"wzn-f—l)] GC:+1;Zj7éO}

= {l(wy,...,wj_1, Lwj,...,w,)]; (wy,...,w,) € C"}
e fj : C* — V; C CP" pondo f;(wy,...,w,) = [(w1,...,wj—1, 1w, ..., w,)].
Podemos verificar que {(C", f;);j = 1,...,n+ 1} é uma estrutura holo-

morfa em CP™ o que o torna uma variedade complexa de dimensao n. De

n+1
fato, f; é obviamente bijetiva, logo |J f;(C")

=1

n+1
—yv,=cpn
7=1

Agora s6 falta mostrarmos que se f;(C*)N f;(C*") =V, NV; #0, fj_l(Vj N

Vi) é aberto e que f; ' o f; é holomorfa. Para isso, suporemos i < j(o caso

i>j é anélogo).

Dado ((wy,...,w,)) com w; # 0, tem-se
fj((wl,...,wn)) = [(wl,...,wj_l,1,wj,...,wn)]

1

= |i;i<w17...,wj1,1,'11}]',...,11)”)
wy Wi—1 Wi41 Wj—1 1 Wj41 W,

= DR EREE 717 P ) yeeey T
w1 Wi—1 Wit w1 1 wijy w

= fz<_ R - ) - PR : 7_7]—77_n>€fl<cn)
Wi Wy Wy w; Wi Wy Wi

Portanto, fj(wy,...,w,) € V;NV; e dai (wy, ...
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Dado [(z1, ..., 2nt1)] € V; NV, tem-se

Z1 Zi 1 Zit1 Zn+1
[(Zl,...,2n+1)]: |:(—,...,]—, ,L,..., nt ):|

Zj Zj Zj Zj
Logo,
_ 21 Zij—1 Rj+1 Zn+1
fjl([(zl,...,zn+1)]) = {(Z,, sz , ]Zj e Zj )} = (wq,...,wy,)
Zi . ., ~
com w; = — # 0, pois z # 0 ja que (21, ..., 2ns1) € V; Provamos entao que
Z.

J

fj_l(\/; NV;) = {(wy,...,w,);w; #0}.

que é de fato aberto.

Agora,

filtofi(wr,...,w,) = fiH([wi, .. w1, Lawig, ... w,))

o w1 Wil | Wit wi—1 1 wjqy
— f’b Ty ey s 1y g ey — P

w; Ww; Ww; w; ’ w; ’ W;
. w1y Wi—1 Wit1 Wji—1 1 Wj41 W,
— — 9000y ) 9000y 9 _7 9 e 00y — .

Portanto, f; ! o fj € holomorfa, ja que cada coordenada determina uma

funcao holomorfa.

2.4 Estrutura Complexa de CP"

Temos que S?"*1 c R?"*2 = C"*'. Sejam 7 : S?"*! — CP" a projecao
canodnica de S*"*! sobre CP" que leva cada z € S*"*! a uma reta p = [z] €
CP", onde og = spang{z,iz} C C"*1. Entao

™ (p) = {weShz~w}

= {w € S w = \z para algum \ € S'}
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= { M A=a+bicS}

= {(a+bi)z;a,beRe|(a+bi)z| =1}
= {az+b(iz);a,b € R e |az + b(iz)| = 1}
= S {az +b(iz);a,b € R}

= S Nop =S Logo, S'é a fibra de 7 sobre p.

Temos que 1,5t = {w € C"™;w L z} e, portanto, iz € T,S*" 1.
Como 7 & constante em 7~ 1(p) = S, tem-se dr, restrita ao subespago tan-
gente a 7 !(p) é identicamente nula. Tal subespago tem dimensao 1 e ¢é
gerado por um vetor perpendicular z e contido no plano og, ou seja, gerado
por iz. Logo, dr.|spans iz} = 0.

Seja T, = {{iz}* em T,5*"*'} = {w € C"*';w L¢ 2}. Entdo 7,5+ =
T, ® spang{iz}, T, tem dimensdo 2n e, como dr,(spang{iz}) = {0}, temos
que dr. tem posto 2n — 2. Portanto di = dr|; T, — T,CP" é um
isomorfismo.

Se denotamos por (-,-), o produto interno hermitiano sobre C"*! =
R* T2 isto ¢, (z,w), = S 2xWy, entao o produto interno euclidiano (., .)

k=1

sobre R?"™2 pode ser escrito como (X,Y) = R(X,Y),. Dessa forma pode-

mos definir uma métrica Riemanniana g sobre CP" pondo VX,Y € T,CP",
9p(X,Y) = ((d7) 71 (X), (d7) 71 (Y))

g é chamada M¢étrica de Fubini-Study.

Sejam p € CP", dr = d7T|T~,z e a estrutura complexa J : T, — T, dada
por J(w) = iw, z € S*"*! tal que 7(z) =pe J =di, 0 Jodr,' : TpCP" —
T,CP". Dessa forma, podemos verificar que J ¢ uma estrutura complexa
sobre CP" e que a métrica de Fubini-Study é hermitiana com respeito a es-

trutura J.
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Capitulo 3

Rigidez de Hipersuperficies em

cp”

3.1 Conceitos Preliminares

Definicao 3.1.1. Uma variedade complexa M™, com estrutura complexa J
em T'M é chamada Variedade Kdahleriana se J é um operador ortogonal,
paralelo na conexao Riemanniana V, ou seja, VJ = 0 ou ainda para todo
par de campos tangentes X, Y tem-se (VxJ)Y = Vx(JY) —JVxY =0e
portanto Vx(JY) = JVxY. No caso em que J satisfaz apenas a condigao
(VxJ)X = 0 para todo campo tangente X, a variedade é dita Quase Kdh-

leriana.

Definigao 3.1.2. Seja (M, J) uma variedade Kéahleriana. Diz-se que M tem
Curvatura Seccional Holomorfa quando na definigao (1.1) considerarmos
sempre K (X, JX) para todo X € T,M. A Curvatura Seccional Holomorfa é
Constante se para todo X € T, M tivermos K (X, JX) = c.

Exemplo 11. O espacgo projetivo complexo CP™ com a métrica de Fubini-
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Study tem curvatura seccional holomorfa constante ¢ = 4.

Definicao 3.1.3. Seja M uma variedade Riemanniana dotada de estrutura
quase complexa ortogonal J e M uma hipersuperficie de M. Seja, também,
& um campo local de vetores unitarios normais em M. O campo de vetores
tangentes U := J¢ € X(M) seréa chamado Campo Vetorial de Hopf em
M e diremos que M é uma Hipersuperficie de Hopf de M se as curvas

integrais de U sao geodésicas de M, isto é
VyU = 0.

Definicdo 3.1.4. Seja g : M — M uma imersdo isométrica de uma Var-
iedade Riemanniana M?*~! em uma variedade Quase Kahleriana (M, J) e
seja é um campo de vetores normais na hipersuperficie M = g(M) de M.
Entao podemos definir em M uma estrutura de campo vetorial U e tensores
gg e A de modo que

Uq = d!fl(*] g )

Observamos que a estrutura do campo de vetores U corresponde ao campo
de vetores de Hopf dg(U) de g(M) com relacdo ao campo normal €. Assim,
quando M é uma subvariedade de M e g é a inclusdo entdo podemos denotar
essa estrutura induzida na hipersuperficie M por U, ¢, A e £ esta no fibrado

normal de M. Nesse caso, teremos de modo mais simples, as expressoes,

U= Jg, (3.1)
$(X) = JX + (X, U)E. (3.2)
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Usando a condicdo de Kihler, Vyx (JY) = J(VxY) em CP", encontramos
a taxa de variacdo dos campos induzidos U e U (se considerarmos uma imer-

sao isométrica g : M — CP™), ou seja

VxU = Vx(J§)
= Vx(JE) — (Vx(J€),6)¢
= J(Vx&) + (JE, VxE)E
= —J(AX) — (U, AX)¢
= —(J(AX) + (U, AX)¢)

Assim, comparando essa igualdade com (3.2) temos

VxU = —¢pAX. (3.3)
Procedendo de modo analogo com V «U também obtemos,

VxU =—-¢pAX. (3.4)

Através dessa estrutura induzida (U, $) podemos verificar as seguintes

propriedades:

(P1) $*X = —X + (X, U)U

(P2) (¢X,9Y) = (X, Y) + (X, U)(Y.U)
(P3) ¢ & anti-simétrico

(P4) ker(¢) = span{U}

(P5) ¢ : Ut — U é uma isometria linear, onde

U+ ={Up)} = {veT,M;{vUQp) =0}
(P6) (Vx0)Y = (AX,Y)U — (Y, U)AX.
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Com efeito,
Aplicando ¢ em ¢X = JX + (X, U)¢ temos
P*°X = ¢JX + (X, U)ot
= JJIX+{IX, U+ (X, U)U
= - X+(X,0)U

Portanto vale (P1).

Temos que X = JX + (X, U)¢ e oY = JY + (Y, U){. Dai, segue que
(pX,0Y) = (X,Y) + (X, U)(Y,U). Portanto vale (P2).

Usando (P1) e (P2) temos que (¢?°X, oY) = (¢X,Y) + (¢ X, U)(Y,U).
Assim, —(X, ¢Y) = (¢X,Y). Logo vale (P3).

Em ¢X = JX + (X, U)¢, fazendo X = U temos,
oU = JU+ (U, U)¢
= J¢+¢
= —t+¢
=0

entao span{U} C Ker(¢). Por outro lado, se $X = 0 temos JX + (X, U)¢ =
0, logo JX = —(X,U)¢. Aplicando J nessa ultima igualdade temos,

X = —(X,U)J¢
-X = —(X,U)U
X = (X,U)U.

assim, X é multiplo de U. Segue que span{U} D Ker(¢). Portanto vale (P4).
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Por (P2) VX € U™ temos (¢?°X,oU) = (¢X,U) + (¢X,U){U,U). Por
(P4) ¢U = 0, logo (¢pX,U) = 0, isto &, X € U+. Assim arestri¢io de ¢ a U+
¢ linear. Por outro lado, usando (P2) VX,Y € U™ temos (¢ X, Y ) = (X,Y),

ou seja, ¢ é isometria. Logo vale (P5).

Agora, pela definigao de derivada covariante de um tensor vista em (1.2),

temos

(Vx9)Y = Vx(¢Y)—o(VxY)
= Vx(Y) = (Vx(8Y),6)¢ = J(VxY) — (VxY,U)¢
= Vx(JY + (Y, U)§) + (Y, Vx&)E = J(VxY — (VxY,€)¢€)
— (VxY,U)¢
= Vx(JY) +(VxY,U)§ + (Y, VxU)E + (Y, U)Vx§
— (@Y, AX)E — J(VxY) = (Y. V&) JE — (VY U)E
= —(Y,0AX){ — (Y, U)AX + (Y, 0AX){ + (Y, AX)U
= Y, AX)U - Y,U)AX
— (AX,Y)U — (Y, U)AX.

Portanto vale (P6).

Defini¢do 3.1.5. Sejam M e M variedades Riemannianas e g : M — M
uma imersdo isométrica. Diz-se que a subvariedade g(M) é Rigida em M se
para cada imersao isométrica f : M — M, existe uma isometria 7 : M — M

tal que f =T1o0g.

De outra forma,
Definicao 3.1.6. Seja M uma variedade Riemanniana e M C M uma sub-
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variedade de M. Se G é um grupo de isometrias de M, diz-se que M é
Rigida em M com relacio a G se toda imersdo isométrica f : M — M
¢ extendivel a uma isometria do espaco ambiente M. Em outras palavras,
existe uma isometria 7 € G tal que f = 7 |); . Neste caso dizemos que as

variedades M e f(M) sao G-congruente.

Observagao 3.1.1. Em espaco real, a rigidez de hipersuperficies cuja se-
gunda forma fundamental tem posto maior ou igual a 3 em todo ponto é um
resultado classico bem conhecido que pode ser encontrado, por exemplo, em

[6] e [9]. Lembremos desse resultado.

Teorema 3.1.1. Seja M uma variedade Riemanniana de dimensao n, e sejam
f e g imersoes isométricas de M em R™*! com campos de vetores unitérios
normais §f e &, respectivamente. Se as segundas formas fundamentais oy e
a, de f e g (com relagdo a &f e £,), respectivamente, coincidem em M, entao

existe uma isometria 7 de R"! tal que f =T og.

Como consequéncia temos

Corolario 3.1.1. Seja M uma variedade Riemanniana de dimensao n, conexa
e orientavel, e sejam f e g imersoes isométricas de M em R™*!. Se o posto da
segunda forma de M pela imersao isométrica f é maior ou igual a 3 em to-

dos os pontos de M, entdo existe uma isometria 7 de R"*! tal que f = 70g.
Esse resultado (3.1.1) é devido a Beez [1] e Killing [5]. Uma prova desse

teorema fazendo uso das formas diferenciais pode ser encontrado em E. Car-

tan [3].
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Em 1973, Takagi [10] mostrou um teorema de rigidez para hipersuperficies
do espago projetivo complexo que é o equivalente do famoso teorema de

rigidez para hipersuperficie do espaco real visto acima, isto €, ele provou o

Teorema 3.1.2. Seja M uma hipersuperficie de CP" tal que sua segunda
forma fundamental A tenha posto maior ou igual a 3 em todos os pontos de

M. Seja f uma imersao isométrica de M em CP™ (n > 3). Entao,

~

(i) ¢ = ¢ se, e somente se A=A

(i) Se A = A entdo existe uma isometria holomorfa F de CP" tal que

Flu=1F.

Mais recentemente (1996) esse resultado foi melhorado por Takagi et al
[11], mostrando que a Rigidez de hipersuperficies em CP" s6 depende, em
geral, da invariancia do campo de Hopf, isto é, basta U = U. Trataremos

desse resultado com detalhes na proxima segao.

Considere o espaco projetivo complexo (CP", J, <>, V, R) dotado com a
métrica de Fubini-Study de curvatura seccional holomorfa constante igual a

4. Entdo seu tensor curvatura R, encontrado em [6], ¢ dado por

RIX.Y)Z = (V,2)X —(X,2)Y — (Y, JZ2)JX
+ (X, JZ)IY + 24X, JY)IZ (3.5)

Seja M uma hipersuperficie de CP™ com segunda forma fundamental o e
estrutura induzida <>, V, R, etc. Seja £ um campo unitario normal em M.

Lembremos que

a(X,Z) = VxZ—-VxZ
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= (VxZ,&)¢
= <Zv _vX5>£
= (Z,AX)¢

Também, a(Y, W) = (W, AY )¢, logo

(X, Z),a(Y,W)) = (AX, Z)(AY, ).
Procedendo de modo analogo, temos

(Y, Z),a(X,W)) = (AY, Z)(AX, W).

Assim, as equagoes de Gauss (2.2) e Codazzi (2.4) para M sao, respectiva-

mente:

(RIX,Y)Z,W) = (R(X,Y)Z,W)+ (AX, Z){AY,W)
— (AX,W)(AY, Z) (3.6)
(R(X,Y)Z,6) = ((Vxa)(V,Z),&) = (Vya)(X, Z),§), (3.7)

onde a derivada covariante do tensor h é por definicao dado por
(Vxa)(Y,Z) :=VxalY,Z) — a(VxY,Z) — a(Y,VxZ).
Da aplica¢ao de Weingarten sabemos que (a(Y, Z), &) = (AY, Z), logo

X(AY, Z) = X{(a(Y,Z),¢)
= (Vxa(Y,2),&) +{(alY, Z),Vx&)

= (Vxa(Y,; 2),§) = (a(Y, 2), AX)

= <vXa(Yu Z)7§>

De modo anélogo, vemos que Y (AX, Z) = (Vya(X, Z),€).

41



Em termos do operador de Weingarten A de M a equagao de Codazzi

(3.7) pode ser escrita como

(RX.Y)Z,¢) =

AZ, YY) + X(AY, Z) — Y(AX, Z). (3.8)

De outra forma, desenvolvendo o segundo membro da igualdade (3.8) obte-

(R(X,Y)Z,&) = ((VxA)Y — (VyA)X, Z) (3.9)

Assim, substituindo (3.5) em (3.6) e em (3.9) obtemos para toda hipersuper-

ficie M de CP™ as equagoes de Gauss e Codazzi simplificadas para

RX.Y)Z = (Y,2)X — (X, 2)Y + (oY, Z)¢X — (X, Z)pY
— 2bX,Y)$Z + (AY, Z)AX — (AX, Z)AY, (3.10)

(VxA)Y — (VyA)X = 26X, VU + (Y, U)X — (X,U)¢Y.  (3.11)

3.2 Teorema da Rigidez de Hipersuperficies em
CP"

Agora, traremos como resultado principal deste trabalho a nova prova de

[8] do teorema da Rigidez de Hipersuperficies em CP", utilizando ferramen-
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tas da geometria cléssica vistas até aqui.

Teorema 3.2.1. Seja M uma hipersuperficie de CP™ tal que sua segunda
forma fundamental A tenha posto maior ou igual a 3 em todos os pontos de
M e seja g uma imersao isométrica de M em CP". Se g leva campos de Hopf
de M em campos de Hopf de g(M), isto é, U = U, entao g ¢ a restricao de

uma isometria holomorfa de CP".

Demonstracgao:
Facamos algumas consideracoes iniciais.

Sendo U = U, segue de (3.3) e (3.4) que para todo X € X (M)
PAX = pAX (3.12)
Como ¢ preserva a curvatura, isto é, R = R, obtemos de (3.10) que

(X, 02)Y + 22X, ¢Y)oZ — (Y, ¢Z)pX — (AX, Z)VAY + (AY, Z)AX =
(X,02)0Y + 2(X, YV Z — (Y, 02)0X — (AX, Z)AY + (AY, Z)AX
(3.13)

Em particular se Z = U, sabendo que ¢U = 0 e QASU = qgﬁ = 0 (pela
propriedade (P4) ), e substituido em (3.13) obtemos
(X, AUYAY — (Y, AUYAX = (X, AU)AY — (Y, AUYAX (3.14)
Também se Y = U a equagao (3.14) sera

(X, AUYAU — (U, AUYAX = (X, AUYAU — (U, AUYAX (3.15)

Se W denota o complemento ortogonal do espaco vetorial gerado por

{AU, AU} entdo para quaisquer Y € X(M) e X € W as equagoes (3.14) e
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(3.15) serao, respectivamente

(Y, AUYAX = (Y, AU)AX, (3.16)
(U, AUYAX = (U, AU)AX. (3.17)

Fazendo Y = AU ¢ Y = AU em (3.16) obtemos para todo X € W,

respectivamente

|AU2PAX = (AU, AU)AX, (3.18)
(AU, AUYAX = |AU?AX. (3.19)

Agora, faremos a demonstracao considerando dois casos.
1° CASO: AU # 0.

Sendo o posto de A maior ou igual a 3, existe um vetor X € W tal
que AX # 0, e assim das equagoes (3.18) e (3.19) temos que AX + 0,
AU # 0 e (AU, AU) # 0. Tomando o quociente entre os médulos dessas
equacoes obtemos |(AU, AU)| = |AU||AU|. Consequentemente AU = §AU,
onde § = :I:%. Usando esse resultado em (3.18) segue que AX = §AX para
todo X € .

Por outro lado, da propriedade (P2) temos que

($AX, pAX) = (AX, AX) + (AX, UNAX,U),

(pAX, PAX) = (AX, AX) + (AX,UYAX,U).

Como (AX,U) = (X,AU) = 0 e (AX,U) = (X, AU) = 0, e usando (3.12)
segue que |AX| = |AX| para todo X € W, logo AX = +AX eassim, § = +1.
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Escolhendo se necessério, o campo normal oposto em g(M ), podemos assumir

que 0 = 1. Assim,

AX = AX, (3.20)

A

AU = AU. (3.21)

~

Se (AU,U) # 0 e substituindo (3.21) em (3.15) obtemos que A = A, para
todo X € X(M).

Se (AU, U) = 0, pela propriedade (P5) podemos escolher um vetor X € U+t
tal que X = AU € U+.

Observagao 3.2.1. Usando a propriedade (P1) nesse caso em que X € U+,
temos que ¢2X = —X, logo ¢%(¢X) = —¢X. Por outro lado, usando
(3.12) temos também que ¢(¢X) = —X, logo ¢2(¢X) = —pX e portanto
$X = ¢X. Afirmamos que ApX = ApX. De fato, basta verificar (e verifi-
camos facilmente) que (49X, Z) = (ApX, Z), onde Z = AU ou Z € (AU)*.
Usando a propriedade (P1) temos que ¢2(AU) = —AU + (AU, U)¢, logo
P*(AU) = —AU.

Aplicando A na igualdade ¢X = AU € U~ e usando os resultados vistos

na observagao anterior temos,
A(AU) = A(¢pX) = ApX = —AP*(AU) = A(AU).

que juntamente com (3.20) e (3.21) obtemos A = A, para todo X € X(M).

Assim, fazendo Z =Y na expressao (3.13) reduzimo-la para
(X, Y)Y = (X, §Y)oY.

Usando a propriedade (P5) podemos considerar X = ¢Y € Ut e X =

¢Y € U*, que substituindo na expressao acima, e calculando o quociente
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entre seus modulos obtemos |(¢Y, ¢Y)| = |¢Y||¢Y|. Assim, procedendo com
o mesmo argumento usado para mostrar que AX = +AX , temos que para
todo X € U+ podemos verificar que ¢pX = :tngSX . Por outro lado, devido a
propriedade (P4) devemos ter ¢ = +¢ para todo Z € X (M). Mas, por (3.12)
e (3.20) sabemos que pAX = $AX, e portanto ¢ = ¢.

2° CASO: AU =0.

Nesse caso, fazendo Z = U e usando (3.3) e (3.4), juntamente com a
propriedade (P3%), a equagao de Codazzi (3.8) para as hipersuperficies M e

g(M) s@o escritas, respectivamente por

(R(X,Y)U,E) = 2(¢pAX, AY), ou (3.22)
(R(dgX,dgY)dgU, <) = 2(pAX, AY). (3.23)

Por outro lado, usando o tensor curvatura de CP™ visto em (3.5) temos para

todo X,Y € U+t que

R(X,Y)U =2(pX,Y )¢,
R(dgX,dgY)dgU = 2($X,Y)E

Assim, fazendo (R(X,Y)U,&) = 2(¢X,Y)(£, &) e comparando com (3.22)

obtemos

(0 X,Y) = (pAX, AY) (3.24)
Procedendo de modo analogo com a outra equacao, obtemos

(0X,Y) = (pAX, AY). (3.25)

Em outras palavras, usando (3.12) juntamente com (3.24) e (3.25), obtemos

para todo X € U+
ApA = ¢ (3.26)
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ApA = ¢. (3.27)
Agora, tomando Z =Y em (3.13) temos,
3(X, Y)Y — (AX,Y)AY + (AY,V)AX =
3(X,0Y)oY — (AX,YV)AY + (AY,Y)AX (3.28)
Pondo Y = —¢AX, pela propriedade (P1) e por (3.26) obtemos
Y = —PAX = AX e AY = —ApAX = —¢X.

Por (3.12) também Y = —¢AX, logo pela propriedade (P1) e por (3.27)
também obtemos
PY = AX e AY = —¢X.
Assim, substituindo esses valores em (3.28), para todo X € U+ obtemos
(X, AX)AX = (X, AX)AX.

Por outro lado, de —¢?AX = AX temos (—¢?AX, AX) = (AX, AX) que
por sua vez é (pAX, pAX) = (AX, AX), logo

[AX]| = |¢AX].
De modo analogo, também
AX] = |$AX].
Portanto da igauldade (3.12) temos
[AX| = |pAX]| = |9AX| = |AX]|

e consequentemente AX = +AX em UL. Escolhendo um campo de vetores
normais apropriado, se necessério, podemos assumir A = A. Entao, de (3.26)
e (3.27) segue que ¢ = .

Portanto, a prova do teorema segue do Teorema 3.1.2.
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