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RESUMO

SUPERFICIES ASSOCIADAS PELA
TRANSFORMACAO DE RIBAUCOUR,

Orientador: Cicero Mota
Programa de Pos-Graduacao em Matemaética

Neste trabalho faremos um estudo acerca de Transformagoes de
Ribaucour e usaremos a definicao proposta por K.Tenenblat em
[1]. Estudaremos acerca dos aspectos geométricos de tais transfor-
macoes e obteremos como aplicacoes algumas superficies de Dupin
no R? que estdo associadas por uma tal Transformacao. Apresen-
taremos também a visualizacao dessas superficies usando recursos

de computagao grafica.

Palavra chave: Superficies de Dupin, Formas Diferenciais, Trans-

formacgoes de Ribaucour.



ABSTRACT

SURFACES ASSOCIATED THE RIBAUCOUR
TRANSFORM

In this paper we will study about Ribaucour Transformations and we
will use the definition proposed by K.Tenenblat in [1]. We will study con-
cerning the geometric aspects of such transformations and we will obtain
as applications some Dupin surfaces in the R? that are associated by a such
Transformation. We will also present the visualization of those surfaces using

resources of graphic computation.

Key Word: Dupin Surfaces, Differential Forms, Ribaucour Transform.
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INTRODUCAO

Neste trabalho vamos considerar a transformacao de Ribaucour entre duas
superficies. Obteremos como aplicagoes alguns exemplos de superficies de
Dupin no R3 que estao associadas a uma tal transformacao. Usaremos técni-
cas de computacao grafica para visualizar essas superficies associadas. Para

esta visualizagao usaremos o Maple que nos foi disponibilizado pelo Programa

Casadinho do CNPq e o JavaView.

No capitulo 1 sao apresentadas algumas defini¢oes e resultados classicos
da geometria diferencial como o de superficies regulares, formas quadrati-
cas, aplicacao normal de Gauss, formas diferenciais e etc. No capitulo 2
nos falaremos sobre a transformacgao de Ribaucour para uma definicao local
e apresentaremos alguns teoremas e, veremos uma caracterizacao de uma
transformacao de Ribaucour para superficies no espaco euclidiano R?® em
termos de equacoes diferenciais. Assim, obteremos uma condi¢ao necesséria
e suficiente para que uma para tal uma transformacao transforme uma su-
perficie de Dupin em outra tal superficie. No capitulo 3 nos aplicaremos a
tranformacao de Ribaucour para algumas superficies do R* como o plano,
o toro, o cilindro e a esfera e em seguida exibiremos mediante computacao
grafica as devidas superficies que lhes estao associadas. E por fim no apén-
dice disponibilizaremos os scripts usados do Maple para gerar essa superficies

associadas a transformacao de Ribaucour.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Introducao

Neste primeiro capitulo apresentaremos algumas defini¢oes e resultados clas-
sicos da Geometria Diferencial como de Superficies Regulares, Formas Dife-
renciais, o Triedro Moével de Cartan. Todos serao restritos ao R3. Algumas
demonstragoes serao incluidas mas, outras serao omitidas por questoes de

simplicidade. O material aqui apresentado se encontra em [5], [6] e [7].

1.2 Superficie Regular do R?

Defini¢ao 1.2.1. Dizemos que um subconjunto aberto S C R3 ¢ uma su-
perficie regular do R? se, para todo p € S, existem uma vizinhanca V de p

em R3 e uma aplicacao X : U C R? — V C S tais que:
i) X é um homeomorfismo diferenciavel;
ii) a diferencial (dX), : R* — R? é biunivoca para todo ¢ € U.

Na figura 1.1 temos uma situagao em que X = X (u,v).



Va
U
(u,v)
> X
\_/ u
Figura 1.1: Superficie Regular

Definigao 1.2.2. Sejam S; e Sy duas superficies regulares. Uma aplica¢ao
diferenciavel f : S; — Sy é dita um difeomorfismo de S; em S se f admite
inversa f~!: S, — S que seja diferenciavel. Neste caso dizemos que S; e Sy

sao duas superficies difeomorfas.

Assim sendo, se a : (—¢,¢) — S; com «(0) = p for uma curva parame-

trizada diferenciavel, chamamos de vetor tangente a S; em p € S, o vetor

a'(0) = p.

Proposigao 1.2.1. Seja X : U € R? — S, uma parametrizacio de uma
superficie regular S; e seja ¢ € U. O subespago vetorial de dimensao dois

dX(T,(U)) C Tx(y(RR?) constitue um conjunto de vetores tangentes a Sy em

X(q).



Esse subespaco é chamado de plano tangente a S7 em p e vamos representa-
lo por T,,5;. Da proposi¢ao acima podemos concluir que, o plano tangente

independe da parametrizacao. Com efeito, a escolha da parametrizagao X
0X 0X

determina uma base {%(p), 50

associada a parametrizacao X. A partir de agora, usaremos a seguinte nota-

(p)} de T,5;, chamada também de base

Gao:
ox, .
%(p) = X,
e
ox, .
v ) =X

Definicao 1.2.3. Seja p € S;. Um vetor unitario normal ao plano tangente
7,51 recebe o nome de vetor normal em p. Para cada ponto de 5; existem
sempre dois vetores normais e opostos entre si. Assim sendo, sempre que
X (u,v) for um sistema de coordenadas locais em p, o vetor normal em p é

dado por:
XN X,
XU AX, |

Definicao 1.2.4. Uma superficie regular S; C R3 é dita orientavel, se e
somente se existe um campo diferencidvel N : S; — R? de vetores normais

definidos em S;.



1.3 Primeira e Segunda Formas Quadraticas

O produto interno usual do R® O S;, induz, em cada plano tangente
T,(S1) de uma superficie regular 57, um produto escalar, que o representa-
remos por (,), de uma tal maneira que se tomarmos dois vetores quaisquer
vy e vy € T,(S1) C R?, 0 (v1, v9), € igual do produto interno usual definido em
R3. A esse produto interno, que é uma forma bilinear simétrica em T,(S;),
corresponde uma forma quadratica I, : T,(S1) — R™, definida por:

L) = (v, =|vf 0. (L1)

Definigao 1.3.1. A forma quadratica [, em 7,(S;), definida por (1.1), é
chamada a Primeira Forma Fundamental da superficie regular S; C R? no

ponto p € 5.

O que a primeira forma fundamental nos fornece é a maneira de como
a superficie S; herda o produto interno do R?. Essa métrica herdada pela
superficie S7 nao s6 enriquece toda a teoria das superficies mas, também nos
permite fazer medidas de entes mateméaticos sobre a superficie tais como, o
comprimento de curvas, o angulo entre dois vetores tangentes e a area de
regioes limitadas na superficie S;. No entanto, nao trataremos de tais entes
nesse trabalho. Todavia, atentamos para o fato de que tais medidas sao
sempre possiveis de serem calculadas, sem nos preocuparmos com o espago

onde a superficie habita.



Agora, consideremos v € T,(S1) que também ¢é o vetor tangente a uma
curva parametrizada regular dada por v(t) = X (u(t), v(t)), com t € (—¢,¢)

e p="70)=X(uo, v,).

Tendo em vista que {X, , X, } é uma base de T,,(51) , vamos expressar a
primeira forma quadrética nesta base associada a um sistema de coordenadas

X (u,v) em p. Assim, temos que:

Ly (0)) = (Y(0) ,7(0))y.

= (Xu + X, X + X,0),.

= EW)?* + 2F@W)*(W')? + G(')%. (1.2)
onde os valores:
E = <Xu ;Xu>7
F = <Xu 7Xv>>
G = (X,,X,).

recebem o nome de Coeficientes da Primeira Forma Fundamental na base

{X. , X, } de T,(S1).

Definicao 1.3.2. Sejam S; e Sy duas superficies regulares. Chama-se uma
isometria de S7 em Sy, um difeomorfismo ¢ : S; — Sy tal que, Vp € S; e
todo par vy e vy € T,(51) tem-se que: (vy,v2) = (dp,(v1),dp,(v2)). Nesse

caso, S1 e S5 sao ditas isométricas.



Definicao 1.3.3. Seja S; uma superficie regular, orientavel e no qual se
tem fixado um campo N de vetores normais. A aplicacio N : S; — S? ¢ a
aplicacao que define a orientacao de S e é chamada aplicagao normal de

Gauss.

Em coordenadas locais X : U C R?> — S;, a aplicacio de Guass ¢é
Xu N X,

| Xu A X, |

Além disso, se tomarmos T,(S1) e T (S?) sendo planos paralelos do R?,

dada por N = Portanto, ela é uma aplicacao diferenciavel.

podemos identificar ambos por uma translagao e considerar por fim, que

de . Tp(Sl) - Tp(51>

Considerando 8 = {uj,us} como sendo uma base de 7,(S1) entdo po-
demos concluir que (dN,(u1),us) = (uy, dNy(uz)) visto que dN,, é linear.
Ou seja, dN, : T,(S1) — T,(S) é uma aplicacao linear auto-adjunta o que
nos permite associar a ela uma forma quadratica () em 7,(S;), dada por

Q(v) = (dN,(v),v), v € T,(S1). Isso nos leva a seguinte definicao:

Definicao 1.3.4. A forma quadratica I],, definida em 7,(S;) que é dada
por II,(v) = —(dNp(v),v) é chamada a segunda forma fundamental de S,

em p.

Como dN é uma aplicacao linear auto-adjunta, ela é diagonalizavel, isto

é, existe uma base ortonormal 3 = {e;,es} e nimeros reais A! e A? tais que



dN,(e1) = M.e; e dN,(e2) = A%.e3. Os ntimeros ' e A\? sdo chamados de
curvaturas principais e os vetores e; e es sao chamados de dire¢oes principais

de Sy em p.

Definicao 1.3.5. Se uma curva regular e conexa v em S; é tal que para todo
p € 7 a tangente a v é uma diregao principal de S} em p, entao v é dita uma

linha de curvatura de S;.

Definicao 1.3.6. Definimos a curvatura Gaussiana em um ponto p € 5

como o nimero K = det(dN) = \')\2.



1.4 O Meétodo do Referencial Méovel em R?

Nesta secao vamos desenvolver a teoria das superficies utilizando o método
do referencial mével devido a E. Cartan. Este método consiste em esco-
lher adequadamente, para cada ponto da superficie, uma base ortonormal de

vetores de R? de tal forma, que dois deles sejam tangentes a superficie.

Seja X : U C R? — R3 uma superficie parametrizada regular e ¢ = (u,v)
pontos de U, chama-se triedro movel associado & superfice X, um terno de
funcoes diferenciaveis e;, e, e3 de U em R? tal que, para todo ¢ € U,
o conjunto de vetores e;(q), e2(q), e3(q) ¢ uma base ortonormal de R? e

e1(q), ea(q) sdo vetores tangentes a superficie X em q.

Segue-se da definicao que os vetores eq, ey formam uma base do plano
tangente T, X e e3(q) é um vetor normal & superficie X.
Podemos concluir que o triedro mével sempre existe para qualquer super-

ficie parametrizada regular. Podemos sempre considerar triedros do tipo:

e X, ey X, —(X,,e1)e; e eg=N=¢e Aes.

Se considerarmos e;, es e N sendo um triedro movel associado a uma
superficie parametrizada regular X : U C R? — R3. Para cada ¢ € U e cada
V € R? temos que dX,(V) € T,X. Como os vetores e1, e; formam uma base
e dX,(V) € T, X, conclui-se que dX,(V) pode ser escrito como combinacao

linear de ey, es, ou seja:



dX (V) = (wi)q(V)er(q) + (w2)g(V)ea(q)- (1.3)

que, pode também ser expresso da seguinte maneira dX = wie; + woes.

Aplicando o produto interno com e; e e; na ultima equacao acima e tendo

em vista que (e, e5) = 0 concluimos que:

(Wi)g(V) = {dXy(V),ei(q)). (1.4)

(w2)g(V) = {dXy(V), e2(q)). (1.5)

ouw; = (dX,e;)

Analogamente consideremos as funcoes diferenciais e¢; : U — R3? com
1 =1,2,3, assim, temos que para cada ¢ € U, a diferencial de e; em ¢ é uma
aplicacao linear (de;), : R* — R*. Como os vetores e, ey ¢ N formam uma
base ortonormal de R*, para todo V € R?, (de;),(V) é combinagao linear

desta base, ou seja,

(dei)g(V) = (win)g(V)er(q) + (wiz)g(V)e2(q) + (wis)g(VIN(g). (1.6)

ou (de;) = (wir)er + (wiz)ea + (wiz) N.



Fazendo 1 < i < 3 obtemos as seguintes equagoes:

d61 = wii1€1 + wiees + u)lgN, (17)
d62 = Wwo1€1 + Wooes + u)QgN, (18)
dN = ws1€1 + wW3seo + u)ggN. (19)

Aplicando o produto interno com e; , ey, e N nas tultimas trés equacgoes

acima e tendo em vista que (e;, e;) = J;; concluimos que:

wir = (dey,er), w2 = (dey,ez), wiz = (der, N),
wor = (dea, 1),  woe = (dea, €2),  woz = (dea, N),
w31 = <dN,€1>, W32 = <dN> €2>7 w3z = <dN, N>

ou

Wi = <d6i7€j>, 1 < Z,] < 3. (110>

Para cada ¢ que tomamos, (w1),, (w2)g, € (wij)q, sao fungdes lineares de
R? em R o que permite concluir que wy, ws, € w;j, sao 1-formas diferenciais
em U.

Assim sendo, considerando as 1-formas wy, ws, e w;; de U, dX e de;, as

expressoes acima podem se resumir da seguinte maneira:

dX = wieq + woeq, (1.11)

d@i = wj;1€1 + wjpes + wi'g,N. (112)

10



com 1 <7< 3 onde,

wp = (dX, eq), (1.13)
Wy = <dX, 62>, (114)
wij = (de;, €j). (1.15)

com 1 <i,5 <3 sao l-formas diferenciais em U.

Considerando X = X (u,v), temos ainda que dX = X,du + X,dv e
de; = (e;)udu + (e;),dv e, fazendo o produto interno de dX com e; e e e
analogamente de de; com e; e considerando as equagoes (1.13), (1.14), e (1.15)

obtemos,

w = (X, er)du+ (X,,e)dv, (1.16)
wy = (X, e9)du+ (X,,e2)dv, (1.17)
wij = ((€)u,e;)du+ ((€;)y, e;)dv. (1.18)

Por outro lado podemos verificar que qualquer 1-forma diferencial em
U é uma combinagao linear de wy,ws. Considerando que {X,(q), X,(q)} e

{e1(q), e2(q)} ambas sao bases de T,X podemos escrever,

Xu = a11€1+a12€2, (119)

X, = age; +axpes. (1.20)

11



Fazendo o produto interno com ej, e ey nas equagoes (1.19) e (1.20)

obtemos ay1 = (X, €1), a12 = (X, €2), a21 = (Xy,€1), € az = (X,, €2) que

sao fungoes diferenciaveis em U tais que:

aix a2
(q) # 0.

Q21 A22

Decorre das equagoes (1.16) e (1.17) que:

w1 = apdu+ asdv,

Wy = algdu—l—aggdv.

Portanto,

(1.21)

(1.22)

w1 Awy = (ap1du + agdv) A (a12du + agedv) = (ajyaze — a1aa91)du A dv,

ailr aig

w1 Awy = du A dv.

a1 Q22

12



Assim concluimos que w; e ws sao 1-formas lineares independentes e qua-

quer 1-forma diferencial em U é uma combinacgao linear de w; e wy em que

os coeficientes sao funcoes diferenciaveis. Além disso, observamos que se

Vi e Vo € R? sao tais que,

dX,(V1) = e1(q),

qu<V2) = €2<CI)'

entao,

1, se 1=
(@i)o(Vy) = 1<ij<2.

0, se 1#7

Assim, decorre das equagoes (1.19) e (1.20) que

er = b Xy, + 012Xy,

ey = bnXy, +bnX,.

onde a matriz (b;;) é a matriz inversa da matriz (a;;). Logo,

0 0
Vi = bua‘i‘bu%,
0 0
Vo = 521%4‘522%.

13

(1.23)

(1.24)

(1.25)

(1.26)

(1.27)

(1.28)



onde — e — é a base canonica de R2.

ou  Ov
Dizemos que as 1-formas w;, wy formam o coreferencial do triedro movel
associado a superficie X e as formas w;;, 1 < 4,5 < 3, sao denominadas

formas de conexao do triedro.

O fato mais importante no método do referencial mével é que as formas
w1, wa, wj; satisfazem as chamadas equacoes de estrutura de Elie Cartan que

passaremos a enunciar:

Teorema 1.4.1. (Equagdes de estrutura do R3) - Seja ey, e, N um re-
ferencial ortonormal mével em um aberto U C R? associado a uma superficie
X : U C R? — R3 Sejam wy,wy o coreferencial associado a {e;} e wi; as

formas de conexao de U no referencial {e;}. Entao:

wij = —wj, 1 <145 <3, (1.29)
dwi = wy Away, (1.30)
dwy = wi Awia, (1.31)
0 = wi Awiz+ wr A wos, (1.32)
dwis = wiz A wsa, (1.33)
dwis = wio A was, (1.34)
dwes = wo A wis. (1.35)

A demonstragao desse resultado pode ser encontrada em [5] e [7].

14



Proposicao 1.4.1. A forma diferencial wq, é determinada pela equagoes:

dwl = wg/\wgl, (136)

du)g = wl/\wlg. (137)

Sejaq e Ue X : U C R? - R? uma superficie parametrizada regular.
Na se¢ao 1.3 vimos que a primeira forma fundamental I, ¢ um aplicacao
definida em 7,X tomando valores em R dada por I,(w) = (w, w) com
w € T,X. Assim w = dX,(V) com V € R% Nestas condigoes temos que
I,(dX,(V)) = (dX,(V), dX,(V)), ou seja, a primeira forma fundamental
pode ser considerada como uma aplicagao de R? em R, respresentada por I,

que pra cada V € R? associa

L((V)) = (dXy(V), dXy(V)). (1.38)

Sejam {ey, ez, N} um triedro mével associado a superficie X e {wy, wa}e {w;;},
com 1 <i,j5 < 3 respectivamente, o coreferencial e as formas de conexao do

triedro. Como ja vimos que dX = wie; + woeg, segue-se de 1.58 que:

I(dX) = <dX7 dX> = <LU161 +u}2€2, wi€q +WQ€2>,

ou

15



I(dX) = w’+uw;. (1.39)

Da mesma forma, como N ortogonal a superficie podemos obter a segunda

forma quadratica sendo dada por:

[1(dX) = —{dX, dN) = wiwi3 + wotwns.

Consideremos uma superficie S do R3. Sejam e;,es, € N, o campo de
vetores tangentes ortonormais a S e N o campo de vetores normais unita-
rios localmente definidos. Sejam w;, wy 0 co-referencial associado ao campo

e1,e2, N e w;j, 1 <1i,j <3 as formas de conexao determinadas por:

3
dwi = Zwij VAN wy, Wi + Wy = 0.
JFi

Como
(€i,ej) = 055, 1< <3,
(de;, ej) + (e, de;) =0,
segue-se que
wij + wjl- = 0
pois, de (1.10) temos que, (de;,e;) = w;.

Por outro lado, sabemos de (1.12) que:

16



d@i = w;1€61 + W€ + wigN.

Portanto, fazendo o produto interno com N obtemos:

W3 = <d€i,N>, (140)

que satisfaz w1 A w1z + wao A woz = 0.
A conexao normal dada por w;; = (de;, N) satisfaz ). w; A w;s = 0.
Considerando as equagoes de estrutura do teorema 1.4.1, temos que w3 =

bi1wi + biaws onde b1y = byy. Assim, a equacao de Gauss é dada por:

3

dwi; = Z Wik N Wiy + Wiz N\ wsj, (1.41)
k=1

e as equacoes de Codazzi sao:

dwig = E W5 A Wys3.

J

Sempre que a superficie for parametrizada pelas linhas de curvatura orto-
gonais X (uy,us), a primeira forma fundamental ¢ dada por I = w} +w3, con-
forme ja vimos em 1.40, visto que I(v) = (v,v), v € T,S onde dX =) w;e;

em que w; = a;du; com 1 < 1 < 2 e a; sao fungoes diferenciaveis tais que
0X
3ui

os campos de vetores e¢; = X,,/a; onde, X,,, denota a derivada parcial de X

=] Xu,

a; |= . Além disso (e;, e;) = d;;. As diregoes principais sao
J j
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com relagao a ;.

Segue que,

1 da; da .
Wij = ara; (—a—ujwi + a—u]iwj) onde 1 <1¢,5 < 3.

De fato, temos que w; = a;du; e logo

3
8CLZ‘
dwi = Z auj de VAN dul
j=1

3
1 8(17;
= — —aidui A CLjd’LLj
- CLZ‘CL]‘ Uj
J=1

3 1 8ai A
= — Wi AW
a;a; Ou; J
Segue-se entao que:
1 86%' i 1 6aj 1 Gai 4 8CL]'
Wij = — Wi —Ww; = — W — w5 |,
J a;Qj an a;Q; Ouz I a;Q; 8Uj 8uz J
1

Desde que as curvas coordenadas sejam linhas de curvaturas, temos que:
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Entao as equagoes de Codazzi reduzem-se para
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Capitulo 2

Transformacoes de Ribaucour

Neste capitulo iremos definir transformagao de Ribaucour. Iniciaremos este
capitulo demonstrando uma caracterizacao local das Transformacoes de Ri-
baucour para superficies no espaco euclidiano R?® e em seguida usaremos
Transformagoes de Ribaucour para mostrar como obtermos superficies de
Dupin. Este ja é um resultado classico [2] sempre que as superficies sdo pa-
rametrizadas pelas linhas de curvaturas. Por fim, provaremos uma condicao
necessaria e suficiente para que uma dada Transformacao de Ribaucour esteja

associada a uma superficie de Dupin.

2.1 Transformacao de Ribaucour

Definicao 2.1.1. Sejam S e S duas superficies orientadas do R3 com N e
N sendo as respectivas aplicagoes normais de Gauss. Dizemos que S e S sdo
associadas pela transformacao de Ribaucour (vide figura 2.1), se e somente

se, existir uma funcao diferencidvel h definida em S e um difeomorfismo
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.S — S tais que:

i) p+h(p)-N(p) = ¥(p) + h(p).N(¥(p)), Vp € S.
ii) o subconjunto p+h(p).N(p), Vp € S € uma superficie bidimensional.

iii) ¢ preserva linhas de curvaturas.

S

X X

Figura 2.1: Transformacao de Ribaucour
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Definicao 2.1.2. Dizemos que S e S sdo localmente associadas por uma
transformacao de Ribaucour se para todo p € M, existir uma vizinhanca co-
ordenada de p € M que esta associada por uma transformacao de Ribaucour
a um subconjunto aberto de S. Semelhantemente, podemos considerar a
nogao de superficies localmente parametrizadas e associadas por uma trans-

formacao de Ribaucour.

2.2 Teorema 1

Teorema 2.2.1. Seja S uma superficie orientada de R3.Assumamos que
e1, ey sejam as diregoes principais ortonormais, \' e A as correspondentes
curvaturas principais e N € o campo de vetores normais unitdrio em S. Uma
superficie S ¢ localmente associada a S pela transformagao de Ribaucour, se
e somente se, ¥p € S, existir uma parametrizacio X : U C R? — S de uma

vizinhanga coordenada de p e uma func¢ao diferencidvel h : U — R tal que
X = X +h(N = N). (2.1)

€ uma parametrizacao de S e o campo de vetores normais unitdrios N de S

€ dado por

~ 1
N = AT (2.2%€1 +2.Z% 4+ (A = 1)N). (2.2)
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onde

Zl dh(@l) Z2 dh(€2) 2 2

- = A= (Z Z*)". 2.3
Y e ¢ A=)+ () (2:3)
e h satisfaz as equacoes diferenciais
dZ2(€1) + lelg(el) - ZIZ2)\1 = 0. <24)
le(eg) + 22w21(62) - ZZZI)\2 = 0. (25>

Para demonstrarmos o teorema, precisaremos dos seguintes lemas:

Lema 2.2.1. Sejam 5 = {e1, €3, N} e N como no teorema 2.2.1. Escreva-

mos:
N = bleg +bPey + PN, (2.6)
dN(ey) = Lle;+ L?ey+ L3N, (2.7)
dN(ey) = Ldey+ Liey+ L3N. (2.8)
Entao:
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1 = (") + (1) + (v*)% (2.9)

2
LY = dbt*(e) + Z Vwjke; + b> Ny, (2.10)
k=1
L} = db*(e;) — b'AL (2.11)

com 1<,k <2

Demonstragao: 1. Com efeito, temos que |N| =1 logo,

INI2= (012 + (1) + (b*)2 = 1.

Para obtermos cada L} das equagdes (2.12) e (2.13) vamos proceder da
seguinte maneira: Derivemos a equagao (2.6) e usemos o fato de que w;3 =
(dNe;, N), dN(e;) = Ne; e que de; = wier + wpes + wisN, 1 < i < 2

Fazendo as devidas simplificacoes, temos que:

dj\vf(el) = [dbl (61) + b1w11(61> + 62w21 (61) + b3>\1} e1 +
+ [db2(61) + blwlg(€1) + b2WQ2(62)] €9 +

+ [db’(e1) — b'"A] N, (2.12)

24



dN (e5)

= [db'(e2) + b'wii(ea) + bPwai(ea)] e +

+ [db?(e2) + b'wiz(e2) + b*waa(e2) + b°N°] e +

+ [db*(es) — B°N*] N.

(2.13)

comparando dN (e1) e dN(ey) das tltimas expressoes acima com os de 2.7 e

2.8 concluimos que os coeficientes sao dados por:

Ly
L
Ly
Ly
L

Lj

= db'(e1) + b'wii(er) + bPwar(e) + B3N,
= db*(e1) + b'wia(er) + bPwas(es),

— db(er) — BN,

= db'(ez) + blwiy(ea) + bwoy(e2),

= db*(ey) + blwia(es) + brwas(ea) + > A2,

= db(es) — B2A2.

Assim, o lema esta provado.

(2.14)
(2.15)
(2.16)
(2.17)
(2.18)

(2.19)

Lema 2.2.2. Sejam X, X, h, A! e A\? como no teorema 2.2.1 acima. Entao,

1+hN #£0V i

Demonstragao: 2. Pela definigao (2.1), existe uma parametrizac¢ao local X

de S, X de S e uma funcao h definida em S tal que

X +hN = X + hN,
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onde N é um campo de vetores normais unitarios de S, que pode ser consi-

derado como definido em 2.6.

Entao,

< dX(e1),N >=0, (2.20)

< dX(ey), N >=0. (2.21)

Como X = X + h(N — N) temos que:

dX (e;) = dX(e;) + dh(e;)(N — N) + h(dN(e;) — dN(e;)). (2.22)

Usando o fato de que,
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dX(e1) = wi(er)e; +ws(eq)es, (2.23)

dX(e1) = wi(eg)e; + wa(eq)es, (2.24)
dN(e1) = Mey, (2.25)
dN(es) = MNes. (2.26)
concluimos que,
dX(ey) = (1 + h\ ey + dh(e))(N — N) — hdN (e, ), (2.27)
dX (e3) = (1 4+ hA%)es 4+ dh(ex)(N — N) — hdN (es). (2.28)

visto que w;(e;) = 6;;,V 1 <1i < 2.

Conseqiientemente, desenvolvendo as equagoes (2.20) e (2.21) obtemos que:

(14 AN + dh(er)(b* — 1) =0, (2.29)

(1+ hAH)D? + dh(ey)(b® — 1) = 0. (2.30)

Usando o fato de que X seja uma transformagao de Ribaucour de X
implica que 1+hA! # 0, e 1+h)A% #£ 0. De fato, se considerarmos a superficie

centrada em X° = X + AN entao de (2.27) e (2.28) podemos escrever que:
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dX°(e;) = (1+h\)es +dh(er)N, (2.31)

dX°(es) = (1+hr?)ey+ dh(ez)N. (2.32)

Vamos considerar nos proximos passos que 1 < i < 2. Com efeito vamos
assumir que (1 + 2A")(p) = 0 no ponto p. Entao, segue-se de (2.29) e (2.30)
que dh(e;)(b* —1)(p) = 0 e conseqiientemente dh(e;)(p) = 0. Caso contrario,
terfamos que b3(p) = 1 = b(p) = b2(p) = 0. Logo N = N e portanto,
X(p) = X(p) = X°(p). Conseqiientemente h(p) = 0, pois X = X + hN
o que nos leva a uma contradi¢gdo. Assim, concluimos que dh(e;)(p) = 0
e dX%e;)(p) = 0 contradiz o fato de que a superficie centrada em X° ¢é

bi-dimensional.

Lema 2.2.3. Sejam Z', Z? ¢ A como no teorema 2.2.1; b*, b2, b3 como no

lema 2.2.1 e 1 + h\* # 0 V i como no lema 2.2.2. Entao:

o= Z'(1-b), (2.33)
v o= Z%(1-b°), (2.34)
A—1
3
- - 2.
b A+1 (2:35)

Demonstragao: 3. Como 1+ h\' # 0V 4, concluimos de (2.29) e (2.30)
que (2.33) e (2.34) sdo satisfeitas. Assim, b' = Z1(1 —b3) e b? = Z2(1 — b3).
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Vamos agora determinar b%. Com efeito, de (2.9) podemos escrever:

(Z' (1 - %) + (221 - %))" + (1*)° = 1.

que implica em,

(1-0).A+ () -1=0.

ou ainda,
(A+1)(b%)? — 240 + (A —1) = 0.
. . A—1 . A—1
cuja solucoes sao b =1 e b3 = AT Como b3 #1 = b® = AT Além

disso, substituindo b® em 2.33 e 2.34 obtemos 2.2.

Demonstragao: 4. (=) Vamos demonstrar o teorema 2.2.1. Pelos lemas
2.2.2 e 2.2.3 sabemos que 2.3 estao satisfeitas. Resta mostrar que 2.4 e 2.5
sao validas. Assim, mostraremos que as equacoes diferenciais 2.4 e 2.5 que

esta satisfeita por h, é uma conseqiiéncia da propriedade
< dN(e;),dX (ej) >=0, YV i # j.

Desde que X preserve linhas de curvatura, nés temos

< dX(e;),dX (e;) >=< dN(e;),dX (e;) >=< dN(e;),dN(e;) >=0V i £ j.
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Conseqiientemente, usando as equagoes (2.7) e (2.8) e as equagdes (2.27)

e (2.28), nos obtemos

(dN(e1),dX (e3)) = 0, (2.36)

(dN(es),dX (e1)) = 0. (2.37)

que equivale a escrever:

(L'ey + L2y + L3N, (1 + hA%*)ey + dh(N — N) — hdN) = 0, (2.38)

(Ley + L2ey + L3N, (1 + hAY)ey + dh(N — N) — hdN) = 0. (2.39)

aplicando o produto interno e fazendo as devidas simplificagoes encontramos

as seguintes equagoes:

Li(1+ hX?) + Lidh(es) = 0, (2.40)

Ly(1+ hAY) + Lidh(e;) = 0. (2.41)

que pode ser expresso por L?(1+ hN) + L3dh(e;) = 0, para i # j.

Usando os valores de L}, L3 L) e L3 ja obtidos de (2.14) - (2.19) nas

equagoes (2.38) e (2.39) acima, e fazendo as devidas simplificagoes concluimos
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que as equagcoes

dZQ(Gl) + lelg(el) - ZIZQ)\1 =0

le(ez) + Z2U}21(62) - Z221/\2 = 0.

do teorema acima sao satisfeitas. O que prova o teorema.
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2.3 Teorema 2

Teorema 2.3.1. Seja S e S superficies orientadas de R3. Suponha que exis-

tam parametrizagoes X e X de S e S respectivamentes com as sequintes

propriedades X=X+ h(N — ]V) € uma parametrizacao de SeNéo campo

de vetores normais unitdrios de S dado por

~ 1
N = (2.Z'1 +2.Z%; + (A — 1)N)

onde

Zl dh(el) 2 dh<€2)

. o o 1\ 2 2\ 2
EEERs U A e v R CR AR

e h satisfaz as equagoes diferenciais

dZQ<€1) + Z1w12(€1> — 2122)\1 = 0,

le<€2) —+ ZQUJ21(€2> — 2221)\2 = 0.

entao S € uma superficie associada pela transformagao de Ribaucour.

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)

Demonstragao: 5. < Reciprocamente, assuma que h é uma solucao de

(2.4) e (2.5), entdo nos definimos as fungoes Z' ¢ Z? e A como em (2.3),

b', b e b como em (2.6). Segue de (2.14)-(2.19) e de (2.4) e (2.5)que
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L3+ 7L} = 0, (2.46)

Ly+Z'Ly = 0. (2.47)
Com efeito, vamos considerar a equagao (2.4) dada por:
dZ?(e1) + Z wia(er) — Z1 220 = 0.
De (3.17)temos que b* = Z%(1 — b%).

Derivando esta equagao obtemos:

_ db?(e1)(1 — b*) + db®(eq)b?

dZ2<€1) (1 —b3)2

Assim,

db*(e1)(1 — b%) + db*(e; )b

1 17241 __
(1—()3)2 +Zw12(€1)—ZZ)\ = 0.

Considerando ainda os valores de Z' ¢ Z? em (2.33) e (2.34) obtemos:

[db?(e1) + blwia(er) + b2waa(ea)](1 + hA?) + [db(e) — b At]dh(es) = 0.

que com as devidas simplificagoes temos que:
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Li(1+ hX?) + Lidh(es) = 0. (2.48)

Dividindo a ultima equagao por (1+hA?) # 0 mostramos que (2.46) vale.

De maneira andloga mostra-se que (2.47) ¢ verdadeira a partir de (2.5).

Além disso, de (2.14) e (2.18) podemos concluir que:

2 d/ Al

L= N <le(€1) + Z%wy (1) — 27" A Efll) + (A - 1)7) - (2.49)
2 d/A A2

L= ATl <d22(62) + Z'wip(eg) — 227 A J(r@l) + (A - 1);) , (2.50)

Com efeito vamos considerar a expressao de L3 na equagao (2.18). Assim,

L% = db2<€2) + blwlg(eg) + 62w22(€2) + bS)\Q.

A -1
1 L1 B3y B2 — 72(1 — B3 B3 — . :
Como b' = Z'(1 = b%), b* =Z%(1 —b°), b ATl C além do mais,
db*(e) = dZ%(ea)(1 —b*) — db*(ep) 22, (2.51)
2dA(62)
3 = 2.52
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Logo, substituindo essa duas tltimas equagoes na expressao (2.18) de L3

encontramos (2.46). Segue-se de forma analoga a expressao (2.47).

Entao usando a defini¢ao de A em (2.3) e as equagdes (2.4) e (2.5), segue-

se diretamente que

Z\L} ((21)2 - %) L3 =0, (2.53)
A+l
Z2L5 + <(Z2)2 — T+) L3 =0. (2.54)

Consideremos X e N como em (2.1) e (2.2) respectivamente. Precisamos
mostrar que X ¢é associado a X pela transformacao de Ribaucour. Com
efeito, observemos primeiramente que N é um campo de vetor unitério. De

fato,

NP = (012 + (7 + (9 = (1 - BP0 + (0P =1,
onde a tltima equacao resultado do uso da expressao de b3.
Nos verificaremos a seguir que N ¢ normal a X. Da definicao de X ,

temos que dX (1) e dX (e3) sdo determinados pelas equacdes (2.27) e (2.28).

Conseqiientemente, usando o fato que |N | =1, podemos concluir que:
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(dX(e1), N) = 0, (2.55)

(dX(e3), N) = 0. (2.56)

<dX(e1),N> = ((1+h\)ey +dh(e)(N — N)— hdN(ey),N ).
— ((1+h\Yey + dh(e))(N — N) — hdN(ey), b'er + bPey + >N ).
= (14 h\)Y" + dh(er)(b* — dh(ey)).
= (1+h\Hb' +dh(e)(®® - 1).
= (14+r\HZ' 1 = V%) + dh(ey)(V® —1).
= (=(1+r\"YZ' + dh(ey))(V® —1).
— (=dh(ey) — dh(ey))(b* = 1).

= 0.

Analogamente se mostra que (2.52) é satisfeita.

Para mostrar que as direcoes principais sao preservadas, mostraremos
primeiramente que < dN (¢;), dﬁ(ej) >=0 1 #j.
Este ultimo resultado vem do produto interno a seguir decorrido das

devidas simplificagoes. Assim, temos:
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< dN(e),dN(ey) > = (Lley+ L?ey+ L3N, Liey + L2es + LIN).
= Ly Ly+ 13 L5+ L3L3.
= (Z')V+ (2% = (&0 +1)+1) L3L3.
= (A= (A+1)+1)L3L3.

= 0.

onde nas duas ultimas equagoes usamos (2.53) e a definigdo de A. Agora,
usando a equagao anterior e as equagoes (2.27), (2.28), (2.46), e (2.47), con-

cluimos que V i # 7,

(AN (e),dX (e3)) = (Lley+ Lies + L3N, (1 + hA?)es + dh(es)(N — N) — hdN (e)).
= (Liey + L?es + LN, (1 + hA*)ey + dh(es)N).
= Li(1+ h\?) + Lidh(ey) = 0.

= 0.

pois, segundo a equagao (2.40) temos que L3(1 + hA?) + L3dh(ez) = 0.

Finalmente, concluimos que as imagens dos campos de vetores e;, e; por

dX sdo ortogonais para todo i # j. De fato,
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<dX(er),dX(e2) > = (1+h\)(er,dX (es)) + dh(er)(N,dX (e2)).
= —(1+hAY) (dh(ex)b + hLY) (dh(ed)(1 — b) — hL).

= 0,

onde essa tltima igualdade segue da definicao de b, b? e b® e das equacoes
(2.42) e (2.43). Além disso, geralmente, X é uma superficie de bi-dimenséo,

desde que,

dX (e;) + hNdX () = (1+hX)e; + dh(e)(N — N,
dX(e;)(1+hX\) = (14 h\)e; + dh(e;)(N — N),
[AX (en)[|(1+hX)| < |(1+BA)es| + |dh(e:)[|(N = N,

dX (e)|]1+hN| = |14 hX|. (2.57)

Nosso proximo passo consiste em mostrar como linearizar o problema afim

de obtermos a fungao h.

Proposicao 2.3.1. Suponha que h seja uma funcao que nao se anula sa-
1

tisfazendo as equagoes (2.4) e (2.5), entao ¢ = 7 (lel +Z2w2) é uma

1-forma fechada e existe uma funcao €2 que nao se anula, definida em um

dominio simplesmente conexo que é dado pelas equagoes dQ(ey) = o Z' e
Q
dQ(eg) = E ZQ.
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Demonstracao: 6. Considerando a diferenciacao exterior de ¢, obtemos

dw = % [le(@) - le — 22w12(€2):| wo A Wy, (2.58)
d'l/) = % |:dZ2(el) — ZQ@ o 22w21(€1):| w1 A ws. (259)

Como consequéncia da equagao (2.4) e (2.5) nos concluimos que o coefici-
ente de w; Aw; para j < i se anula. Conseqlientemente, em qualquer dominio

simplesmente conexo, existe uma funcao diferenciavel f tal que df = 1. Tome

e = 1(e).

Q=el = f=1og(Q). Entdo, d(f) = ¢ = d(logQ) = ¢ = O

Assim sendo, d2(e1)/Q2 = 1(e1) e dQ(ez)/Q = 1(ez), o que conclui a

demonstracao.

Baseado em um resultado prévio, para cada fungao h que nao se anula,
que é uma solugao de (2.4) e (2.5), consideraremos sempre {2 como dado pela

proposicao anterior e definimos

Q' = dQ(ey), (2.60)

0? = dQey), (2.61)
W= “ 2.62
=5 (2.62)
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Com esta notagao, (2.4) e (2.5) é dado por

dQl(eg) = 920012(62), (263)
dQ2(61) = Qlu)gl(€1). (264>
dQ = Q'w; + Q%ws. (2.65)
AW = — (Q" X' wy + Q% N wy). (2.66)
(§
h=Q/W. (2.67)

Proposicao 2.3.2. Uma fung¢ao h que nao se anula é uma solugao de (2.4) e (2.5)
definida em um dominio simplesmente conexo, se e somente se, h = Q /W

onde Q e W sao fungoes que nao se anulam e que satisfazem (2.59) — (2.62).

Com a sequinte notagdo, temos que:
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Ql

dh(e)) = W(1+Q)\1/W), (2.68)
2

dh(es) = QW(HQA?/W), (2.69)

L+ h\ = 1+Q\ /W, (2.70)

1+ h\ = 14+ QN /W. (2.71)

Entao,

Ql

7' = 2.72
= (2.72)
QQ

72 = 2.
= (2.73)
1

A = ) (22 +(2%)?2) (2.74)

Assim podemos reescrever o teorema 2.2.1 da sequinte maneira:

2.4 Teorema 3

Teorema 2.4.1. Seja S uma superficie parametrizada de R? que é dada por
X :U C R — S. Assumamos que e; e ey sejam as direcoes principais,
A e A2 as correspondentes curvaturas principais e N € o campo de vetores

normais unitdario em S. Uma superficie S € localmente associada a S pela
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transformacao de Ribaucour, se e somente se, existir funcoes diferencidveis
W, Q, QY Q*:V C U — R, que satisfazem as relagoes (2.63) - (2.65) e

X:VCR?— X ¢ uma parametrizacao de X dada por

~ 20
X=X~ QN2 + (02)2 + W2 (

Q'e; + Q%es — WN). (2.75)
Observagao 1: Observemos inicialmente que
dQ' = dQ'(ey)wy + dQ (ex)ws e d? = d(er)wr + dQ*(eg)ws.

Entao (2.63) e (2.64) é equivalente a

dQl VAN w1 — 92(4}12(62)(4}2 A wp = 0, (276)

sz VAN W9 — QIUJQ:[ (61)UJ1 A Wy = 0. (277)

Em notacao cléssica, sempre que X é parametrizada pelas linhas de cur-

vaturas X (u, v), o sistema de equagoes (2.63) - (2.66) pode ser escrito como
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09 1 00y

Fli 0 p (2.78)
2_212 _ Qla%g_z;, (2.79)
2_7?1 = Q' (2.80)
g_z = 4, (2.81)
g—z = —a '\, (2.82)
g—z = —a )2 (2.83)

onde as fungdes a; e as correspondem & métrica da superficie S, ou seja,

2 _ 2 72 | 2 g2
ds® = af duj + a5 dus.

O seguinte resultado mostra-nos que para cada solucao O, Q2 da equacao
(2.63) e (2.64), existe uma familia de solugoes de 2 parametros do sistema

formado pelas equagoes (2.65) e (2.66).

Proposicao 2.4.1. As equagoes (2.63) e (2.64) sao as condigoes de integra-

bilidades do sistema de equagdes para as equagoes (2.65), (2.66) para Q2 e W.

Demonstracao: 7. Considere o ideal I gerado pelas 1-formas:

a = dQ— (Q'w; + Quwy),

B = dW + (U Nw + Q*Nw,) .
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No6s mostraremos que se (2.63) e (2.64) se aplica entao I é fechado sob

diferenciacao exterior.

De fato,

doa = d(dQ) —d (Qlu)l + Q2WQ) .
= —(dQl N wi + dQQ VAN u)g) - (Ql wa N\ wo1 + Q2w1 N w12).

= 0.

onde essa tltima igualdade segue-se da observacao 1.

Analogamente, usando 2.62 temos,

A3 = d(dw) + d(QN'wi) + d(Q2\2w,). (2.84)
= d(—"Nw — Q2N %w,) + AU\ wy) + d(Q2A\2ws).  (2.85)

= 0. (2.86)

A partir de agora, sempre que for dito que duas superficies estao local-
mente associadas pela transformagcao de Ribaucour, estaremos assumindo que
existem funcoes Q!, Q2?, Q e W localmente definidas, satisfazendo o sistema
(2.63)-(2.66). Além disso, observamos que desde que as linhas normais a
pontos correspondentes se intercepetem a uma distancia h = —, segue que

W
dh(e;) #0,1 < i < 2 se e somente se Q' # 0.
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2.5 Teorema 4

Teorema 2.5.1. Assumamos que S é localmente associada a M pela trans-
formacao de Ribacour. Seja e;, e, as direcoes principais e ', \? as corres-
pondentes curvaturas principais de S. Entao as curvaturas principais de S

sao dadas por:

< dS(e)W + QIALS

A= 'S — 0d5(e) se Qr #£0, (2.87)
N2 = dg(fsﬁfvgzg(iﬁs se  Q2A0, (2.88)
A= % se  Q'=0, (2.89)
22 = % se  O2=0. (2.90)

onde Q' Q2 Q e W satisfazem o sistema de equacoes (2.63)-(2.66) e

S =W?+ (Qh?2 + (0?3, (2.91)
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T =2 (QPwai(er) — WAY) (2.92)

T? =2 (Q'wia(ea) —WA?). (2.93)

Demonstracao: 8. Tomemos X e X parametrizacoes de M e M respectiva-
mente associadas pela Transformagao de Ribacour. As curvaturas principais

de M sio dadas por

aoo = dV(e) dX(e) > (2.94)
< dX(e1),dX(e)) > '

T <dN(e) dX(e) > (2.95)
< dX(ey),dX (ey) > '

Como X é associada pela Transformacao de Ribacour, temos que:

dX = dX + dh(N — N) + h(dN — dN),

0~ - I
onde h = W e N ¢ dado pela equagao (2.2) agora, dN(e;) = MdX(ey) e

dN (e3) = X2dX (e5) entdo, das tltimas equacdes nés obtemos

(1+hXHdX (e1) = (1+hX ey + dh(er)(N — N), (2.96)

(1+ hX2)dX (e3) = (1 4+ hA?)ey + dh(es)(N — N). (2.97)
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Conseqlientemente, usando a equagao (2.6), obtemos:

(14 hAY2(dX (1), dX (1)) = (1+hA)2 4 2(dh(er))? — 2dh(er)[(1 + hA;)b" + dh(e)b?],

(1+hX2)2(dX (e3),dX (e2)) = (1+hA2)?+2(dh(es))? — 2dh(e)[(1 + hAo)b + dh(ez)b?].

Entao de (2.3) e (2.16) - (2.18) temos:

(14 RXY2dX (e1),dX (e1)) = (1+RhAY (2.98)

(141X dX (e5),dX (e2)) = (1+hA?)> (2.99)

Por outro lado, usando as equagoes (2.8) e (2.9) e (2.96) e (2.97), temos

que:

NT v 1 1\ 71 3
(dN(ey),dX (e1)) = 1+h§1[ﬂ+JM)L1+dh@QLJ, (2.100)

AT v 1 2\ 71 3
(dN(e3),dX (e3)) = e (14 hA*)Ly + dh(es)Li] . (2.101)

Assumamos que Q' # 0, e dh(e;) # 0 com 1 <37 < 2. Entao de (2.53) e

(2.54) tem-se que:

A+1

LI+ 7'} = WL?, (2.102)
A+1

@+T@::3%¢g (2.103)

47



conseqilientemente

AN (er), AR (e)) = LEPANAED) g (2.104)

2Z1(1 + hA!)
~ = (4R (A+T)
(dN(e3),dX (eq)) = 2221 1 ) L. (2.105)

Conclufmos, usando (2.94) - (2.95) e (2.98) - (2.99), que A e A? sdo dados

por

i A+ 1)L} 1
A 2dh(er) — h(A+ D)IF °° O #£0, (2.106)
~ 3

2 (A+1)L; se 9240, (2107

2dh(es) — h(A + 1)L3

onde L3 e L3 estao definidos em (2.12) e (2.15).

Observe que A +1 = S/W? onde S ¢ definida em(2.91).

Entao

(A+1)L} = 2 (2.108)

(A+1)LE = 2 (2.109)

Conseqiientemente, segue de (2.60), (2.612) e do fato que h = Q/W que
A e A2 sdo dados por (2.94 ¢ 2.95).
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Se O = Q! = 0, isto ¢ dh(e;) = dh(e;) = 0, entao Z' = Z?> = 0 e

consequentemente temos de (2.4) e (2.5) que dZ'(e3) = dZ*(e;) = 0. Entao,

obtemos de (2.3) que dA(e;) = dA(es) = 0. Usando as equagoes (2.14) e

(2.19), concluimos que L? = L{ = L3 = L} = 0. Além disso, L1 e L3 sdo

determinado por (2.102 e 2.103). Agora segue que,

[dX (e))]> = (1+h\' —hL})?,

dX (e3)]> = (14h\*—hL2)?.

Desde dN(ey) = Lle; e dN(es) = L2es, obtemos:

(dX(e1),dN(ey)) = (1+h\ —hLHLY,

(dX (e),dN(ey)) = (14 hA? —hL2)L2.

Entéao, de (2.94) e (2.95) podemos obter que,

1
31 Ll

A= =
L+ N —nl  °° 0,

~ L2

A\ = 2 02 =0.
1+me—ng  °° 0

onde,
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—_

Li = ﬁ (221(.4)11(61) + 2220)21(61) -+ (A — 1))\1) quando Ql = O,

L = N (2Z'wia(e2) + 2Z%was(e2) + (A — 1)N?)  quando Q* = 0.

=+

+

Usando (2.3) temos que A +1=S5/W? A —1=(S—2W?)/W?e,

CWT'+M'S

WT?+ NS
3 —

L! L2 =
1 € 2 S

onde T e T? sao definidos por (2.92) e (2.93) desde que,

—Qrt —Qr?
1+h>\1—hL}:ST e 1+h>\2—hL§:ST.

Entéao, concluimos de (2.114) e (2.115) que (2.89) e (2.90) valem.

2.6 Teorema 5

Teorema 2.6.1. Seja S uma superficie de Dupin de R?® cujas curvaturas
principais e diregoes principais correspondentes sao determinadas através de
AL A2 e el e? respectivamente. Seja S uma superficie de R3 localmente
associada a S pela transformacao de Ribaucour. Entao S & uma superficie
de Dupin se e somente se, as funcoes Q', Q2 Q e W satisfazem as seguintes

condigoes adicionais.
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i) d<dSQ(f1)> (€1) = d(db;;;eg)> (e2) =0, sempre que Q' #£0e Q? £0;

T T?
ii) d(§> (e1)= d(?) (e2) =0, sempre que Q! =02 =0,

onde S, T" T sao dados por (2.91), (2.92) e (2.93).
Demonstragao: 9. Assuma que Q! # 0 ou Q% # 0 isto é, h depende

de u ou de v. Desde que S seja uma superficie de Dupin, procede de

(2.87) e (2.88) que dA!(e1) = dX2(ey) = 0, se e somente s,

dS(e))W 4+ Q'ALS B
d( 95 — 045 (e ) (e1) =0, (2.116)

d (di(;;)ivgzgez)s ) () = 0. (2.117)

Usando (2.65) e (2.66), estas equagoes equivalem a

S(W + QA (Q'd(dS(e1))(e1) — dS(e1)dQ (er)) = 0, (2.118)

S(W + QN?) (2d(dS(e2))(e2) — dS(e2)d(e2)) = 0. (2.119)

Desde que S(W + QX)) e S(W + Q') sejam # 0, concluimos que i) esta

satisfeita.
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Se h é independente das variaveis u e v, isto é, 3 = Qs = 0, entao
segue-se de (2.63),(2.64) e (2.65) e (2.66) que dQ(ey) = dQ(es) = dW (ey) =
dW(ey) = 0 e dQ(ey) = d%(e;) = 0. Além disso, vimos pelo teorema
(2.5.1) que A! e A2 sdo determinados por (2.89) e (2.90). Conseqiientemente,
dX'(e1) = dX2(e2) = 0, se e 6 se,

(W + QA (SdT(e1) — T'dS(er)) = 0, (2.120)

(W + QN?) (SdT?(e2) — T?dS(e2)) = 0. (2.121)

Portanto, concluimos que i) é satisfeita, o que prova teorema.

2.7 Superficie de Dupin

Definicao 2.7.1. Uma superficie S C R? ¢ dita uma Superficie de Dupin
se suas curvaturas principais forem constantes ao longo das correspondentes
linhas de curvaturas. Sempre que as curvaturas principais forem constantes,
S também é chamada de uma superficie isoparamétrica.

Quando a superficie for uma superficie de Dupin teremos sempre que

d)\1<€1) = d)\2(62> =0.
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Capitulo 3

Aplicacoes da Transformacao de

Ribaucour

Neste capitulo nos geraremos as superficies de Dupin aplicando o teorema
(3.5.1) do capitulo anterior para o plano, o toro, cilindro e a esfera. Esses
exemplos nos mostrarao que a transformacao de Ribaucour sao usadas para

gerar superficies de Dupin.

3.1 Aplicacao ao Plano

Proposicao 3.1.1. Considere o plano no espaco euclidiano R®, parametri-
zado por X (u, v) = (u, v, 0). Entao, X € uma superficie de Dupin para-
metrizada localmente e associada a X por uma transformagao de ribaucour,

se e so se,



- 2(f1+ f2)

X=X- (f{)2 + (fé)z +Cz(f{7 éa _6)7 (31>

onde
fi = a1u? + byu + ¢, (3.2)
f2 = CL2U2 + bQU + Co. (33)

ay, az, by, ba, c1, co € R ec#0.

Demonstracao: 10. Como as curvaturas principais de X sdao \! =\ =0
e a métrica F =G =1 e F =0, segue-se das equagdes (2.78) — (2.83) que
Q 1 / 2 /
Q:f1+f27 W:C%Oy h:_v Q:fl eaQ:fQ

c

onde f; e fy sao funcoes diferenciaveis. Para cada uma dessas fungoes, a

superficie X dada por (2.71) é uma transformacao de Ribaucour do plano.

Das equagdes (2.78) — (2.83) podemos escrever:
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891 8@2

e = 0 wisto que By = 0. (3.4)
o0? : day
B = 0 wisto que a5 = 0. (3.5)
89 . 1 aQ _ 02
ow B ow B . 1 \2
0 = By = 0 pois, A =A"=0. (3.7)
Assim,
o (00 o
g (%) =0 = T (3.5)
d (09 o0
2 <a_> =0 = = pe) (3.9)

Integrando as equagoes (3.8) e (3.9) temos:

Q = fi(u)+ Av). (3.10)
oQ DA
5= = % (3.11)

Logo: Q = f1(u) 4+ fa(v) e de 3.7 concluimos que W = ¢ # 0.

Além disso, das equacoes 3.6, 3.8 e 3.9, concluimos que

A =f e Q®=f
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Agora, vamos impor que a superficie associada seja de Dupin.

Afim de obtermos a superficie de Dupin associada a X, vamos considerar

as expressoes de (2.91 € 2.93) com Q'=f;, Q*=f, e W =c. Logo,

S = A+ () + ()% (3.12)

™ = T?°=0. (3.13)

Derivando 3.12 temos,

s

Bie) = 2081 (.14
Ple = 2hL (3.15

Se f1 for uma fungao constante entao, = 0. Como A = 0, concluimos

du
que M =0. De igual modo, concluimos que A2 = 0 se fo também for

constante, pois, A2 = 0.

Caso contrério, isto é, se fi, e f; nao sao constantes, concluimos do

teorema (2.6.1), que X ¢ uma superficie de Dupin, se e somente se,

; (dsggfl)) (1) = d (dsg(sz)) (e) = 0.

Entao segue-se que:
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d(2.f)=0= f"=0.  (3.16)

2f/ " B 2f/ "
(Car) = ()
2f/ " B 2f/ "
Car) = 5)

d(2.f))=0= f'=0.  (3.17)

De (3.16) e (3.17) concluimos que existem escalares a1, as, by, ba, ¢1, co €

R, tal que:

fimau? +bhutc e fo=ay® + b+

satisfazendo (3.2) e (3.3).

Se a; = az = 0, e by e by # 0 entdo de (2.94) e (2.95) obtemos que

M =)X2=0.Sea eas#0, entdo

daic

A=
(7 — darfo + A1)’

onde a constante A; = b? + ¢* — 4ayc; e,

dayc

N =P danfs 1B

onde a constante By = b3 + ¢ — 4ascy

Assim, a superficie de Dupin é dada pela equagao (3.1).
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Nota: Na proposigao (3.1.1) observa-se que a hiperficie de Dupin tem as

seguintes propriedades:

a) Geralmente, quando os coeficientes a; # as e nao nulos, entao as curva-

turas A\ e \2 sao distintas.

b) Se a; = 0 ou ay = 0, entdo X tem curvatura principal igual a zero. Em

particular, se a; = as = 0 entdo, X é um subconjunto aberto do plano.

c) Sea; =as =a # 0, concluimos que as curvaturas principais independem
dac

dos parametros u e v e sao dadas por \!' = A2 =
P P b3 + b3 — da(cy + ca)
isto é, sao constantes e nao nulas. Entao, X é um subconjunto aberto

da esfera.

Com a parametrizacao do plano desta proposicao obtivemos as sequintes
superficies associadas pela transformagao de Ribaucour. Na figura a sequir,
exibimos seis visualizagoes destas superficies com os pardmetros configurados

para os valores que a acompanham.
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-

HH

a, = a1=1 Eii'

_ - CH
a, = 32—-1 ‘ill i
b, = b,= 3 il

_ _ (it
b, = b, = -2 W
c, = c,= 5 \\‘1\\
C, = c,=-7
Cc = c =4

(2)

a, = a, =1
a,= a,= 1
b, = b,=0
b, = b,=0
c, = c,=0
C,= c,=0
Cc = c =1
a,=0 a, =1
a,=0 a,=0
b1=1 b1:0
b, =-1 b,=0
C1='1 C1=4
c,= 1 c,= 4
c=1 c=4

(5)

Figura 3.1: Superficie associada ao Plano pela Transformagcao de Ribaucour
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3.2 Aplicacao ao Toro

Proposicao 3.2.1. Considere o toro do R?® cuja parametrizacio é dada por
X (u,v) = ((a + r.cosv).cosu, (a + r.cosv).senu, r.senv) .

X serd wma parametrizacio da superficie de Dupin localmente associada
a X pela transformada de ribaucour, se e somente se, X for dada por 2.75

onde
Q' = —ay.sen(u) + by.cos(u),

Q% = —ay.5en(v) +by.cos(v) —ay.cos(u).sen(v) — by.sen(u).sen(v) — ci.sen(v)

Q= (a+r.cosv).fi+rfo+ A, W = —fi.cosv — fy + B.

fi1 = aj.cos(u) + by.sen(u) + c1, (3.18)

fa = as.cos(v) + by.sen(v) + cs. (3.19)

onde a1,bi,c1,as,by,co, A € B sao constantes reais desde que Q? = 0 entdo

Ql =0.
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Demonstracao: 11. As curvaturas principais do toro sao dadas por

coSv 1
M= —"" A==
a + r.cosv r
Os coeficientes da métrica sao dados por
a; = a —+ r.cosv Ao = T.

Isto sucede das equagoes (2.78) — (2.83) que
Q' = —ay.sen(u) + by.cos(u), Q= —fisenv+ f4(v).
onde f; e fy sdo fungoes diferenciaveis de u e v respectivamente. Além disso
Q= (a+r.cosv).fr+rfot+A W = —cosv.fy — fo + B,

onde A e B sao constantes.

Afim de usarmos o teorema (2.6.1) vamos considerar as funcoes S e T*

definidas por (2.91) a (2.93) . Entao,

S =i+ 54+ + () =2 f1.(fy.senv — fa.cosv) —2.B.( fr.cosv+ fa) + B*
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T' = 2(—=0%.senv — WA T? = —2W A%

dsS (61) dsS ( 62)
o ¢ T2
pendente de u e v isto equivale a obtermos f; e fo satisfazendo as equacoes

Se M e?#£0 i=1,2, entdo teremos que sao inde-

(3.18) e (3.19) .

Se Q' = Q! = 0 entao fi(uy) = c1, 2, W e S nio dependem de u. Entao

a condigao i7) do teorema 2.6.1 ¢ trivialmente satisfeita.

Se considerarmos 2 = ( entdo necessariamente temos que f; = ¢; e
fo = —cq.cosv + ¢ onde ¢; e co # B sao constantes reais. Neste caso, a

superficie associada é paralela ao toro e as curvaturas principais sao

1 2
Mo oo A
1+ 2hAt 1+ 2h\?
A
donde temos que h = M.
B — Co

Com o Toro da proposigao 3.2.1 vejamos algumas das superficies associada

pela Transformacao de Ribaucour com segue-se abaixo.
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Figura 3.2: Superficie associada ao Toro pela Transformacao de Ribaucour
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3.3 Aplicacao a um Cilindro

Proposicao 3.3.1. Vamos considerar a parametrizagao do cilindro dado por
X (u, v) = (cosu, senu,v). Entao X ¢ uma parametrizacio da superficie de
Dupin localmente associada a X pela transformada de ribaucour se, e somente

se,

X=X—p.( ((c— f1).senu), ((c— f1).cosu), f5 ) (3.20)

2(f1 + f2) ¢
(D)2 + ()? +(c— fr)?

onde p =

fi = ajcosu+ bysenu + c; + c, (3.21)

fo = agv® + by +co. (3.22)

e

al, by, ¢, c1, ¢z, by, az € R.

Demonstracao: 12. As curvaturas principais e a métrica para a superficie
Ssao A\ =1, A =0ea; =1, paral <j <2 Assim, decorre das equagoes

(2.78) a (2.83) que
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Q
O = ’, ,Q2: ’, 0= + fo, W=—-fi+ h=—,
f1 f2 f1 f2 f1 c ¢ (—f1+c)

onde fi(u) e fo(v) sdo fungdes de u e v respectivamente.

Para qualquer uma dessas fungoes a parametrizacao da superficie X defi-
nida por (2.75) é uma transformacao de Ribaucour do cilindro. Afim de que

X seja uma superficie de Dupin vamos considerar a expressao definida por

(2.91)

S=(—A+)+ 1)+ (f1)

2(fy—c) se i=1,

0 se 1>2

T =

Vamos primeiramente assumir que Q° # 0 isto ¢, f; é uma fungiao nao

constante de u ou v, onde

dS(e;) 2(fi—c)+2f] se i=1,

217 se 1>2

Portanto, a condigao ¢) do teorema (2.6.1) é satisfeita se, e somente se f;

e f; sdo dadas como em (3.21) e (3.22). Além disso, as curvaturas principais

associada sao dadas por
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261W + S

1) 5204 T
depW o
—-————— S€é 1 .

S - 4QC7;2 -

Se ' = 0 para algum i, isto é, f; = ¢; é uma constante, ¢, # ¢ se i = 1.
Entao a condigao ii) do teorema (2.6.1) ¢ trivialmente verificada e
—(c— )’ + (f2)°

h\ (c—c1)(c+ e+ 2fs) + (f3)?
0 se 1>2

Concluimos entao que, em ambos os casos as fungoes f; e fy sao dadas
por (3.21) e (3.22). De (3.48) obtemos a superficie de Dupin associada que
¢ dada por (3.20).

Com o Cilindro da proposigao (3.3.1) obtivemos as seguintes superficies
associada pela Transformacao de Ribaucour com segue-se abaixo. Veja figu-

ras abaixo:
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a,=0
a,=0
b,=0
b,=3
c,=2
c,=0
c =1

a, =1
a, =1 a,=1
a, =1 b,=0
b, =1 b,=0
b,=0 c,=0
c,=0 c,=0
c,=0 c =0
c =0

(d)

a, =1 a, =1
a,=0 a,=0
b, = b1i0
b,=0 b, =1
&= ¢, =2
c,=1 c,=1
g = c =0

(e)

Figura 3.3: Superficie associada ao Cilindro pela Transformacao de Ribau-
cour
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3.4 Aplicacao a uma Esfera S?

Proposigao 3.4.1. Considere a esfera S* cuja parametrizacio é dada por

X(u, v) = (senucosv, senusenv, cosu). Entao X € uma parametriza¢io de

uma superficie de Dupin localmente associada a X ,se e somente se, X € dada

por (2.71) onde

Q' = cosuf, + f], O = fi.

Q = senufs + fi, W = —(senufy + fi1).

f1 = ajcosu + bysenu + ¢q

fo = ascosv + bysenv + co.

onde ay, by, c1,as, by, co sao constantes reais.
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Demonstracao: 13. As curvaturas principais da superficie M sao dadas
por A\! = A2 = 1. A primeira forma fundamental de M fica escrita como
ds? = aldu®+a3dv? onde, ay = senu e a; = 1. Decorre da equagio(3.4), (3.5)
e (3.6) que Q' Q2 Qe W sao dados como em (3.21) e (3.22), onde f; e fo

acima definidas sao fungoes diferenciaveis.
Para obtermos a superficie de Dupin X localmente associada a X pela

transformada de Ribaucour, vamos considerar as equacoes de S, T e T? de

(2.91) a (2.93) que ficam escritas da seguinte maneira:

S = fL+ f7+2f2(fisenu + ficosu) + (f1)* + (f3)%

T = —2W.

T? = —2W + 2cosuf)’.

Consideremos inicialmente os casos para os quais as funcoes ! e 02 sao
nao-nulas. Desde que Q' ou Q% ## 0, podemos concluir do teorema 2.6.1 que

as fungoes fi e fy sdo dadas por (3.25) e (3.26).

Assuma Q' = 0, entdo isto equivale a fo = cs e fi = —cysenu + ¢1, onde
7 )

c1 # 0. Neste caso, nao necessariamente temos que 22 = 0. Entdo a condicao
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i1) do teorema (2.6.1) ¢é satisfeita para i = 1,2.

a) Para escolha geral das constantes envolvidas nas fungoes (3.25) e (3.26),
obtemos A e A2 sdo independentes de u; e us e possuem multiplicidade

uIn.

b) se a; = ay = by, by = —cy e c1 # 0 (ou seja Q' = Q?* = 0), entao X tem
uma curvatura principal de multiplicidade 2, chamada A= )2 que é

uma funcao independente de u e v.
c) Seq:0602+b1#Oentéoxlzlep;él.

d) Seci =0, co+b =0ea+b2+£0entdo A\l = A2 =1.

Assim, observamos que a transformacao de Ribaucour transforma su-
perficies de Dupin em outras superficies de Dupin. Uma hiperficie
de Dupin cujas curvaturas principais tem multiplicidades constantes é

chamada de superficie propria de Dupin.

Com a esfera da proposicao 3.4.1 e suas consideragoes obtivemos a se-
guinte superficie associada pela Transformacao de Ribaucour com segue-se

abaixo. Veja figura a seguir.
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a, =0
a,=0
b,=1
b,=0
c,=0
c,=0
(b)
a, =
a,=-1
b, =-2
b,=4
c,=0
c,=0
a,=0
a,=2
b,=3
b, =-1
c,=0
c,=6

(e) (f)

Figura 3.4: Superficie associada a Esfera pela Transformacao de Ribaucour
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Capitulo 4

Conclusao

Conforme foi visto no teorema 1 e nos exemplos das aplicacoes apre-
sentadas, as superficies associadas pela transformacao de Ribaucour podem
ser obtidas sempre que restritas as hipoteses do teorema 1 e do teorema 3.
Percebemos que para certas superficies como o plano por exemplo, as su-
perficies associadas se parecem em alguns casos, com a de um parabolédide
hiperbdlico e em outros com um subconjunto de uma esfera. Num caso par-
ticular assemelham-se a um subconjunto de um plano ou de um cilindro.
J& para o toro, os aspectos das superficies obtidas assumiram caracteristicas
bem diversificadas e desconhecidas das superficies mais tradicionais. Porém
em alguns casos, a aparéncia de um elipséide ou de um subconjunto de um
esfera podem ser percebidos sem dificuldades. Nos casos do cilindro e esfera
pode-se perceber mais ainda que as superficies associadas possuem aspectos
insolitos quando comparados as superficies a que estamos mais familiarizados.
Assim, transformacao de Ribaucour leva superficies de Dupin em superficies

de Dupin.
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Apéndice A

Scripts do Maple

Segue-se abaixo, os scripts feito no Maple para gerar cada umas das su-
perficies apresentadas como aplicagoes deste trabalho. Cada um deles esté

integrado ao JavaView.

A.1 Secript do Plano

> restart: libname:

> installationPath:="C:\\Arquivos de programas\\Maple 10\\JavaViewLib";
> libname:=installationPath,libname:

> with(plots): with(linalg): with(JavaViewLib) :

> al:=1; a2:=1; bl:=1; b2:=-1; cl:=-1; c2:=1; c:=1;

> X:= (u,v) -> <u,v,0>;

> f1:= u -> al*u~2+blxutcl;

> £2:

I
<
|
\%

a2xv~2+b2*%xv+c2;

73



\

A\

A\

\

A\

Diff1l :

u -> 2*al*u+bl;

Diff2 :

v -> 2%a2*xv+b2;

A:= (u,v) -> 2x(f1(uw)+f2(v));

A(0,10);

B:= (u,v) -> Diffi(u)~2 + Diff2(v)~2 +c~2;
B(0,0);

Z :

(u,v) -> <Diff1(u), Diff2(v),-c>;

Y :

(u,v) -> X(u,v) - ( ACu,v)/B(u,v) ) * (Z(u,v));

plot3d(Y(u,v),u=-1..1,v=-1..1): runJavaView(%);
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A.2 Script do Toro

> with(plots): with(linalg):

installationPath:="c:\\Arquivos de programas\\Maple 10\\JavaViewLib":
libname:=installationPath,libname: with(JavaViewLib):

> a:=7; r:=4; al:=0; bl1:=0; cl:=1; a2:=0; b2:=0; c2:=-4; A:=0; B:=0;

> X:

(ul,u2) -> < (atr*cos(u2))* cos(ul), (atrxcos(u2))*sin(ul), rxsin(u2)>;

> plot3d(X(ul,u2),ul=0..2%Pi,u2=-Pi/2..3*%Pi/2,numpoints=2000) :

> N:= (ul,u2) ->

< (at+r*cos(u2))*cos(ul)*rxcos(u2), (a+r*cos(u2))*sin(ul)*r*cos(u2),
(atr*cos(u2)) * (sin(ul))~2 * r * sin(u2) +

+ (atr*cos(u2))* (cos(ul))~2 * r *x sin(u2)>;

> f1 :=ul -> al * cos(ul) + bl * sin(ul) + ci;
> f2 = u2 -> a2 * cos(u2) + b2 * sin(u2) + c2;
> Diffl := ul -> -al* sin(ul) + blx* cos(ul);

> Diff2 :

u2 -> -a2*x sin(u2) + b2* cos(u2);

> W:=(ul,u2) -> -f1(ul) * cos(u2) - f2(u2) +B;

> Omega:=(ul,u2) ->(atrxcos(u2)) * ( al * cos(ul) + bl * sin(ul) + c1 ) +
+ r* (2 % cos(u2) + b2 * sin(u2) + c2 )+A;

> Omega2 := (ul,u2) -> (7+4*cos(u2))*f1(ul)+4*x£2(u2);

> Omega2(0,0);

> Omegal:= ul -> -alx sin(ul) + bl* cos(ul);

> Omega2:=(ul,u2) -> (-a2* sin(u2) + b2x cos(u2)) -

(al * cos(ul) + bl * sin(ul) + c1) * sin(u2);



A\

\

\

A\

\

Z:=(ul,u2) -> (Omegal(ul))~2+(Omega2(ul,u2))~2 + (W(ul,u2))"2;
expand(Z): simplify(Z):

Y := (ul,u2) ->

X(ul,u2) - (2#0mega(ul,u2)/Z(ui,u2) ) * ( (-W(ul,u2))*(N(ul,u2)) );
Y(ul,u2);

plot3d(Y(ul,u2), ul=-Pi/2..Pi/2, u2=-Pi/2..Pi/2, numpoints=1900);
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A.3 Script do Cilindro

> restart: libname:

> installationPath:="C:\\Arquivos de programas\\Maple 10\\JavaViewLib":
> libname:=installationPath,libname:

> with(plots): with(linalg): with(JavaViewLib) :

> al:=2; bl:=1; c1:=0; c:=0; a2:=0; b2:=0; c2:=0;

> X:= (u,v) -> <cos(u),sin(u),v>;

> f1 := u -> alx*cos(u)+bl*sin(u)+c+ci;

> f2:= v -> a2%v~"2 + b2 xv + c2;

> Diff1

u -> -alxsin(u)+bl*cos(u);

> Diff2 :

v -> 2%a2 *xv+ b2;
> A:=(u,v) -> 2x((al*cos(u)+bl*sin(u)+c+cl)+(a2*%v™2 + b2 *v + c2));
> B:=(u,v) -> ( -al*sin(u)+bl*cos(u) )~2 + ( 2*%a2 * v+ b2 )~2 +
+(c-(al*cos(u)+bl*sin(u)+c+cl))~2;
> C:=(u,v) -> A(u,v)/B(u,v);
> 7Z := (u,v) ->
< (alx*sin(u)-bl*cos(u)) * sin(u) + cos(u) * (-al*cos(u)-blxsin(u)-cl) ,
(al*sin(u)-bl*cos(u)) * cos(u) - sin(u) * (-al*cos(u)-bil*sin(u)-cl) ,
2*%a2 *v+ b2 >;

>Y .

(u,v) -> X(u,v)- ACu,v)/B(u,v) * Z(u,v);
> plot3d(Y(u,v),u=-1..1,v=-1..1,numpoints=800,lightmodel=1ight2);

> runJavaView (%) ;
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A.4 Script da Esfera

> with(plots): with(linalg):
installationPath:="c:\\Arquivos de programas\\Maple 10\\JavaViewLib":
libname:=installationPath,libname: with(JavaViewLib):
> al:=0; bl:=2; c1:=3; a2:=-1; b2:=0; c2:=6;
> X:= (ul,u2) -> < sin(ul)*cos(u2), sin(ul)*sin(u2), cos(ul)>;
> plot3d(X(ul,u2),ul=0..2%Pi,u2=Pi..2*Pi,numpoints=2000) :
> N:= (ul,u2) ->
< ( sin(ul) )~2 * cos(u2), ( sin(ul) )~2 * sin(u2), cos(ul)* sin(ul)
> f1 := ul -> al * cos(ul) + bl * sin(ul) + ci;
> f2 = u2 -> a2 * cos(u2) + b2 * sin(u2) + c2;
> Diffl := ul -> -alx sin(ul) + blx cos(ul);
> Diff2 := u2 -> -a2x sin(u2) + b2* cos(u2);
> W:=(ul,u2) -> - ( sin(ul) * f2(u2) + f1(ul));
> Omega:=(ul,u2) -> -(sin(ul) * f2(u2) + f1(ul));
> Omegal := (ul,u2) -> cos(ul)* f2(u2) + Diff1(ul);
> Omega2:= (u2) -> -a2 * sin(u2) + b2 * cos(u2);
> Z:=(ul,u2) -> (Omegal(ul,u2))"2+(0Omega2(u2))~2 + (W(ul,u2))"2;

> expand(Z): simplify(Z):

A\

Y := (ul,u2) ->

X(uil,u2) - (2x0Omega(ul,u2)/Z(ul,u2) ) * ( ((Omegal(ul,u2) +
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+ Omega2(u2))-W(ul,u2))*(N(ul,u2)) );
> plot3d(Y(sinh(ul),u2), ul=-Pi..Pi, u2=-Pi..Pi, numpoints=9000);

> runJavaView (%) ;
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