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RESUMO

GENERALIZACAO DO TEOREMA DE HOPF PARA
UMA CLASSE DE SUPERFICIES DE WEINGARTEN

Esta dissertacao tem como finalidade apresentar uma exposicao clara e detalhada
de um trabalho de Robert L. Bryant intitulado Anélise Complexa e uma Classe
de Superficies de Weingarten, superficies essas, imersas em E3, que satisfazem
a equacao H = f(H? — K) onde H e K sdo as curvaturas média e gaussiana,
respectivamente, e f é uma funcao real diferenciavel.

As superficies com curvaturas média e gaussiana constante, pertencem claramente
a esta classe e se elas tém género zero os teoremas de Hopf e de Liebermann,
respectivamente, asseguram que elas sao esferas usuais de E3.

O principal resultado deste trabalho caracteriza as esferas usuais como as unicas
superficies de Weingarten de género zero pertencentes a classe mencionada.

Palavra chave: Superficies de Weingarten, Imersao e Esferas usuais.



ABSTRACT

GENERALIZATION OF HOPF’S THEOREM FOR A
CLASS OF WEINGARTEN SURFACES

The purpose of this essay is to make a clear and detailed exposition of the work of
Robert L. Bryant on the class of Weingarten Surfaces immersed in the Euclidean
tree-space, E3, that satisfy the equation H = f(H? — K), where H and K denote
the mean and the Gaussian curvatures respectively and f is a smooth function.
The surfaces with constant mean curvature and those with constant Gaussian
curvature clearly belong to this class and if they have genus zero, the Hopf‘s and
the Liebermann‘s theorems respectively state that they are standard spheres of
E3.

The main result of this work characterizes the standard spheres as the only Wein-
garten surface of genus zero in the mentioned class.

key word:Weingarten Surfaces, Immersion and Standard Spheres.



Sumario

1 Introducgao 1
2 Generalidades 3
3 A Geometria das Superficies através do Método do Referencial
Moével 9
4 Uma Classe de Equacoes de Weingarten 20

5 Superficies de Weingarten em Espacos de Curvatura Constante 29



Capitulo 1

Introducao

O objetivo deste trabalho é apresentar um estudo sistematico do artigo de Robert
L. Bryant[1] que faz uma generalizagao do teorema de Hopf[2] para uma classe
de superficies de Weingarten, que sao superficies que satisfazem uma relacao da
forma U(H, K) = 0(H e K sdo as curvaturas média e gaussiana, respectivamente,
de uma superficie S e U é uma funcao diferenciavel) chamada de relagdo de Wein-
garten ,sendo o principal resultado o seguinte teorema:

Teorema - Seja X : S? — E? uma imersao diferencidvel que satisfaz uma relacao
de Weingarten da forma H = f(H? — K) onde, f é uma funcao diferencidvel
definida no intervalo (—¢,00), K e H sao as curvaturas gaussiana e média, res-
pectivamente , de X. Entao X (S5?) ¢ uma 2-esfera redonda em E3.

Este resultado surgiu a partir de dois teoremas: O teorema de Hopf, mostrando
que toda 2-esfera imersa em F? com curvatura média constante é uma 2-esfera
redonda em E3:E o teorema de Liebermann, afirmando que toda 2-esfera imersa
em E3 com curvatura gaussiana constante é uma 2-esfera redonda em E3. Ob-
serve que Hopf toma H como constante, enquanto, Bryant , considera H dada por
uma relacao de Weingarten.

O teorema de Liebermann é normalmente provado assumindo que a esfera nao é
redonda e fazendo a analise local de um ponto onde a diferenca das curvaturas
principais é maxima. J4 na prova do teorema de Hopf , S? é vista como uma su-
perficie de Riemann e é usado o fato de que toda forma quadratica holomorfa em
S? ¢ identicamente nula. Hopf constréi a partir da segunda forma fundamental da
imersao uma forma quadratica holomorfa cujos zeros sao os pontos umbilicos da
imersao e consequentemente esta é constituida inteiramente de pontos umbilicos
e ¢ portanto a esfera usual do espaco euclidiano. Hopf chegou até a conjectu-
rar que a esfera usual do E® seria a tnica superficie compacta imersa em E3
com curvatura média constante. Mas, em 1986 Went [3] deu um contra-exemplo
mostrando a existéncia de um toro imerso em E® com curvatura média constante.



O propdsito do autor era provar o teorema de Liebermann pela teoria das su-
perficies de Riemann, mas desenvolveu-se um resultado mais geral, que é o prin-
cipal resultado deste trabalho.

O teorema de Bryan torna as afirmacoes feitas por Hopf e por Liebermann re-
sultados imediatos. Os dois resultados diferem apenas na escolha de f, enquanto
Hopf toma f como constante, Liebermann a toma como f = v/c2 + z, onde 2 é
a curvatura gaussiana constante.

Este trabalho esté dividido em quatro partes. Na primeira, damos algumas de-
fini¢"oes e fatos importantes da geometria Riemanniana necessarios para a com-
preenssao do trabalho . Na segunda, fazemos um estudo das superficies através
do método do referencial moével.Na terceira, estudamos uma classe de equagoes
de Weingarten, onde é provado o principal teorema. E por fim, fazemos algumas
consideragoes sobre superficies de Weingarten em espagos de curvatura constante.



Capitulo 2

Generalidades

Apresentaremos a seguir algumas defini¢oes e fatos importantes relativos as su-
perficies Riemannianas.

Denotaremos o espaco euclidiano por E? e nele fixaremos um produto interno e
uma orientacao. O conjunto dos vetores tangentes a uma superficie S C E3 serd
representado por 7,5 e a diferencial de uma aplicacao diferencidavel X : 57 — S5
entre duas superficie S; e Sy em um ponto p € S, por dX, onde dX, : 7,5 —
Tx(p)S2. E diferencidvel significard C'°.

Definicao 2.1 - Uma aplicacao X : S — FE? diferencidvel é dita uma imersao
se para todo p € S a aplicacdo dX,, : T,S — E? ¢ injetora. Se além disso, X for
um homeomorfismo de S sobre X (.5), X é dita um mergulho.

Na maior parte das questoes puramente locais de Geometria é indiferente tra-
tar com imersoes ou mergulhos. Isto provém da seguinte proposi¢ao que mostra
ser toda imersao localmente um mergulho.

Proposicao 2.1 - Seja X : S — E3uma imersao de S em E3. Para todo ponto
p € S, existe uma vizinhanca V C S de p tal que a restrigio X | V — E3 é um
mergulho.

Esta proposicao,nada mais é, do que uma consequéncia do teorema da funcao
inversa. Sua demonstracao pode ser encontrada em [4].

Definigao 2.2 - Uma métrica Riemanniana (ou estrutura Riemanniana) em uma
superficie regular S C E® é uma correspondéncia que associa a cada ponto p de S
um produto interno <, >, no espago tangente 7,5, que varia diferenciavelmente
no seguinte sentido: Se z : U C E? — S é um sistema de coordenadas locais em
torno de p, com x(z1,22) = q € x(U) e 8%1((]) = dz,(1,0), e %(q) = dz,(0,1)
entao



0 0
< %(Q), T%(q) >= gij(x1, T2)

¢ uma funcao diferenciavel em U.

As funcoes g;; sao chamadas expressao da métrica Riemanniana no sistema de
coordenadas x : U C E? — S. Uma superficie regular com uma dada métrica
Riemanniana chama-se uma Superficie Riemanniana.

Definiremos a seguir formas diferenciais em E® que serdo usadas posteriormente
para obtermos as equacoes de estrutura de E. Cartan em E?, que sao fundamen-
tais no estudo das superficies regulares em E3 pelo método do referencial mével.

Definicao 2.3 - Um campo de vetores em E® é uma correspondéncia que a cada
ponto p € E? associa um vetor X (p)p € T,E*. Num sistema de coordenadas, ¢
possivel escrever:

X(p) = 2 aipe:,

—1

~

onde cada a; : U — R é uma funcdo em U e e; é a base canonica de E? com
origem em p.

Para cada espaco tangente Eg, consideramos o espaco dual (E;’)*, que € o con-
junto das fungdes lineares ¢ : £} — E. Uma base para (E7)* é obtida tomando
(dz;)p,i =1,2,3, onde z; : E* — F é a proje¢ao na i-ésima coordenada.

Defini¢ao 2.4 - Um Campo de formas lineares ou forma exterior de grau 1 em
E3 ¢ uma aplicagao w que a cada p € E? associa w(p) € (Eg’)*; w pode ser escrito
na forma

3

w(p) =Y a;(p)dz;(p)

i=1
onde a; : E* — E. Se as funcoes a; forem diferencidveis w chama-se forma dife-
renciavel de grau 1.

Seja A*(EZ)* o conjunto das aplicagdes ¢ : E5 x ES — E bilineares ¢ alter-
nadas.

Se @1 e py sao formas lineares podemos obter um elemento ¢ A o em /\2(Eg)*
definido

©1 A pa(v1,v9) = det(p;(v;)) = det ( Z;EZS i;gz; )

4



O elemento (da;), A (dx;), € A*(E2)* serd indicado por (dz; A da;),. E possivel
mostrar que o conjunto (dz; Adx;),, i < j forma uma base para o espago /\Q(Eg)*
. Além disso,

(dwi)p A (dzj)p = —(dxj)p A (di),p

Defini¢ao 2.5 - Um campo de formas bilineares alternadas ou forma exterior de
grau 2 em E* ¢ uma aplicagio w que a cada p € E* associa w(p) € N*(E3)*; w
pode ser escrito na forma

w = Zaijdxi N d[Ej

1<j

onde, 7,7 =1,2,3 e a;; : B> — F.

Se as funcoes a;; forem diferencidveis, w é chamada uma forma diferencidvel
de grau 2.

No caso particular de E3, um campo de vetores em um abero U de uma su-
perficie S C E® é uma aplicagao v que a cada ponto p € U associa v(p) em T,S;
O campo v é dito diferenciavel em p € U se, para alguma parametrizagao f(u,v)
em p, as fungoes a(u,v) e G(u,v) definidas por v(p) = a(u,v)f, + B(u,v)f, sao
diferenciaveis em p.

Sabemos que a noc¢ao de isometria é o conceito de equivaléncia para as pro-
priedades métricas das superficies. E possivel definir outros tipos de equivaléncia
no estudo das superficies. Para o estudo de problemas associados com as fungoes
analiticas de varidveis complexas é importante a transformacao conforme,que tra-
taremos a seguir.

Definicao 2.6 - Um difeomorfismo ¢ : S — S é chamado uma transformacao
conforme se,Vp € S e vy,v, € 1,5, tem-se

<, vz >p= A(p) < dpp(v1), dpy(v2) >,

onde A(p) > 0 é uma fungio diferencidvel em S; as superficies S e S sdo ditas
entao conformes.

O significado geométrico de uma transformacgao conforme é que ela preserva os
angulos formados por duas curvas que se cortam.

Para o caso de E?, que identificamos com o plano complexo , é bem conhecido que
as transformagoes conformes sao as fung¢oes holomorfas ou antiholomorfas (antiho-

lomorfa quer dizer que a fun¢ao conjugada é holomorfa) com derivadas nao nulas.

A propriedade mais importante das transformacoes conformes é expressa pelo



seguinte teorema:
Teorema 2.1- Duas superficies regulares quaisquer sao localmente conformes.

A demonstracao baseia-se na possibilidade de toda superficie regular admitir
um sistema de coordenadas locais, em qualquer ponto da superficie , no qual os
coeficientes da primeira forma quadratica sejam

E = Xu,v) >0
F=0 G = Mu,v) >0

um tal sistema é chamado sistema isotérmico. O teorema que garante a existéncia
de coordenadas isotérmicas é o seguinte:

Teorema 2.2(Existéncia de coordenadas isotérmicas)- Seja f : A — E™ uma
aplicagao continua tal que f|A°(A? interior de A) é uma imersao diferencidvel
(C>). Entéao existe um homeomorfismo d : A — A tal que d|A° ¢ de classe C*
e a aplicacao f od é conforme.

A demonstragao deste teorema foge aos objetivos do presente trabalho e pode
ser encontrada em [5]

Veremos a seguir a nocao de campos de direcao numa superficie. Esta nocao
serd util quando formos demonstrar o teorema de Hopf, que é peca importante
na demonstragao de nosso principal resultado.

Um campo de direcao em uma regiao U de uma superficie S é uma corres-
pondéncia que associa a cada ponto p € U um subespaco vetorial de dimensao 1
do espaco tangente de S.

Se nao for possivel estender continuamente o campo de direcao por todo o aberto
U, isto é, se o campo nao estiver definido em um ponto p € U, entao dizemos que
o ponto p é uma singularidade do campo.

Definimos indice I, de uma singularidade isolada do seguinte modo:

Seja p uma singularidade isolada de um campo de diregdo numa regiao U de
uma superficie S. Seja v uma curva fechada simples em torno de p, onde p é o
unico ponto singular no interior de v, isto é possivel tendo em vista que p é ponto

isolado.

Consideremos 7y dada por uma fungao de parametro t, v(¢),0 < ¢t < 1. Esco-
lhamos uma das duas possiveis dire¢oes ao longo de v a partir de v(0).

Nosso intuito é medir a variacao do angulo do campo, quando este percorre a



curva v. Mas, tal variagdo é medida com respeito a algo fixo. Sendo assim , su-
ponhamos que 7 seja pequena o suficiente para estar contida em uma regiao sem
pontos singulares e onde esté definido um sistema de coordenadas (u, v). Quando
fazemos , u = 0, definimos uma dire¢”ao em cada ponto, que serd representada
por d. Seja /[d, F] o angulo entre a direcao d e a dire¢”ao F' escolhida, seja
d,/[d, F] a mudanca total deste angulo quando o campo completa uma volta em
torno de v na direcao positiva. Entao definimos

27l = 6,/[d, F|

Um fato interessante a respeito de I, é que ele nao depende de d nem da curva 7.

Relacionaremos agora, indice e caracteristica de Euler de uma superficie com-
pacta.

Primeiramente, lembremos que se S é uma superficie compacta, conexa e ori-
entdvel imersa em E3, entdao S é homeomorfa a uma esfera com ¢ asas (g > 0)
[2]. O nidmero g é chamado de género de S. Ao nimero inteiro (2—2g) chamamos
de caracteristica de Euler de S, e o representaremos por x(.5).

Teorema 2.2 - Dada uma superficie S de género g, nela esta definido um campo
de direcao que possui um numero finito de singularidades tal que a soma dos
indices destas é x(.5).

Mais adiante, mostraremos que esta soma nao depende do campo de direcao
escolhido.

Para concluirmos este capitulo, definiremos o indice de um ponto umbilico.

Sejam ki e kg as curvaturas principais de uma superficie S. Sabemos que se
uma curva regular e conexa v em S é tal que Vp € v a tangente a v é uma direcao
principal de S, isto é, correspondente a k; ou ko, entao v é dita uma linha de
curvatura. Os pontos de S onde k; = ks, sao chamados de pontos umbilicos de

S.

Seja p € S um ponto umbilico isolado. Entao p é uma singularidade isolada
de cada uma das duas familias de linha de curvatura, uma dada por ki e outra
por ks(convencionamos k; > k). Sendo assim, p tem um indice com respeito
a cada uma destas familias; mas pelo fato das linhas de uma familia serem or-
togonais as linhas da outra familia, segue imediatamente da definicao de indice
que estes dois indices sao iguais. Assim o indice de um ponto umbilico fica bem
definido e satisfaz a igualdade (para demonstragao ver [1]).

1 1
I(p) = —%.55@7“9(1))

7



onde ®dz? é a expressao local num sitema de coordenadas em torno do ponto
umbilico de uma forma quadratica complexa definida globalmente em S, cujos
zeros sao pontos umbilicos da superficie e Im(®dz?) = 0 determinam campos de
dire¢ao em S. A expressao 0(arg®) representa a variagdo do argumento de P.



Capitulo 3

A Geometria das Superficies
através do Método do Referencial

Movel

Neste capitulo estudaremos as superficies através do Método do Referencial Movel.
E o primeiro passo é definirmos o que é um referencial adaptado.

Defini¢ao 3.1 - Um Referencial adaptado em um aberto U de M serd uma terna
de fungoes diferencidveis E; : U — E? (i = 1,2€3) com a seguinte propriedade:V
p € U,(Ei(p), E2(p), E3(p))é uma base ortonormal orientada em E3, onde E3(p)é
normal em X*(T,M) C E3.

Se acontecer de termos um outro referencial adaptado {E}/i = 1,2 e3},no aberto
U de M ,é possivel obtermos uma tnica funcao diferenciavel

0:U— E/2nZ
tal que

Ef = cosOF, + sin0F;
E5 = cosOFE; —sinfE;
E; = Ej5

Neste caso ,dizemos que {E;} é uma rotagao de {E;} por 6.
Estabeleceremos a seguir as chamadas equacoes de estrutura do E".

Seja UC E™, aberto, e sejam FE1, ..., E, campos diferenciaveis de vetores em U de
tal modo que, Vp € U, se tenha < E;, E; >= §,;(para simplificarmos a notagao,
algumas vezes escreveremos E;.E; em vez de < E;, E; >), onde §;; =1sei=je
0;j = 0 se i#j, 4,7 = 1,...,n. . Um tal conjunto de vetores ¢ o que chamamos de
referencial ortonormal mével em U.



A partir do referencial {E;} definimos formas diferenciais lineares wy, ..., w, pela
condicao w;(E;) = 0,j; isto é, para cada p € U, a base {(w;),} é base dual da base
{(E;)p}-O conjunto das formas diferenciais {w; }¢ chamado coreferencial associado
ao referencial {E;}.

Podemos pensar no campo E; como uma aplicagao diferenciavel
E,:UCFE"— E"

e a diferencial
(dE;), : E" — E"

em p € U,é uma aplicacao linear. Portanto, para todo v € E™, podemos escrever

(dE)p(v) =D (wij)p(v) E;

J

Dessa forma, as expressoes (w;;),(v), acima definidas, dependem linearmente de
v e portanto (w;;), é uma forma linear em E™. E pelo fato de E; ser diferencidvel,
(wij) é uma forma diferencidvel linear. Assim, escrevemos

J

como definicao das formas w;j, que sao chamadas formas de conexao do E™ no
referencial {E;}.

Mostraremos agora que as formas w;; sao anti-simétricas, isto é, w;; = —wj;.
Derivando a expressao

< Ei, Ej >p= 5ij

obteremos
0=< dEZ‘,Ej >+ < Ei,dEj >
0=< ZwijEj,Ej >4+ < Ei,ijiEi >
J %

0= Wij + w]'i.

O fato mais importante no método do referencial mével é que as formas w; e w;;
satisfazem as chamadas equacgoes de estrutura de Eli Cartan.

Teorema 3.1(Equagoes de Estrutura do £™)- Seja { E;} um referencial ortonormal
moével em um aberto U de R". Sejam w; o coreferencial associado a {E;}, e w;;
as formas de conexao de U neste referencial. Entao:

10



dw; = Zwk A Wi (2)
k

dwij :Zwik/\wkjk:: 1,...,71. (3)
k

Demonstragao - Seja a; = (1,0,...,0),a2 = (0,1,0,...,0),...,a, = (0,0,...,0) a
base canonica do E™. Seja x; : U — E a funcao que faz corresponder a cada
ponto p = (x1,...,x,) € U a sua i-ésima coordenada. Entao dz; é uma forma
diferencial em U, e como dz;(a;) = d;;, concluimos que dz; é o coreferencial
associado ao referencial a;.

O referencial dado se exprime em termos a; por

E; = Z Bijaj, (4)
J

onde os f3;; sao fungoes diferenciaveis em U e, para cada p € U, a matriz (5;;(p))
é uma matriz ortogonal. Como w;(E;) = J;;, temos

Wi = Zﬁz‘jd%" (5)
J
Diferenciando (4), obteremos

db; = ;dﬁikak = ;dﬁi]‘ ZﬂjkEj
J

Como dE; = }; w I, concluimos que

wig = Y dBiBjk, (6)
k
ou seja
> wiiBys = Y dBibis = dfisys = 1,...,n. (7)
J jk

Finalmente, diferenciando exteriormente (5) e usando (7), obteremos
dwi = Zdﬁz] A dl’j == Zwikﬁhj N dl‘j = Zwk N Wiy
J Jk k
que é a primeira equacao de estrutura (2).

Diferenciando (6) e usando (7), obteremos

dwij = — Z dBu N dBj, = — Z(i witBik) N (Z wjsBsk)
k ko1=1 s

11



dwiy = =) wis Awjs = Y Wi A Wiy,
E k

que é a segunda equagao de estrutura (3). c.q.d..
Um fato importante que possibilita o uso do método do referencial mével é o
de que, dada uma imersao X : M? — E3 onde M é uma superficie diferencidvel
, sempre é possivel obtermos numa vizinhanca U CM de um ponto p, um refe-
rencial adaptado a X [6].
Recordemos que se w; e wy sao formas lineares em um espaco vetorial V de
dimensao n,entao o produto exterior wy A wy de w; por wy é a forma bilinear

alternada

wl/\wg:VXV—>E

dada por

(w1 A wa)(v1,v9) = wi(v1)wa(v2) — wi(ve)wa(vr)
onde vy, vy € V.
Além disto, se wq, ...,w, é uma base para o espaco das formas lineares V*, entao
wi Awj,i < j,i,j = 1,...,n formam uma base para o espaco A*V* das formas
bilineares alternadas de V' x V.
Lema 3.1(Cartan) - Seja V um espago vetorial de dimensao n. Sejam wy, ..., w,:V—Er<n

, formas lineares de V linearmente independentes. Suponhamos que existam for-
mas lineares 61, ..., 0,:V—E satisfazendo a seguinte condigao:

Zwi N (9@ =0
=1
Entao
0; = Zhijwja i,j=1,..r hij = hﬂ
J

Demonstracao - Completemos as formas wy, ..., w,., em uma base wy, ..., Wy, Wyi1, -, Wn
de V* e escrevamos

Qi:Zhijo+Zbilu)l l:r—i-l,...,n
J l

Basta agora observar que a condi¢ao Y ; w; A ; = 0 implica em que

0= Zwi/\& = Zwi/\Zhijwj +Zwi/\2bilwl
i j J l l

12



= Z(h” - hji)wi A Wi + Z bﬂwi A wy

i<j i<l
Como os wy ANws , k < s, k,s =1,...,n sao linearmente independentes, conclui-se
que h;j = hj; e by = 0. c.q.d..

Aplicando o método do referencial mével as superficies em E?, teremos pelas
equacgoes de estrutura,

dw;z, = w31 Awy + w3z A wa

Como, E3.dX = ws = 0, temos que dws = 0,isto é
w31 AN +W32/\WQ =0
2
Zw&‘ VAN w; = 0
i=1

Visto que w; A wsy é a forma de area orientada em U, e portanto é diferente de
zero,aplicamos o lema de Cartan para mostrar que existem funcoes diferenciaveis
hz‘j = hji em U tal que

wsg; = hij.wj.

Seja S C E®. S possui em cada plano tangente 7,5 um produto interno
induzido por E®.A este produto interno, que denotamos por <, >,,¢é possivel as-
sociarmos uma forma quadratica, representada por I, chamada de primeira forma
quadratica ou primeira forma fundamental da superficie no ponto p.

Seja N um campo de vetores normais e unitarios em S. Seja

N:§— 52
a aplicacao normal de Gauss e
dN, : T,S — Ty S?

sua diferencial.

Pelo fato de dN, ser uma aplicagao linear auto-adjunta [7], podemos associar
a dN, uma forma quadratica em 7,511, dada por

I,(v) = — < dN,(v),v >

e chamada de segunda forma quadratica ou segunda forma fundamental de S em
.

Ao determinante de dN, chamamos de curvatura Gaussiana K de S em p; e ao
simétrico da metade do traco de dN, chamamos de curvatura média H de S em p.
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A proposigao seguinte, nos fornece as expressoes de K e H em funcao das formas
diferenciais w; e w;;.

Proposicao 3.1- Seja K a curvatura Gaussiana de um ponto p de uma superficie
orientada M e H a curvatura média de M em p. Entao

dw12 = —le N\ Wo

wlg/\wg—l—wl /\LUQg = 2HUJ1 /\CL)Q

Demonstracao: Consideremos a primeira equagao de estrutura
dw3:Zw3i/\wi 1=1,2e3
i
Como w3 = 0, temos que

LU31/\QJ1 +w32/\w2:() (8)

As formas w; e we formam uma base para o espaco dual. Portanto, podemos
escrever

w31 = hiwr + hisws
w3z = harwi + hasws (9)
donde, h;; = hj;(pelo lema de Cartan).

Por (9) temos:

w31 (E1) = hpwi (Er) + hiswa(E1) = hiy
ws1(By) = hpiw (Ey) + hiawa(Ey) = hig (4)
w32 (E1) = hoywi (E1) + hoows(E1) = hop = hyg
w32(E2) = hoywi (E2) + hoowa(E2) = ha
Como dFE; = Y w;;Ej, temos que :

dE5(v) = w31 (v) Bl 4 wsa(v) By

o hi Ao
dE3‘<h21 h22>

Portanto, K= d€tdE3 = hll.hgg — hlg.hgl

e, por (4):

As equagdes (9) nos dao que:
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w31 A wsg = (hi1.w1 + hig.we) A (hoy.wy + hog.ws)
wa1 A wsg = hiy.has.wi A we — his.his.wi A wo
w31 A wsz = (h11.has — hig.hig)wi A wo
w31 A wsg = Kwy A wy

Pela segunda equacao de estrutura:

dwip = w13 A wgg = —ws1 A waz

Portanto:

du}12 = —le VAN wa

Como haviamos afirmado.

Por (5) e pela defini¢do de H, temos:

1
H = —§(h11 + hag)

As equagoes (3) nos dao que:

W13 VAN W9y = —Ws1 A Wy = —(h11w1 + thWQ) A\ Wy = —hnu)l A\ )]
w1 A Wo3 = —Wq A\ W32 = —Wq A (h21w1 + h22w2) = —h22w1 A\ )]

Assim,

w13 N 5) + w1 A Wo3 — —hllwl A W9 — hggwl VAN W2
w13 A\ Wy + W1 A Wo3 = _(hll + h22>u)1 A\ W9
W13 /\WQ + wp /\w23 = 2HW1 /\u)g

Um resultado de extrema importancia é dado pelo Teorema de Gauss, afir-
mando que K s6 depende da primeira forma quadratica. Para isto, usamos o fato

de que dwqo 86 depende de wy e wo, que por sua vez sao determinados a partir de
El e EQ [8]

Teorema 3.2(Gauss) - K s6 depende da primeira forma quadrética.
Demonstracao - Pela proposicao 3.1

dw12 = —le N\ Wo

onde , dwqo, wy € wy 86 dependem de F4 e Ey.Dada a primeira forma quadratica, é
possivel escolher, localmente, campos E; e Fy, que sao ortogonais, donde calcular
K. c.q.d..
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Os autovalores da matriz (h;;) s@o as curvaturas principais da imersao X. Eles
independem da escolha do referencial. Mas , infelizmente, em geral, eles nao sao
funcoes diferencidaveis em uma vizinhaga do lugar dos pontos umbilicos, que é
o subconjunto de U onde os autovalores sao iguais. Por outro lado as funcoes
simétricas dos autovalores sao diferencidaveis. Consequentemente:

K= h11h22 — h%Q
1
H = §(h11 + haa)
sao diferenciaveis.

Podemos ver que o lugar onde H?> — K = 0 é exatamente o lugar dos pontos
umbilicos. Com efeito:

1
H-K=0& Z(hn — hzz)2 + (h12)2 =0

mas isto acontece se, e somente se,hi; = hag € hio = 0.

Quando a matriz h;; ¢ diagonal, isto é, quando hij2 = 0 dizemos que o refe-
rencial adaptado E; é principal. E se além disso, tivermos hy; > hgs,0 referencial
sera dito positivo principal. Dado qualquer ponto nao umbilico p € U, existira
exatamente dois referenciais positivos, onde um é a rotagao do outro por um
angulo 7.

Provaremos a seguir um dos resultados mais importantes da teoria das superficies,
a saber, o Teorema de Gauss-Bonnet.

Teorema 3.3(Gauss-Bonnet) - Seja S uma superficie diferencidvel compacta, orien-
tada e v um campo diferenciavel de vetores em S, cujos pontos umbilicos py, ..., p,,
tem indices Iy,...,1,,. Entao

/le Nwy = QWZL-
S i=1

Demonstracao - Consideremos em S — J_, p; o referencial £, = %, E,, com E,
i=1 [v]? )

unitario e ortogonal a E;, na orientacao de S. Sejam B; bolas centradas em p;
, de modo que cada B; nao contém outro ponto umbilico além de p;. Usando o
teorema de Stokes temos que

n
le/\”(IJQ:—/ dw12: / W12
/S_U?1 B; S_U?:l Bi ; Si

onde, S; é o circulo que limita B; na orienat¢ao induzida por B;. Considerando o
limite quando o raio de S; tende a zero, e usando o fato de que o indice independe
da escolha do referencial, concluimos que
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/ kw1 N wy = 271'2]1
S i=1

E possivel mostrar que o Teorema de Gauss-Bonnet é vélido também quando
consideramos campos de direcao em vez de campos de vetores. Enuciaremos a
seguir o teorema para esta situacao e sua demonstragao pode ser encontrada em

7].

Teorema 3.4 - Seja S uma superficie orientada compacta de género g e curva-
tura gaussiana K. Seja F' um campo de direcao em S como um nimero finito de
singularidades py, ..., pn, de indices Iy,...,I,, respectivamnete. Entao

[ Kaa=2x>"1
o i=1
Com este resultado podemos demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 3.5 (Hopf) - Seja S compacta e X : M — E* uma imersao.Seja F' um
campo de direcao em S que possui um numero finito de singularidades py, ..., p,
de indices I,...,1,,respectivamnete. Entao

n

> 1 =x(5)
i=1
Demonstracao : Pelo teorema de Gauss-Bonnet ,

[ Kaa=2x>" 1.
o i=1

Como

//S KdA

nao depende do campo de direcao escolhido, a soma

S I
=1

¢ a mesma seja qual for o campo de direcao que possua um numero finito de
singularidades. Logo pelo teorema 2.1

n

Y I =2-2g=x(S5) c.q.d..
i=1

Introduziremos a seguir a notagao complexa para um referencial adaptado F; em
UCM. Para isto, definiremos os seguintes valores complexos:
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W= wi + t.wa

H = (hn + hgo)
(hn - h22) —2.hyo

Se E é a rotagao de E; por 0; teremos:

()B* = 1(E; — i.E3)
(b) w* =e".w

(c) 7 =e.m

(d) p*=p+db

(e) H*=H

(f) 2" = ez

Mostraremos aqui, quatro destas igualdades.
() E* = 3(E} —i.E3)

E* = %(cos OF, +sin0F, +isinE; — i cosOF,)
E* = L[cos O(E, — iEy) + sin0(Fy + iEy )]

Er = %[COS Q(El — ZEQ) — 782”9(E2 + lEl)]

E* = $[cosO(Ey — iEy) — XLsinf(Ey — iE,)]
E* = LcosO(Fy — iEy) + zsm@(El —iEs)]

E* = [(cosd + z'sz'n@) (B — iEy)]

E* = (cos 0 + isind).5(Ey — iEy) = E* = ¢ E

b) w* = e~% w; sabendo que w = w; + i.wy = E1.dX +i.Fy.dX.
ErdX +i.E}.dX.

= (cosOFE; +sin0F,).dX +i.(—sindF; + cosE,).dX
=cosOF1dX +sinOFEdX —isinfOFE;dX + icos @ Eyd X

= (cos@ —isin@)E1dX + (sinf + i cos ) Ead X

= (cos 0 —isin0)EydX — - (sinf + i cos ) E2d X

= (cos 0 —isin0)EydX — =(cosf — isin ) E,d X

= ( )

= ( )

—~

*

cos —isinf)E1dX + i(cosf — isin Q)EQdX
cos ) — isin0)(EdX +iFydX) — w* =e ¥ w

EEEEEEE*E

(c) ™ = €., onde T = w3y — iwsy = F3dE) — iE3dFy
m* = BidE; — iBidE;
" = E3(—sinF; + cos0dE; + cos OFEy + sin0FEs) — i E3(— cos 0E; — sin0dE; —
sin 0 Fy + cos 0dE,)
™ = —sin @ Es B +cos 0 Esd B +cos O Es Ey+sin 0 EsdEs+icos 0 Es By +isin 0 Esd B+
18in O FsEy — i cos O EsdE,

= (cos @ +isin0)E3dE, — i(cosf + isin @) E3dEy

= (cosf + isin0)(FEs3dE, — iE3dE»)
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d) p* = p+df , onde p = wy = EydE; p* = E5dEY

p* = (—sinfF; + cos 0Ey)(—sin O Edf + cos 0dE, + cos O Eydf + sin OdEs)
p* = sin?0dh — sin® O F,dE, + cos? 0 EydEy + cos? §df. Como EidE, = —F.dE),
p* = (sin® § + cos? 0)dO + sin® O By d B, + cos? 0 Exd B,

Notemos que {E;} é um referencial adaptado positivo se z é uma funcao real
positiva em U. Pois, se Im(z) = 0 entao hjs = 0. Se observarmos bem, o lugar
dos pontos umbilicos estd definido exatamente para z = 0, isto é, hy; = hoo,
nesta notacao.

Faremos uso, ainda, das seguinte equagoes de estrutura ( como também do fato
dewAw #0):
dw = —ip ANw
dmr =1ip AT
T=z2w+ Hw

Notemos que estas equagoes sao exatamente as equagoes de Codazzi (dwyz =
w1z Awag € dwag = way Awiz). Nao faremos uso da equacao de Gauss dp = STAT.
Ela ¢ 1til quando cosideramos generalizagoes a outros espacos de curvatura cons-
tante.
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Capitulo 4

Uma Classe de Equacoes de
Weingarten

Neste capitulo provaremos nosso principal resultado.

Seja X : M? — E3 uma imersdo de uma superficie diferencidvel orientada em
E3. Nosso intufto é construir em M uma forma quadratica que seja holomorfa e
cujos zeros determinem os pontos umbilicos da imersao.

Seja {E;} um referencial adaptado em UC M?. Substituindo a expressao

T=zw+ Hw

em

dmr =ip AT

obtemos:

(dz —2izp) N\w+dH ANw =0

Visto que w AW # 0 e que w,w formam uma base para o espacgo das formas,
(dz—2izp) e dH podem ser escritos nessa base por meio de fungoes diferencidveis
u e v definidas em U, isto é :

w

w

dz —2izp | | v
dH |
Se existir um outro referencial {E;} em U, teremos que:

SN

U* — ezeu e U* — 63107}

Seja f uma funcao difrenciavel em (—¢;00) C R, come > 0e z = %(hll—f—hgg)—ihlg
o valor complexo definido no capitulo anterior. Suponhamos que X satisfaca a
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uma relagao de Weingarten da forma H = f(H? — K). Temos que H? — K = zz.
Com efeito:

hii  h
H?— K = (%Jr%) — hathy + B2,
B2, hihy R
H? = K = = =05 4 =2 = by + I
B2, hithy 2
L

1
H?— K = (5 (A1 = haa)® + hiy

H? - K = {[;(hn — hoy)] + ihm}{[;(hn + ha2)] — ihia}

H?> - K =7z,

Dessa forma, a relagio H = f(H? — K) pode ser escrita como H = f(zz).
Diferenciando esta relacao, teremos:

dH = f'(zz)(zdz + zdz)

Como dz — 2izp = vw + uw, temos que,

dz = vw + uw + 2izp e dZ = 7w + uw — 2iZp
Entao,
dH = f'(zz)[z(tw 4+ tw) + Z(vw + uw)

dH ={f'(zz)(zu+ zv)}w + {f'(z2)[z0 + zu] }w

Mas, dH = uw + uw e comparando os coeficientes de w e , temos:
u=f"(22)(zu + zv) e u= f"(2%) (20 + Zu)

Construiremos a seguir, duas fungoes diferenciaveis F'(x) e G(x) definidas Vx€R,
e com as seguintes propriedades Vx>0:

(1) [F(2)]* — 2.[G(x)]* =
(i)2.F"(z) = f’(ﬂf) Gz ()

(i) 22.G" (x) = f'(2).F(z) = G(x)

Para obtermos tais fungoes, iremos considerar a funcao diferencidvel ¢(r) defi-

nida por
:/ f'(s*)ds
0
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Como pode ser verificado,—¢(r) = ¢(—r). Fazendo a substitui¢ao s = rt (ds =
rdt), teremos:

1
o) =r. [ 2Rl
0
onde a funcao

v0?) = [ f

é diferenciavel.

Dessa forma, percebemos que existem fungoes diferenciaveis F' e GG, satisfazendo

F(r*) = cosh ¢(r)
_ sinh o(r)

r

G(r?)

Isto especifica F' e G Vo > 0. Agora vamos verificar que elas satisfazem as trés
condicoes acima desejadas:

D[F(r2)]? — r2[G(r?)]? = cosh?® ¢(r) — r2, 2220 _ 1

ii) F'(r?) = cosh ¢(r), derivando esta expressio com respeito a 7:

2r. F'(r?) = ¢/(r). sinh ¢(r)

2.F'(r?) = (b'(r).i sinh ¢(r)
Sendo f, C*°, definida em (—¢,00) e € > 0, temos

#(r) = D[ 1(s2)ds) = 1/
logo: 0
2.F'(r?) = f'(r*).G(r?)
(iii) G(r?) = £ sinh ¢(r) ,derivando esta expressao com respeito a 7

_ r.¢'(r). cosh ¢(r) — sinh ¢(r)

r.r

2r.G'(r?)

2r2.G'(r?) = T¢;(T) .cosh ¢(r) — Sinhrgﬁ(r)

2r2.G'(r?) = f'(r*).F(r®) — G(r?)

Tomemos a 1-forma o em U dada por
o= F(2Z2)w+ G(27)zw
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Se {E;} for um outro referencial adaptado em U, o se escreve como o* = e~ ¢.

Com efeito:

" = Fuw' + Gzw*
0_* — Fefww + G€72l«926195
* __—i0 s
o* =e "[Fw+ Gzu|
o =e o

E com respeito a orientagao (3)o A @, temos:

(D)o AT = (3)[Fw+ Gzw] A [FZ + Gaw]
= (Y)[FwA Fwo+ Fw A Gzw + Gzw A Fo + Gzw A Gzw]
= (PF(22)’w AW + (22)G(22)*w A w]
= (H[F(22)°w AW — (22)G(22)*w A W]
= (3)[F(22)? — (22)G(22)*lw AW
= (5w

Visto que pela primeira propriedade de F' e G,

F(22)? — (22)G(22)* = 1

Como :
W = wq + two e W= wi — Wy,
teremos:
WAW =wi Awi —wi Niwg +tws Awy +wWa Awaw AW = —wq A twy — wi A iwg =
—inl VAN [0%5)
Assim:

(5)0 AT = (5)(—22)w1 Awy = wi A wo

Se escrevermos o = oy + 109, teremos que o, e 09 sao independentes em U e que
a forma quadrética ds?® definida por:

ds* = o7

nao depende do referencial. Com efeito, seja {E;} um outro referencial em U.
Entao:

ds* = 0.5
ds® = (o1 + i03).(0y — i09)
ds®> = o} + o5
Por outro lado temos, 0.6 = of + 03 = (¢*).(0%), pois:

o=01+109 =0 =01 — 109
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o* = e (o) +ioy) = 7" =¥ (o) — ioy)
0.0 = 0% + 0% e
o*.7* = [e7(0) + i09].[e? (01 — i0y)] = 02 + 03.

Temos que o depende do referencial, mas ¢ e 0 A @ nao dependem da esco-
lha de tal referencial. Sendo assim, a forma quadritica ds?® definida por o7 fica
determinada em todo M. E, a partir desta métrica, podemos definir uma tnica
estrutura complexa J : T,M — T,M, onde J(v) € T,M é um rotacdo de 7 de
v € T,M na orientacao o AG.

Consideremos a forma quadratica diferencidvel Q = z.(c?). Esta forma quadrética,
da maneira que foi definida, independe do referencial. Com efeito,

Q=2 (0" =€ 2. (e70)? = 2.(0)* = Q

Logo, esta definida em todo M. A proposicao seguinte é o coragao de nossos
resultados.

Proposicao 4.1 - Q é uma forma quadratica holomorfa em M.

Demonstracao: Seja U C M um aberto onde esté definido um sistema de coorde-
nadas holomorfo (:U— C'. Claramente M ¢é coberto por tais abertos, ja que para
cada ponto de M conseguimos tal sistema. Por uma aplicacao conforme, é possivel
verificarmos que o e Ad( terao o mesmo comprimento diferindo apenas por um
fator €. Portanto, podemos observar que hd um tinico referencial adaptado { F;}
em U tal que o=\ d¢ onde A > 0 é uma funcao diferencidvel (real) positiva em
U. Dessa maneira, como @ = z(0)?, teremos que Q |p= (2A?)(d()? Para provar
que Q é holomorfa, é suficiente mostrar que 9(zA?)/9¢ = 0 em U. Como

022 02N\ _
d(z)\?) = d ~d
(2A7) o ¢+ 57 ¢
0202
Se, e =0,
d(2X*) = 252-d(¢
d(z\?) N d¢ = 2522d¢ A d¢

terfamos: d(zA?) A d¢ = 0.
Ou seja, para provarmos que d(zA?)/0¢ = 0 em U, basta provarmos que d(zA?) A

¢ = 0.

d(z\*) A d¢ = (dzA\* 4 220d)\) A dC
d(z)\*) NdC = dzXN* A dC + 220d\ A dC
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Como ,

o—:Adg;»dC:%

do=d\ANdC +ANd*C=d\NdC

teremos:

d(zX*) Nd¢ = dzN* A § + 2zhdo = 0
d(zM\?) Ad¢ = 2 (dz A o) + N22do = 0
d(zN) ANd¢ = Ndz Ao+ 2zdo) = 0,

mas A > 0, portanto necessitemos provar que:

dzNo+2zdo = 0.

A seguir,utilizaremos as equacoes de estrutura e desenvolveremos esta tltima ex-
pressao, escrevendo F.F’ etc. em vez de F(2%Z),F’(2%z), etc.

Foi visto que dz — 2izp = vw +uw = dz = 2izp + vw + uw e que 0 = Fw + GZw,
entao,

dz No = (2izp + vw + uww) A (Fw + GzZw).
De 0 = Fw + GZw temos,

do = F'(dzZ+ 2.dZ2) N\w+ Fdw + G'(dz.Z + z.dZ) \ Zw+

G(@ A dz + zdw).
como,
dz = vw 4+ uw + 2izp = dz.Z = vZw + uZw + 2izp
dZ = 7w+ uw — 21Zp = z.dZ = V2w + Uzw — 2izp,
logo:

dzZ + z.dz = (uZ + V2)w + (vZ + uz)w
e teremos que do se escreve da seguinte maneira:
do = F'[(uzZ +12)w + (vZ + tz)w] Aw + F(—ip Aw)+
G'(uz +v2)w + (vVZ + uz)w] A Zw + GZdw — Gw A dz
Fl(uz4v2)wAw+ F(—ipAw) —l—zG’(vza—lii‘zj)w No+GZ(ipA\w)+dzZGNw — GTw Aw

Onde,
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dZGNw—GuwANw = dZ2G AW —Guwo ANw = G(dz —1w) AN\w = G(—2iZp+T1uw) N @.
Assim,

2z.do = 22[F'(Zu+ 20)w A w + F(—ip Aw)] + 22[zG' (Zv + zu)w Aw + GZ(ip A
w) + G(—2izp + tw) N W]

Dessa forma temos:

dz Ao+ 2zdo = (2izp + vw + uw) A (Fw + GZw) + 2z[F'(Zu + 20)w Aw +
F(—ip Aw)] + 22[2G"(Zv + 20)w A w+
Gz(ip Nw) + G(—2izZp + uw) N @]

ou seja

dz N\No +2zdo = 2izp N Fw + 2izp AN GZw + vGZw N\ w+
uFw Aw+22F"Zuw Aw + 22F 21w Aw — 22F (ip Aw) + 222G Zow A w +
222G ziw N\ w + 22GZ(ip N w)—
421Z2pG N w + 2zuGw A @

Vamos analisar agora, apenas os termos que contém p e verificar que eles se
cancelam.

2izp N Fw + 2izp N Gz — 22F (ip Aw) + 222G (ip AN w) — 4izZ2pG N w =
Ficando a expressao reduzida a:

dz Ao +22do = —uFw ANw + 20Gw A @ + 2F 2Zum A w + 2E 202w Aw +
Je. G
(222G"Z2v + 222G z0)w AN W + 220Gw AW =
[—uF+zvGlwAw+][z f'Gzu+ 2 ' G2v|wAw+][(222G") (Zo+20) [w AN+ 22 UGw AT =
———
FIF-G
[—uF +ZvGlw AT+ 2(f'G)[Zu+ 20w Aw + [(f'F — G)(Zv + 2u) + 22uGlw AW =
[—uF 4+ 2zvG — 2(f'G)(Zu+ 20) + (f'F — G)(Zv + 21) + 220G|w A @

Usando o fato de que : u = (Zv+2u) f' e uw = (2U+7Zu) f', chegaremos a conclusao
esperada:

dz No +2zdo = [—uF +zvG — 2Gf' (zu+ 20) + f'(zZv + 2u) F — G(zZv + zu) +

220G w N w = —uF +2vG — 2GT + ulF — ZvG — 2Gu + 22uGlw Aw = 0
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Proposicao 4.2 - Ou X:M— E? é totalmente umbilico ou o lugar dos pontos
umbilicos é constituido inteiramente de pontos isolados de indices estritamente
negativo.

Demonstracao. Pelo fato de M ser conexa e () ser holomorfa em M, ou @) = 0
ou entdo @ possui apenas pontos isolados. Se @Q = 0 entdao, Q = z(0?) 0
em U C M que tem o referencial adaptado {E;}. Como (0)? # 0, temos que
z = 0, de forma que todo ponto de U é umbilico, ja que o lugar dos pontos
umbilicos estd definido exatamente para os pontos onde z = 0. Agora, se ) # 0,
entao, os zeros de () s”ao isolados e sao claramente pontos umbilicos da imersao.
Seja pp um ponto umbilico de X. Temos que Q = h.dz?, onde h representa
seu coeficiente. (Q ser holomorfa, significa que g é holomorfa. Logo g pode ser
representada por uma série da forma a,(™ + ..., onde a,, é o primeiro coeficiente
nao-nulo e n > 1. O expoente n nos dé exatamente a variagao do argumento
de h, isto é, I = n, o que implica dizer que §(argh) = 27n. Consequentemente,
[ =—>-36(argh) = -2 <0. c.q.d.

Provaremos agora o principal resultado deste trabalho.

Teorema 4.1 - Seja X:S? — E? uma imersao diferencidvel que satisfaz uma
equacao de Weingarten da forma H = f(H? — K) onde f ¢ uma fungao dife-
rencidvel definida no intervalo de (—¢,00), com € > 0. Entao X(S?) é uma
2-esfera redonda em E3.

Demonstracao: Se mostrarmos que X:S5? — E3 é constituida inteiramente por
pontos umbilicos, entao o teorema estara provado. Suponhamos entao que nao,
que X n-ao seja constituida inteiramente por pontos umbilicos. Entao, pela
proposicao 2,0s pontos umbilicos de X formam um conjunto finito, onde cada
ponto possui indice negativo.Assim , aplicando o Teorema de Hopf, terfamos que
S pev Ix(po) = x(S?) < 0. Porém, isto ¢ um absurdo, visto que x(S%) =2 > 0.
Desta forma o teorema esta provado.

Corolério 4.1(Hopf). Se X:5? — E3 é uma imersao com curvatura média cons-
tante, entao X (5?) ¢ uma esfera redonda.

Demonstracio. Basta tomar f =constante, da forma f(H? — K) = H. Assim ,
teremos f uma funcgao diferenciavel e aplicando o teorema 1, temos o corolario.

Corolério 4.2 - Considere M? uma superficie compacta orientada e X:M? —
F3uma imersao diferencidvel satisfazendo uma equacao de Weingarten da forma
H = f(H? - K) onde f é uma funcio diferencidvel definida no intervalo (—¢, c0),
e > 0 e que satisfaz [f(z)]* > = Vx>0. Entao M? é uma esfera e X (M?) C E? ¢é
uma esfera redonda.
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Demonstrac¢ao:Como K = H? — (H? — K) = [f(H> — K)]* — (H> — K) =
[f(x)]* =2 > 0, pondo x = H? — K, a métrica induzida em M tem curvatura
nao-negativa. Sendo M compacta,3dp € M tal que, K(p) > 0. Pela continuidade
de K,K(p) > 0Vp € M. Entretanto,pelo teorema de Gauss-Bonnet, x(M) > 0.
Assim M? = S2. Agora basta aplicarmos o teorema 1 que teremos o coroldrio.

Coroldrio 4.3 (Liebermann)- Suponha M? compacta e orientada e que X (M?)
C E3 possui curvatura gaussiana ,K > 0, constante. Entao X (M?) é uma esfera
redonda.

Demonstragao: Tomemos f(z) = VK +z. Entao [f(z)]> = K +x > z, pois
por hipétese K > 0(const.). Estamos assim, nas mesmas condigoes do corolério
2, e o aplicando, concluimos a demonstracao do corolario.

E possivel ainda adquirirmos algumas imformacoes sobre superficies um pouco
mais complexas. Por exemplo :

Teorema 4.2 - Seja X : T? — E? uma imersao diferencidvel do toro , que sa-
tisfaz uma equacao de Weingarten da forma H = f(H? — K) onde f é uma
fungao diferencidvel em um intervalo (—e, 00), € > 0. Entao X estd livre de pon-

tos umbilicos e 14 esta definido globalmente um referencial adaptado positivo em
T2,

Para concluirmos este capitulo, faremos uma breve observagao. Alguma hipotese
sobre a relagao de Weingarten R(H, H> — K) = 0 deve ser feita sobre o lugar
dos pontos umbilicos correspondentes a proposicao 4.2. Por exemplo, qualquer
superficie de revolucao é sempre uma superficie de Weingarten e os elipséides de
revolucao dao exemplos de superficies de Weingarten esféricas nao - redondas.
Claro que, a correspondente relacao de Weingarten nao pode ser solucionada
diferenciavelmente para H em termos de H? — K. Entretando, poderiamos en-
fraquecer nossa hipdtese consideravelmente e mesmo assim teriamos a conclusao
do teorema 1. Por exemplo, suponha X : S? — E3 uma imersao diferencidvel,
tal que, na vizinhanca de cada ponto umbilico p€ S2, X satisfaz uma relacao de
Weingarten da forma H = f,(H? — K) onde f, ¢ uma fungao diferencidvel em
um intervalo (—e,00) com € > 0. aqui, f depende de p.Entao,ainda podemos
concluir que X é totalmente umbilica. Com efeito. seja UC S? uma vizinhaca
de p. Aplicando a proposigao 2 em X |y, vemos que, ou p é um ponto umbilico
isolado de indice estritamente negativo ou entao U é constituido inteiramente
por pontos umbilicos. Obviamente os pontos umbilicos nao isolados formarao um
conjunto aberto e fechado. Assim, se X nao fosse totalmente umbilico, o lugar dos
pontos umbilicos seria constituido inteiramente por pontos umbilicos isolados de
indice estritamente negativo, isto é, terfamos > ,cryix(p) = x(S?) < 0. Mas pelo
teorema de Hopf,> ey ixp = x(S?) = 2, ou seja, terfamos uma contradicao.
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Capitulo 5

Superficies de Weingarten em
Espacos de Curvatura Constante

Neste capitulo generalizaremos o teorema 4.1 para superficies imersas em varie-
dades Riemannianas de curvatura constante que geralmente sao designadas por
espagos de curvatura constante.

O espago euclidiano E™ com curvatura igual a 0 , as esferas com curvatura posi-
tiva e os espacos hiperbdlicos H"com curvatura negativa sao as unicas variedades
Riemannianas completas, simplesmente conexas, com curvatura constante, con-
forme o teorema de Cartan[4]

As equagdes de estrutura agora sao escritas da seguinte maneira[9]:

d(.dl' = —wij AN wj
dwij = —wir N\ Wgj + Rwi AN Wy
para espagos de curvatura constante R.
Considere uma imersao X : S — FE*(R) onde E*(R) denota o espago tridi-
mensional de curvatura constante R.

Novamente, temos ws = 0 e consequentemente ws; = h;jw; (hij = hj;). As
formulas para as curvaturas média e gaussiana se escrevem:

1
H — i(hll + h22)

K = hithgy — hiy + R

Utilizando a notagao complexa definimos w,m e p da mesma forma que fizemos
anteriormente. Verificamos entao que as equacoes de estrutura sao:

dw = —ip ANw
dr =ip A\ m ,onde m = 2w + Hw.
dp=35(m AT — Rw\w)
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Notemos que agora 2Z = H?> — K + R e que as duas primeiras equacoes de estru-
tura permanecem inauteradas. Desde que nao usemos a férmula dp(i.e. a equagao
de Gauss) na prova da proposi¢io 1, segue que ela serd vdalida para imersoes
X : M? — N3 que satisfagam uma equacao da forma H = f(H? — K + R) onde
f ¢ uma fungao diferencidvel definida em (—¢, 00), € > 0.

Teorema - Seja M? conexa e X : M? — N? uma imersao onde N3 possui cur-
vatura seccional R constante. Suponha que todo ponto umbilico p de M possui
uma vizinhanga aberta na qual X satisfaz uma equacao de Weingarten da forma
H = f,(H* — K + R) onde f, é diferencidvel numa vizinhanca de 0€R. Entao
, ou X é uma imersao totalmente umbilica ou cada ponto umbilico é isolado de
indice estritamente negativo.

Este teorema inclui muitos resultados classicos sobre superficies de Weingarten
em espacos de curvatura constante. Por exemplo, podemos deduzir imediata-
mente do teorema acima, o resultado de Hopf‘s: que uma esfera de curvatura
média contante é totalmente umbilica e uma generalizagao do resultado de Lie-
bermann: que uma esfera de curvatura gaussiana constante K#R em N3 é uma
esfera redonda.
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