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RESUMO

REDUCAO DE CODIMENSAO DE IMERSOES
REGULARES NO ESPACO EUCLIDIANO

Este trabalho tem como finalidade apresentar uma exposicao clara e detalhada de
dois dos teoremas apresentados no artigo de Lucio Rodriguez e Renato Tribuzy
sobre Reducao de Codimensao de Imersoes Regulares em Espagos de Curvatura
Constante c.

Mostra-se que se tivermos uma variedade compacta e conexa M, de dimensao n,
e uma imersao f : M™ — R"P 1-1 regular, isto é, quando a dimensao do pri-
meiro espaco normal N gerado pelas imagens da segunda forma fundamental tem
dimensao constante igual a 1, entdao podemos reduzir a codimensao da imersao
para 1.

Outro resultado importante neste trabalho é o fato de que se a variedade é apenas
completa, conexa e com curvatura de Ricci nao-negativa, entao a imersao sera
um cilindro sobre uma curva, do contrario, podemos reduzir a codimensao para

1 e nossa imersao serd o bordo de um corpo convexo em um subespaco afim do
R™P,

Palavras-chave: Imersoes Regulares, Curvatura Constante, Reducao de Codi-
mensao.



ABSTRACT

REDUCTION OF CODIMENSION OF REGULAR
IMMERSIONS

The work of this essay is to make a clear on detailed exposition of the two theo-
rems of the article of Liicio Rodriguez and Renato Tribuzy on the Reduction of
Codimension of Regular Immersions in the space of constant curvature c.

We show that if M is a compact and connected manifold, of dimension n, and is
an immersion f : M™ — R"P 1-1 regular, that is, when the first normal space
N generated by image of the second fundamental form has constant dimension
1, then we can reduce the codimension of the immersion to 1.

Other result important in the work show that if M is complete, connected with
non-negative Ricci curvature, then f is a cylinder over a curve our we can re-
duce the codimension to 1 and f(M) is the boundary of a convex set in an affine
subspace of R""P.

Keywords: Regular Immersions, Constant Curvature, Reduction of Codimension.
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Capitulo 1

Introducao

O objetivo deste trabalho é fazer um estudo sistemético de dois teoremas que sao
partes integrantes do artigo de Lucio Rodriguez e Renato Tribuzy [1] que trata da
reducao da codimensao de imersoes regulares. Para isso, consideremos imersoes
f:M"™ — R"P (C° de uma variedade M de dimensao n no espaco Euclideano
de dimensao (n + p). Ao ndmero p chamamos de codimensao de f, que é dita,
1-1 regular, quando o subespaco NN, gerado pelas imagens da segunda forma fun-
damental e denominado primeiro espaco normal, tem dimensao constante 1.

Nosso intuito é criar condigoes possiveis afim de que possamos reduzir a codi-
mensao de f para 1. Os dois principais resultados deste trabalho sao :

Teorema 5.1 - Se M"™ é compacta, conexa e f : M" — R""? é 1 — 1 regu-
)
lar, entao podemos reduzir a codimensao para 1 .

Teorema 5.2 - Seja M" completa e conexa com curvatura de Ricci nao ne-
gativa. Se f: M"™ — R"P? é 1 — 1 regular, entao ou:

(i) f é um cilindro sobre uma curva

(ii) podemos reduzir a codimensao para 1 e f(M) é a fronteira de um conjunto
convexo dentro de um subespagco afim do R"™ de dimensao (n + 1).

Dada uma imersao f : M™ — R"? o problema de redugao da codimensao
desta imersao consiste basicamente em obter um inteiro d, 1 < d < p, tal que
f(M) esteja contida em uma subvariedade totalmente geodesica de R™*? e de
dimensao (n + d). Em outras palavras, procura-se saber que parte do espago
ambiente R"™ pode ser desprezada sem afetar a imersao .

No segundo resultado, a hipétese de compacidade é retirada e a va-riedade passa
a ser completa e de curvatura de Ricci nao-negativa. Mostra-se, entao, que se a
codimensao nao puder ser reduzida, pelo Teorema de Hartman[5] a imersao serd
cilindrica, caso contréario, temos que em codimensao 1, curvatura de Ricci nao-
negativa implica curvatura seccional nao-negativa e pelo Teorema de Sachsteder



[6] a imersao serd o bordo de um corpo convexo num subespago afim do espaco
Euclideano R™*?.

Este trabalho estd dividido em quatros partes. Na primeira, sao vistos alguns fa-
tos basicos da Geometria Riemanniana. Na segunda, estabelecemos as Equacoes
de Gauss, Codazzi e Ricci. Na terceira, apresentamos conceitos, definigoes e re-

sultados importantes sobre Reducao de Codimensao. E por fim, demonstramos
os dois principais resultados .



Capitulo 2

Generalidades

Neste capitulo veremos alguns fatos bésicos da Geometria Riemanniana com o
intuito de fixar notacoes e apresentar alguns resultados que serao utilizados nos
capitulos seguintes.

Sejam M uma variedada diferenciavel, p € M um ponto qualquer. Denotaremos
por F'(M) o conjunto de todas as fungoes reais definidas sobre M e diferencidvel
significard sempre de classe C'*°.

Definicao 2.1- Dado p em M, um vetor tangente a M em p é uma aplicacao
linear X, : (M) — R tal que :

(1)X, é linear.
(2)Xp(f9) = 9(p)(Xpf) + () (X,9)

Denotaremos por T,M o conjunto de todos os vetores tangentes em p. T,M
¢ um espaco vetorial e é chamado de espago tangente de M em p e possui di-
mensao n.

Um campo vetorial X é uma regra que associa a cada ponto p em M um vetor X,
em T,M. Um campo vetorial X atua nas fungdes de F/(M) da seguinte maneira
X f e afuncao (X f)(p) = X,f. Dizemos que X ¢é diferenciavel se X f € F(M)
para todo f € F(M). Denotamos por x o espago dos campos vetoriais dife-
renciaveis.

Dados campos vetoriais X e Y em x(M) podemos definir o colchete deles, deno-
tado por [X, Y], como

(X Y]f = X(Y]) = Y(X])
Verifica-se que [X,Y] € x(M).

Definicao 2.2 - Seja f : M — N uma aplicacao diferencidvel entre duas va-
riedades. Dizemos que f é regular em p se df(p) : T,M — Ty N é injetiva. E
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mais, se f é regular em p entao f é também regular numa vizinhanca de p, e f é
um homeomorfismo local.

Dizemos que f é uma imersao se f é regular em todo ponto de M.

Defini¢ao 2.3 - Uma métrica Riemanniana numa variedade diferenciavel M é
uma correspondéncia que associa a cada ponto p:

<, >p: T,M xT,M — R
bilinear simétrica e positiva definida, i.e., para todo X € T,M,
<X, X>>0e< X, X>=0&X=0

e que varia diferenciavelmente.

Uma variedade Riemanniana ¢ uma variedade diferencidvel munido de uma métrica
Riemanniana. Dada uma imersao f : M — M numa variedade M com métrica

Riemanniana <, >+, podemos induzir uma métrica Riemanniana <, >, em M

pela seguinte expressao,

< X(p),Y(p) >u=<dfX(p),dfY (p) > ;-

E se, M e M sao variedades Riemannianas com métricas Riemannianas <, >, e
<, >, respectivamente, entao diz-se que f: M — M ¢é uma imersao isométrica
se

< X(p),Y(p) >u=<dfX(p),dfY(p) >3, VX, Y € T,M eVpec M

Definicao 2.4 - Uma conexao afim de uma variedade diferenciavel M é uma
regra V que associa a um par de campos vetoriais X,Y € x(M) um outro campo
vetorial VxY em y (M), que satisfaz as seguintes propriedades:

(1)fo+gyZ = fVXZ + ngZ
2)Vx(Y +2)=VxY +VxZ
(B)VxfY = (XF)Y + fVUxY

onde f,ge F(M)e X,Y,Z € x(M).

Proposigao 2.1 - Seja M uma variedade diferenciavel como uma conexao afim
V. Entao existe uma tnica correspondéncia que associa a um campo vetorial V'
ao longo de uma curva diferenciavel ¢ : I — M um outro campo vetorial % ao
longo de ¢, denominado derivada covariante de V' ao longo de ¢, tal que:

D2V +W) =LY 4 2w
(i) F(fV) =GV + 5



onde W ¢é um campo de vetore ao longo de ¢ e f é uma funcao
diferenciavel em 1.

(iii)Se V' é induzido por um campo de vetores Y € x (M), isto é, V(t) = Y (c(t)),
entao:

Y vy

dt dt

Demonstracao - Suponha que exista uma correspondéncia satisfazendo as condicoes
acima. Seja z : U C R" — M um sistema de coordenadas com ¢(I) Nz (U) # )
e seja (z1(t),...,x,(t)) a expressdo local dec(t),t € I. Seja X; = 5%' Podemos

entao expressar o campo V localmente como

V= Z’Uij,j = 17 ...n
J

onde v; = v;(t) e X; = X;(c(t)).

Para (i) e (ii), temos
DV dv; DV
7N Ty Rl
dt 2; dt ’+Zj:v] dt

Por (iii) e (3) da defini¢ao anterior,

DX;
dt

d i
Vch Vz(dxl X Z i Z,j — 1,...,71/

Portanto,

DV dv; dx
bV _ X, Yy X(2.1
dt Zj:dt +Zdtvvx i(2:1)

4,J

A expressao (2.1) mostra que existe uma correspondéncia satisfazendo as condigoes
da proposicao, entao tal correspondéncia é tunica.

Para mostrar a existéncia, definamos 2 em z(U) por (2.1). E imediato verificar
que (2.1) possui as propriedades desejadas. Se y(WW) é uma outra vizinhanga
coordenada, com y(W)Nx(U) # 0 e definindo y(W) por (2.1), as condigoes coin-
cidem em y(W) Nz(U), e pela unicidade de 2% em z(U). Portanto, a defini¢ao

pode ser estendida para todo M.

Definicao 2.5 - Seja M uma variedade diferenciavel como uma conexao afim
V. Dizemos que um campo de vetores, V', ao longo de uma curva diferenciavel
c: I — M é paralelo quando % DV =0,Vt e I.



Proposicao 2.2 - Seja M uma variedade diferencidvel como uma conexao afim
V. Seja c: I — M uma curva diferencidavel em M e V um vetor tangente a M em
c(ty),to € I. Entao existe um tnico campo de vetores paralelos V' ao longo de ¢,
tal que V' (ty) = Vo. V(t) é chamado de transporte paralelo de V' (¢y) ao longo de c.

Demonstracao - Suponhamos que o teorema foi provado para o caso em que
¢(I) esta contido em uma vizinhanga coordenada. Por compacidade, para todo
t1 € I, o segmento c¢([to,t1]) C M pode ser coberto por um nimero finito de vizi-
nhangas coordenadas, em cada uma das quais, V' pode ser definido, por hipétese.
Pela unicidade, as defini¢oes coincidem nas intersecoes nao vazias, o que permite
definir V' para [to, t1].

Portanto, temos que mostrar o teorema no caso em que ¢(I) esté contido em uma
vizinhanca coordenada x(U) de um sistema de coordenadas z : U C R" — M em
torno de ¢(I). Seja z7(c(t)) = (z1(t), ..., z,(t)) a expressdo local de c(t) e seja
Vo = X vXj, onde X; = 8%j(c(t)).

Suponhamos que exista V' € z(U) que é paralelo ao longo de ¢ com V' (ty) = Vj.
Entao, V' = Y v;X; satisfaz

_ v dvj dx
- dt 2. ZdtWXX

Fazendo Vx, X; =37, Fﬁ jX k, € trocando j por k£ na primeira soma, obtemos
dUk
Z{ + 20
Z

o sistema de n equagoes diferenciais em vy (t),

dxZ

ﬁj}Xk =0

dvk dx,
+> v r’f =0,k=1,.
%.J

possui uma tnica solugao satisfazendo a condicao inicial vy (ty) = vg,. Portanto,
se V existe, ele é unico. Além disso, como o sistema é linear, a solucao esta
definida para todo t € I, o que demonstra a existéncia de um tnico V' com as
propriedades desejadas.

Definicao 2.6 - Seja M uma variedade diferenciavel com uma conexao afim
V e uma métrica Riemanniana <,>. A conexao é chamada compativel com a
métrica <, > quando para toda curva diferencidvel c e quaisquer pares de campos
de vetores paralelos P e P ao longo de ¢, tivermos < P, P’ >= constante.

Diz-se que uma conexao V em uma variedade Riemanniana M ¢é compativel
com a métrica <, > se, e somente se:



X <Y, Z>=<VxY,Z>4+<YVxZ >

Proposicao 2.3 - Seja M uma variedade Riemanniana. Uma conexao V em M
é compativel com a métrica se, e somente se, para todo par de campos de vetores
ao longo da curva diferenciavel ¢ : I — M tem-se

d DV DW
— 1
dt<VW> <d W >4+ <V, —— i >t e

Demonstracao - E claro que a equacao acima implica a definicao. Mostrare-
mos a reciproca. Seja {Pi(to), ..., Po(to)} uma base ortonormal de TuM,t €
I. Usando a proposicao anterior, podemos estender paralelamente cada um
dos vetores Pj(ty),i = 1,...,n, ao longo de ¢. Como V é compativel com a
métrica,{Pi(t),..., P,(t)} é uma base ortonormal de T, M, para todo t € I.
Portanto temos

V= ZULR

onde i = 1,...,n, e v;, w; sao fungoes diferenciaveis em 1.

Temos que
DV dUZ'
—- =Y =tP
dt ; dt
DW dw;
= =P
dt 21: dt
Portanto,
4 IV >+ < V Z{ v-}
dt B dt dt
V DW d
o W >+ <V, —— o {szwz——<VW>

Corolario 2.1- Uma conexao V em uma variedade Riemanniana M é compativel
com a meétrica se, e somente se,

X <Y, Z>=<VxY,Z>+<Y,VxZ > VXY, Z € x(M)

Demonstracao - Supondo V compativel com a métrica, p € M esejac: I — M
uma curva diferencidvel com c(to) = p,to € I, e com %|,_,, = X(p). Entao,

X( )<YZ>_*<YZ> ‘t —=to <VX(p)Y,Z >p+<Y,VX(p)Z>p



Como p é arbitréario , obtemos a igualdade desejada. A reciproca é imediata.

Definicao 2.7 - Uma conexao afim V em uma variedade diferenciavel M é dito
simétrica quando:

VxY —VyX = [X, Y],VXZ',XJ' S N(M)

Em um sistema de coordenadas (U,x), o fato de V ser simétrica implica que
Vi,j =1,...,n tem-se:

onde X,; = %

1

Teorema (Levi-Cevita)- Dado uma variedade Riemanniana M existe uma
Unica conexao afim V em M satisfazendo as condicoes:

(a)V é simétrica
(b)V é compativel com a métrica.

Demonstragao - Suponhamos que existe uma conexao V satisfazendo (a) e (b).
Entao,

X <Y, Z>=<VxY,Z>+4+ <Y, VxZ >, (i)
X<Z X>=<VyZ X >+ <Z VyX >, (ii)
Z<X)Y >=< VXY >+ < X,VzY > (iii)

Somando (i) e (ii) e subtraindo (iii), temos, usando a simetria de V, que

X<Y,Z>4X<Z X>-7Z<X,)Y>=<[X,Z],Y >
+ <[V, Z],X >+ < [X,)Y],Z >42. < Z,Vy X >.

Portanto,

<ZVyX>={X <Y, Z>+X<ZX>-Z<X)Y>
- <[X,Z.Y >— <[V, Z],X > - < [X,Y],Z >}

A equacao anterior mostra que V esta univocamente determinada pela métrica
<, >. Portanto, caso exista, ela é unica.

Para mostrar a existéncia, defina V pela ultima equacao. E imediato verificar
que V estd bem definida e que satisfaz as propriedades desejadas.

A conexao dada pelo teorema acima é denominado conexao de Levi-Cevita ( ou
Riemanniana de M).

Definicao 2.8 - Seja M um variedade Riemanniana munida de sua conexao



Riemanniana. Uma curva parametrizada v : I — M é uma geodésica em t, € |
se neste ponto tivermos:

D  d~
— (=) =0;
dt " dt
se 7y é geodésica em t,Vt € I, dizemos que vy é uma geodésica.

Dizemos que um segmento de geodésica v : [a,b] — M é minimizante se [(7y) <
[(¢) onde [() indica o comprimento de uma curva e ¢ é qualquer curva diferencidvel
por partes ligando y(a) a v(b).

Proposigao 2.4 - Dado ¢ € M, existe um € > 0 tal que exp, : B.(0) C T,M — M
¢ um difeomorfismo sobre um aberto de M.

Defini¢ao 2.9 - Uma variedade Riemanniana M é (geodesicamente) completa
se Vp € M, a aplicacao exponencial exp,, estd definida para todo v € T, M, isto
é, se as geodésicas y(t) que partem de p estdo definidas para todos os valores do
parametro t € R.

Teorema (Hopf-Rinow) - Seja M uma variedade Riemanniana completa e
conexa. Entao, dados dois pontos p e ¢ de M, existe uma unica geodésica mini-
mal ligando estes dois pontos.

A demonstracao do principal resultado deste trabalho faz uso ainda do Teorema
de Frobenius [2] que enuciaremos a seguir. Mas antes precisamos de alguns con-
ceitos sobre folheagoes.

Definicao 2.10- Seja M uma variedade de dimensao m diferencidvel. Uma
folheacao diferenciavel e dimensao n de M é um atlas maximo F' diferenciavel
em M com as seguintes propriedades:

(i) Se (U, ¢) € Fentao o(U) =U; xUy C R"xR™ ™, onde Uy C R"e Uy C R™™
sao discos abertos.

(ii) Se (U, ¢), (V,4) € F sao tais que UNV # () entao a mudanca de coordenadas
Yol :ipUNV)—y(UNV)édaforma :

h(z,y) = (hi(x,y), ha(y)), (x,y) € R™ x R™ ™.
Um campo de k — planos numa variedade M ¢ uma aplicagao P : M — T,M,

que associa a cada ponto ¢ € M um subespaco vetorial de dimensao k de T, M.

Dizer que um campo de k-planos P em M ¢é diferenciavel se para todo ¢ € M
existem k—campos de vetores diferenciaveis , X1, ..., X}, definidos numa vizinhaca
V de g tais que para todo x € V,

{Xi(x), ..., Xi(x)},6 uma base de P(z).



Proposicao 2.5 Toda folheacao F' de dimensao k diferenciavel, em M, define
um campo de k-planos diferenciavel em M, o qual denotaremos por T'F.

Em particular, se M nao admite campos continuos de k£ — planos, entao M
nao possui folheacao de dimensao k. A pergunta natural que surge é a seguinte:
Dado um campo de k — planos P em M, sob que condigoes existe uma folheacao
F' de dimensao k tal que para todo ¢ € M, T,F = P(q)?. A resposta para esta
pergunta é dada pelo teorema de Frobenius o qual enuciaremos a seguir. A sua
demonstragao pode ser encontrada em [2].

Definicao 2.11 - Diz-se que um campo de planos P ¢é involutivo se, dado dois
campos de vetores X e Y tais que, para todo ¢ € M, X(q) e Y(q) € P(q), entao
[X,Y](q) € P(q), onde [,] é o colchete de Lie.

Teorema (de Frobenius) - Seja P uma campo de k — planos diferencidvel,
em M. Se P é involutivo entao existe uma folheagao F' de dimensao k e dife-
rencidavel em M tal que T,F = P(q) para todo ¢ € M. Reciprocamente, se F' é
uma folheacao diferencidvel e P é um campo de planos tangentes a I, entao P é
involutivo.

Dizemos também que um campo de planos involutivo é completamente integravel.
Em particular, se k = 1, P é sempre integravel. Neste caso o teorema se reduz
ao teorema de existéncia e unicidade das solugoes de uma equacao diferencial
ordinaria.
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Capitulo 3

Equacoes de Gauss , Codazzi e
Ricci

O objetivo deste capitulo é o de estabelecer as equagoes fundamentais da teoria
local das imersoes isométricas, a saber as Equagoes de Gauss, Codazzi e Ricci.
Mas antes apresentaremos a nocao de curvatura.

Definicao 3.1 - A curvatura R de uma variedade Riemanniana M é uma cor-
respondéncia que associa a cada para X,Y € x(M) uma aplicacio R(X,Y) :
X(M) — x(M) dada por

R(X,Y)Z =VyVxZ —-VxVyZ + Vixy|Z,Z € X (M) (3.1)
onde V é a conexao Riemanniana de M.

Proposicao 3.1 - Dado um ponto p € M e um subespaco bi-dimensional ¢ C
T,M, o nimero
< R(z,y)z,y >

2 Ayl (3.2)

K(o) = K(z,y) =

onde {x,y} é uma base qualquer de o e

@ Ayl = ]2yl < 2,y >2,

é chamado de curvatura seccional (ou curvatura) de o em p.

Algumas combinacoes das curvaturas seccionais aparecem com tanta freqiiéncia
que elas merecem nomes.

Seja X € T, M, um vetor unitario; tomemos uma base ortonormal { Xy, X, ..., X;,_1 }
do hiperplano de T),M ortogonal a X e consideremos as seguintes médias:
n—1

Y <R(X, X)X, X; > (3.3)

i

Ric,(X) = —

11



Y < R(X;, X)X, X; > (3.4)

ij

K(p) = -3 Ricy(X,) =

r n(n —1)

E possivel mostrar que as expressoes acima nao dependem da escolha das corres-
pondentes bases ortonormais e sao chamadas Curvatura de Ricci na diregao de
X e Curvatura escalar em p, respectivamente.

Teorema 4.2- Seja M uma variedade completa que possui geodésicas minimizan-
tes e curvatura de Ricci nao-negativa. Entao M é isométrica ao produto M x R¥,
onde M nao contém nenhuma geodésica que seja minimal em todo seu percurso
e RF possui a métrica plana usual.

A demonstracao deste Teorema pode ser encontrado em [3].
A seguir daremos uma breve nocao sobre tensores. Para o que se segue convém
observar que x(M) é um moédulo sobre D(m), isto é, x(M) tem uma estrutura

linear quando tomamos como escalares os elementos de F'(M).

Definicao 3.2- Um tensor 7" de ordem r em uma variedade Riemanniana é
uma aplicacao multilinear

T:x(M)x..xx(M)— F(M)

r—fatores

Isto significa que, dados Y7, ..., Y, € x(M), T(Y1, ..., Y, ), é uma funcao diferenciavel
em M, e que T é linear em cada argumento.

Exemplo - O tensor curvatura

Rz x (M) x x(M) x x(M) x x(M) — D(M) (3.5)
¢ definido por

R(X,Y,Z,W) =< R(X,Y)Z,W > X,Y, Z,W € x(M)

Costuma-se identificar o campo X € x(M) com o tensor X : x(M) — D(M)
dado por X(Y) =< X,Y >, para todo Y € x(M).

E possivel estender aos tensores a nocao de derivada covariante.

Definicao 3.3 Seja T' um tensor de ordem r. A diferencial covariante V1T de T
¢ um tensor de ordem (n + 1) dado por
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Para cada Z € x(M), a derivada covariante V;T de T em relagdo a Z é um
tensor de ordem r dado por

vV I(Yi,...Y,) =VT(Yi,...Y,,2)

Observagao - Seja X € x(M). Identifiquemos o campo X com o tensor X :
X(M) x x(M) — F(M) dado por < X, Y > VY € x(M). A derivada covariante
do tensor X em relagao a um campo Z € x(M) é tal que VY € x(M)

VzXY)=VXY,Z2)=Z(X(Y)) - X(VzY) =
< X)Y > —-< X, VY >=< VXY >

Decorre dai que o tensor VzX pode ser identificado ao campo VzX. Dessa
forma, podemos derivar tensores tomando valores no espago tangente.
Definiremos, a seguir, a segunda forma fundamental de uma imersao.

Consideremos uma imersao f : M — M onde M ¢ uma variedade com conexao
V. Sejam X e Y campos vetoriais de M. Dados p em M e U uma vizinhanga de
p onde f é injetiva, temos que df X e dfY sao campos vetoriais definidos ao longo
de f(U). Para simplificar a notagao, identificaremos U com f(U) e cada vetor
X € T,M,p € U com df,X € Tf(p)M . Usaremos tais identificacoes para poder-
mos estender campos vetoriais X,Y € T, M (definidos em U) a campos vetoriais
X e Y definidos numa vizinhanca f(U) de f(p) em M. Definimos (VxY), como
(,VVEY/)X. Como (,VVX?)X depende s6 de Xp =X, ede Y ao longo de uma curva
em f(U), temos que a definigdo nao depende da extensao.

Suponhamos agora que f : (M, <, >)/) — (]\7, <,>p;) é uma imersao isométrica.
Podemos escrever T,M como T,M & N,, onde N,(= T,M*) é o complemento

ortogonal de T, M em TpM determinado pelo produto escalar <, > .

O subespaco N,, é chamado o Espago Normal de M no ponto p. Se V é a conexio

Riemanniana de M se X,Y € X(M),podemos escrever,
VxY =VxY +a(X,Y) (3.6)

onde VxY € T,M é a componente tangente e a(X,Y) € N, é a componente
normal. A aplicacao o é chamada a Segunda Forma Fundamental da imersao.

Um Campo Vetorial Normal é uma aplicagao

§: M — N,
p—&
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onde N, C TPM.

Denotaremos por x(M)* o conjunto de todos os campos vetoriais normais di-

ferenciaveis da imersao f. Dessa forma, podemos considerar a segunda forma
fundamental como uma aplicacao

a, : TyM x T,M — TpML
simétrica e bilinear .

Dessa forma a;, pode ser considerada como um tensor. Assim, para cada Z €
T,M, a derivada covariante V za ¢ um tensor que toma valores no espago normal.

Considerando ¢ € T,M* e X € T,(M) faz sentido falarmos em V€. Sendo
assim, seja —A¢X a componente tangente e V¢ a componente normal de $X£ ,
isto é, N

Vxé=—-AX+ V€ (3.7)

Sobre a aplicacao (X, ) — A¢X temos duas consideracoes a fazer. A primeira é
que esta aplicacdo ¢ bilinear , donde concluimos que (A¢X), sé depende de §, e
de X,.

A segunda é que, se X e Y € T,M e £ € T,M*, temos que
<AX)Y >=<a(X,Y), £ > (3.8)
o que torna A¢ uma aplicagao linear e simétrica.

As expressoes

ViV = VxY +a(X,Y)
Vxé = —AX + Ve

onde X,Y € T,M e ¢ € T,M™, sao as Férmulas de Gauss e de Weingarten, res-
pectivamente.

Exemplo - Considerando o caso particular em que a codimensao da imersao é
1,isto é, f: M™ — M tal que f(M) = M é entdo denominada uma hipersu-
perficie. Sejap € M e & € (T,M)*,[¢| = 1. Como A¢ : T,M — T,M é simétrica,
existe uma base ortonormal de vetores préprios {ey, ...,e,} de T,M com valores
proprios reais Ay, ..., A, isto é, A¢(e;) = Ny, 1 < i < n.

Veremos a seguir como a curvatura de M, a curvatura de M e as segundas formas
fundamentais se relacionam.

Se X, Y e T,M C T, p]\7 , 840 linearmente independentes, indicaremos por K (X, Y)

14



e K (X,Y) as curvaturas seccionais de M e M , respectivamente, no plano gerado
por X eY.

Teorema (Gauss) - Sejam p € M ¢ X, Y vetores ortonormais de 7,M. Entao

K(X,Y) = K(X,Y) =< a(X, X),a(Y,Y) > — < (X, Y),a(X,Y) > (3.9)

No caso de hipersuperficie f : M"™ — M ntl - a equacao de Gauss acima, admite
uma expressao mais simples. Sejam p € M e £ € (TpM)L. Seja {e1,....,e,}
uma base ortonormal de T,M que diagonaliza Ag, isto é, A¢(e;) = Nej,i =
1,...,n, onde \; sao os valores préprios de Ae. Entao < a(e;,e;),& >= A e
< ale;,ej),§ >=0, se i # j. Portanto a equagao de Gauss se escreve

K(€Z‘,€j) — K(ei,ej) = /\z>\] (310)
Introduziremos a seguir a nocao de subvariedades totalmente geodésicas.

Uma imersao f : M — M é geodésica em p € M se para todo n € (T,M)*
a segunda forma fundamental é identicamente nula em p. A imersao f é total-
mente geodésica se ela é geodésica para todo p € M.

Proposicio 3.2 - Uma imersdao f : M — M & geodésica em p € M se e s6
se toda geodésica v de M partindo de p é geodésica de M em p.

A proposicao acima permite obter o que é provavelmente a melhor interpretagao
geométrica da curvatura seccional. Seja M uma variedade Riemanniana e p um
ponto de M. Seja B C T,M uma bola aberta onde a exp, ¢ um difeomorfismo,
e seja T' C T,M um subespago de dimensao dois. Entao exp,(T'N B) = S é uma
subvariedade de dimensao dois em M passando por p. Intuitivamente, S é uma
superficie formada por geodésicas que saem de p e sao tangentes a T' em p. Pela
proposicao anterior, S é geodésica em p, donde as segundas formas fundamentais
da inclusao 7 : S C M sao nulas em p. Como subvariedade de M, S possui uma
métrica induzida, cuja curvatura Gaussiana em p serd indicada por Kg. Decorre
da férmula de Gauss que

Ks(p) = K(p,T) (3.11)
Isto é, a curvatura seccional K (p,T) é a curvatura Gaussiana em p de uma pe-

quena superficie formada por geodésicas de M que saem de p e sao tangentes a 7.

Passaremos agora a estudar a componente normal de ’VvXn indicada por V+*.
Verifica-se facilmente que, V* satisfaz as seguintes propriedades:

(DVixiy€ = [VRE+ Vi
2)Vx(fE+n) = [VRE+ (X)E+ Vi
onde X,Y € x(M),&,n € x(M)* e f e F(M).
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Por conta das propriedades acima V+ é chamada de Conexio Normal da imersao.

De maneira anédloga ao caso do fibrado tangente, introduz-se a partir de V*
uma nocao de curvatura no fibrado normal que é chamada curvatura normal Rt

da imersao e definida por

RYX,Y)n=VyVxn—VxVyn+ Vixyn

(3.12)

Veremos a seguir como a geometria do fibrado tangente e a geometria do fibrado

normal se relacionam com a segunda forma fundamental da imersao.
Proposicao 3.3 - As seguintes equagoes se verificam:

(a)Equagao de Gauss

<RX,Y)ZW >=c< RX,Y)Z,W >+ < aY,W),a(X, Z) >

+ <a(X,W),a(Y,Z) >

(b)Equacao de Codazzi

(R(X,Y)Z)" = (Vxa)(Y, Z) — (Va)(X, Z)
(c)Equacao de Ricci

< R(X,Y)n, &> = < RH(X,Y)n,§ >=< [4,, A X, Y >

Demonstracao:

Sejam X,Y,Z € TM.

Vx(Vy2)=Vx(VyZ+a(Y,Z)) =VxVyZ+Vxa(Y,Z) =
=VxVyZ + OC(X, VyZ) — Aa(yyz)X + vg'(Oé(Y, Z)

Analogamente:

VyVxZ =VyVxZ+ Oé(}/, VXZ) — Aa(X,Z)Y + V#}CX(X, Z)
Temos ainda : ,VV[X,Y]Z =V Z+o(X,Y], Z)

Fazendo :%XIVVyZ — %y’VVXZ — %pgy]Z, teremos:

(3.13)

(3.14)

(3.15)

R(X, Y)Z = (vayZ — VYVXZ — V[X,y}Z) + CK(X, VyZ) — Oé(Y, V)(Z> —

o([X,Y],2) + Auix.2)Y — AarpX + Va(Y, 2) — Via(X, Z).

Onde : VxVyZ —VyVxZ — Vixy)Z = R(X,Y)Z. Tomando o produto in-

terno desta ultima expressaao com W € T'M, teremos :
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<R(X,Y)Z,W >=< R(X,Y)Z,W > — < Ay ) X, W >
+ < Aa(X,Z)Y> W >

Como :
< Aayy X, W >=< a(X,W),a(Y,Z) >
< Aux,z)Y, W >=<a(Y,W),a(X, Z) >

Teremos :

<RX,Y)Z,W >=< R(X,Y)Z,W > — < a(X,W),a(Y,Z) >
+ <aY,W),a(X,Z2) >

que ¢ a Equagao de Gauss.

Onde R e R sao respectivamente os tensores curvaturas de M e M. Em par-
ticular, se K(X,Y) =< R(X, Y)Y, X >e K(X,Y) =< R(X,Y)Y, X > denotam
a curvatura seccional em M e M dos planos gerado pelos vetores ortonormais
X,Y € T,M, a equagao de Gauss se escreve:

K(X,)Y)=K(X,Y)- < a(X,X),aY,Y) > +|a(X,Y)]|?

Por outro lado temos:

R(X,Y)Z = vxvyz VvVxZ = VixnZ

R(X,Y)Z = Vx(VyZ+a(Y,2))=Vy(VxZ+a(X, Z)) = Vixy)Z+a([X,Y], Z)
R(X,Y)Z = VxVyZ+Vxa(Y,Z)-VyVxZ-Vya(X,Z)~VixyZ—a([X,Y], Z)
R(X,Y)Z = VxVyZ+a(X,VyZ) = Aoy X +V5a(Y, Z2)~VyVx Z—a(Y,Vx Z)+
Aaxn)Y — Vya(X,Z) = Vixy)Z — a(VxY, Z) + a(Vy X, Z)

Observando que VxVyZ — VyVxZ — Vixy)Z = R(X,Y)Z e definindo:

VxalY,Z) —a(VxY,Z) —a(Y,VxZ) = (V{a)(Y, Z)
—Via(X,Z) +a(VyX,Z) + a(X,VyZ) = —(Via)(X, Z)

A ultima expressao se escreve como:

R(X,Y)Z = R(X,Y)Z — Aoy X + (Vx)(Y, Z) + Aux.)Y — (Vi) (X, Z)

E tomando a componente normal de E(X ,Y')Z, obteremos a equagao abaixo, que
é a Equacao de Codazzi:

(R(X,Y)Z)" = (Vxa)(Y, Z) — (Vya)(X, Z)

A seguir, denotaremos R como tensor curvatura do fibrado normal TM~*, ou
seja :
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RY(X,Y)n = VxVyn — VyVin — VXY]77

onde X,Y € TM,n € TM+.

Sendo assim:

JE(X, Y)n = §X$W7 - 65/%)(77 - i[x,ym

R(X,Y)n=Vx(=A)Y + Vyn) = Vy (=4, X + V) + 4, [X, Y] = Vix yn
R(X,Y)n = =VxA)Y —a(X, A)Y) = Ag, X + V5 Vin+Vy Ay X +a(Y, A, X) +
Agi,Y = VyVen + A [X, Y] = Vixym

Considerando a parte normal desta tltima expressao , obtemos a Equacao de
Ricci:

(R(X,Y)n)" = RHX, Y )n+a(Y, A X) — a(X, A,Y) (3.16)
E se considerarmos a parte tangente de R:

(RX, V) = Vy Ay X — A Vy X — Agy, X — VxAY + A4, VY + Agy, Y

e definirmos VyA4,X — A,VyX — Ag., X = (VyA)(X,n), a equagao de Co-

dazzi se escreve:
(RX, YT = (Vy A)(X,n) — (VxA)(Y,n)

Lema 3.1 - Sejam M uma variedade com curvatura seccional constante e p um
ponto de M. Defina a aplicagao trilinear R’ : T,M x T,M x T,M — T,,M por

<R(X,)Y,Z2),W>=< X, Z ><Y,W>—-<Y, Z>< X, W > (3.17)

vX,Y,Z,W € T,M . Entao M tem curvatura seccional constante igual a c se e
somente se R = c¢.R’, onde R é a curvatura de M.

Portanto considerando M imersa em uma variedade Riemanniana de curvatura cons-tante,
para X, Y, Z W € TM e n,& € TM*, as equacdes e Gauss, Codazzi e Ricci sao :

(i) Equagao de Gauss :
<RX,Y)ZW >=¢c< RX,Y)Z,W >+ < aY,W),a(X,Z) >  (3.18)
+ <a(X,W),a(Y, Z) >

(ii) Equacao de Codazzi :
(V4a)(Y. Z) = (Va)(X, 2) (3.19)
Ou equivalentemente :

(VxA)(Y,n) = (Vy A)(X,n)
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(iii) Equacao de Ricci :
R (X,Y)n=a(X,A,Y) —a(4,X,Y) (3.20)
Ou, equivalentemente :
< RH(X,Y)n, € >=< [A,, A X, Y > (3.21)

Uma consequéncia da Algebra Linear e da ultima equagao é que Rj =0 se, e
somente se, existe uma base ortogonal de vetores em 7, M que diagonaliza simul-
taneamente todos os Ag, & € T,M=*.
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Capitulo 4
Reducao de Codimensao

. ~ . s, . = n+p . . .
Dada uma imersao isométrica f : M™ — M ', definimos o primeiro espaco

normal N; de f em p € M, o subespaco gerado pela segunda forma fundamental
a de f em p, isto é,

Ny =ger{a(X,Y); X, Y € T,M}.

Um subfibrado normal de dimensao [ de f é uma familia IV,,, p € M, de subespacos
vetoriais de T, M+ de dimensdo [, com a propriedade de que Vp € M,3U C M,U
vizinhanga de p, e campos normais diferencidveis 7y, ...,n;, definidos em U, tal
que para todo ¢ € U, m1(q), ...,m(q) geram N,. Uma imersdo f é l-regular se a
dimensao de Ni(p) é constante ao longo de M.

De agora em diante consideraremos a imersao f : M" — R"P onde R"'P é
o espago euclideano de dimensao (n+p) e p = (n+p) — (n) é a codimensao da
imersao f.

Diz-se que uma imersao f : M™ — R"™P admite reducao de codimensao para
q < p se existir uma subvariedade totalmente geodésica R"*9 C R™P. A imersao
f é dita substancial quando a codimensao nao puder ser mais reduzida.

Definicao 4.1 - Seja f : M" — M"" uma imersdo isométrica. Dizemos que
N é um subfibrado paralelo de TM*, se para todo campo de vetores em N a
derivada normal desse campo,V+N, nao possui componente no complemento or-
togonal de N em TM*, isto é, VxN C N,VX € TM.

Lema 4.1 - Seja f : M" —>~Mn+r uma imersao isométrica. Se N é um sub-
fibrado paralelo de T"M L+ e N é o seu complemento ortogonal em T'M*, entdo
N é um subfibrado paralelo em TM*.

Lema 4.2 - Considere f : M" — M"™" uma imersio isométrica e y:ICR—M

uma curva diferencidvel, tal que y(0) = p. Se N é um subfibrado paralelo em
TM*, vy € N, e v(t) o campo de vetores paralelos na conexdo normal, tal que
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v(0) = vo. Entao v(t) € N,Vt € I.

Demonstragao - Supondo v(0) € N, queremos mostrar que v(t) € N para todo
t € I. Seja N o complemento ortogonal de de N em T'M L e consideremos campos
de vetores w(7(t)) € N restrito a . Temos

portanto

visto que N & paralelo.

Teorema (Erbacher) - Seja f : M™ — R"™" uma imersao isométrica onde
M é uma variedade conexa. Suponha que exista um inteiro ¢ e um subfibrado
normal N, de dimensao ¢, que é paralelo na conexao normal e contém o primeiro
espaco normal Ny de f, isto é, N, D (Ny),, Vp € M. Entéo existe uma variedade
totalmente geodésica R"t7 C R™" tal que f: M™ — R""4.

Demonstragao: Seja p um ponto qualquer de M, vamos mostrar que f(M) C
T,M @ N(p). Como N é um subfibrado normal paralelo, pelo Lema 4.1 temos

que N também o é. Seja 19 € N(p) um vetor no complemento ortogonal de N (p)
em TM~. Consideremos uma curva vy : I C R — M, tal que v(0) = p. Seja n(t)
o campo de vetores paralelo na conexao normal tal que n(0) = 7y. Pelo Lema
4.2, temos que n(t) € N(y(t)), para todo t € I.

Da férmula de Weingarten, obtemos
Vown(t) = = Ay () + Vipn(t).

Como 7)(t) é paralelo para todo t € I, temos V#,(t)n(t) =0, e para todo X € T,M
temos

< AyyY (1), X >=<n(t), a(v'(t), X) >=0,
pois por hipétese Ni(p) C N(p). Como a variedade é conexa e V. »yn(t) = 0,
temos que n(t) é constante. Sendo 1(0) = 7y, temos que n(t) = ny em R"".
Logo,

o f(y(1) = F(p),mo >=< d(v'(t)), 1m0 >= 0.
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Dessa forma, concluimos que < f(v(t)) — f(p),m >= 0 para todo t € I.
Como a curva e o vetor 19 € N(p) s@o tomados arbitrariamente, temos que
f(M) C T,M & N(p), que é uma subvariedade totalmente geodésica de R"*" de
dimensao (n+q). c.q.d.

Corolario 4.1- Seja f : M™ — M™*" uma imersdo isométrica l-regular. Se
N7 é um subfibrado paralelo de dimensao ¢ < r, entao a codimensao substancial

de f éq.

Definiremos agora indice de nulidade relativa.

Dada uma imersao isométrica f : M" — M definimos em cada ponto p € M
dois subespagos de T, M:

A, ={X e T,M:R(X,Y) = R(X,Y) | T,M,VY € T,M}
D, ={X e T,M;a(X,Y)=0,VY € T,M}

Definimos o indice de nulidade de f, n(p), como a dimensao de A,, e o indice de nu-
lidade relativa, v(p), como a dimensao de D,,.

A proposicao seguinte mostra o que acontece quando a dimensao de D), é cons-
tante num aberto de M.

Proposigao 4.1 - Seja f : M" — M™P uma imersao isométrica de M numa
variedade M de curvatura constante c. Se a dimensao do subespago D, (isto ¢,
o indice de nulidade relativa v(p))é igual a uma constante [ num aberto de M,
entao esses subespagos formam uma distribui¢ao integravel (involutiva) cujas fo-
lhas sao [-subvariedades totalmente geodésicas.

Demonstracao - Sejam X e Y campos vetoriais definidos num aberto U de M,
tangentes a distribuicdo D,; precisamos mostrar que [X, Y]p pertence a D, para
todo p € U. Para isso basta mostrar que VXY VxY e VyX Vy X estao
em D, pois [X,Y] =VxY — VyX.

Observamos primeiro que X € D, se, e somente se,%XZ ¢é tangente a M para
todo Z € R(M). Com efeito, tem-se que VxZ = VxZ+a(X, Z). Como X € D,,
temos que a(X,Z) = 0,VZ € T,M. Logo VxZ 6 tem componente tangente.
Dessa forma, se mostrarmos que gexYZ possui apenas componente tangente,

entao concluiremos que VyY € D,. Temos:

Ve yZ =VzVxY +[VxY, Z]=
= VxVoY + R(Z X)Y +VizxY + VY, Z]=
= VXVYZ + VX([Z, Y]) + R(Z, X)Y + V[Z’X]Y + [VXY, Z]
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Pela equacao (3.17):

vagxyZ = VW Z+Vx(ZY)+e< ZY > X— < Z, X >Y) +’VV[Z?X]Y +
VxY, Z]

¢ tangente a M pois cada um dos termos é. Logo a distribuicao é involutiva
e pelo Teorema de Frobenius, temos que por cada ponto ¢ € U passa uma tnica
variedade P, de dimensao [, um afolha da distribuigao, tal que (T'P,)p = D,.

Temos ainda que essa subvariedade P, é totalmente geodésica em M. Com
efeito,vimos que se X e Y pertencem a x(P,) entdao VxY estd em (TP,), ou
seja, a segunda forma fundamental de P, em relacao a M ¢ identicamente nula.
c.q.d.

A seguir enunciaremos o seguinte teorema feita por Hartman [5] que serd de
grande importancia na demonstracao de um dos nossos principais resultados.

Teorema ( Hartmann ) - Suponha (i) M" é uma variedade Riemanniana com-
pleta com curvaturas seccionais nao negativas, (ii)f : M™ — R"P uma imersao
isométrica, com p > 0,e (iii) a nulidade relativa seja sempre maior ou igual a
zero. Seja m o valor minimo da nulidade relativa para p € M™. Entao f(M) é
m-cilindrica.
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Capitulo 5

Resultados Principais

Neste capitulo provaremos os dois principais resultados deste trabalho.

Iremos considerar imersoes C*, f : M™ — R"'? de uma variedade M de di-
mensao n no espaco euclideano de dimensao (n + p) .

Dizemos que tal imersdo é (1,k) regular se o primeiro espago normal N tem
dimensao constante k, equivalentemente se o segundo espaco osculador tem di-
mensao constante (n + k).

Nosso objetivo é criar condi¢bes que nos permitam reduzir a codimensao de f
a k, quando 14 existir uma subvariedade L de RI*? de dimensao (n + k) total-
mente geodésica tal que f(M) C L.

Um resultado basico na prova da reducao da codimensao de uma imersao consiste
em mostrar que o primeiro espaco normal N é paralelo na conexao normal V+,
isto é, VxN C N,VX € TM.

Indicaremos por N o complemento ortogonal de N no espago normal T'M L. Se
v é uma se¢do de N em uma vizinhanga U C M e {Xji,...,X,,} é uma base
tangente em p, entao B; = (Vj)giv)N ¢ a projecao de Viv em N. Como v é
arbitrario, para provarmos que N é paralelo, pelo Lema 4.1, basta mostrarmos
que B; =0, =1,...,n.

Lema 5.1 - Para qualquer referencial tangente X7, ..., X,

< Bi,Oéjk >=< Bj,Oéik >

onde denotaremos oy, = a(X;, Xj).

Demonstracao :

< BZ',Oéjk >=< Vﬁ}iv,Oé(Xj,Xk) >

24



Temos que v € N e a(X;, Xy) € N, portanto

<v,0(X;, Xg) >=0
X; <v,0(X;, Xy) >=0
<Vx U a(X Xk) >+ <v V;ﬁ oz(Xj,Xk) >=0

Dessa forma:
< Bj, oy >= — < v, Vx,o(X;, Xj) >

Como, por definicao: (Vx,a)(X;, Xi) = Vx, (X, Xi)—a(Vx, X, Xp.)—(X;, Vx, Xp),

assim, teremos:

< B;, ajp >= — <, (Vﬁ_(la)(X]a Xk) + a(V zXJ7Xk) + O'/(Xj7 VXzX/f) >
< Bj,aj, >=— <, (Vx )(XJ,Xk) >

Mas pela Equacdo de Codazzi: (Vx,a)(X;, Xy) = (V)L(ja)(Xi,Xk). Logo a ex-
pressao acima se escreve:

< Bj,aj, >=— <, (V)L(joz)(Xi,Xk) >
O que mostra
< By, aji, >=< Bj, ay, >
Como queriamos demonstrar.

Lema 5.2 - Seja f : M™ — R"™? uma imersao e U C M um aberto fixo tal
que f | U é 1 —1 regular. Se para cada ponto de U existe uma curvatura seccio-
nal k # 0, entao N é paralelo em U.

Demonstracao : Para mostrarmos que N ¢é paralelo em U, devemos mostrar

que para toda dire¢ao normal v € N definida em U temos V% v C N isto é, que

= (Vxu)V =0.

Seja p € U. Tomemos {€,1,€ni2, ..., €ntk} uma referencial normal numa vi-
zinhanga de p em U, tal que e, gera N. Seja {X;, Xs,..., X,,} um referen-
cial tangente que diagonaliza a segunda forma fundamental,isto é, A, X; =
NX;,1=1,...,n. onde

Oé(Xi,Xi), ent1 >= )\z e < Oé(Xi,Xj),en+1 >=0

Devemos mostrar que Vs >n + 1, B; = (VXes) =0,1=1,...n

Pela Equacao de Gauss, K(X;, X;) —c= A\, sendo em p, K(X;, X;) # c,temos
que \;A; # 0, entao existem indices j e [, j # [,tal que a;; # 0 e oy # 0, onde
um dos dois indices , j ou [ é diferente de ¢. Digamos j # i. Temos que,
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< Bi,ozjj >=< Bj,ozij >

pelo Lema 5.1. Mas a;; = 0, pois a segunda forma fundamental é diagonalizavel.
Assim:

<Bj,Oéij >=0=< Bi,Oéjj >=0< B;=0

pois a;; # 0. Como, B; = (Vx,e,)"; temos Vx e, = 0, e portanto N ¢ paralelo
em U, como queriamos demostrar.

Lema 5.3 - Seja F' C M um conjunto aberto onde o indice de nulidade relativo
v da imersao f: M™ — R"™P é igual a uma constante [ > 0 . Seja v : [0,a] — M
um segmento geodésico contido em uma folha L da folheagao de nulidade relativo.
Se o primeiro espaco normal N é paralelo em (a) entao é paralelo em «(t) para
todo tel0, a).

Demonstragao: Seja {X7,..., X,} um referencial tangente definido numa vizi-
nhanca do ponto (t) em f com a propriedade que {Xj, ..., X;} gera a nulidade
relativa do espago D em todos os pontos tal que X; = 7/(t), o vetor tangente para
a curva 7. Visto que a folha L que contém v é totalmente geodésica, podemos
assumir que os vetores X;, ¢ = 1,...,n sao paralelos ao longo de ~, isto é

v'y’(t)Xi = O,Z = 1, ey N

Primeiramente mostramos que V&N C N para todo Y na distribuicio de nu-
lidade relativa D,, para todo p em F. Seja v um campo arbitrdrio de vetores
normais numa vizinhanga de p que é ortogonal a N, seja B; = (Vx,v)" ; pre-
cisamos mostrar que B; = 0,7 = 1,...,1. Se ¢ < [, entao pela definicao de Dy
o, = 0, para todo k; pelo Lema 1, < B;, aj, >=< Bj, oy, >= 0,V7, k. Portanto,
como N ¢é gerado pelos aji's, j,k=1,....,n, B; = 0.

Considere {ey, ..., ex} um referencial normal ortogonal definido numa vizinhanga
de ¥([0,a)) com a propriedade que {ey, ..., es} gera o primeiro espa¢o normal N.
Visto que V)L(ZN C N, podemos assumir que {eq, ..., ;. } sdo paralelos ao longo do
segmento geodésico . Sejam 0 e r, tais que 6 > s e r < s, considere as fungoes
fi(t) =< Vx,6,,e5 >, i =1+1,...,n diferencidvel ao longo de v, obtemos que:

flt) = X1 < Vx.er,e5 >=<Vx, Vx.e,e5 >+ < Vx.e,Vx €5 >
flt) =< Vx,Vx,er €5 >

visto que V)L(l es = 0 ao longo de 7.

Como R (X1, X;)e, = ViVier — V}QV}(I@, — V[lXLXi]er, onde Rt é o ten-

sor de curvatura da conexao normal V*, temos que

fl(t) =< RH (X1, Xy)er,e5 > + < V)L(iV;L(I&«, es >+ < V[LXhXi]er,e(; >
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Pela Equacao de Ricci para imersoes
flt) = X; < Vx, 6,65 > — < Vx e, Vxes >+ < V[LXI,XZ_]eT,e(; >+ <
[AET,A ]Xl,X >
fi(t) =< Vix, xg6r 65 > + < [Ae,, A, X1, X >
posto que V%, e, sempre estd em M e (V)L(ler)w(t) = V3 sér =0, logo

Tendo em vista que pelo fato de es ser perpendicular em N, implica que A, = 0.

Sendo X; paralelo ao longo de 7, teremos

filt) == < Vg, x,er €5 >
fl()__2?1<VXX1,X > . <V§(67,65>
f/() ] l+1<VXX1,X > . <VX€T,€5>

visto que VX e, esta em N se j < [.
Como f;(t) =< V)L(jer,e(; >,
f/() ] l+1<CXZ7X >f]<)

Onde C : Dvl(t) — Dj(t) é a aplicacao linear definida por C(Z) = —(VzX;)P"
onde D+ é o complemento ortogonal do espaco normal de D e ()DL denota a
projecao ortogonal de D+.

Se F(t) = (firs(t), ...y fult)) € Oy é a matriz com coeficientes Cy; =< CX;, X; > (1)

entao a equacao anterior nos dé a seguinte equacao diferencial
F'(t) = CyF (1)
A solucao desta equacao diferencial é da forma
F(t) = exp(fy C 7(u du)F(0)

Consequentemente se F'(0) # 0 entdo F'(a) # 0. Desta forma concluimos que
F(t) = 0 para r < s arbitrdrio e § > s se e somente se Vx N C N,i=1+1,...,n
como queriamos demonstrar.

Teorema 5.1 - Se M"™ é compacta, conexa e f : M" — R"*? ¢ 1 — 1 regu-
lar, entao podemos reduzir a codimensao para 1 .

Demonstracao - Precisamos mostrar que para cada ponto de M, o primeiro espaco
normal N é paralelo, afim de podermos usar o Teorema de redugao de codimensao
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de Erbacher e obter nosso resultado.

Seja A ={q e M/3T C T,M; Ky # 0}. Pelo Lema 2, temos que N ¢é paralelo
em A.

Seja p € A. Entao p é aderente a A, isto é, p é limite de uma seqiiéncia de
pontos de A. Vamos mostrar que N é paralelo em p. O fato de f ser 1-1 regular
implica que o primeiro espago normal é gerado por uma s6 dire¢cao normal v.
Seja v € N;|v| = 1 uma diregao normal definida em A. Sendo N paralelo em
A, (Viv)q =0,Yq € A, onde X; € T,M. Como p ¢é aderente a A, implica que

(Vx,v))) =0, logo N é paralelo em p.

Temos que o subespaco de nulidade relativa
D,={X e T,M;a(X,Y)=0,VY € T,M}.

¢ por definicao o nicleo da segunda forma fundamental, que representaremos por
Ker(A,),, dessa forma dim(D,) = dim(Ker(A,),).

O fato de f ser 1-1 regular, significa que a dimN = 1, isto é, existe X; € T,M;
tal que a( Xy, Xy) # 0,VX, € T,M.

Considere {X7, ..., X,;} um campo de vetores ortonormais tagentes que diago-
naliza a segunda forma fundamental e tomemos X; e X; dois campos que geram
um subespaco T' C T, M.

Sendo K (X;, X;) # 0, pela Equacao de Gauss

< Oé(Xi, X1>, Oé(Xj, Xy) >% 0.
Mas isto sO ocorre se
(X, X;) #0 e a(X;, X;) #0

o que mostra que existem X;, X; € T,M, tal que X;, X, ndo estdo no Ker(4,),
logo a dimensao do Ker(4,) <n — 1.

Dessa forma, para um ponto em B = M — A, o nicleo terd dimensao > (n — 1)
uma vez que k = 0; por outro lado, a dimensao do nicleo tem de ser exatamente
igual a (n — 1), pois, N é constituido pelas imagens da segunda forma funda-
mental e sua dimensao é sempre igual a 1, significa que existe no maximo um
elemento fora do nucleo de A, cuja imagem gera N. Desta maneira garantimos
que dimKer(A,) = (n—1)Vq € B.

Estamos assim nas condigoes da proposicao 4.1, que garante a existéncia de uma

folheacao & no interior de B tal que T, = Ker(A,),, cujas folhas sao subvarie-
dades totalmente geodésicas de dimensao (n — 1); onde estas geodésicas também

28



serao geodésicas do espago ambiente (). Com efeito, se 7y ¢ uma geodésica de uma
das folhas, entdo £+/(t) = 0. Dessa forma V. (t) = V(1) +a (v (t), 7 (t) =
0, o que mostra o afirmado.

Temos duas possibilidades: A primeira é que as geodésicas coincidem num ponto
do fecho de A, e a segunda é que as geodésicas continuam indefinidamente no
interior de B. Mas, essa segunda possibilidade nunca podera acontecer, tendo em
vista que M é compacta e uma geodésica de R""? nao é limitada. Portanto, a
geodésica tem que coincidir num ponto do fecho de A onde N é paralelo. Agora,
pelo Lema 4 concluimos que N é paralelo em B consequentemente N serd para-
lelo em todos os pontos de M.

Teorema 5.2 - Seja M"™ completa e conexa com curvatura de Ricci nao negativa.
Se f: M"™ — R"P ¢ 1 — 1 regular, entao ou:

(i) f é um cilindro sobre uma curva
(ii) podemos reduzir a codimensao para 1 e f(M) é a fronteira de um conjunto
convexo dentro de um subespagco afim do R"™? de dimensao (n + 1).

Demonstracao: Como vimos anteriormente, se qualquer ponto do interior de B,
puder ser ligado a um ponto do fecho de A por uma geodésica que estd numa
das folhas da folheacao de nulidade relativa entao pelo teorema anterior podemos
reduzir a codimensao para 1.

Caso contrario ,3p € int(B) tal que, todas as geodésicas que saem de p e sdo
tangentes a folheacao que passa por p, podem ser estendidas indefinidamente.
Isto implica que esta folha é um subespago afim de dimensao (n — 1) no R". E
sabemos que geodésicas deste subespaco minimizam distancias em M, visto que
sao retas.

Pelo teorema 4.2, temos que M ¢ isométrica ao produto M x R"', onde M
¢ uma curva que nao possui geodésicas minimizantes. Temos que M x R"! é
isométrico ao R". Com efeito, seja Z um campo paralelo de R"~! e tome R’ como
a curvatura de M x R"'. Temos: R'(X,Y)Z = VyVxZ—-VxV,Z-Vxy)Z =0
; 0 que mostra o afirmado. Logo, M é localmente isométrica ao R". Isto, jun-
tamente com o fato que dimN = 1, implica que o indice de nulidade relativa
v=mn—1em M. Agora aplicamos o Teorema de Hartmann e concluimos que a
imersao ¢ um (n-1)-cilindro gerado por uma curva.

Agora, suponhamos que possamos reduzir a codimensao para 1. Observemos
que, em codimensao 1, curvatura de Ricci positiva implica curvatura seccional
positiva. Com efeito, seja X; € T, M arbitrario tal que a partir de X; possamos
completar uma base {X1, Xo, ..., X,,} de T,M.
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Seja H = %Z’f a(X;, X;) € T,M*, o vetor curvatura média da imersdo. To-
mando o produto interno de H com «a(Xi, X;), teremos:

< Oé(Xl,Xl),H >= % < a(Xl,X1>,Z?Oé(Xi,Xi) >
< Oé(Xl,Xl),H >= %||O./(X17X1)||2 —f—%Z? < Oz(Xl,Xl),O!(Xi,XZ‘) >

< a(Xy,X1), H >> LHla(Xy, X1)|? + L 2H(< Xy, Xy), (X5, X5) >
— [le(X1, X3)|1%)

< Oé(Xl,X1>,H >> %HO&(Xl,Xl)HZ + %(RZC(Xl) — C) >0
Como X; é abitrario, < a(X;, X;),H >>0,Vi=1,...,n

Considere uma base ortonormal {X7, ..., X,,} de T,M que diagonaliza a segunda
forma fundamental . Pela equacao de Gauss, temos que:

K(XZ, XJ) = )\’L)\j +c

onde K(X;, X;) é a curvatura seccional do plano gerado por X; e X; e \; =<
a(Xi, Xi),H >;H € T,M*,i,j = 1,...,n. Assim, a expressdo acima se escreve
como:

K<X27X]) =< Oé(Xi,XZ'),H > . < Oé(Xj,Xj),H >
Dessa forma :
K(X;,X;)>0

Consequentemente Ay ¢é definida semi-positiva e as curvaturas seccionais sao
nao-negativas. Finalmente,pelo teorema de Sacksteder [6] que garante que se
M"™, n > 2 é uma variedade Riemanniana completa de curvatura seccional nao
negativa e f : M — R"™! uma imersao isométrica entao a imagem f(M) é o
bordo de um corpo covexo em R""!, como queriamos demonstrar.
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