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RESUMO

CONGRUENCIAS DE APLICACOES HARMONICAS DE
UMA SUPERFICIE DE RIEMANN EM CP"

Neste trabalho, daremos uma demonstracao detalhada do Teorema da congruéncia
para CP", resultado obtido por J. Bolton e L.M. Woodward. Mostraremos que se v e
{bv sao aplicacoes harmonicas de uma superficie de Riemann em CP", com I'_; = 1:,1 e
I'y = fo em que ou ¢ é pseudo-holomorfa ou ﬁp,o = Upp para p = 2,...,n + 1, entao
existe uma isometria g de CP" tal que J = ¢g1. Além disso, se 1) é substancial entao g é

unica.
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Introducao

Este trabalho estuda condigoes de congruéncias entre superficies de um espago projetivo
complexo CP". Estas condigoes serao obtidas a partir de tensores invariantes associados a
uma seqiiéncia de aplicagoes harmonicas 1, : S — CP™ obtida a partir de uma aplicacao
harmonica ¢ : S — CP™.

Acreditamos que o aprendizado da técnica de construgao da seqiiéncia harmoénica
associada a uma aplicacao harmonica é igualmente um contetido deste trabalho pois além
da elegancia da técnica em si mesma tém sido produzidos muitos trabalhos em geometria
diferencial a partir do uso desta seqiiéncia.

O Teorema da congruéncia para CP"™ afirma que se ¢ e J sao aplicacoes harmonicas
de uma superficie de Riemann em CP", com mesmos ['—invariantes( correspondentes aos
mesmos indices) em que ou ¢ é pseudo-holomorfa ou ﬁp,O = Upo parap = 2,...,n+ 1,
entao existe uma isometria g de CP" tal que QZ = g¢ e além disso, se ¢ é substancial
entao tal isometria ¢ unica.

Para a demonstracao desse teorema, sao construidas a partir de ¢, outras aplicagoes
harmonicas v, e para cada p € Z, sao definidas formas I', chamadas de os I'—invariantes
da sequéncia (¢,). Na verdade, a hipotese mencionada acima nao ¢ que os I'—invariantes
da v e {/; sejam iguais, e sim que os correspondentes aos indices —1 e 0 da sequéncias
construidas sejam os mesmos. No entanto, isto acaba implicando no que foi dito, como
veremos ao longo deste trabalho.

O objetivo desse trabalho é justamente dar uma prova detalhada desse teorema.

No primeiro capitulo, apresentamos as preliminares, alguns conceitos e resultados que
serao usados nos capitulos posteriores. Muitas notagoes classicas e conceitos basicos sao
usados, sem mencionéa-los, por ja serem bem conhecidos. Neste capitulo fazemos uma

breve apresentacao da geometria do espaco CP".



No capitulo 2, fazemos a construcao da sequéncia harmoénica, que é essencial em todo
o trabalho. Ainda neste capitulo sao apresentadas as equagoes basicas desta sequéncia,
resultados importantes e definimos os ['—invariantes e os U—invariantes.

Finalmente no dltimo capitulo é apresentado o teorema mencionado acima, sendo a
primeira se¢ao dedicada a lemas que sao invocados nele.

Aqui, muitas notagdes, bem como nome de aplicagoes, serao preservadas mesmos em
outros capitulos sem serem mencionadas, quando ficarem implicitas. Por exemplo, quando
definimos os fibrados L, no capitulos 2, ainda mencionamos nele no capitulo 3 apenas como

L, sem precisar a que aplicacao ele corresponde, pois ja fica subentendido.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo serao apresentados defini¢oes e resultados importantes para o desen-
volvimento do trabalho, e fixaremos notagoes a serem utilizadas nos capitulos posteriores.

Algumas demonstragoes serao inseridas e outras apenas terao as suas referéncia citadas.

1.1 Notacoes basicas

Notagao 1. Se B é um conjunto nao vazio, indicaremos por Ip ou idp a aplicagao

indentidade de B.

Notagao 2. Seja V' um espago vetorial real e X C V' um subconjunto. O conjunto gerado

por X serd denotado por spang{X}.

Notagao 3. Seja V' um espago vetorial complexo e X C V' um subconjunto. O conjunto

gerado por X serd denotado por spanc{X}.

1.2 Variedades Diferenciaveis

Definicao 1.2.1. Uma variedade diferenciavel de dimensao m é um conjunto M e

uma familia de aplicagoes biunivocas X, : U, — M de abertos U, C R™ em M tais que:

o UX,(U) =M



e para quaisquer «, § com x,(U,) Nz(Us = W) # 0, os conjuntos = (W) e 2~ H(W)
sao abertos em R™ e, além disto, as aplicacoes x/gl oz, e f,!o fsal definidas sao

diferenciaveis.

O par (Uy,z,) (ou a aplicagao z,) com p € z4q,) ¢ chamado uma parametrizacao (ou
sistema de coordenadas) de M em p e x,(U,) é chamada de vizinhanca coordenada em
p. A familia (U,, z,) é chamada uma estrutura diferenciével em M.

Uma variedade diferenciavel M de dimensao m sera, as vezes, representada por M™

Uma estrutura diferenciavel em M induz de maneira natural uma topologia em M,

segundo a definicao abaixo:

Defini¢ao 1.2.2. Diremos que A C M ¢é aberto quando X, (AN X, (U,)) for aberto para

todo «.

Definicao 1.2.3. Uma funcao f : M — R é diferenciavel em p € M se para alguma
parametrizacao X : U — M em torno de p tem-se que f o X ¢é diferencidvel em X! (p).
f é diferenciavel em M se for diferenciavel em todo p € M.

f o X échamada a expressao de f na parametrizacao X.

Na notagao da definicao acima, se YV : V' — M é uma outra parametrizacao em torno
de p, entao escrevendo

foV=(foX)o(X o))

vemos que f o) é diferencidvel como composta de fungoes diferenciaveis. Isso mostra que

a definicao acima nao depende da parametrizacao.

Definigao 1.2.4. Uma curva parametrizada o : [ = (—¢,e) — M, e > 0, em M ¢é
diferenciavel em ¢ € I se para alguma parametrizagdo X : U — M em torno de a(t)

tivermos que X! oa : I — R" é diferenciavel em t¢.

Com argumento analogo ao anterior, provamos que a defini¢ao acima nao depende da

escolha da parametrizagao.

Definigao 1.2.5. Seja M uma variedade diferenciavel de dimensao n, a : (—¢,e) — M,

e > 0, uma curva parametrizada diferenciavel em M com a(0) = p e ®, o conjunto das



funcoes reais em M que sao diferenciaveis em p. O vetor tangente a curva o em p € a
aplicagao o/(0) : ©, — R definida por

d(f o)

(0 = - )
YO0 =G
Um vetor tangente a p em M é o vetor tangente, em p, a uma curva « : (—g,e) — M

com «(0) = p.

Sejap e M e X : U C R" — M uma parametrizacao de M em torno de p tal
que p = X(0). Supomos que X se escreva como X(xy,...,x,) e consideremos a curva

Bi: I =(—¢,e) = M, e >0, dada por 3;(t) = X(0,...,0,t,0,...,0,)" onde I é tal que
tele(0,...,0,40,...,0) €U,

ou seja, [3; é a curva coordenada z; — X'(0,...,0,2;,0,...,0). Seja f uma fungao real em
M, diferenciavel em p e seja f(x1,...,2,) a expressao de f em X. A expressao de 3; em

X é dada por (0,...,0,£,0...,0). Assim, na parametriza¢ao X, f o [3; é expressa por

(fofB)(t) = f(0,...,0,¢,0,...,0)

Lm0 (), () v

¢ a expressao de 3;(0)(f) em X, e isto nos leva a concluir que (

sy = 48

) ¢ o vetor tangente
i
a "i-ésima curva coordenada"em p, onde tal aplicacao é dada por

(@) 0= (32),

E mais ainda, temos a seguinte proposicao:

Proposicao 1.2.1. Na notacao acima, o conjunto 7, M dos vetores tangente a p € M em

0
8xi>;i:1,...,n}. T,M ¢ entao

M coincide com o espago vetorial T' gerado por {(

chamado o espago tangente a M em p.

Demonstragao:
Seja v € T,M. Entao v é o "vetor velocidade" o/(0) de uma curva « : (—¢,e) — M, com
p = «a(0). E, para toda f € ©, temos que

o(0)() = 220

t=0

1t & a i-ésima coordenada



Podemos expressar (na parametrizagao X):

O = G ) m )]

= 27(0) (%)0 + ...+ ,(0) (%)0 = {x’l(()) (8%1) + ...+ 2,(0) (%) } (f)-

Assim, v = &/(0)é dado por

e, portanto, v € T'.

Seja, agora,

v=a ()4 va (e
81’1 axn

Temos que (ait,...,ant) = t(ay,...,a,) € U para t sufucientemente pequeno, digamos

com t € (—¢,¢), € > 0. Podemos, entdo, considerar a curva
a:t— X(agt, ... a,t), t € (—&,¢).
Na parametrizacao X, a expressao de « é
(art,. .., aut)
e de seu vetor tangente em «/(0) = p sera?
a'(0) =a (aixl) +...+a, (%) =7
Logo, v € T,M, como querfamos. O

Observacao 1.2.1. Tanto na proposi¢cao como na discursao acima, usamos, sem men-

cionar, as operagoes usuais entre fungoes.

~ : d ,
Observacao 1.2.2. Observamos que o conjunto {(8 ) i =1,... ,n} ¢ L.I., logo
Ty
forma uma base (ja que gera) para T,M. Tal base sera chamada a base associada

alX.

Definigao 1.2.6. Sejam M e N variedades diferenciaveis de dimensao m e n, respectiva-

mente. Uma funcao f : M — N é diferenciavel em p € M se existem parametrizacoes

2isto pode ser concluido diretamente porque ja fizemos isso acima em uma curva a qualquer sob as

condigoes dadas



X :UCR" > Me)Y:VCR"— Ncompe XU), f(X(U)) C YV), tal que
V7 lfoX:U — Y7Y(V) seja diferenciavel em X~1(p).

f é diferenciavel em M se for diferenciavel em todo p € M.

Definicao 1.2.7. Consideremos as mesmas notagoes da definicao 1.2.6 acima, supondo
f diferenciavel em p € M. A diferencial de f no ponto p ¢ a aplicacao df, : T,M —
Tt N que opera da seguinte maneira: dado v € 7,5, tem-se que v = /(o) para alguma

curva « : (—¢,e) — M com «(0) = p e pomos df,(v) = (f o )’ (0)

Para que fique bem definida, mostraremos df, nao depende da curva satisfazendo as
condigoes da definicao.
Consideremos X : U C M e Y : V — N parametrizacoes de M e N em torno de

p e f(p) respectivamente e suponhamos que tais sejam expressas por X(z1,...,Ty,) €

Y(W1,---,yn). Consideramos as bases A = {( 0 ),..., (i)} C T,M e B =

(9_x1 0z,
0 0 . . ~
@ e % C Ty N associadas a X e Y, respectivamente. Entao podemos
1 n
escrever

0= =20 (5 )+ 40 (),

onde (z1,...,%,) ¢ a expressao de «a(t) em X.
Suponhamos ainda que, nas parametrizacoes X e ), f seja expressa por
f(xlw"vxm):(yl(xla"'7xm)7"'7yn(x17"'7xm))

Entao
(Foa)(t) = ((z1(t), ..., 2m®), . yn(@1(t), ..., 2m(t)))
e portanto

(f o a)(0) = (i ax_];l(p)x;(m) ((%1) ...+ (i %(Mﬂ:}(@) <8iyn)

j=1 7j=1

Assim, nas bases A e B, (f o a)’(0) pode ser escrito da forma

(f 0 )/ (0) = df,(v) = (Z o), Y %@)x;m))

= Y =l

oh . 9K ,

85(71 @l’m .Il(O)
df,(v) = o : :

AT B .

01, 0T, "



Segue desse modo que df, nao depende da curva. E mais do que isso, df, ¢ linear e

sua matriz nas bases A e B ¢ dada acima.

Observacao 1.2.3. Seré suposto que sejam satisfeitas as seguintes propriedades para as

variedades diferenciaveis:

1. Dados dois pontos distintos de M, existem vizinhanca destes dois pontos que nao

se interceptam;

2. M pode ser coberto por uma quantidade enumerével de vizinhancas coordenadas

(imagens das parametrizagoes).

Assim, um sistema de coordenadas para M ,por exemplo, pode ser considerado da

forma X; : U; — M, onde 7 € N.

1.3 Aspectos da Geometria Complexa

Definicao 1.3.1. Seja V' um espago vetorial real. Em V x V definimos as seguintes

operacoes de adicao e multiplicagao por um ntmero complexo:
(u1,v1) + (uz, v2) == (ug + ug, vy + v2),

(a+1b)(u,v) = (au — bv, av + bu).

Relativamente a essas operagoes, V' é um espaco vetorial sobre C chamado de espaco

vetorial complexificado de V, e representado por VC.

Nesta defini¢do, V' também é um espago vetorial real e a aplicagao u € V +— (u,0) €

V x V é um isomorfismo R-Linear, o que nos permite fazer a identificacao
u = (u,0).
Como (u,v) = (u,0) + (0,v) = (u,0) + i(v,0), teremos (u,v) = u + iv. Sendo assim, se
V={(u,0;ueV}eiV=/{i(v,0);v eV}

entdao V=V +iV e, jaque VNiV =0, tem-se V=V & V.



Defini¢ao 1.3.2. Dado z = u + iv € VC, o vetor conjugado de z ¢ definido por

Z=u—1

Definicao 1.3.3. Seja V' um espaco vetorial real. Uma estrutura complexa sobre V' é
um operador linear J : V — V satisfazendo J? = Iy. Neste caso, ao par (V,J), chamamos
de espago vetorial quase-complexo.

Observamos que com relagao as operagoes adi¢ao(usual) e multiplicagdo por um ntimero
complexo definida por (a + ib)v := av + bJv, a+ib € C e v € V, V torna-se um espago
vetorial sobre C, que serd denotado por V7, uma vez fixada a estrutura quase-complexa

J.

Proposicao 1.3.1. Se V' é um espago vetorial real de dimensao finita m e possui uma

estrutura quase-complexa .J, entao m é par.

Definicao 1.3.4. Seja V um espago vetorial sobre C. Um produto interno complexo sobre
V' & uma aplicagao ((.,.)) : V x V — C tal que para quaisquer u,v,w € V e o, € C

tem-se

o ((u,0)) = ((v,u))
o {{au+ v, w)) = al{u,w)) + 5({v, w))
e ((u,u)) >0e ((u,u)) =0 u=0

Desta defini¢ao tem-se

{(u, \0)) = (D, u)) = M{v,u)) = M{v,u)) = AM{u,v)) Vu,v € Ve e C

Defini¢ao 1.3.5. Um produto interno (.,.) : V x V — R sobre um espago vetorial
quase-complexo (V,J) é dito hermitiano quando (Ju, Jv) = (u,v), Yu,v € V.
A terna (V, J, (.,.)) ¢ entdo chamada um espago vetorial hermitiano, e representaremos

tal produto interno por (., .).

Notacao 4. Denotaremos por z L¢ w, para indicar que os vetores z e w de V sao

perpediculares como respeito ao produto interno hermitiano, ou seja, (z, w), = 0.



Definigao 1.3.6. Sejam U C C™ = {(z1...2y) € Cx ... x C;z; = x; +iy;} aberto e
f:U — C, f =u-+iv de classe C!, isto &, existem e sao continuas as derivadas parciais
ou Ou Ov v

—\ —,—,—, 1 <k <m. Dizemos que f é holomorfa em U quando
Oz Oyp Oz Oy

Ou _O0v Ou v o,
8xk_8yk’ ayk_ 8Ik’ Sy

Definigao 1.3.7. Sejam U C C™ abertoe f = (f1... f,) : U — C", ondecada f; : U — C

é de classe C'. Dizemos que f é holomorfa em U quando cada f; é holomorfa em U.

Definicao 1.3.8. Uma variedade complexa de dimensao m é um conjunto M e uma

familia de aplica¢des biunivocas f, : U, — M de abertos U, C C"™ em M tais que:
b U fa(Ua) =M

e para quaisquer «, § com fo(Us) N f3(Ug) = W # 0, os conjuntos f;1(W) e fﬂ_l(W)
sao abertos em C™ e, além disto, as aplicagoes fﬁ_1 o fo e fot o fs ai definidas sdo

holomorfas.

O par (Ua, fa) (ou a aplicagao f,) com p € fuw,) ¢ chamado uma parametrizagao (ou
sistema de coordenadas) de M em p e f,(U,) é chamada de vizinhanga coordenada em p.

A familia {(U,, f)} é chamada uma estrutura holomorfa em M.

Observagao 1.3.1. Quando usarmos simplesmente o termo "variedade", entao tal con-

texto valera tanto para variedade diferenciavel como para variedade complexa.

1.4 Fibrados e conexoes

Definicao 1.4.1. Sejam M uma variedade diferencidvel e V- um espago vetorial de di-
mensao k. Um fibrado vetorial local de dimensao k sobre M é a variedade produto M x 'V
Juntamente com a proje¢io m : M x V' — M dada por w(p,v) = p, e serd representado,
as vezes, pela notacao £ = M X V.

M ¢é chamado variedade base e, para cadap € M, o conjunto E, = {p} xV € chamado
fibra sobre p.

Uma aplicagao diferencidvel o : M — M x V tal que o(p) € E, para cadap € M é

chamada uma se¢cao do fibrado vetorial local F.

10



Sejam E = M xV e E = N x W fibrados vetoriais locais. Uma aplicacao diferencidvel
® : E — E é chamada um morfismo diferencidvel entre os fibrados vetoriais locais E e

E se existe uma aplicacio w: M — N tal que

(p,v) = (p(p), gp(v)),

onde g, € £(V,W) para cada p € M.
No caso particular quando ¢ € um difeomorfismo e g, € um isomorfismo para todo p,
O ¢ chamada isomorfismo entre os fibrados vetoriais locais( sobre a identidade se ¢ € a

identidade), e E e E sio ditos isomorfos.

Definigdo 1.4.2. Sejam E =M xV ¢ E = M x W fibrados vetoriais locais com mesma
variedade base M. Definimos o fibrado homomorfismo Hom(E, E) pelo fibrado vetorial
local M x £(V — W). Em outras palavras, a fibra Hom(E, E)p sobre cada ponto p € M

¢ uma aplicacao linear £, — E,.

Definicao 1.4.3. Um fibrado vetorial de dimensao k sobre uma variedade diferencidvel
M ¢é uma variedade diferencidvel E juntamente com uma aplica¢io m : E — M (chamada

projecao) que satisfazem as sequintes condigoes:

(i) Eziste um espaco vetorial de dimensdo k tal que para cada p € M, E, =7 '(p) € um

espago vetorial isomormo V. E, é chamado fibra sobre p;

(11) Cada ponto q € M estd contido em um aberto U C M tal que exista um difeomorfismo

Oy 7N (U) — U x V satisfazendo @y (E,) C {p} x V;

(iii) Para cada dois abertos U e U da propriedade (ii) como UNU # 0 a aplicagio
oy o @51 (UNU)xV = (UNU) xV éum isomorfismo entre fibrados vetoriais

locais sobre a identidade.

M é chamada base e E, espaco total.
As vezes nos referimos simplesmente ao espaco total E somente a projecao w : E — M

como o fibrado vetorial.

Exemplo 1. E ficil ver que os fibrados vetoriais locais sobre M sao fibrados vetoriais

sobre M. Basta considerarmos as mesmas notacoes das duas definicoes e colocarmos

Oy = Iyxy

11



Definigido 1.4.4. Sejam 7w : E — M e 7 : E — M com fibras isomorfas aos espagos V.
e V, respectivamente, e f:M— M uma aplicagio diferencidvel. Entao uma aplicagao
F : E — E diferencidvel é chamada um morfismo fibrado vetorial diferencidvel se F(E,) C
F(Ef(p)) e F|g, € linear para cada p € M.

Caso f seja um difeomorfismo e, para cada p € M, F|g, um isomorfismo linear entdo

F ¢ dita um isomorfismo fibrado vetorial diferencidvel e E e E sio ditos esquivalentes.

Definicao 1.4.5. Seja M x V' fibrado vetorial local com projecao w: M x V — M dada
por 7(p,v) = p. Um fibrado equivalente a tal fibrado é chamado fibrado trivial.

Definigdo 1.4.6. Dizemos que um fibrado vetorial E sobre uma variedade diferencidvel
M € um subfibrado de fibrado vetorial E sobre M se Ep ¢ um subespago vetorial de E,
para cada p € M e, além disso, a aplicacio inclusio 1 : E — E é wm morfismo entre

fibrados vetoriais locais.

Definicao 1.4.7. Uma secao diferencidvel de um fibrado vetorial m : E — M € uma
aplicagao diferencidvel o : M — E tal que moo(p) = p, ou seja, para cada p € M, tem-se

o(p) € E,.

1.5 Grupos de Lie

Definicao 1.5.1. Um grupo de Lie € um grupo G com estrutura diferencidvel tal que a
aplicacio G x G — G dada por (z,y) — zy~' € diferencidvel.
Um homomorfismo de grupos de Lie serd um homomorfismo diferencidvel entre gupos

de Lie.

Exemplo 2. C é um espago vetorial, logo é uma variedade diferencidvel e seque dai que
todo aberto A de C € ainda uma variedade diferencidvel. Em particular, C* possui uma
estrutura diferencidvel e sabemos que € um grupo multiplicativo. Como a operagao C* x C*
(z,w) — 2w~ € holomorfa, temos que € diferecidvel.

Portanto, C* é um grupo de Lie.

Seja V- um espago vetorial. O conjunto Aut(V') dos automorfismos de V' é um subcon-

Junto aberto do espago vetorial End(V') dos endomorfismos de V.. Com efeito, a aplicagdo
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Y @ End(V) — R dada por ¥(A) = det(A) € continua e Aut(V) = (R — {0}), ou
seja, Aut(V') é imagem inversa de um aberto por uma aplica¢iao continua, o que prova
nossa afirmacgao. Entao, Aut(V') possui uma estrutura diferencidvel por ser uma sub-
conjunto aberto de uma variedade diferencidvel, a saber o espago vetorial End(V'). E se

considerarmos a opera¢ao multiplica¢io de matrizes em Aut(V'), vemos que a aplicagio

(A, B) — AB™! € diferencidvel, logo Aut(V') é um grupo de Lie.

Notagao 5. Denotaremos os automorfismos de R™ sobre R por GL,(R) e os automorfis-

mos de C" sobre C por GL,(C)

Definicao 1.5.2. Os subgrupos

SL(n,R) = {A € GL,(R);det(A) = 1}

SL(n,C) = {A € GL,(C); det(A) = 1}
sao chamados grupos especiais lineares.

Definicao 1.5.3. Os subgrupos

O(n)={Ae€GL,(R); A'A =1}

Un)={AeGL,(C); A*A =1}
sao chamados grupos ortogonais e grupos unitdarios, respectivamente.

Definicao 1.5.4. Os subgrupos

SO(n) = {A € O(n);det(A) =1}

SU(n) ={A € U(n);det(A) =1}
sao chamados grupos especiais ortogonais e grupos especiais unitdarios, respectivamente.

Definicao 1.5.5. Uma agao a esquerda de um grupo G sobre uma variedade diferencidvel
M ¢é uma operacao

GxM—M, (gx) —g-x
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tal que e -x =z e (gh) - =g - (h-x) para quaisquer g,h € G e x € M.
Se G € um grupo de Lie e a operagao € diferencidvel, dizemos entao que tal € uma

acao a esquerda diferencidvel.

Exemplo 3. A operacio produto usual de um elemento do grupo de Lie C* por um
elemento da variedade diferencidvel C* define uma acao a esquerda diferencidvel de C*
sobre C 1,

De fato, aquie =1, 1-2z =z e (af) -z = a- (B - 2) para quaisquer o, € C* e

z € C*L. Além disso a operagio produto é holomorfa e, portanto, diferencidvel.

Seja G, = {g € G;g-x = x} C G. Obviamente, tem-se e € G,. Além disso dados
g,h € G, tem-se
htz=khte)x=h"' R o=h"t Y (hoa)=hth i r =
=htaz=h'hta=>nt z=1
Dat,
(gh ) - z2=g- (W' 2)=g-z=2
e portanto G, € um subgrupo de G, chamado grupo isotropico de x.
Definicao 1.5.6. Suponhamos que exista uma agao a esquerda de um grupo G sobre uma
variedade M. O conjunto G -x ={g-x;9 € G} é chamado orbita de x.
Caso M contém somente uma orbita, ou seja, G-xv = G-y Vr,y € M dizemos que tal
acao € transitiva.

O conjunto de todas as orbitas em M serd denotado por M/G, ou seja,
M/G={G -z;x € M}

e a aplicagao m: M — M /G dada por n(x) = G - x € chamada de projecao candnica de

M sobre G/M.

Definicao 1.5.7. Um espago homogéneo de um grupo de Lie G € uma variedade diferen-

ciavel M com uma agdao transitiva o esquerda diferencidvel de G sobre M.

Teorema 1.5.1. Seja G um grupo de Lie e H um subgrupo fechado. Entdao o quociente
G/H admite uma estrutura diferencidvel tal que a proje¢ao canénicaw: G — G/H é uma

submersao.
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Teorema 1.5.2. Seja M um espago homogéneo de um grupo de Lie G, x € M e G, o
grupo isotropico de x. Entao a aplica¢ao f, : G/G, — M dada por f(9G,) = g -z estd

bem definida e € um difeomorfismo.

Definicao 1.5.8. Um grupo G age livremente sobre uma variedade M se possui uma a¢ao

a esquerda satisfazendo: gr = x para algum x € M = g = e.
Exemplo 4. C* age livremente sobre C*!

Definicao 1.5.9. Seja M uma variedade e G um grupo de Lie. Um fibrado principal
sobre M com a estrutura de G consiste de uma variedade P e uma a¢ao de G sobre P

satisfazendo as sequintes propriedades:

(i) G age livremente sobre P;

(ii) M = P/G e a projecao candnica de P sobre P/G ¢é diferencidvel;
(iii) P € localmente trivial;

P é chamado de espaco total ou espago fibrado e M espago base.

1.6 A geometria de CP"

1.6.1 Estrutura Holomorfa de CP"

Definicao 1.6.1. O espaco projetivo real complexo n-dimensional CP™ € dado pelo quo-

ciente CP™ = C"*!/ ~, onde dados z,w € C'*1 = C"™1\ {0},
z~w <z = w para algum A € C*.

CP™ ¢ entdo o conjunto das classes [z], onde z € C*L.

Mas,
(2] = {w € C'"hw ~ 2} = {w € C"™w = Az para algum A € C*} ~ {\z; A € C*}.

Ou seja, CP™ € o conjunto dos subespacos de dimensao complexa 1 em C*.
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Observacgao 1.6.1. Qualquer elemento de CP™ é da forma [(z1, ..., zZnt1)], onde (21, ..., 2p41) €
Crtl. Segue dat que dado [(z1, .. ., 2n41)] € CP™, tem-se z; # 0 para algum 1 < j < n+1,
de onde concluimos que se V; = {[(z1, ..., znt1)]; 2; # 0} entdo CP™ = nLin Vi.
=
Observagao 1.6.2. [w] = [z] & w ~ z < w = Az para algum A € C*.
Isto quer dizer que [w] = [z] se, e somente se, w é um multiplo de z
Em particular, se z = (21,...,2,41) € C' € tal que z; # 0 para algum j =1,...,n+1

entao

1 . . "
[(Zl,...,Zn_H)] = |:—(Zl,...,2!n+1):| = |:(ﬂ7...,ZJ 1,1, ZJ+1,..‘,Z +1):|

Assim, podemos escrever

[(Z15 s 2n1)] = [(w1, - wjmg, Lwy, ..o wy)],

2k
onde wp, = —.
<j

Para cada 7 =1,...,n+ 1, definimos

‘/j = {[(Zlv cee 7Zn+1)] S (CZZ+1;ZJ 7& O} = {[(wb vy, Wi, 1,’(1)]', s 7wn)]7 (w17 cee awn) € Cn}

e fj : C" = V; C CP" pondo f;(wy,...,wy,) = [(wy,...,wj_1, L, wj,..., w,)]. Mostraremos
que {(C", f;);7 =1,...,n+ 1} € uma estrutura holomorfa em CP™ o que o torna uma

variedade complexa de dimensao n.
n+1 n+1
fj € obviamente bijetiva, logo |J f;(C") = |J V; = CP™.
j=1 j=1
Agora s falta mostrarmos que se f;(C") N f;(C") =V;NV; # 0, fj’l(Vj NV;) € aberto

e que fi'o f; € holomorfa. Para isso, suporemos i < j(o caso i>j € andlogo).

Dado ((wy, ..., wy,)) com w; # 0, tem-se
fJ((wl,,wn)) = [(wl,...,wj,l,l,wj,...,wn)]
1
= E(wl,...,wj_l,l,wj,...,wn)
- [(Uh Wi—1 1 Wi1 wj—1 1 wjqg wn):|
- DU R 5 Ly P ) yreey T
W w; w; w;  w; Wy w;

Vi.

wy Wi_1 Wit w1 1 wiyg w
= fi(—,..., =, = = ,...,—7‘1)6]2(@”)

) bl
W; W; W; w;  WwW; Wy wW;



Portanto, f;(wy,...,w,) € V;NV; e dai (wy,...,w,) € f; ' (V; N V).
Dado [(#z1, ..., 2n41)] € V; NV, tem-se

z Zi_ Zi Z
[(z1, ..., 20p1)] = K—l i i "“)}

<j <j <j Zj
Logo,
_ 21 Zij—1 Rj+1 Zn+1
fjl([(zl,...,zn+1)]) = {(Z,, JZj , ]Zj e Zj )} = (wq,...,wy,)
24
com w; = — # 0, pois z; # 0 jd que (21,...,2,41) € Vi Provamos entio que
Z.

J

[V = (.. w,)iws £ 0},

que € de fato aberto.

Agora,
-1 _ -1
fi ij<w1,...,wn) = fz ([wl,...,wj_l,l,wj+1,...,wn])
_ g wy Wit | Wit wi—1 1wy Wy,
- 7 )t 9 PR 9 9 RS
w; w; wy w; w; W w;
_ [w Wi—1 Wit1 wi—1 1 wj Wy,
_— _, s e ey 9 9000y 9 _7 9000y — .
W; w; w; w; WwW; Wy W;

Portanto, f;of; € holomorfa, jd que cada coordenada determina uma fungao holomorfa.

1.6.2 Estrurura complexa de CP"

Pelo exemplo 3, vimos que C* age d esquerda sobre C'*1. A drbita de um elemento
z € C" ¢ dada por
Cz={d; A e C} =[2].

Portanto,

(CZ“/(C* ={[z];z € CZH} =CpP".
Mostraremos agora que a projecao candonica
7:CM — C'MH/C* =CP", 2+ C*- 2 = [7]

de C™"! sobre CP™ é diferencidvel. Para isto, tomemos p = (p1,...,pns1) € C' e

h : CM' — Cr™' dada por h(z) = z um sistema de coordenadas em C''. FEntdo
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7(p) € V; para algum j, onde V; € uma vizinhanga coordenada de CP™ definida acima.
Para provarmos que 7w € diferencidvel, temos que mostrar que j’“j’1 omoh € diferencidvel
em h™Y(p) = p. e para isto € suficiente mostrarmos que fj_loﬂoh € diferencidvel no aberto
7 V) ={(21,- -, 2n11); 2 # 0} C C'L, que contém h™(p). Mas dado (21, ..., 2n41) €

©1(V}), tem-se

fj_l oo h<Z17 R )Zn—‘rl) = fj_l © 71-(Zla R Z?’L-i-l) = fj_ ([(zlﬂ cee 7ZTZ+1)])
1 21 Zj-1 Zj+1 Zn+1
f_j DR 5 9 PRI
Zj Zj Zj Zj
_ 1 Zi—1 Zj+1 Zn+1
Zj,...,—zj,—zj,..., % .

Seque dai fj_1 omoh € holomorfa em 7=(V}), logo € diferencidvel, como queriamos.

Consegquimos entio mostrar que M = CP", e a acio de G = C* ¢ P = C""! satisfazem
as condigoes da defini¢ao 1.5.9 e portanto C*1 e tal acio de C* sobre CP™ é um fibrado
principal de CP™ com estrutura de C*.

Sejam 7 : STt — CP" a projegao candnica de S*" ' sobre CP™, p = [z] € CP" e
or = spang{z,iz} C C"*L.

Entao

m(p) = {we sz ~w}
= {w e S*w = Az para algum \ € S'}
= { Mz A=a+bicSh)
= {(a+bi)z;a,b € R e |(a+bi)z| =1}
= {az+0b(iz);a,b €R e |az + b(iz)| = 1}
= SN {az+b(iz);a,b € R}

= S2n+1 N OR = Sl.

Temos que T,S*" ™ = {w € C""Y;w L z} e, portanto, iz € T,S*" 1.

Como m € constante em 7r_1(p) >~ Sl tem-se dm, restrita ao subespago tangente a
71 (p) € identicamente nula. Tal subespago tem dimensio 1 e é gerado por um vetor
perpendicular z e contido no plano og, ou seja, gerado por iz. Logo, dr.|spang iz} = 0.

Seja

T, = ({iz}* em T,8*) = {w e C"*hw Le 2}
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Entio T,S*"t' = T, @ spang{iz}, T, tem dimensio 2n e, como dr.(spang{iz}) = {0},
temos que dn.(T.) = dn(T,5*"*') = T,CP™, pois dr. tem posto 2. Portanto dm.| .
T, — T,CP"™ € um isomorfismo.

Denotamos por (-,-) o produto interno hermitiano sobre C**1 = R*"*2 isto €, (z,w) =

n+1
S zwy.  Entao o produto interno euclidiano (.,.) sobre R*"™2 pode ser escrito como

k=1
(X,)Y)=R(X,Y).
Seja ¢’ a métrica Riemaniana sobre S*" ™' obtida pela restri¢io de (.,.) a TS?"L.

Entao ¢' € invariante sob a acao de S*, ou seja,
B OAX, YY) =g (X, Y)Vze S Ne St XY e T,5*"H.
Com efeito, dados z € S N e St XY € T,S?"*!, teremos

JLOAX,AY) = (AX,AY),. = R(AX,AY)
= ROMX,Y)) = RINHX,Y))
= R(X,Y) = (X,Y), = ¢(X,Y).

A partir dai definimos uma métrica Riemaniana g sobre CP™ pondo
9p(X,Y) = g.(d7; (X),d7 1 (Y)),

onde m(z) = p € CP", dft, = dm.| e X,Y € T,CP".

g € chamada métrica de Fubini — Study.

Exibiremos uma estrutura complexa J sobre CP™.

Sejam p € CP", dit = drlz,, J : T, — T. dada por J(w) = iw, z € S¥ tal
que m(2) = p e J = dii,oJodr;' : TpCP" — T,CP™. Mostraremos que J estd bem
definida e é uma estrutura complexa sobre CP™. Para que J esteja bem definida, nao deve
depender do elemento z escolhido tal que 7(z) = p. Sejam entio z1,z € S tal que
7(z1) = 7(22) = p. Entao existe X € St tal que zp = \z;.

Observamos que ® = 7o M. De fato, 7(z) = [z] = [Az] = [M(2)] = 7(M(2)) =
wol(z) Vz € S

Dado X € T,CP", existem wy,wy € T, tal que dit., (wy) = ditx,, (wy) = X. Mas, como

7™ =1 oA, usando a regra da cadeia teremos:
dﬁ')\zl ()\U)1> e d’ﬁ'zl (U)l) e d’ﬂ')\zl (’UJQ) = Wo = )\U)l,
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pois di € um isomorfismo.

Assim, por um lado,
J(X) = df,, o Jodi {(X) = dit,, o J(wy) = dF,, (iwy)) = dity,, (Mw) = d7, (iws)
e por outro,
J(X) = dft,, 0 Jodi ' (X) = di,, o J(wy) = dita, (iMwn)) = dit., (iws).

E, portanto, J esta bem definida.

J € de fato linear e
JP=dr,oJodi; odr,oJoda;' =di,0oJoJodr;  =di,o(—I)odi;' = —1I.

Portanto, J € uma estrutura complexa sobre CP™.

Observamos que se X,Y € T,CP" entao
g(JX,JY) =g(di o Jodi ' (X),dioJodi \(YV)) =g (Jodi " (X),Jodi }(Y)) =
= R(Jodi (X)), Joda™ (V)) = R(ida~Y(X),ida " (V)) = R(ii(dx~*(X),dx " (Y))) =

= R((d7x~(X),d7(Y))) = ¢'(d7 ™' (X),d7 " (V) = g(X,Y).

Isto prova que a métrica de Fubini-Study é hermitiana com respeito a estrutura J.

1.6.3 Fibrado tautolégico

Sejam, agora, L = {(p,v) € CP"xC""hv ep},1<j<n+lef;:C"xC=
C"' — L dada por fj(w,\) = ([@],\w0), onde w = (wy,...,w,) € CP" e w =

(wiy .. wi—g, Lw,y, ... w,) € CHL
Dado (p,v) € L, podemos escrever p = [(wr, ..., wj_1,1,wj,...,w,)] para algum 1 <
j<n+1e, ji quev € p, existe A € C tal que v = )\Ewl,...,wj_l,l,wj,...,wn). Segue
dat que (p,v) = f;(wy,...,w,, A), de onde concluimos que L = nol f;(Crhy.
j=1

Se (w1, A1), (we, Ay) € C" x C sao tais que (wy, 1) # (we, \2) entdo wy # wy ou

A1 # Ao, Em quaisquer dos casos tem-se A\ # A, € dai

fi(wi, A1) = ([W1], Madn) # ([We], Aatdz) = fj(wa, Ag).

20



Portanto, f; € injetiva.

Suponhamos que f;(C*"*HN f;(C"™) =W # 0 parai # j. Usando argumentos andlogo
quando provamos que CP™ € uma variedade complexa, consequimos ver que fj_l(W) €
aberto e que f; ' o f; € holomorfa.

Os argumentos acima mostram L é uma variedade complexa de dimensao n + 1.

Mostraremos que L é um fibrado vetorial dimensao complexa 1 sobre CP", chamado
fibrado linha tautologico.

Primeiro, definimos a projecio w: L — CP™ pondo m(p,v) = p

Se p e CP", seja z € C" tal que p = [z]. Entdo
L,=7"'p) = {p} x {ve C"vep}={p} x {Az e C""; A e C}.

Entao definimos a aplicagao T : E, — C pondo T(p, \z) = X\, que estd bem definida(
pois p e z sao fixos) e é obviamente um isomorfismo C-linear entre a fibra L, e o espago
vetortal C de dimensao complexa 1.

Dado q € CP", seja U um aberto contendo q e @y : 7 H(U) — U x C definida da
sequinte maneira:

Dado p € U, firxamos z € C"! tal que p = [z]. Entio v = Xz para algum \ € C e
colocamos @y (p,v) = (p, A).

Oy € claramente um difemorfismo e @y (E,) = {p} xC, como pode ser visto facilmente.

Além disso se U e U sio abertos tal que UNU + () entao <f[>UoCI>lT]1 = I( aplicagao identidade )
e, portanto, € um isomorfismo entre fibrados vetoriais locais sobre a identidade, o que fal-
tava para a provarmos o que haviamos afirmado a respeito de L.

Seja L+ o subfibrado do fibrado trivial CP™ x C"*! cuja fibra, em cada ponto p = [2],

BN

L, = {z}c,
ou seja, a projecio T : L+ — CP™ € tal que 7 1(p) = {z}¢.
Consideremos a aplicagio ¢ : TpCP™ — Hom/(L,, L}f), definida para cada v € TpCP"
por Y(v) = f onde f(z) = dr;(v).

Como d, € um isomorfismo linear, 1 estd bem definida e € linear. E mais ainda, ¢

¢ injetiva, pois se (v) = Y(w) entao

dii;' (v) = (v)(2) = Y(w)(2) = di7 ' (w) = v =w,
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devido a d7, ser isomorfismo.

Dado f € Hom(Ly, Ly), tem-se f(z) € {z}¢ = T.. Entdo, se tomarmosv = di.(f(2)) €
T, = {2}&, teremos f(z) = di;*(v), e dai f = (v), de onde concluimos que a aplicagdo
linear ¢ € sobrejetiva, e uma vez que jd provou-se que € injetiva, seque que € um iSOMOor-

fismo linear.

Definigao 1.6.2. Sejam X € T,CP", s uma segdo do fibrado homomorfismo Hom(L, L*)
e v uma curva em CP™ tal que v(0) = p e v'(0) = X. Escolhemos uma segao z(t) de L

sobre y(t). Entao definimos a conexdo sobre Hom(L, L*) por

(Vxs)(2(0)) = (VK (s2(8)) — s(VE 2(t))]i=o-
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Capitulo 2

Sequéncias Harmonicas

Aplicacoes harmonicas

Seja 1 : M — N uma aplica¢ao diferencidvel entre as variedades M e N, onde M onde

€ compacta. a energia de f € dada por
E(y) = / |dwp|*dV ol.
M
A aplicagao € dita um valor estaciondrio de E se satisfaz a equagao de Euler-Lagrange
trVdy =0,

onde (VAP)(X,Y) = (Vxd)(Y) = Vi (d(Y)) — d(VxY) e

o 0 d@@

trvVdy = (dea_x’ ﬁ) +(V M(G_Y’ 8_Y)'

Definigao 2.0.3. A aplicacao ¢ acima € dita harmoénica quando trVdiyp = 0, ou seja, 9

€ um valor estaciondrio de E.

Quando M ¢é uma superficie de Riemann, isto equivale a

(V o dv) (%) _0

ou
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2.1 Construcao de sequéncias harmonicas

Consideramos S uma superficie de Riemann, 1y : S — CP"™ uma aplicagao e fo : S —
C* de tal forma que ¥o(z) = [fo(2)].
Sejam agora

Lo ={(z,v) € S x C"*;v € [fo(2)]}

Ly ={(z,v) € Sx CI"hw e [fo(2)]"}
fibrados linha sobre S.

Uma secao de Ly é uma aplicagdo s : S — Lg satisfazendo

s(2) € Lo. = {2} x{v € C"v € [fo(2)]} & [fo(2)] € C"T Vz € M.

TV
fibra sobre z

Portanto, podemos considerar uma se¢ao de Lo como sendo uma aplicacdo s : S —

C"*! satisfazendo
s(z) € [fo(2)] = s(z) = Afo(2) = s = Afo, para algum X € C.

Isto quer dizer que as seg¢oes de Lqy sao da forma \fy.

Em particular, fo € uma segcao de Ly.

Todo sub-fibrado vetorial complexo V de S x C"*' herda uma estrutura holomorfa
para a qual uma se¢ao local s € holomorfa se e somente se a derivada % € ortogonal a V.
Desse modo, Ly admite uma estrutura de fibrado vetorial holomorfo sobre M e, portanto,
podemos supor que a se¢ao fo de Ly seja holomorfa.

Yo determina uma aplicacao 0y : Ly — Lé da sequinte maneira:

Ooo = iy (%) fo=rme (%) ,

onde Trs € a projegao sobre L.
Oy esta bem definida pois qualquer outra se¢ao de Lo é da forma Afy e dai O(A\fy) =
A0 fo.

Com isso, temos a sequinte proposi¢ao:

Proposicao 2.1.1. 9y é uma aplicagcao holomorfa se, e somente se, 1y = [fo] € uma

aplicagao harmonica
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Demonstragao:

Sabemos que fo € uma segao holomorfa nao-nula de Ly, isto é, 0 = ng&
z
Basta entao provarmos que Oy fo € holomorfa se, e somente se, 1y € harmonica.

Mas,
(V.2.80)fo =V 2(9fo) = (V2 fo) =V a(dofo)

Assim,

0

Yo € harmonica < V o2 0y = V o di)y <—
oz 0z 0z

) =0 V%(aofo) =(Vad)fo=0

9
oz

Concluimos que

o € harmoénica < V o (0o fo) = 0 < Oy fo € holomorfa.

9
oz

Agora, suponhamos que Jy # 0. Entao 0y fo # 0.
Defimos 11 : S — CP™ pondo 11(z) = [f1(2)], se fi(z) # 0. Caso fi(z0) = 0, entao
podemos escrever fi(z) = (2 — 20)"g(z) onde g(z9) # 0. Observamos que, para z # =z,

[/1(2)] = [9(2)] e pomos ¢1(z) = [9(2)].

Dai podemos construir subfibrados

Ly ={(2,0) € S x C" v € vy (2)}

Ly ={(z,v) € S x C"™ ;v € ¥y (2)*}

do fibrado trivial S x C*1.
Observamos que as se¢oes de Ly sao os multiplos de f, e que dada uma se¢ao \fy de
Ly, tem-se Oy(Afo) = \f1, ou seja, as segdes de Oy(Lg) sao seg¢oes Ly, e portanto Oy aplica

Lo em L.
Proposigao 2.1.2. Se ¢y € harménica entao 1y também ¢é.

- ) i _ 0 .
Definindo 0y : Ly — Ly por 01 = di (5), e usando processos andlogos aos us-
ados acima, consequimos construir aplicagoes 1,0, e subfibrados L, com propriedades

semelhantes apenas trocando o indice O por p € N.
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Definimos g : Ly — Lg pondo

Tofo = d%( )fo—m (%)

Bl
L 19,
DofoP 0

Loy ={(20) € § x T € [fa(2)]}

Definimos também:

fo=-—

Observamos que as se¢oes de Og(Lo) sio segoes de L_y e, portanto, Oy aplica Ly em
L_1, e a partir dai definimos _, = [f_1] e O_1 = dip_, (%). Sequindo tal processo,
consequimos aplicagoes 1y, gp e subfibrados L, satisfazendo, para p € Z_:

A 10fol?
10, /ol

(it) 0, € anti-holomorfa se, e somente se, 1, é harmonica;

(i) fpfl ’2 pfp pfp fpfl

(ii1) 1, harménica = 1,_1 harmoénica.

Podemos, assim, construir 0, e 0, nao somente para p sequndo suas restri¢oes acima,

como para todo p € Z de modo natural.

L_ QEL 1Q>L0—>L1—>L2

L2LL R LT SR S

2.2 Equacoes basicas

Supondo que f, seja holomorfa, temos que O,f, = fp41 também € e

Ofpi1 3fp+1

0=V a fypur = projiy 2 I 5y
Seque dai que
— . f of of
ap+1fp+1 — projL:)_Jrl ( apg'l) — pTOj ( apg‘l — apg'l . (21)
_ 0 f 2 _ 5 f 2 _ f 2
Oty =~ g g = B g o g = L oo
p p p—1
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Substituindo a ultima na primeira igualdade de (2.2), temos

AP
|fp—1|2

5pfp - fp—l'

Usando isso em (2.1), concluimos que

8fp-&-l _ |fp+1|2

9z |fl o
Observamos que f,—1 L f,, jd que f, = Op_1fp—1 € uma segcao de L]f_l.
Ofp ofp _ Ofp,
o | gy, temos que f, 1 52, ou sefu, {22y <0,
Entao
g(ln]f |2): %(fpafp> — <%7fp>+<fpaaai;> — <%7 p>
0z . | fol? | fol? | fol?

0 0 0 0
- () () - ()

Como as segoes de L, sao mailtiplos de f,, tem-se

af af, . af
a—zp = foy1+ 7L, (a—zp) = fp+1 +projy, (8_;)

) % f, 0
G_J;p = fp+1 + < T}p|2 >fp = fp1 + E(ln [fol*) fo-

2.3 Seqiiéncias harmoénicas com fim

Suponhamos que para algum p € Z, 1, seja anti-holomorfa. Entao

8, = dij, (%) = 0.

(2.3)

(2.4)

E como

(2.5)

Assim, fpp1 = 0 e ¥,y nao pode ser definida e a seqiiéncia harmonica fim a direita

em .

Analogamente para o caso em que 1, € holomorfa, 1,_1 nao poderd ser definida e a

sequéncia harmonica contruida terd fim a esquerda em .

Definicao 2.3.1. Quando a seqiiéncia harmonica tem fim a direita ou a esquerda, cada

aplicagao v, € dita pseudo-holomorfa
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2.4 Os invariantes

Definigao 2.4.1. Seja I = {p € Z;, estd definida}. Definimos

2
|fp+1| SepGI

=L |h7
0, sep ¢l

As formas T, = 7,|dz|? sio chamadas os T'—invariantes da sequéncia harmonica.

Da equagao 2.5, teremos

azfp _ aprrl 0 2 0 20fp
8282_ 85 + <aza—1n‘fp’ )fp+_l ’fp'

Usando a defini¢ao 2.4.1, podemos reescrever a equagdo 2.4 como

afp—i—l

5z~ elv

Substituindo a equagao 2.7 em 2.6, obtemos

0? o
v = —pfp + (a BE 1n‘fp|2> fp = o 195 ln|f1’| fr—1

020z
Agora usando novamente as equagoes 2.7 e 2.5, podemos ter
*f, 9 Oy Ofp-
(920102 = _&(VP—lfp—l) = p 1fp 1= Vp-1 apz -
0 f 0,
(9281,; = - apzlfp 1= Yp-1(fp + (ln‘fp 1| ) fo-1)
Comparando 2.8 como 2.10, obtemos
0 0y
(aza ln|fp|2) = ’fop_/yp—lfp p 1fp 1
+ Y- 19, ln|fp’ Jo—1 = Y- 19, (hl‘fp 1| ) fp—1
0? Oy
<8 07 1n|fp|2> = Yo — Vo-1Sp — p 1fp 1

0
+ Y- 19 (ln|fp|2 1n|fp—1|2)fp—1

020z
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(2.6)

(2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

0? 0y 2
( In |fp‘2> oo = Whp—W-1Sp— %fpﬂ + Yp—1 <_ In |J|CZP|1|2) Jp-1



0y

0? y 0
(azﬁiln’pr) o = Who—Wo1fp — 02 Jp—1+ -1 (&

In ’Yp—1> fp—l

0? 0Yp— 0y
( 1n|fp|2) fp = ’Ypfp_’)/p—l.fp_mfp—l‘}' '7}0 1fp—l

020% 0z

62
(azaz In |fp|2) fp = 'Ypfp - 'Vp—lfp

0? 9
8282 ln|fp’ :ryp_ryp—l

De 2.11, obtemos
2

azaz In |fp+1|2 = /Yp-i-l - W/p'

Considerando a diferenca entra as equacoes 2.11 e 2.12,0btemos

WL M
0202 |fpal> " T T

0? In |fp+1’2 = —, 4 + —
0207 |fp|2 p p—1 p+1 D

82
8282 ln 71) = pr"f‘l - 2717 + P)/p_]-'

Seque imediatamente dessa equagao o sequinte lema:

0

z

(2.11)

(2.12)

(2.13)

Lema 2.4.1. Dois y—invariantes consecutivos determinam todos os y—invariantes.

Observamos agora que

a 2
Oufy = Sy = O 52 =yl = |avy (2 )] =10y -
9\ |2
Da equacao 2.3, vem que
IN _mp_ 6P _
o (52)| = o= g =

Definicao 2.4.2. Para cada para p,q € Z com p > q, definimos

{fo: for)
wo =) TR
0, sep ¢l

sepel

2
|fp+1|2 —

g/
o g

(2.14)

(2.15)

As formas U, 4 = up (dzP~9 sao chamadas os U—invariantes da sequéncia harmonica.
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Consideramos as equagoes

DN ao (2NN~ o5 (o fo 5 I
(o (32) 6n (52)) = 0020 = (o 2t
Entao

0 0 <apfp? - ‘J;z} |12‘ apfp>
(0 (32) 0 (22) ) = 1 0Bt = -

|fp—1’2

Assim, usando a equagao 2.3, a defini¢ao dos u—invariantes e lembrando que 0, f, =

a 8 _ <fp+1>.fp—1> _
<dwp (@) W (@)> T Upt1p-1- (2.16)

Suponhamos que a sequéncia de aplicagoes harmonica 1, nao seja pseudo-holomorfa.

fp+1, obtemos

Entao, para quaisquer p,q € Z como p > q, usando as equagoes 2.5 e 2.4 teremos

%(fpqu> - <%7fq> <fp78fq>
- <f+1+—1n|f |2f,f>+<f,— il f_1>

p D2 pl Jp) Jq P T q
0 |fal?

= & In |fp|2<fpa fq> + <fp+17 fq> - |fq—1|2 <fp7 fq—1>
Apartir dai, usando a deﬁm'g:do dos u—invariantes, concluimos que
|fq’2 92 <fp? fo) = up,qa_ [ fpl” + tupr1g — Upg1- (2.17)
Usando a equacao 2.5 e sabendo que < L fq e for1 L fq, vemos também que
3 1 :_<8_Zq7fq> _ <fq+1+ 2 1n|fq‘2f(I7fQ> _ 1 l ’f ’2
0z | fy|? | fal* | fal* |fq’2 0z !
Seque que
1 <f 7fq> 2 0 2
fos f = 2 —1 f —Up o= In|fy]" 2.18
< p Q>az|fq|2 |fq|2 | Q| PQaZ | Q| ( )
Combinando as equacoes 2.17 e 2.18, obtemos

00U L
geten = g i U W e

0 0
= _qua— 1n‘fq|2+up,q£1n|fp| T Upt1,qg — Upg—1

1 |fp|2

+ Upy1 — Up,g—1
|fq|2 p+1,q9 P,q

|fp|2 |fp—1|2 |fq+1|2)
= Uu In : +u 1, — Up,g—1
pqa <|fp1|2 |fp*2‘2 ’fq|2 b P

0
= up,q& I (Y1 Ypo2 oY) T Uprig — Upg1 (2.19)
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Observamos também que

0 1 !

Frin = sl R+ U B g
1 ey, L, o, o 52)
- |fq\2<5’fq> P o)~ Ur f =g

0
- |fq‘2< L 1fp l’fq>\ fql? <fp7fq+1+£1n|fq|2fQ>

fpqu <f(I7ff1+1+ 2 ln‘fq|2fq>
| fal? \fq\Q

| fo]? d )
= —Vp-1lUp-1,4t+ 7.2 ‘fq?‘z (for for1) + up,q& In |fq‘2 - up,q& In ’fq|2
ql” 1Jq

= YqUp,g+1 — Vp—1Up-1,g- (2.20)

Observagao 2.4.1. Reescrevendo a equagao 2.19 para ¢ = p — 1, obtemos

0
Uptip=1 ~ Upp—2 = - Upp—1 = Upp—1 5 10%p1 =0 = 11 = Uppo Vp € Z.
I~ N~ 0z
=0 =0
Assim, teremos
= Upp2 = T ULl F U0 = UYL= e = Upplpol = -

Em particular, upi1p—1 = usg Vp € Z.
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Capitulo 3

Teoremas da congruéncia

Neste capitulo, apresentaremos o teorema principal deste trabalho, o Teorema da con-
gruéncia para CP™. Mas antes, precisamos ver mais algumas definicoes e resultados que
serao usados na sua demonstra¢ao.

Aqui, serao honradas as mesmas notacoes do capitulo anterior

3.1 Lemas prévios

Definicao 3.1.1. Seja g, a métrica induzida sobre S por 1, dada por
gp(X,Y) = R(dipp(X), dipp (Y)) VX,V € T'S.

Consideramos w, w(X,Y) = R(X, JY), a forma de Kihler sobre CP" e dA, a forma

drea sobre S, com respeito a g, e a orientagao de S, isto €,

aa (293 0 0N (90 0N [ (0 O\
P\oz’ oy ) W\ oz oz )% oy’ dy Ip ox’ Oy

Entao em cada ponto sobre S tal que 1, € nao singular, definimos o dngulo de Kdhler 0,

de 1, por Pyw = cos O,dA,.

Usando o fato que

0 o 0

or 0z * 0z’

o 0 0 0 0 0
9p (%7 %) = %(d% (&) + dipy (%) , dipp (&) + diy <£>>

32

obtemos



o 0 o\ |? o\ I? ) )
o (%’%) - W (%) *W (%) WW (%)’d% (£)>
0 0
= w{an () a0 (52))
Como

o () o () = o (32) o (32) ) = (e (32) o (32) )

seque, usando as equagoes 2.14, 2.15 e 2.16, que

o 0
9p (8_.@7 %) = + Tp—1 — 2§Rup+1,p—1- (31)

9 _i(2_9
oy 0z 0z)’

consequimos mostrar também (sequindo o mesmo raciocinio anterior) que

Usando o fato que

o 0
dp (a—y, a—y> =%+ Vp-1+ 23?up+1,p_1. (32)

E mais,

(e ) =70 (32) + 0 (32) oo () 14 (2))
(i) = b G ol ()] =+ (o (3) o (32))

+1
+ i<d¢p (%) , diby (%) >] = —R(itp1p-1) + R(WUpi1p1) =

_ o _ x o _ 9k
= SUpt1p-1 = SUprip-1 = SUpt1p-1 T SUpt1p-1 = 23Upt1p-1

o0 0
9p (%7 @_y> = 2QUpt1p-1 (3.3)
Vejamos o que acontece se aplicarmos Yy w em (a%’ a%) :

oG = (o) 0 (5) = (2 000 ()
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Usando os fatos J* = —I, di,(iX) = Jdi,(X) e ainda que % = % + % e a% =

) 0
(5 — 52

%w(%(%) _ %<d¢p(%)+d¢p(%)~12d%(a%‘%)>
= w(aw (2) van (2) o
- |t (5)
o o (52) o (32)) = (oo () o ()

), consequimos

Agora, usando as equagoes 3.1, 3.2 e 3.3, vemos que

aa (29 _ 9 9N (9o 0N [ (0 9\]
P\oz’ oy ) W\ oz oz )% oy’ Oy I\ oz oy
= \/(710 = Yp-1)? — 4(Rupi1p-1) — HSupr1p-1)?

= V%= Wt — [t P (3.5)

Sabendo que Y,w = cos0,dA, e usando as equagoes 3.4 e 3.5, obtemos

Tp — Vp-1

cos 0, =
\/Vp — Yp1 — |Ups1p-1]?

(3.6)

Seque imediatamente das equagoes 3.1, 3.2, 3.8 e 3.6 a sequinte
Lema 3.1.1. (i) A métrica g, determina e € determinada por I'y_y + T, e Upiq p-1;

(1) A métrica g, e o dngulo de Kdihler 6, de 1), determina e sao determinados por',_q, T')

e Upr1p-1-

Lema 3.1.2. A métrica e o dngulo de Kdihler de um elemento da sequéncia harmonica

determina a métrica e o dngulo de Kdhler de qualquer outro elemento da sequéncia.

Demonstragao:
Sejam g, e 0, a métrica e o dngulo de Kdihler de 1),. Pelo lema 3.1.1, conhecemos I',_1,1",,

Upti1p-1 € para determinarmos a métrica g, e o dngulo 0, de um outro elemento 1,, basta
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sabermos 0s valores de I'y_1,1'y € Uyy1,4-1. Mas com estas informagoes, invocando lema
2.4.1, podemos saber exatamente que sao I'y_y e I'y. Além disso, pela observagao 2.4.1

temos que Upi1p1 = Uz = Ugi1,4-1 € 1850 conclui a demonstragao. O

Lema 3.1.3. Seja k € N fizo. Entao os I'—invariantes juntamente com {Uyg,...,Uko}

determinam {Upi1,4, ..., Uptrp} Vp € Z.

Definicao 3.1.2. Uma aplicagao ¢ : S — CP™ € dita substancial quando sua imagem

©(S) nao estd contida em nenhum subespago proprio CP* do espago projetivo complexo

cpr

Lema 3.1.4. Seja V(z) = span{ fo(2) -2 fo(2)} € suponhamos que S seja conexa. En-

02P0z4

tio V € um subespaco constante de C"' e = 1)y é substancial em um subspaco de CP"

determinado por V.

Lema 3.1.5. Se V. = V/(z) denota o subspago descrito no lema 3.1.4 acima, entao as

sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(i) ¢ € substancial.

(ii) V = Crt.

(111) ¥|a € substancial para qualquer aberto denso A C S.

(iv) Cada conjunto de n+1 fibrados linhas consecutivos da sequéncia harmoénica constru-

ida apartir de i € L.I. sobre um aberto denso de S.
Lema 3.1.6. O subespago V' descrito acima € gerado pelas segoes f,.

Demonstragao:
Isto seque das equagoes 2.5 e 2.4, onde vemos que as derivadas parciais de primeira ordem
de segoes locais sao geradas por segoes locais e derivando elas ainda continuarao sendo

geradas por segoes locais. O
Lema 3.1.7. Seja p € I. Entao
(1) ¥, € holomorfa se, e somente se, I',_1 =0

(ii) 1, € anti-holomorfa se, e somente se, I', =0
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Demonstragao:

O

Lema 3.1.8. Suponhamos que I',, = fp para todo p € 7. Entao para cada x € S existe
uma coordenada complexa z sobre um disco aberto D S x e segoes locais holomorfas

nao-nulas fo de Ly e fo de Lo sobre D tal que |fp]* = |fp|2 para todo p € I.

Demonstragao:
Dado x© € S, escolhemos uma coordenada z sobre um aberto D > x tal que exista uma
segoes locais holomorfas nao nulas fo de Ly e ﬁ) de EO sobre D. Por hipdtese, y_1 = 7_1

e Yo = Yo € usando a equacgao 2.11, obtemos

|f0| o 82 e 2 N _ (x o~ B _ B
828z |f0|2 - azag(ln’fo\ In|fol*) = (50 —¥=1) — (o —7-1) = 0.

72
Assim, a funcao In I§2}2 ¢ harmonica, logo € parte real de uma apalicagao holomorfa,

digamos com In H};}z = 2Rh(z). Portanto,

z f |<}‘V| 4 4
) = M = b = ] = MOl = (PO = ORIl = e Sl

Mas podemos considerar a secio e” fy no lugar de fy, o que conclui a demonstracio.

Lema 3.1.9. Sejam 1, @Z: S — CP" aplicagoes harmonicas, onde S denota uma superfi-
cie de Riemann conexa. Sejam ainda I' e T os T—invariantes de Y e J, respectivamente.

Suponhamos que I'), = fp Vp € Z e que alguma das condigoes sequintes seja verdadeira:
(1) ¢ € pseudo-holomortfa.
(i1) w,zz possuem os mesmos U—invariantes.

Entao ¢ € substancial se, e somente se, 12 também €

Demonstragao:

Pelo lema 3.1.7, 1 € pseudo-holomorfa se, e somente se, 1; também €, jd que I', = fp.
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(1) ¥ e sao pseudo-holomorfa com mesmo comprimento, logo suas se¢oes geram sub-

spagos de mesma dimensao. Seque entdao dos lemas 3.1.5 e 3.1.6 que
Y € substancial <V, = C'! o V= C"*! o 1; € substancial.
Isto mostra a primeira parte.

(ii) Pelo lema 3.1.8, para cada x € S, existe uma coordenada z sobre uma disco aberto D
contendo x e secoes locais holomorfas nao nulas fy e fg de Lg e I~/0, respectivamente,

|2_

sobre D satisfazendo | f,|*> = |f,|?. Sendo assim, temos que (f,, f,) = (fp, fo) para

todos 0 < p,q < n, jd que os U—1invariantes de 1 e ibv S40 1gUaLs.

Entao, pelo lema 3.1.5, v € substancial se, e somente se, os n+1 fibrados Ly, ..., L,
sio L.I, sobre uma aberto de aberto denso em S, ou seja, a matriz ((f,, fy)) =
((fp, fq>) ¢ invertivel sobre um aberto denso em S. Isto quer dizer que os n+1 fibrado

Lo, ..., L, sio L.I. sobre um aberto denso em S e isto acontece se, e somente se, ¥

é substancial.

3.2 Teorema principal

Teorema 3.2.1 (Teorema da congruéncia para CP™). Sejam S uma superficie de Rie-
mann conera e 1/),{[? : S — CP" aplicagoes harmonicas com I'—invariantes I'y e fp,
respectivamente. Suponhamos que I'_; = f_l, Ty = I e, além disso, que uma das

condigoes abairo seja verdadeira:
(1) ¢ € pseudo-holomorfa;

(i) Se Uy, e Uyy sao os U—invariantes de 1 e 1, respectivamente, entdo Upg = U,

para =2,...,n+1

Entao existe uma isometria holomorfa g de CP™ tal que 7;5 = gy. Se Y for substancial

entao g € unica.

Demonstragao:
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(1) Segue uma idéia andloga da demonstrag¢ao do item (ii) abaizo, porém mais simples.

(11) Como temosI'_y = f,l ellg = fg, devido a equacao 2.13, podemos determinar todos
os I'—invariantes de 1 e 1,/;7 tendo ainda I') = fp para todo p € Z. Pelos lemas
3.1.4 e 3.1.9, podemos assumir que v e @Z sejam substancial em algum subspago
CPk c CP", e dai e pelo lema 3.1.5, temos que os k+1 fibrados linha Ly, . .., Ly (e

também Ly, ..., L) sao linearmente independente sobre um aberto denso S" C S.

Como I'), = fp e Upo = Upo para p = 2,...,k + 1, teremos pelo lema 3.1.3 que
Upg = fjp,q para quaisquer p,q com 0 < q < p < k+ 1. Entdo na prova do item (ii)
do lema 3.1.9, vimos que para cada x € S, podemos encontrar um disco aberto D > x e
2 = | fol? para todo p e que (fpr fo) =
(ﬁ,, f;) V0 < q < p < k+1. Assim, existe uma unica matriz unitdria A do tipo k+1xk+1

definida sobre D NS’ tal que f; =Af, Vp=0.... k.

secoes holomorfas fo, ﬁ) de Ly, Lo sobre D tal que | fo

Provaremos que A € constante. Por um lado temos

%_fz pr i |f T, - (fp+1 ~In|fy[2 ;).

E por outro,

Ao 0L A% O = Al WGP + oy

0z 0z 82
Portanto,
0A
fp =0Vp=0,...,k
Como os f, sao linearmente independentes, temos que % = 0 e, sitmilarmente,
mostramos que % = 0, e isso mostra que A é uma matriz constante. Agora escolhe-

mos C' tal que para estender A a uma matriz unitdria B do tipon+1 x n+ 1:

A0
0 C

FE definimos a isometria holomorfa
g=[B]:CP" — CP", [2] — [Bz].
Entao, parap =0,...,k, teremos em S':

= g([f,)) = [Bf) = [Af,] = [f,] = ¥y
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Como S’ € um aberto denso em S, por continuidade, mostramos que 1; = g1 sobre

todo S. O

Teorema 3.2.2 (Extensao do Teorema). Seja ¢ : S — CP™ uma aplicagio harmonica
de uma superficie de Riemann conexa S e seja h : S — S um difeomorfismo conforme tal

que
o W'I')y=T), parap=0,—1,
o WlUy,o=U,o parap=2,...,n+ 1.

Entao existe uma isometria g de CP™ tal que g = 1h. Se 1) € substancial entdo g €

unica com esta propriedade.

Demonstragao:
Seja 1; = 1h. Entao fp =hWTp =T, ¢ U = hUpq = U,q. Assim, pelo Teorema da
Congruécia, existe uma isometria g de CP™ tal que gy = 1;, ou seja, g = Yh. Ainda

pelo Teorema da Congruécia, vemos que g € unica com essa propriedade. O
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