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RESUMO

VARIEDADES KAHLERIANAS COM
PLURI-CURVATURA MEDIA PARALELA

Orientador: Renato de Azevedo Tribuzy
Programa de Pos-Graduagao em Matemaética

Este trabalho apresenta uma demonstracao detalhada do
teorema que caracteriza a existéncia de familias associadas a
imersoes isométricas de variedades Kéhlerianas no espaco
euclidiano. Além disso, demonstra-se também a decomposi¢ao or-
togonal e paralela do fibrado normal, para o caso em que a familia

associada é trivial. Ambos os resultados se devem a F.E. Burstall,
J.H. Eschenburg, M.J. Ferreira e R. Tribuzy.



ABSTRACT

KAHLERIAN MANIFOLDS WITH PARALLEL
PLURI-MEAN CURVATURE

This dissertation is concerned with the existence of an associated
family of isometric immersions from Kéahlerian manifolds into Fuclidean
spaces wherein the main theorem is proved in detail. In addition, when
the associated family is trivial, it is demonstrated that the normal bundle
admits a parallel and orthogonal decomposition. Both results are due to F.E.
Burstall, J.H. Eschenburg, M.J. Ferreira and R. Tribuzy.
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INTRODUCAO

Algumas superficies em um espaco tridimensional admitem deformacdes
que alteram a forma da superficie preservando a métrica intrinseca, preser-
vando as curvaturas principais e rotacionando as direcoes principais; isto
acontece com as superficies de curvatura média constante. Estudos sobre a
existéncia dessas deformagoes, tomando como espaco ambiente espacos de
curvatura constante, foram feitos por Bonnet [1], Hoffman [10], Tribuzy [13]
e Lawson [12].

Um caso particular, conhecido desde o tltimo século, é o das superfi-
cies minimas, que admitem uma familia a 1 - parametro de deformacoes
isométricas, com a caracteristica mencionada, chamada familia associada. A
deformacao do catenodide no helicoide é o exemplo mais conhecido; as super-
ficies minimas localmente isométricas da familia catendide-helicdide podem
ser encontradas em termos da representacao de Weierstrass em Earp [8].

Este trabalho apresenta uma generalizacao das familias associadas para
dimensoes e codimensoes maiores. As superficies foram substituidas por
variedades Kéahlerianas, isto é, variedades Riemannianas munidas de uma
estrutura complexa J em T M, paralela na conexao Riemanniana, e o espaco
ambiente é o espaco euclidiano.

Se f : M* — R ¢ uma imersao isométrica de uma variedade
Kihleriana M, podemos estender J a TCM = {X +iY; XY € TM} e
diagonaliza-lo; entdo, teremos a decomposicdo paralela de T°M como soma,
direta dos subfibrados proprios de J, THIM = {X € T°M; JX =iX} e
TOOM = {X € T°M;JX = —iX}, e os campos de TCM serdo do tipo
(1,0), se pertencerem TN, e do tipo (0,1), se pertencerem a TV M,
Decompondo a extensdo ao TCM da segunda forma fundamental «, de
acordo com os tipos [9], teremos a (1,1)- componente da segunda forma
fundamental de f, oV, dada por aXY(X,Y) = [a(X,Y") + a(X",Y")].
Se {ey, Jey,...,en, Je,}, para k = 1,...,n, é um referencial ortonormal em
um aberto de M, entdo {Ey,...,E,} e {E, ..., E,} sdo referenciais ortonor-
mais, e perpendiculares, dos respectivos subfibrados T M e TOD M onde,
b, = \%(ek —iJey), By = \%(ek +iJe). O vetor curvatura média H, dado



por H = 5-traco(a), pode ser obtido por H = 230" | a(E}, Ey,). Segue da
equacdo de Gauss que H = 0 < oY = 0 [6]. Observe que o resultado nio
¢ valido em qualquer espaco ambiente. No caso de uma superficie, tomando
n = 1, temos oMV (X)Y) = (X, Y)H, e oY ¢ paralela se, e somente se,
o vetor curvatura média H é paralelo. Isto é o que motiva chamar o) de
pluri-curvatura média de f; de fato, para qualquer curva complexa C' C M
a restricio de a(MV) a T'C' é novamente a métrica multiplicada pelo vetor
curvatura média da superficie f|c.

Assim, as superficies de curvatura média constante em espaco tridimen-
sional sao generalizadas pelas subvariedades Kéahlerianas cujas
(1,1)-componentes da segunda forma fundamental sdo paralelas, uma vez
que o teorema principal caracteriza a existéncia de familias associadas pelo
paralelismo da pluri-curvatura média; tal imersao, em que a pluri-curvatura
meédia é paralela, é designada abreviadamente por ppmc.

No caso em que a familia associada é trivial, f = fy, para todo 6, ou
seja, para cada 0, existe uma isometria 7y tal que f = 75 o fp, a imersao
ppmc € chamada isotropica, e temos uma decomposicao paralela e ortogo-
nal do fibrado normal complexificado, onde cada um dos trés subfibrados
paralelos contém a imagem de uma das componentes de «. Para superficies
em espacos tridimensionais, isotropia implica que cada vetor tangente é uma
direcao principal, a superficie serd uma esfera ou um plano.

Estudos mais gerais, em que o espago ambiente ¢ um espago simétrico,
encontram-se em |[7] e [14].

O Trabalho estad dividido em quatro capitulos: no primeiro, apresen-
tamos a teoria basica necessaria de variedades Riemannianas; no segundo,
introduzimos os conceitos de fibrados vetoriais Riemannianos, imersoes
isométricas e o Teorema Fundamental das Subvariedades, que é essencial
para a demonstracao do teorema principal. No terceiro capitulo, tanto
definimos algumas estruturas em espacos vetoriais que serao aplicadas nos
fibrados das variedades Kéhlerianas, bem como a defini¢ao dessas variedades
e propriedades pertinentes ao desenvolvimento do quarto e tltimo capitulo
no qual aparecem os resultados principais.



Capitulo 1

Variedades Riemannianas

Para trabalharmos com variedades Kéhlerianas, objeto de estudo desta
dissertacao, necessitamos da teoria das variedades Riemannianas. Neste capi-
tulo apresentaremos as defini¢oes e resultados dessa teoria, necessarios ao de-
senvolvimento do trabalho, e fixaremos a notacao a ser utilizada nos capitulos
posteriores. As demonstracoes omitidas podem ser encontradas em [3].

1.1 Variedades Diferenciaveis

Definicao 1.1.1. Uma Variedade Diferencidvel de dimensao real n é um
conjunto M e uma familia de aplicagoes injetivas:

To Uy, CR" — M
de abertos U, de R" em M tal que
1. M = Uyq(Us);

2. Para todo par a,f com z,(U,) N xg(Ug) = W # 0, os conjuntos
)t (W) e x;l(W) sao abertos em R” e as aplicacoes xgl o, ez, oxp
sao diferenciaveis.

Indicaremos que M tém dimensao n por M"™. O par (U,,x,) ou a apli-
cagdo T, com p € z,(U,) sdo chamados de parametrizacdo ou sistema de
coordenadas de M em p; z,(U,) é uma vizinhanga coordenada.

Definicao 1.1.2. Sejam M e MJ" variedades diferenciaveis reais. Uma apli-
cacao ¢ : M — MJ" é diferenciavel em p € M} se dada uma parametrizagao
y:V CR™ — My em ¢(p) existe uma parametrizagdo z : U C R" — M; em
p tal que ¢(z(U)) C y(V) e a aplicagao
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¢ diferenciavel em z71(p). ¢ é diferencidvel num aberto de M; se é diferen-
ciavel em todos os pontos deste aberto.

Definicao 1.1.3. Seja M uma variedade diferenciavel. Uma aplicacao
diferenciavel o : (—¢,€) — M é chamada uma curva (diferencidvel) em M.
Suponha que a(0) = p € M e seja D o conjunto das fungbes de M diferen-
ciaveis em p. O vetor tangente a curva o em t = 0 é a funcdo o/(0) : D — R
dada por

Q/(0)f = Moy feD.

Um vetor tangente em p é o vetor tangente em ¢ = 0 de alguma curva
a:(—€€) — M com a(0) = p.

Definicao 1.1.4. O Espaco Tangente a uma variedade M"™ em um ponto p,
representado por T,M é o conjunto de todos os vetores tangentes as curvas
diferencidveis pertencentes a M passando por p. Mostra-se que o T,M ¢
um espaco vetorial de dimensao n e que a escolha de uma parametrizacao

x : U — M em p determina uma base associada {(8%1)0,...,(8%)0} em

T,M, e que a estrutura linear nesse espaco, assim definida, nao depende da
parametrizacao x.

Defini¢ao 1.1.5. (O Fibrado Tangente). Seja M™ uma variedade diferen-
ciavel real e seja TM = {(p,v);p € M,v € T,M}. Este espaco munido com
a estrutura diferenciavel {U, x R™ ~,} onde 7, : U, X R" — T'M definida
por:

«

n
0
’Ya(x(ll’ ey Ly Uy ey un) = (:,Ua(:t(f, ey xn)’ ZWWL
i=1 Li

(u1, ..., u,) € R & definido como o fibrado tangente de M.

Proposicao 1.1.1. Sejam M e MJ" variedades diferenciaveis e seja
¢ : M; — M, uma aplicacao diferencidvel. Para cada p € M; e
cada v € T,M;, escolha uma curva diferenciavel o : (—e,¢) — M; com
a(0) = p,a/(0) = v. Faca f = ¢poa. A aplicagao de, : T,My — Ty, M, dada
por d¢,(v) = §'(0) é uma aplicagdo linear que ndo depende da escolha de .

Definigao 1.1.6. A aplicacao linear d¢, dada pela proposicao anterior ¢
chamada diferencial de ¢ em p.



Definicao 1.1.7. Sejam M, e M, variedades diferenciaveis. Uma aplicacao
¢ : My — M,y é um difeomorfismo se ela é bijetiva, diferenciavel e sua
inversa ¢! é diferenciavel. ¢ ¢ um difeomorfismo local em p € M se existem
vizinhancas U de p e V de ¢(p) tais que ¢p(U) — V & um difeomorfismo.

Definicao 1.1.8. Um caminho em uma variedade M é uma aplicacao con-
tinua f : [0,1] — M. Se f(0) = f(1) = p, f é chamado caminho fechado
em p € M. Em particular o caminho constante ¢, : [0,1] — M definido por
¢y(s) = p ¢ um caminho fechado.

Definicao 1.1.9. Uma variedade M é chamada conexa quando, dados dois
pontos quaisquer p,q € M, existe sempre um caminho f : [0,1] — M, com

f0)=pe f(1)=q.

Definigao 1.1.10. Sejam f: [0,1] — M e g : [0,1] — M dois caminhos com
0 mesmo ponto inicial p € M e o mesmo ponto final ¢ € M. Diz-se que f é
homotopico a g se existe uma funcao continua H : [0,1] x [0, 1] — M tal que

H(s,0) = f(s) e H(0,t) = p,
H(s,1) =g(s) e H(1,t) = q.

Definicao 1.1.11. Um caminho f : [0, 1] — M é contratil a um ponto se ele
¢ homotopico ao caminho constante.

Definicao 1.1.12. Uma variedade M é chamada simplesmente conexa se M
é conexa e se todo caminho fechado em M é contrétil a um ponto.

Definicao 1.1.13. Uma Variedade Complexa de dimensao n é um conjunto
M e uma familia de aplicacoes injetivas:

To: U, CC" — M
de abertos U, de C" em M tal que
1. M = Uyzq(Us);

2. Para todo par «, com z,(U,) Nag(Ug) = W # 0, os conjuntos
' (W) e x;l(W) sdo abertos em R" e as aplicagoes ;' 04 € ' 014
sao holomorfas.

As definicoes feitas para variedades reais sao validas para as variedades
complexas desde que sejam substituidos, quando necessario, o n-espaco FEu-
clidiano R™ pelo n-dimensional espago complexo C", e a condicao de ser
diferenciavel pela de ser holomorfa.



1.2 Campos de Vetores

Definicao 1.2.1. Um campo de vetores X em uma variedade diferenci-
vel M é uma correspondéncia que a cada ponto p € M associa um vetor
X(p) € T,M. Em termos de aplicagbes, X ¢ uma aplicagdo de M no fibrado
tangente TM. O campo ¢ diferencidvel se a aplicacago X : M — TM ¢
diferenciavel.

Considerando uma parametrizacao x : U C R® — R", é possivel escrever

- 0
X(p) =Y ailp)5—,
=1
onde cada a; : U — R é uma funcao em U e {%} é a base associada a
2
r,1=1,...,n. X é diferenciavel se e s6 se as funcoes a; sao diferenciaveis

para alguma (e, portanto, para qualquer) parametrizagao.

As vezes é conveniente utilizar a idéia sugerida acima e pensar em um
campo de vetores como uma aplicacdo X : D — F, do anel D(M) das
fungoes diferenciaveis em M no anel F(M) das fungbes em M, definida por:

XD = Y alp) 5 0),

)

onde f indica, por abuso de notacao, a expressao de f na parametrizacao x.
Indicaremos por X(M) o conjunto dos campos de vetores de classe C'*
definidos em M.

Lema 1.2.1. Sejam X e Y campos diferencidveis de vetores em uma
variedade diferenciavel M. Entao existe um tnico campo vetorial Z tal que,
para todo f € D(M), Zf = (XY -YX)f.

Definicao 1.2.2. O campo vetorial Z dado pelo Lema anterior é chamado
colchete [X,Y] = XY —Y X de X e Y; Z é evidentemente diferenciavel.

Proposicao 1.2.1. Se X, Y e Z sao campos diferencidveis em M, a,b sao
numeros reais e f, g sao fungoes diferenciaveis, entao:

i) [X,Y]=—]Y, X](anticomutatividade),

i) [aX +bY, Z] = a[X, Z] + b]Y, Z] (linearidade),

i) [[X,Y)Z]+ Y, Z], X]| + [[Z, X], Y] = O(identidade de Jacobi),
w) [fX,gY] = fglX, Y]+ fX(9)Y —gY (/)X



1.3 Meétricas Riemannianas

Definicdo 1.3.1. Uma meétrica Riemanniana (ou estrutura Riemanniana)
em uma variedade diferenciavel M é uma correspondéncia que associa a cada
ponto p € M um produto interno ( ), (isto ¢ uma forma bilinear simétrica,
positiva definida) no espago tangente 7,,M, que varia diferenciavelmente no
seguinte sentido: Se z : U C R" — M ¢é um sistema de coordenadas locais
em torno de p, com x(zy,...,2,) =q € x(U) e a%i(Q) =dz,(0,...,1,...,0),
entao <a%i(q),a%j(q)) = gij(z1,...,2,) ¢ uma funcdo diferenciavel em U.
Outra maneira de exprimir a diferenciabilidade da métrica Riemanniana
é dizer que para todo par X e Y de campos de vetores diferenciaveis em
uma vizinhanga V' de M, a funcdo (X ,Y) é diferenciavel em V. Uma
variedade diferencidvel M munida de uma métrica Riemanniana é denomi-
nada Variedade Riemanniana.

Definicao 1.3.2. Sejam M e N variedades Riemannianas. Um difeomor-
fismo f: M — N é chamado uma isometria se:

(u,v), = (dfy(u), dfp(v)) spypara todo p € M, u,v € T,M.

1.4 Conexoes Afins e Riemannianas

Definicao 1.4.1. Uma conexao afim V em uma variedade diferenciavel M
¢ uma aplicacao

YV X(M) x X(M) = X(M)

que se indica por (X,Y") AR VxY, e que satisfaz as seguintes propriedades:

Z) Vf)(+gyZ = fVXZ + ngZ
i) V(Y +2)=VxY +VyZ.
ii11) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y, ondeX,Y, Z € X(M) e f,g € D(M).

Proposicao 1.4.1. Seja M uma variedade diferenciavel com uma conexao
afim V. Entao existe uma unica correspondéncia que associa a um campo
vetorial V' ao longo de uma curva diferenciavel ¢ : I — M um outro campo
vetorial % ao longo de ¢, denominado derivada covariante de V' ao longo de
¢, tal que:



D) 2(V4+w)=580+ 2
i) 2(fV) = %V + fE2Z, onde W ¢ um campo de vetores ao longo de ¢
e f é uma funcao diferenciavel em 1.

i) Se V& induzido por um campo de vetores Y € X(M), isto é,
V(t) = Y(c(t)), entaoZL = Vye/arY.

Definicao 1.4.2. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao
afim V. Um campo vetorial V" ao longo de uma curva c¢: I — M é chamado
paralelo quando % =0, para todo t € I.

Proposicao 1.4.2. Seja M uma variedade diferencidavel com uma conexao
afim V. Seja ¢ : I — M uma curva diferenciavel em M e V[, um vetor
tangente a M em c(t), to € I ( Vo € Touo)M). Entao existe um tinico campo
de vetores paralelo V' ao longo de ¢, tal que V(ty) = Vo; V(¢) é chamado o
transporte paralelo de V () ao longo de c.

Definicao 1.4.3. Seja M uma variedade Riemanniana. Dizemos que uma
conexao afim V em M é:

a) simétrica, se VxY — Vy X = [X,Y], para X, Y € X(M).

b) compativel com a métrica Riemanniana, se X (Y, Z) = (VxY, Z)+(Y,Vx Z),
para X,Y,Z € X(M).

Teorema 1.4.1. (Levi-Cevita) Dada uma variedade Riemanniana M,
existe uma tnica conexao afim V em M satisfazendo as condigoes:

i) V é simétrica;

ii) V é compativel com a métrica Riemanniana.

Tal conexao é chamada conexao de Levi-Cevita ou conexao Riemanniana.

1.5 Curvaturas

Definicao 1.5.1. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M é uma
correspondéncia que associa a cada par XY € X(M) uma aplicagao
R(X,Y): X(M) — X(M), dada por:

R(X,Y)Z =VxVyZ - VyVxZ — Vixy|Z,

onde V é a conexdao Riemanniana de M.



Proposicao 1.5.1. A curvatura R de uma variedade Riemanniana satifaz:
i) R ¢ bilinear em X(M) x X(M),isto é,

R(fX1 4 gX2, Y1) = fR(X1, Y1) + gR(X2, Y1),
R(X1, fY1+ gYa) = fR(X1,Y1) + gR(X1,Y3),

f?g € D(M)J X17X27}/17}/2 S %(M)
it) Para todo par XY € X(M), o operador curvatura
R(X,Y):X(M) — X(M) é linear, ou seja,

R(X,Y)(Z+W)=R(X,Y)Z+ R(X,Y)W,
R(X,Y)fZ = fR(X,Y)Z,

feDM), Z,W e X(M).
Proposicao 1.5.2. (Identidade de Biachi)
R(X,Y)Z + R(Y, Z)X + R(Z,X)Y = 0.

Proposicao 1.5.3. i)(R(X,Y)Z,T) +(R(Y,Z2)X,T) + (R(Z,X)Y,T) = 0;
w)(R(X,Y)Z,T) =(R(Z,T)X,Y).
Definicao 1.5.2. Sejam M uma variedade Riemanniana, p € M, ¢ um

subespaco bi-dimensional do espago tangente T,M e {X,Y} base qualquer
de 0. A curvatura seccional de o em p, K(0) = K(X,Y), é por defini¢ao

(R(X, Y)Y, X)
IXAY]2 7

onde | X AY| = /|X]?[Y]|? — (X,Y)2, representa a area do paralelogramo
bi-dimensional determinado pelos vetores X,Y € T, M.

K(X,Y)=—

1.6 Tensores em Variedades Riemannianas

Definicao 1.6.1. Um tensor 7' em uma variedade Riemanniana é uma apli-
cacao multilinear
T:X(M)x..xX(M)— D(M).

. 7/
g

rfatores




Definicao 1.6.2. Seja 7" um tensor de ordem r. A diferencial covariante VT’
de T' & um tensor de ordem (r + 1) dado por

Defini¢ao 1.6.3. Para cada Z € X(M), a derivada covariante VT de T
em relacao a Z é um tensor de ordem r dado por

V.T(Y1,..Y,) =VT(Yh, .., Y, Z).



Capitulo 2

Imersoes Isométricas e o Teorema
Fundamental para Subvariedades

Este capitulo é dedicado ao entendimento do Teorema Fundamental para
Subvariedades, que é essencial para a demonstracao do teorema principal.
Para isso, faz-se necessério um estudo dos fibrados vetoriais Riemannianos,
e das imersoes isométricas. Maiores detalhes podem ser encontrados em [5].

2.1 Fibrados Vetoriais Riemannianos

Definicao 2.1.1. Sejam E e M variedades diferenciaveis e seja 7 : £ — M
uma aplicacao diferenciavel. Dizemos que 7 : E — M é um fibrado vetorial
de dimensao k quando, para cada ponto p € M,

(i) 7~ *(p) é um espaco vetorial real de dimensao k.

(ii) existe uma vizinhanca aberta U de p em M e um difeomorfismo
¢ Y U) — UxRF cuja restrigao a 7~ 1(g) é um isomorfismo sobre {q} x R¥,
para cada q € U.

Dado um fibrado vetorial 7 : £ — M e um subconjunto F' C E tal que
a restricdo w|p : F© — M é também um fibrado vetorial, dizemos que F ¢é
um subfibrado vetorial de E se a inclusao leva (7|z)~!(p) linearmente sobre
7~1(p), para todo p € M.

Definicao 2.1.2. Seja 7 : F — M um fibrado vetorial. Para cada p € M
chamamos o espaco E, = 7 !(p) a fibra de 7 sobre p. Uma se¢io local sobre
um conjunto aberto U C M é uma aplicacao diferenciavel € : U — FE tal
que moe = 1idy; se U = M dizemos que € : M — E é uma segao global ou

9



simplesmente secio de 7. E possivel mostrar que para todo e € E existe uma
secdo ¢ tal que e(mw(e)) = e, em particular, isto mostra que o conjunto das
secoes de m, ['(m), é ndo vazio.

Defini¢cao 2.1.3. Sejam 7 : E* — M e 7, : E*> — M fibrados vetoriais.
Definimos a projecao m : L(E', E*) — M por n'(p) = L(E}, E7), onde
o conjunto L(E', E®) ¢ a unido dos espagos das aplicacbes lineares de E
sobre Eﬁ, p € M. Dotando L(E*', E?) com a estrutura diferenciavel natural
induzida pela projecao ele torna-se um fibrado vetorial, chamado fibrado das
aplicacoes lineares. A soma m; @ 7, dos fibrados vetoriais m; : B — M e
7o o B2 — M & definida como a projecao

m®m: E'® E*— M,

dada por m @ ma((e1,e2)) = mi(e1) = ma(ez), onde

E'® E* ={(e1,e5) € E' x E* : my(e1) = ma(ea) }.

Definicao 2.1.4. Sejam m : E' x B> — M e m : E® — M fibrados
vetoriais. Definimos a projecio 7 : Lo(E' x E? E3) — M colocando
7N (p) = Lo(E) x E2,E3), onde o conjunto Ly(E' x E?, E?) é a unido dos
espacos das aplicacoes bilineares de E; X Eg sobre Eg, p € M. Dotando
Lo(E'x E% E3) com a estrutura diferenciavel natural induzida pela projecao,
ele torna-se um fibrado vetorial, chamado fibrado das aplicacoes bilineares.
A soma m @ 1, dos fibrados vetoriais m; : E' x B2 — M e 7y : B3 — M é
definida como a projecao

T D 7o : (El X EQ)EBESHM,
dada por m @ ma((e1,e2),e3) = m((e1, e2)) = ma(e3), onde

(E' x E*) @ E* = {((e1,€2),e3) € ' x E* x E* : m1((e1, €2)) = ma(e3)}.

De acordo com as defini¢oes anteriores, podemos transferir para fibrados
vetoriais certas operagoes realizadas entre espacos vetoriais e entre aplicagoes
linares.
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Definicao 2.1.5. Dados dois fibrados vetoriais m : E' — M; e
m  E? — My e um difeomorfismo ® : M; — My, dizemos que a apli-
cacao diferenciavel ® : E' — E? é um isomorfismo de fibrados vetoriais ao
longo de ® se, para todo p € M, temos

(i) mo®=dom ed(r'(p) =m (2(p)),

(i7) a restrigao CT)p 77N (p) — 75 (®(p)) de P a fibra 77 (p) ¢ um
isomorfismo de espagos vetoriais.

Segue da definigao que ® ¢ um difeomorfismo. Além disso, para cada
se¢ao ¢ de m; obtemos a se¢io @ () = Poeo d~! de my.

Definigao 2.1.6. Uma métrica Riemanniana ( , ) sobre um fibrado vetorial
m: F — M é uma aplicacao

(,):D(m) xT(m) — D(M),
bilinear sobre D(M), simétrica e positiva definida.

Definicao 2.1.7. Um fibrado vetorial 7 : £ — M munido de uma métrica
Riemanniana fixa é chamado fibrado vetorial Riemanniano.

Definicao 2.1.8. Seja 7 : E — M um fibrado vetorial. Uma conexao linear
¢ uma aplicacao R—bilinear

V:X(M)xT(r)— T(m)
(X,e) — Vxe
satisfazendo, para cada f € D(M), X € X(M) e € € ['(7), as propriedades

Z) Vsz’:“ = fVXE,
ZZ) V)((fé‘) = X(f)é? + fVxe.

Definicao 2.1.9. Seja 7 : £ — M um fibrado vetorial com uma conexao
linear V. Dizemos que a secao ¢ € I'(w) é paralela quando Vye = 0, para
todo X € X(M). Um subfibrado vetorial F' de E ¢ dito paralelo se, para toda
segdo 1 de F e todo X € X(M), temos que Vxn é uma secao paralela de F.

Definicao 2.1.10. Seja 7 : E — M um fibrado vetorial Riemanniano. Uma
conexdo linear V é dita compativel com a métrica ( ) quando

X{e,m) = (Vxe,m) + (e, Vxm),
para todo X € X(M) e g,n € I'(n).
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Definicao 2.1.11. O tensor curvatura de um fibrado vetorial 7 : £ — M
com conexao linear V é a aplicagao R—trilinear

R: X(M)xX(M)xTI'(r)— I(m)

definida por
R(X, Y)€ = VXVY€ — Vvae’i — V[X,y}&‘.

E facilmente visto que R é trilinear sobre D(M). Quando o fibrado vetorial
¢ Riemanniano, podemos associar a R outro tensor

R:X(M)xX(M)xTI'(r)xI'(r) - R
dado por R(X,Y,e,n) = (R(X,Y)e,n), onde () é a métrica em E.

Por um abuso de linguagem é comum nao nos referirmos a aplicacao
7 . E — M quando estamos trabalhando com fibrados cuja aplicacao é
natural, mas sim as variedades E e M.

2.2 Imersoes Isométricas

Definicdo 2.2.1. Sejam M™ e M "t"=F variedades diferenciaveis. Uma apli-
cacdo diferenciavel f : M — M é uma imersio se a diferencial
fo : T,M — Tf(p)m é injetiva para todo p € M. O numero m é chamado
codimensdo de f. Se, além disso, f é um homeomorfismo sobre f(M) C M,
onde f(M) tem a topologia induzida por M, diz-se que f ¢ um mergulho.
Se M C M e ainclusdo i : M C M & um mergulho, diz-se que M & uma
subvariedade de M.

« ~ . ~ —n+m .
Definicao 2.2.2. Uma imersao f : M" — M entre duas variedades
Riemannianas com as métricas (, )ar e (, )37 respectivamente, ¢ chamada
imersao isométrica se:

<X7 Y>]V[ = <f*X> f*Y>M

para todope M, e X, Y € T,M.
n ——n+m , . ~ , L. . .
Se f:M™— M " éuma imersao, e (, )57 ¢ uma métrica Riemanniana
em M, f induz wuma estrutura Riemanniana em M por

(X, " = (f.X, LY)3, X,Y € T,M. A métrica de M é chamada en-
tao a métrica induzida por f, e f passa a ser uma imersao isométrica.
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Proposigao 2.2.1. Seja f: M" — M"™ uma imersio. Para todo ponto
p € M, existe uma vizinhanca U C M de p tal que a restricao de f a U ¢
um mergulho sobre f(U).

De acordo com a proposi¢ao anterior, podemos identificar U com f(U),
e considerar o espaco tangente de M em p como um subespaco do espago
tangente a M em p e escrever

T,M =T,M & T,M*

onde T, M+ é o complemento ortogonal de T, M em T,,M . Desta decomposigao
obtemos um fibrado vetorial TM~ = U,ep/T, M+, chamado fibrado normal
a M.

Deste modo, o fibrado vetorial
TM|sary ={X € TM : n(X) € f(M), onde m: TM — M ¢ a projegao}

¢ a soma do fibrado tangente TM com T M=, que é

TM|py=TM &TM*.
Com respeito a esta decomposicao temos as projegoes
()" :TM | jar) — TM
()Y TM | pouy — TM.
que sao chamadas tangencial e normal, respectivamente.
Seja M "™ uma variedade Riemanniana com conexdo Riemanniana V,

eseja f: M"™ — M ™™ uma imersao isométrica. Dados campos de vetores
X, Y € TM, temos que

VxY = (Vi) + (VxY)™*.

Segue da unicidade da conexao Riemanniana que (VxY)? & a conexao
Riemanniana de M, que serid denotada por V.

Definicio 2.2.3. Seja o : TM x TM — TM~* definida por

a(X,Y)=VxY — VyY.

A aplica¢ao a é chamada a segunda forma fundamental de f, e a equagao

vXY = VXY + Oé(X, Y)
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é denominada Formula de Gauss .

Das propriedades das conexoes Riemannianas V e V temos que « é bi-
linear e simétrica sobre D(M).

Consideremos campos de vetores X de TM e ¢ de TM*, e denotemos
por A:X a componente tangencial de —V ¢, isto é

A X = —(vxf)T.
Desde que para todo Y € T'M temos

0 = X({Y) = (Vx&Y)+ (€

7vXY>
0 = (=AXY)+(,

a(X,)Y)+ VxY)
assim,
(AeX,Y) = (a(X,Y),§).

Em particular, a aplicacio A : TM x TM*+ — TM dada por
A(X,€) = A¢X ¢ bilinear sobre D(M), e a aplicagdo A : TM — TM ¢é
linear sobre D(M) e também simétrica, ou seja, (A:X,Y) = (X, AY) para
todo X,Y € TM. A aplicacao A, é chamada Operador de Weingarten ou,
por um abuso de linguagem, segunda forma fundamental na direcao de &.

A componente normal de Vx¢, que denotamos por V¢, define uma
conexdo compativel sobre o fibrado normal TM=*. Dizemos que V* ¢ a
conexao normal de f assim obtemos a Formula de Weingarten

Vxé=—A:X + Vy&.

Usando as formulas de Gauss e Weingarten obteremos as equacoes basi-
cas de uma imersao isométrica, denominadas as equacoes de Gauss, Codazzi
e Ricci.

Sejam X,Y,Z € T'M, entao
VXVYZ == vx(a(Y, Z) + VYZ)

= Vxa(Y,Z)+VxVyZ
= VJX&(Y> Z) - Aa(Y,Z)X + VXVYZ + O./(AXV7 VyZ),

ou seja,

VxVyZ =Vxa(Y,Z) — AayvyX + VxVyZ +a(X,VyZ),  (2.1)
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onde a segunda igualdade vem das féormulas de Gauss e Weingarten.

Similarmente,

VyVxZ =Vya(X,Z) = Aux.)Y + VyVxZ +a(Y,VxZ) (2.2)

Novamente pela formula de Gauss, temos

V[X7y]Z = V[XQ/}Z—FQ([X, Y],Z) (23)
Subtraindo (2.2) e (2.3) de (2.1) obtemos

RX.Y)Z = R(X,Y)Z + a(X,VyZ) — a(Y,VxZ) — a([X,Y], Z)
_Aa(KZ)X+Aa(X,Z)Y+v)l(a(Y7 Z) - VXL/O((Xa Z)v (24)

onde R e R sao os tensores curvatura de M e M, respectivamente.

Tomando a componente tangencial, de R em (2.4) temos

<R(X7 Y)Z, W> = <R(X7 Y>Z7 W> - <AOc(Y,Z)X7 W> + <A04(X,Z)YJ W>7

obtendo assim, a Equacdo de Gauss,

(RIX,Y)Z,W) = (R(X,Y)Z,W)+ (a(X, W), (Y, Z)) +
—(a(X, Z), (Y, W)). (2.5)

Em particular, se K(X,Y) = (R(X, Y)Y, X) e K(X,Y)=(R(X,Y)Y,X)
denotam as curvaturas seccionais em M e M do plano gerado pelos vetores
ortonormais X,Y € T,M, a equacao de Gauss torna-se

K(X,Y) = K(X,Y) + (a(X.X),a(Y.Y)) — (a(X,Y),a(X,Y)).
Por outro lado, tomando a componente normal de R em (2.4) otemos

(RX,Y)Z2)r = (RIX,Y)Z)* +a(X,VyZ)—a(Y,VxZ)

—a([X,Y],Z2) + Vxa(Y,Z) — Vya(X, Z)

= o(X,VyZ)—a(Y,VxZ)—a(VxY —VyX,7)
+Vxa(Y, Z) — Via(X, 2)

= OC(X, VyZ) — OJ(Y, VXZ) — Oé(VXy, Z)
a(VyX,Z)+VxalY,Z) — Via(X, Z)

— Via(Y,Z) - a(VyY,Z) —a(Y,VxZ)
—(Vya(X,Z) — a(VyX,Z) — a(X,VyZ))
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e temos a Fquacao de Codazzi,
(R(X,Y)Z)" = (Vxa)(Y. Z) — (Vya)(X, Z), (2.6)
onde por definicao

(Vxa)(Y, Z) = Vxa(Y, Z) = a(VxY, Z) — a(Y,VxZ).

Observe que VYta é D(M) multilinear. V+ pode ser vista como uma
conexdo no fibrado vetorial Lo(TM x TM,TM™).
Denotaremos por Rto tensor curvatura do fibrado normal TM*, que ¢

RY(X,Y)E = VxVyé — VyVx€ — Vixyi6,

para todo X, Y € TM e £ € TM™.
Novamente, utilizando as férmulas de Gauss e Weingartein temos:

R(X,Y)¢ = jxvyg—vyvxs Vixyié
= ( .Ag )—i-Vva Vy( A§X>
—Vy Vi + A X, Y] - [Xy]f
= a(X,—AY )+VX( AY) = AgpeX + Vi Vit
—a(Y, =AcX) = Vy (= AX) + Ay Y — ViV
. Ag[X,Y] [XYg’
ou seja,

R(X,Y)§ = RH(X,Y)E + a(X, —AcY) + Vx (= AY) — Agre X

—a(Y, —AgX) — Vy(—.AgX) + .Av)L(gY + .Ag (X, Y], (2.7)

e assim, a componente normal de R(X,Y)¢ nos da a Equacdo de Ricci:
RX. VIO = RENYVIE+alAX,Y) — a(X, AY).  (28)
Tomando em (2.7) o produto interno por n € TM*,

(R(X,Y)&n) = (R*

(R(X,Y)E ) = (a(X, AeY),m) + (a(Y, A X)), m)
= (RHX,Y)E,n) — (A X, AY) + (A,)Y, AcX)
= (RHX,Y)E ) — (AcA X, Y) + (Y, A AcX)
= (R*X.Y)en) — (e, 4,X.Y)

onde [A¢, A, = Ac A, — A, A, e podemos escrever a equacao de Ricci como:
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(RIX,Y)Em) = (RH(X,Y)E n) — ([Ae, A X, Y).

A componente tangencial de R(X,Y )¢ em (2.7) é essencialmente a equacio
de Codazzi:

(RX,Y)E)T = Vx(=AY) = AgeeX — Vy(—AX) + Agi Y
FAX,Y]
= VyAgX — Vx.AgY + AV)L(SY — AV}%X
+A§[ny — VyX]
= VY.Agx — AgVyX — Avjng — Vx.AEY + AgVXY
+AgLY
= (VYA)<X7 5) - (VXA)(Yv 5)7

ou seja,
(R(X,Y)§)" = (VyA)(X,€) — (VxA)(Y. ),
onde, por definicdo, (Vy A)(X,§) = Vy A X — AVy X — Ag. X.
Tomemos agora uma imersao isométrica f : M"™ — R™™ . Assim, para

XY, Z € R (= TM), e indicando Z = (z1, ..., 2,) como as componentes
do campo Z nas coordenadas naturais do R™"*™ entao

VyZ =Yz1,... Y Znim),

VvaZ = (XYZl, ...,XYZn+m),

e 0 tensor curvatura R de R ¢

R(X,Y)Z =VxVyZ - VyVxZ - Vixy)Z = 0.

Entdo, para X,Y,Z, W € TM e £,n € TM*, as equacoes de Gauss,
Codazzi e Ricci sao respectivamente:

Z) <R(X’ Y)Z7 W> = <(X(X, W)va(x Z)> - <a(X7 Z),a(Y, W))a

ii) (Vxa)(Y,Z) = (Viya)(X,Z), ou equivalentemente,
(VXA)(Yv 5) = (VYA)(X7 5)7
desde que,
(R(X,Y)Z)r =0; e
(R(X,Y)E)" = 0;
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iit) RH(X,Y)¢ = a(X,AY) — a(A:X,Y), ou equivalentemente,
<RL(X7 Y)S, 77) = <["4§7 AH]X7 Y>

Segue de (iii) que R+ = 0 se, e somente se, existe uma base ortogonal
para T, M que diagonaliza simultaneamente todo A¢, £ € T,M*.

O teorema a seguir é valido para o caso em que o espago ambiente é do
tipo Q~, que denota uma variedade Riemanniana completa e simplesmente
conexa (r)-dimensional com curvatura seccional constante ¢, isto é, a esfera
Euclidiana S, o espago Euclidiano R", ou o espaco hiperboélico H. Enun-
ciaremos o teorema no caso em que o ambiente é R?"t™ que serd o caso
utilizado neste trabalho. Veja maiores detalhes em [2].

Teorema 2.2.1. Teorema Fundamental para Subvariedades

1. Sejam M?" uma variedade Riemanniana simplesmente conexa,
7 : EF — M um fibrado vetorial Riemanniano de posto m com uma
conexao V' compativel com a métrica, e seja @ uma se¢ao simétrica do
fibrado Lo (T'M x T'M, E). Defina, para cada se¢do local £ de E, uma
aplicacdo A¢ : TM — TM por (A:X,Y) = (a(X,Y),&) X, Y € TM.
Se « e V' satisfazem as equacoes de Gauss, Codazzi e Ricci para o caso
do R*"*™ entdo existe uma imersao isométrica f : M*" — R***™ ¢
um isomorfismo de fibrados vetoriais f : £ — T M~ ao longo de f, tal
que para todo X,Y € T'M e toda secao normal &,n de E

(0) (£&), Fm) = (&)
(w)fa(X Y)—Oé( Y
(iii) f V' 2 f(6),

onde & e V7! s3o a segunda forma fundamental e a conexdo normal de
f, respectivamente.

2. Suponha que f e g sejam imersoes isométricas de uma variedade conexa
M?®" sobre R*"*™. Sejam TMj, oy e V o fibrado normal, a segunda
forma fundamental e conexao normal de f, respectivamente e sejam
TM;, ag e V; os correspondentes objetos para g. Se existe um iso-

morfismo de fibrados ® : TMj — TM, tal que, para todo X,Y € TM
e todo £, € TM}

(i) ((£), ®(n) = (&)
(1) Bap(X,Y) = ay(X,Y);

(ii) DV i€ = Vi D(€),
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entdo existe uma isometria 7 : R?"t™ — R2™ ta]l que g = 70 f e
dT’TMfJ- = (I)
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Capitulo 3

Variedades Kahlerianas

Neste capitulo desenvolvemos um estudo sobre variedades Kéhlerianas, e
suas estruturas, destacando as propriedades importantes a serem utilizadas
durante as demonstracoes dos resultados pricipais. Detalhes podem ser en-
contrados em [9], [11] e [15].

3.1 Complexificacao de Espacos Vetoriais

Definicio 3.1.1. Seja V um espaco vetorial real. A complexificacio VC de
V ¢ o conjunto cujos elementos sdo da forma X +iY (i = /1), X,Y € V
satisfazendo as condigoes:

i) X;+iY) = Xo+iYs se, esose, Xy = Xy e Y =Y

i) (X7 +1Y7) + (Xo+iY2) = (X1 + Xo) + (Y1 + V2);

iii)(a + ib) (X + 1Y) = (aX = bY) +i(bX + aY'), para a +ib € C.
Temos que VC é um espaco vetorial sobre C, e V C VC.

Definicdo 3.1.2. Se Z = X +1iY € VC© chamaremos Z = X — iY o conju-
gado de Z. A conjugacao complexa é uma aplicacao linear.

Assumindo que dimV = n, seja {ey, ..., e, } uma base de V sobre R. Con-
siderando os elementos de tal base como vetores de V' temos que {ey, ..., e, }
¢ também base de V. Com efeito, para qualquer X +1iY € VC,

X+iY = Yo jaie;+i) 5 bie;

= > (a; +ibj)e;
= Z?:l )\jej, onde )‘j = aj + ibj,
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e além disso,

DA =0 =370 aje;+iy i bje; =0
= 22‘;1 aje; = Oe Z?:l bjej =0
= a; = b; = 0, para todo j
= \; = 0, para todo j.

3.2 Estrutura Complexa em Espacos Vetoriais

Definicao 3.2.1. Um homomorfismo linear J : V' — V onde V' é um espago
vetorial real, satisfazendo J? = —1I, onde I é a aplicacao identidade em V', é
chamado uma estrutura complexa em V.

Seja V um espaco vetorial real com uma estrutura complexa .J. Podemos
definir o produto AX de um nimero complexo A = a + b e um elemento X
de V por

AX = (a+1ib)X =aX +bJX.

Entao podemos considerar V' como um espago vetorial sobre C.

A dimensao real de V' deve ser par. Com efeito, se {ey,...,e,} é base do
espago vetorial V' sobre C, entao {ey, ..., €,, €1, ..., i€, } € base de V sobre R,
pois

Do aje+ i bjiey =0 =377 (a; +ibj)e; =0
= a; +1ib; = 0, para todo j
= a; = b; = 0, para todo j.

Logo, dim¢ V' = n, entao dimg V' = 2n.

Dado um espacgo vetorial complexo de dimensao complexa n, seja J o en-
domorfismo linear definido por JX = X, para todo X € V. Considerando
V' como espaco vetorial real de dimensao 2n, entao .J é a estrutura complexa
de V.

Seja V um espaco vetorial real com uma estrutura complexa J. Entao
podemos estender J a um endomorfismo linear complexo de V®, também
denotado por J, dado por:

J(X +iY) = JX +iJY.
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Segue que, em um espaco vetorial real 2n-dimensional com estrutura com-
plexa J, existem elementos X7, ..., X, de V tal que { X3, ..., X,,, J X1, ..., JX,, }
¢ uma base de V.

Consideremos 7, = \%(Xk —iJXy) e Zy, = \%(Xk +iJXg), k=1,..,n
Entdo {Zy, ..., Zn, Z1, ..., Zy, } ¢ uma base de VC, desde que, dimV® = dimg V =
2n, e dado que o conjunto acima ¢ linearmente independente.

Além disso,

J(Z) (Xp — iJX}))

1
\T
(JXk — ZJ2Xk)
_(J X + X))

Zk, para todo k;

smm

Il
<

J(Zr) = J(5(Xe+iJ X))
(JXk + ZJQXk)
(JXk - ZXk)

—iZy, para todo k.

%|~%|~

Assim 7 e —i sao os autovalores de J, correspondentes aos autovetores
Zk, e Zy, respectivamente, k = ,m, e portanto J é diagonalizavel (i e —i
tém multiplicidade n).

Sejam VIO ={Z c VC. JZ =iz}, e VOV ={Z c VC. JZ = —iZ}, os

autoespacos correspondentes aos autovalores ¢ e —i, respectivamente.

Proposicao 3.2.1. Temos os seguintes fatos:
() VOO ={X —iJX; X €V} e VOD =X +iJX; X € V};
(ii) VE€ = VO g O,

Demonstracao.
(i) Para todo X —iJX € {X —iJX; X € V} temos que,
J(X —iJX) =JX —il?X
=JX +1X
— (X —iJX),
entao X —iJX € {Z eV, JZ =iZ}, e

(X -iJX;XeV}yc{ZeV Iz =iZ}.
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Seja Z € {Z € V&, JZ = iZ}, qualquer. Entdo Z € V€ e JZ =iZ, ou
seja, Z=X+iY e JX+iY)=i(X +iY) = JX +iJY —iX+Y =0=
—JX =YeX=JY.

Assim,
Z=X+iY =X +i(—JX) =X —iJX,isto 6, Z€ {X —iJX; X €V} e

(ZeVSJZ=iZ} c{X —iJX;X €V}
Logo, VO = {7 c V¢ JZ =iZ} = {X —iJX; X € V}.

De maneira analoga temos também,
VO ={ZeVSJZ =—iZ} = {X +iJX; X € V},

o que conclui a demonstracao de (7).
(ii) Observemos primeiramente, que para qualquer Z € VC,

1 1
Z=5(2-ilZ)+5(Z+1]2),

com 2(Z —iJZ) e VIO e L(Z +iJZ) € V®D. De fato,
NZ—-iJ2) (X +iY —iJ(X +1iY))

(X +iY —iJX + JY))

(X +JY)—i(JX —Y))

(X +X) —i(JX + JX))

—iJX,

DO [0 [ R0 [0 | =

I
S

e também,

1
S(Z+i12) = X +iJX.

Além disso, se Z € VO N VO entio JZ = iZ e JZ = —iZ, o que
implica que iZ = —iZ < Z = 0. Portanto Z € V0 n V0D = {0} logo,
V(C = V(I’O) @ V(Ovl)_

Definicao 3.2.2. Seja M uma variedade diferencidvel real. Um campo de
tensores J em M é chamado uma estrutura quase complexa em M, se para

cada ponto p € M, J é um endomorfismo do espago tangente T,M tal que
J? = —1I.

Definicao 3.2.3. Uma variedade M com uma estrutura quase complexa J
¢ chamada uma variedade quase complexa.

Observamos que toda variedade quase complexa tem dimensao par; e,
toda variedade complexa M possui uma estrutura quase complexa natural.
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3.3 Variedades Kahlerianas

Definigao 3.3.1. Uma variedade quase complexa M™, com estrutura quase
complexa J em T'M, tal que J ¢ um operador ortogonal, paralelo na conexao
Riemanniana (Vx(JY) = JVxY) é chamada variedade quase Kéihleriana.

Definicao 3.3.2. Uma variedade complexa M", com estrutura quase com-
plexa J em T'M, tal que J ¢ um operador ortogonal, paralelo na conexao
Riemanniana (Vx(JY) = JVxY') é chamada variedade Kahleriana.

Indicaremos por TCM a complexificacdo do fibrado tangente, ou seja,
T°M = {X +iY;X,Y € TM}. Como foi visto anteriormente, a extensio
de J ao fibrado tangente complexificado pode ser diagonalizada tendo i e —¢
como autovalores.

Definicao 3.3.3. Os autoespagos associados aos autovalores i e —i serao
denotados por T M e TOD M| respectivamente.

Segue também que TI‘,CM = Tp(l’O)M &) Téo’l)M, onde,
TEOIM ={X —iJX; X € TM} e TOYM = {X +iJX; X € TM}.

Proposicao 3.3.1. Sendo o operador J paralelo na conexao Riemanniana
V, entdo THONM e TOD M sio paralelos, ou seja, VyTUEOM ¢ TAOM e
VyTOYM ¢ TOY M, para todo campo tangente Y de M.

Demonstracgao.
Seja Z = X —iJX € TEOM  qualquer. Entéo,

VyZ = V(X —iJX) = Vy X — iVyJX = Vy X — iJVy X,

onde Vy X € TM, e portanto, VyZ € TUO M. Analogamente, para qual-
quer W = X +iJX € TOD, temos que VyW € TODM, logo THOM e
TODM sdo paralelos.

Definigao 3.3.4. Um conjunto S ¢é dito isotropico se (U, V) = 0, para todo
UV es.

Proposicao 3.3.2. Os subfibrados T M e TOD M sdo isotrépicos.

Demonstragao.
(,) denota também a extensdo bilinear complexa da métrica
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Riemanniana. Sejam X —iJX e Y —iJY € TWO M. Entao,

(X —iJX,Y —iJY) = (X,Y) — (X, JY) — i(JX,Y) — (JX,JY).
Como J é isométrico, (X,Y) = (JX,JY), e tomando X = JX, temos

(JX,)Y) =(J(JX),JY)
<J2X JY)
—(X,JY).

Logo (X —iJX,Y —4JY) = 0. Da mesma maneira, verifica-se que 7" M
¢ isotropico.
[ |

Em TCM consideramos também o produto hermitiano (X,Y) = (X,Y),
onde U +¢JV = U —4JV para todoU,V € T'M.

Proposicdo 3.3.3. TLOM e TOD M sao ortogonais em relacio ao produto
interno hermitiano.

Demonstragao.
Sejam X —iJX € TOOM e Y 4+ iJY € TOVM. Entao

(X —iJX,Y +iJY) = (X —iJX,Y +iJY)
= (X —iJX,Y —iJY)
— 0.

Para X € TM denotaremos por X’ metade da projecio de X em T A1
e, portanto, X’ é do tipo (1,0). Analogamente, metade da proje¢ao de X em

TOYM sera denotado por X” ; ou seja, X' = LX — iJX) e
X" = L(X +iJX).
Seja f : M?*" — R>™™ yma imersdo isométrica de uma variedade

Kahleriana M de dimensao real 2n. Denotaremos por V a conexao Rieman-
niana, e por a a segunda forma fundamental de f, bem como sua extensao
bilinear, simétrica complexa a T¢M x TCM,

a:TM x T°M — (TMH)E,

onde (TM4)® = {X +iV;X,Y € (TM)*} é o complexificado do fibrado
normal, ou seja, para cada p € M temos

(RE)*™™ =T>M & (T, M)*.
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Decompondo a de acordo com tipos, temos:

o = 06(2’0) + a(l,l) + 06(0’2),

onde
a?(X,Y) = (XY,
a(l’l)(X, Y) _ [Oé(X/,Y”) + Oz(X//,Y/)],
a®)(X,Y) = aC0(X,Y) = a(X",Y").
Com efeito,
a(XY) =a(3(X —iJX), 5(Y +iJY)) + a(3(X +iJX), 5(Y —iJY))
= 1a(X,Y) + (X, iJY) + a(—iJX,Y) + o —iJ X, i JY)
+a(X,Y) + a(X, —iJY) + a(iJX,Y) + a(iJ X, —iJY)]
= 1a(X,Y) + a(JX, JY)],
¢,

(2.0 (X,Y) + 02 (X Y) a( (X —iJX), 1(Y —iJY)
+a(3(X +iJX), 3V +iJY))
= (X, Y) + a(X,iJX) + a(—iJX,Y)
a( iJX,iJY) +a(X,Y) + a(X, —iJY)
+a(iJX,Y) + a(iJ X, —iJY)]
= a(X,Y) + a(JX, JY)),
portanto, a = a9 4 oD 4 0:2),

Seja {e;, Je;} um referencial ortonormal definido em um aberto U de M,
ou seja, para cada ¢ € U, os vetores {e;(q),Jei(q)},i = 1,...,n, formam
uma base ortonormal de T,M. Entdo, Ej = \%(ek —iJey), B € THOM e
E, = \/Li(ek +iJey), B, € TOYM, k = 1,...,n, formam uma base unitéria
de TCM.

Definicao 3.3.5. Seja f : M?" — R?"*™ yma imersao isométrica de uma
variedade Kéhleriana M, de dimensao real 2n. Definiremos o vetor curvatura
meédia H como sendo —tra(;o( ).

Proposicao 3.3.4. Seja f : M?" — R?>"*™ uma imersao isométrica de uma
variedade Kéhleriana M, de dimensao real 2n. O vetor curvatura média H
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de f é dado por:

Demonstragao.
oz(Ek, Ek) = a(\%(ek — iJek), \%(ek + zJek))

= Slaler, ex) + aler, —iJey) + a(ideg, ex) + a(iJer, —iJey)]
= %[a(ek, ex) + aJeg, Jeg)],
e assim, o
ZZ:I O{(Ek, Ek) - % ZZ:l [Oé(@k, ek) + Oé(J@k, ‘]ek)]
1
= straco(a).
Portanto,
! Xn: (Ex, Ey) L () =H
— ! = —traco(a) = H.
n ks Lok on rago{a
k=1
|
No caso de uma superficie, isto é, tomando n = 1, temos
atV(X,Y) = (X,Y)H, e ') ¢ paralela se, e somente se, o vetor cur-

vatura média H paralelo. Isto é o que motiva a seguinte definicao:

Definicdo 3.3.6. A componente o)) da segunda forma fundamental da

imersao isomética f : M — R*"™™ ¢ denominada pluri-curvatura média de
f. Uma imersao em que este operador é paralelo é denominada ppmc (parallel
pluri-mean curvature).

Defini¢ao 3.3.7. Uma familia fy : M — R?>™™ f, = f de imersoes
isométricas ¢ chamada familia associada a f, se suas segundas formas satis-
fazem

@Dg(afe(X, Y)) = Ozg(X, Y) = a(RgX, RQY),

para algum isomorfismo paralelo de fibrados ¢y : fyfN — fN, onde fN =
df(TM)*, e Ry é a rotagdo do angulo § em cada plano complexo, ou seja,
Ry X = cosX + senfJX.

Definicao 3.3.8. Se f é uma imersao ppmc e possui a familia associada de
imersoes isométricas trivial, isto é, fy = f para todo 6, f é dita isotropica.

Se f é isotropica temos alguma simetria da segunda forma. De fato,
por definicao fy = f para todo 6, se, e somente se, existe uma familia de
automorfismos de fibrados vetoriais paralelos ¢y : N — N com 1y o a = .
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Observemos que se X é um autovetor de J associado ao autovalor 7, entao
JX =1X,e

Ry X = cos0X + senfJX
= cosfX + senti X
= X(cosf + isenb)
= Xe,

ou seja, X é autovetor de Ry associado ao autovalor e, e portanto, 750 M
é subfibrado caracteristico de Ry associado a esse autovalor. Procedendo da
mesma maneira para um autovetor Y de J associado ao autovalor —i, entao
JY ==Y, e

RyY = cos8Y + senbJY
cosfY + senf(—iY")
Y (cost + (—i)senb)
= Ye

e assim, T“VM & também subfibrado caracteristico de Ry, associado ao
autovalor e,
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Capitulo 4

Resultados Principais

Utilizando os resultados obtidos anteriormente, apresentaremos, neste
capitulo, os teoremas principais; para tanto, necessitamos de dois Lemas que
serao demonstrados a seguir.

Lema 4.0.1. Se U e V sdo do mesmo tipo, entdo R(U,V) = 0, onde R
denota o tensor curvatura de M.

Demonstragao.
Desde que

R(X,Y)U = VxVyU — VyVxU — VixyU,

para X,Y € TM, pelo paralelismo de 790 e TOUM, R(X,Y)U tem o
mesmo tipo que U e pela isotropia desses subfibrados (R(X,Y)U,V) = 0.
Usando a identidade de Bianchi concluimos que

(R(U,V)X,Y) = (R(X,Y)U,V) = 0.

Conseqiientemente, se trés ou quatro vetores forem do mesmo tipo

(R(U,V)X,Y) = 0.
n

Lema 4.0.2. Sejam R* o tensor curvatura normal de uma imersiao ppmc e
XY vetores tangentes do mesmo tipo. Entao RH(X,Y) = 0.

Demonstragao.

Sejam N° C N a imagem de o™V, e (N°)* C N o complemento ortog-
onal de N° em N. Desde que oV ¢ paralela, N° é um subfibrado paralelo
de N. Para qualquer ¢ € (N°)* e X, Y TUOM temos Y € TOVM e

(AeX.Y) = (a(X,Y),€) = (@"(X,Y),€) =0,

29



pois, (N°, (N%)*) = 0. Desde que THOM e TV M sio isotropicos, teremos
entdo que Ag(THOM) C TOYM, e também, As(TOVM) C THO M,

Temos que mostrar que (RH(X,Y)E,n) = ([Ae, A,)X,Y) se anula, para
todo X,Y do mesmo tipo, e £, € N.

Se &,n € (N%* temos que A, A, revertem os subfibrados THOM e
TOYM, e entdo, [As, A,] = AcA, — A, A¢ preserva o campo no mesmo fi-
brado. Usando a isotropia dos fibrados, ([A¢, A,]X,Y) = 0, para X,Y nas
condicoes do lema, e tem-se o que se queria.

Se £ € (N ene N, etomando & = a(U, V), U,V € TH) M, queremos
calcular RM(X,Y)E = Vi V€ — Vi Vi€ — Vix (€. Temos que:

0= (Vi) (U, V) = Via(U, V) — a(VyU, V) — a(U VyV),

entao, o o o
Vya(U,V) = a(VyU, V) +a(U,VyV),

e, da mesma maneira,
Vyxa(U, V) =a(VxU, V) + (U, VxV).
Conseqiientemente,

VxVya(U, V) = Vx[a(VyU V) + (U, VyV)]
= Vxa(VyU, V) + Vxa(U,VyV).

Assim,

0= (Vxa)(VyU, V) =Vxa(VyU, V) - a(VxVyU V) — a(VyU,VxV),

e portanto,
Vxa(VyU, V) = a(VxVyU, V) + a(VyU VxV).
Analogamente,
Vxa(U,VyV) = a(VxU,VyV) + a(U, VxVyV).
Logo,

Vi Via(U, V) = a(VxVyU V)+a(VyU, VxV)+a(VxU, VyV)+a(U, Vx Vy V),
e, do mesmo modo,

Vi Vxa(U, V) = a(VyVxU V)+a(VxU, VyV)+a(VyU, VxV)+a(U, VyVxV).
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Além disso,
0= (Vixya)(U.V) = Vi 10U, V) = a(VixyU, V) — a(U, Vixy V),
ou seja, - . o
Vixyj@(U, V) = a(Vixy)U,V) + a(U, Vix yV).

Concluimos entao, que
RY*(X,Y)a(U,V) = a(R(X, YU, V) + a(U, R(X,Y)V).

Desde que X,Y sao do mesmo tipo, pelo Lema (4.0.1), R*(X,Y) = 0, e
portanto, temos o que queriamos demonstrar.

Teorema 4.0.1. Seja f : M — R?>"™™ wma imersao isométrica, onde M
uma variedade Kahleriana. Entao [ possui uma familia associada se, e so-
mente se, f possut pluri-curvatura média paralela.

Demonstracao.

Supondo que a imersao isométrica f : M — R*"*™ possua pluri-curvatura
média paralela, temos que mostrar a existéncia de uma familia fy. Para isso
usaremos o Teorema Fundamental para Subvariedades 2.2.1,
demonstrando que a secio simétrica ay do fibrado Ly (TM x TM, (TM)?1),
satisfaz as equacgoes de Gauss, Codazzi e Ricci.

Definimos entao ay por:

Oég(X, Y) = &<R9X7 RQY),

onde Ry X = cosX + senfJX.

Temos que a equacao de Gauss é valida para o = ay, ou seja,
(R(X,Y)Z, W) ={(a(X, W), (Y, Z)) — (a(X, Z), (Y, W)).

Verifiquemos entao a validade da equacao de Gauss para ay. Queremos
mostrar que
<R(X’ Y)Z7 W> = <Oz9(X, W)v O‘G(K Z)) - <049(X, Z)7 O‘H(K W)>
= <a(R9X, RQW), Oé(RgY, RQZ)>
—<OJ(R9X, RQZ), Oé(RgY, RQW)>

Consideremos, primeiramente, que os quatro vetores sao do mesmo tipo.
Supondo que X,Y, Z, W € T ).
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(RIX,Y)Z, W) = {(a(eX, W), a(e?Y, e’ 7))
—(a(QiGX, e®7), a(eieY, eW))
= (a(X, W), e’ a(Y, Z))
—(e¥a(X, Z), ¥ a(Y,W))
= (X, W), Y, Z)) = (X, Z), a(Y, W))).
Analogamente, se X,Y, Z, W € TOY M, teremos
(R(X,Y)ZW) = e ((a(X, W), (Y, Z)) = (a(X, Z), (Y, W))).

Assim, para ambos os casos, a equacao de Gauss para «y segue da equagao
de Gauss para «, se e somente se, o primeiro membro da equacgao se anula.
Isto é dado pelo Lema 4.0.1.

Consideremos, agora, que trés vetores sao do mesmo tipo. Supondo que
XY, ZeTUOM e W € TODM:

(RIX,Y)Z,W) = (a(e"X,e W), ale"Y, ¢ 2))
—(a(e?X,e?2), a(e?Y, e W)
— (a(X, W), 2 (Y, 7)) (4.1)
—(e*a(X, Z),alY,W))
= 2 ((a(X, W), (Y, 2)) — (a(X, Z),a(Y, W)

Do mesmo modo, se X,Y,Z € TOUM ¢ W € TOOM, teremos a
mesma equagao (4.1) a menos de um sinal negativo no expoente da fungao
exponencial, ou seja,

(R(X,Y)Z,W) = e (X, W), (Y, Z)) = (X, Z), (Y, W))). (4.2)

Para os casos em que X, Z, W € T0OM e Y € TODM | e vice-versa,
bem como para Y, Z, W € THOM e X € TOVM e vice-versa, tem-se nova-
mente as equacoes (4.1) e (4.2).

Portanto a equacdo de Gauss para gy, para o caso em que apenas trés
vetores sao do mesmo tipo, segue novamente do Lema 4.0.1 e da equacao de
Gauss para a.

Para o tdltimo caso devemos considerar, que dois vetores sao do mesmo
tipo. Supondo que X,Y € TOOM e Z W € TN M:
(RIX,Y)Z, W) = {a(e?X, e W), a(e?Y,e 7))
—(a(e? X, e 7)), a(e?Y, e W)
= ((Oé(X, W)7 Oz(}/, Z)> - <O./(X, Z)v O‘(K W)))
e, usando o Lema (4.0.1), (R(X,Y)Z, W) =0, ou seja,

);
(X, W), (Y, Z)) — (a(X, Z),a(Y, W)) = 0,
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e temos a equacao de GGauss para «, neste caso.
Para X, Y e TOUM e Z, W € TOOM, do mesmo modo, também tere-
mos a equacao de Gauss para a de imediato.
Se X,ZeTWOM e Y,W € TOVM, teremos
(RIX,Y)Z,W) = (a(e”X, e W), a(e Y, Z))
—(a(e?X,e?2Z), a(e™Y, e W),
e portanto, segue a equacao de Gauss. Analogamente ocorre se X, 7 €
TOYM e Y, W € T M
(RIX.Y)Z,W) = (a(e™X, W), a(e?Y,e 7))
—{a(e™X, e Z), a(e?Y, W),
e a equacao de Gauss é imediata.
Finalmente, os dois tltimos casos, Y, Z € TWOM ¢ X, W € TODM,
e vice-versa, resultam diretamente na equacao de Gauss, como no caso an-

tecedente.
Portanto podemos concluir que oy satisfaz a equagao de Gauss.

Verifiquemos agora, se oy satisfaz a equacao de Codazzi. Lembramos que
para a = «q vale a equagao de Codazzi,

(Vxa)(Y,Z) = (Vya)(X, Z),

e temos que mostrar que,
(Vxan)(Y, Z) = (Vyag)(X, 2).
Temos que,
(Vxag) (Y, Z) = Vxap(Y,Z) = ap(VxY,Z) — ap(Y,VxZ)
= Vxa(RyY,RyZ) — a(RyVxY,RyZ) — a(RyY, RyV x Z),
e também,

(V%/Oég)(X, Z) = V%/OC(RQX, R@Z) — Oé(RgVyX, RQZ) — CY(RQX, RQVYZ).

Consideremos inicialmente que os trés vetores sao do mesmo tipo. Lem-
bramos que 719 M e TOD M sao paralelos, pela proposicao 3.3.1. Se X, Y, Z €
TN,

(Vxag)(Y,Z) = Vxa(RyY,ReZ) — a(RyVxY,RyZ) — a(RyY, RyNV x Z)
Vxa(e®Y, 7)) — a(eVxY, e’ Z) — a(e?Y, eV x 7)
= 2VEa(X,Z) - a(Vy X, Z) — Pa(X,VyZ), (4.3)
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e, analogamente,

(Vi) (X, Z) = 2 Vya(X,Z) — a(Vy X, Z) —a(X,VyZ)], (4.4)
e portanto, igualando as equacoes (4.3) e (4.4)
(Vxae)(X,Z) = **(Vxa)(Y, Z) = ' (Vya)(X, Z) = (Vyag)(X, Z),

e «y satisfaz Codazzi nestas condicoes. Se X,Y,.Z € TOYM
teremos novamente as equagoes (4.3) e (4.4) a menos de um sinal negativo
no expoente da funcao exponencial em ambas, isto é, teremos

(Vxa)(X, Z2) = e (Vxa)(Y, Z) = e (Vya)(X, Z) = (Vyag)(X, Z),

logo, segue a equagao de Codazzi neste caso.

Considerando agora dois vetores do mesmo tipo. Se X,Y € TWOAf
e Z € TODM teremos:

(Vxag)(Y,Z) = Vxa(RyY,ReZ) — a(ReVxY,RyZ) — a(RyY, RyV x Z)
= Vxa(e?V, e 7)) — a(e®VxY,e 7)) — a(e®Y, eV x 7)
= Vxa(Y,Z2) —a(VxY,Z) —a(Y,VxZ)
= (Vxa)(Y,2),

e, também,

(Vian)(X, Z) = Via(X, Z) — a(Vy X, Z) — a(X,VyZ) = (VEa)(X, 2),
e temos a equacao de Codazzi de imediato. O mesmo acontece se X,Y €
TOYNM e Z € THO M.

Se X, Z e TOOM e Y € TODM teremos:
(Vxag)(Y,Z) = Vxa(RyY,ReZ) — a(ReVxY,RyZ) — a(RyY, RyV x Z)
= Vxa(—eY, 7)) —a(e VY, e’ Z) — a(e Y,V x 7)
= Vxa(Y,Z2) —a(VxY,Z) —a(Y,VxZ)
= (Vxa)(Y,2), (4.5)

(Vi) (X,Z) = 'Via(X,Z) - a(VyX,Z) - a(X,VyZ)
= ¢?(Vya)(X, 2). (4.6)

34



Neste caso, comparando as equagoes (4.5) e (4.6), encontramos fatores
diferentes em cada lado da equacao de Codazzi, isto é,

(Vxan)(Y, Z) = (Vxa)(Y, Z) # ¢’ (Vya)(X, Z) = (Vyas)(X, Z). (4.7)
Analogamente, se X, Z € TOUM e Y € TWO M| e equacio teria a forma:
(Vxao)(Y, Z) = (Vxa)(Y, Z) # ¢ (Vya)(X, Z) = (Vya)(X, Z). (4.8)

O mesmo ocorre para os dois altimos casos, em que Y,Z € TMOM ¢
X € TODM e vice-versa; encontrariamos equacoes semelhantes as equacoes
(4.7) e (4.8).

Para esses quatro casos podemos concluir que a equacao de Codazzi se
verifica se (Vxa)(Y,Z) = 0 para X € THOM, Y € TOYM e Z qualquer.
Mas, (Vxa)(Y, Z) = (Vxa)(Z,Y), e usando Codazzi para a, (Vxa)(Y, Z) =
(V£a)(Z,Y) = (V4a)(X,Y), e assim qy satisfaz Codazzi se, e somente se,
(V5a)(X,Y) = 0, ou seja, se, e somente se o'V & paralela.

Nos resta verificar a equacao de Ricci. Para qualquer £ € N seja Ag 0
operador de Weingarten de fy definido por:

(AIX,Y) = (a(X,Y), &) = ((ReX, RgY'), &) = (Ac Ry X, RpY'),

ou seja,

(AIX,Y) = (AcRo X, RgY'),

e portanto, Ag = Re_lAgRg. Entao, teremos a equacgao de Ricci para fy:

(RYX,Y)Em) = ([ALAJX,Y)
= ([Ae, A Re X, RpY).

Se X e TOOM e Y € TODM | entao:

(RH(X,Y)¢,n) = ([Ae, AjJRoX, RyY')
= {[Ae AJe"X, )
= " ‘”’([Ag, X, Y)
= (A, A))X,Y),

que é a equacdo de Ricci para f. De maneira analoga, para X € TODAf e
Y € TUOM obtemos:

(REX.Y)Em) = ([Ae Ade X, e?Y)
= <[A£7AT7]X7Y>a
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ou seja, novamente a equacao de Ricci para f.

Considerando agora, X,Y € THO M,
(RHX,Y)Em = ([Ae, A ReX, RY)

([Ag, Ay e X, Y
= (A, A)XY),

e, para X,Y € TOD M,
(REXY)Em) = e ([ Ag, A )X, Y),

Entao, para os dois tltimos casos, a equacao de Ricci é satisfeita, e segue
da equagdo de Ricci para f, se e somente se, RT(X,Y) = 0, para X,Y do
mesmo tipo. Isto segue do Lema 4.0.2.

Reciprocamente se f possui uma familia associada, entao para todo 6 os
operadores oy satisfazem as equacoes de Codazzi:

(Vxao)(Y. Z) = (Vyag)(X, Z),
para todo X,Y,Z € T®M, ou seja,
(Vxa)(RyY, RyZ) = (Vya)(RyX, RyZ).
Tomando X, Z € TOOM o Y € TOD M teremos:
(Vxa)(Y, Z) = e’ (Vya)(X, 2).

Concluimos entao que (Vxa)(Y,Z) = 0, pois « satisfaz a equacido de
Codazzi, mas pelo argumento anterior

(Vxa)(Y,Z) = (V£a)(X,Y) =0, para Z e TWOM. (4.9)
Considerando agora, X € T0MOM e Y, Z € TOVM teremos:
e (Vxa)(Y. Z) = (Vya)(X, Z),

e concluimos também que (Vxa)(Y, Z) = 0, como anteriormente, da mesma
forma

(Vxa)(Y,Z) = (V4a)(X,Y) =0, para Z e TOVM. (4.10)

Logo por (4.9) e (4.10) f é ppme. [ |
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Teorema 4.0.2. Uma imersao ppme, f : M — R?*™  de uma variedade
Kaihleriana, € isotropica se, e somente se, existe uma decomposicao
ortogonal e paralela do complexificado do fibrado normal N® = N'@ N°@ N”
tais que os subfibrados paralelos N', N°, N" contém os valores de >0, a(b1)
%2 respectivamente.

Demonstragao.
Se f & ppmc isotropica e ¥y : N — N sao os automorfismos de fibrados
vetoriais paralelos, com 1y o @ = ayp, entdo, para X,Y € THO M

Vo(a(X,Y)) = ap(X,Y) = a(Re X, RgY) = e*a(X,Y);

e a(®) toma valores em N’, subfibrado proprio de 1, associado ao autovalor
¥ Para X € TOOM e Y € TOM:

Yo(a(X,Y)) = ap(X,Y) = a(Re X, RyY ) = a(X,Y);

e abV toma valores em N©, subfibrado proprio de v associado ao autovalor
1. Parae X,Y € TOD .

Vo(a(X,Y)) = ap(X,Y) = a(Re X, RgY) = e (X, Y);

e a(®? toma valores em N”, subfibrado proprio de vy associado ao autovalor
o210

Além disso, sabemos que o = a®% + oD + a2 e como 1y ¢ au-
tomorfismo, N’ (Y N°( N” = {0}, temos a decomposicio ortogonal NC =
N @ N°@ N".

Para concluir basta observar que 1)y é paralelo, e portanto, os subfibrados
sao paralelos.

Reciprocamente, para uma tal decomposicdo de N, podemos definir um
automorfismo de fibrados paralelos 1y : N — N, definindo por 1y = €21
em N’ 1y =1 em N° ey =e2°] em N”. Assim, se a(X,Y) € N/,

Vo(a(X,Y)) = ea(X,Y)=¢"e"a(X,Y) = a(e?X,e"Y)
= CV(R@X, R@Y) = Oég(X, Y),

se a(X,Y) € N°,

Yo(a(X,Y)) = a(X,Y)=e"ea(X,Y) = a(e?X,eY)
= a(RyX, RgY) = ap(X,Y);
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se a(X,Y) e N”,

Yo(a(X,Y)) = e a(X,Y)=e".e"a(X,Y) = ale"X,e0Y)
= a(RyX,RyY) = ap(X,Y),

ou seja, f é ppmec isotropica.
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