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RESUMO

O CAMPO DE TENSAO DA APLICACAO DE
GAUSS

Este trabalho apresenta uma demonstragao detalhada do teorema que
caracteriza as imersoes isométricas f : M" — RP™™ de uma variedade
Riemanniana n-dimensional no espago Euclidiano (p + n)-dimensional com
vetor curvatura média paralelo como sendo aquelas cuja aplicagao de Gauss
associada é harmonica. O resultado deve-se a E.A.Ruh e J. Vilms.



ABSTRACT

THE TENSION FIELD OF THE GAUSS MAP

This dissertation is concerned with a detailed proof of a Ruh-Vilms
theorem which characterize the isometric immersion of a Riemannian
manifold into the Euclidean space whose the mean curvature vector is parallel
as being that immersion whose the associated Gauss map is harmonic.
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Introducao

O estudo de superficies com curvatura média constante tem sido classica-
mente um dos problemas mais importante da geometria diferencial. Destaca-
se o estudo das superficies minimas, os teoremas de Hopf e Alexandrov.

As superficies minimas sao superficies de menor area limitadas por um
contorno dado. Em 1760, Lagrange caracterizou tais superficies como sendo
aquelas que tem a curvatura média sempre igual a zero. Uma maneira de
obter superficies minimas foi observada em 1847 pelo fisico belga Antoine
Ferdnand Plateau, através de experiéncias feitas com peliculas de liquido sob
a acao da tensao superficial. A experiéncia consistia em tomar um contorno,
mergulhar em agua com sabao e, entao, a superficie desejada é a representada
pela bolha de sabao que aparecer.

O teorema de Hopf (1951) afirma que se uma superficie do espaco Eucli-
diano usual é homeomorfa a esfera e tem curvatura média constante, entao
ela é isométrica a uma esfera. Pelas questoes que levantou e pelos métodos
desenvolvidos em sua prova, este teorema foi fundamental para o estudo de
superficies de curvatura média constante. Em 1956, Alexandrov provou que
a esfera é a tnica superficie compacta e mergulhada em R? com curvatura
média constante. Este resultado havia sido conjecturado por Hilbert, e sua
demostracao foi a primera aplicacao do principio do méximo de Hopf em
geometria.

O objetivo deste trabalho é caracterizar as imersoes isométricas com cur-
vatura média paralela através da aplicacao de Gauss.

Seja f : M™ — RPT™ uma imersao isométrica de uma variedade Riema-
nniana n-dimensional M no espa¢o Euclidiano (p + n)-dimensional. A apli-
cagio de Gauss associada a essa imersao ¢ a aplica¢ao g : M™ — G(n, RPT™),
onde G(n,RP™™) denota a variedade de Grassmann dos n-planos em RPT™,
tal que a imagem ¢(q) de um ponto ¢ € M ¢é definida como sendo o plano
tangente & f(M) em f(q). O vetor curvatura média H de f é dito paralelo
se V1 H & identicamente nulo. Observemos que se V*H = 0 entdo o médulo
de H é constante. A caracterizacao é dada através da harmonicidade da
aplicacao de Gauss, e foi obtida por E.A.Ruh e J.Vilms em [§].



O estudo de aplicagoes harmonicas tem origem no problema de minimizar
a energia de uma aplicagao entre variedades Riemannianas. Dada uma apli-
cagao C* h: M — N entre variedades Riemannianas, o campo de tensao
de h denotado por 7(h), é o trago da sua segunda forma fundamental, ou
seja, a derivada de dh como tensor. A aplicagao h é dita harmonica se 7(h)
for identicamente nulo. Aplicagdes com essa propriedade sao pontos criticos
da integral de energia F(h), isso generaliza a integral classica de Dirichlet[8].
Geodésicas, superficies minimas e fun¢oes harmonicas reais resolvem casos
particulares do problema. No caso de uma subavriedade minima no espago
euclidiano tanto a imersao como a aplicacao de Gauss sao harmonicas.

O trabalho esta dividido em trés capitulos: no capitulo 1, apresentamos
defini¢oes e alguns resultados sobre variedades Riemannianas. No capitulo
2 mostramos que o conjunto G(n,RP*") ¢ uma variedade diferenciavel de
dimensao pn, compacta e que G(n,RP™™) pode ser imerso no espago das
matrizes simétricas (p + n) x (p + n). Através dessa imersdo definimos
em G(n,RPT™) uma estrutura Riemanniana. Finalmente, no capitulo 3 de-
monstramos o resultado principal.



Capitulo 1

Generalidades

Neste capitulo serao apresentados conceitos e resultados fundamentais da
geometria Riemanniana, os quais sao imprescindiveis para o desenvolvimento
do trabalho. As demonstragoes omitidas podem ser encontradas em [5] e [1].

1.1 Variedades Diferenciaveis

Definicao 1.1.1. Uma variedade diferencidvel de dimensao n é um par or-
denado (M,U) tal que:

(1) M é um espago topologico de Hausdorff com base enumeravel.

(2) U & uma cole¢ao de homeomorfimos = : U — R™, de conjuntos abertos
U C M sobre abertos z(U) C R™.

(3) Os dominios U dos homeomorfismos = € U cobrem M.

(4) Dados  : U — R" e y : V. — R™ pertencentes a U com U NV # (),
entdo a aplicagao yoz ' : z(UNV) — y(UNV) & diferenciavel.

(5) Dado um homeomorfismo z : W — R"™ de um aberto W C M sobre
um aberto z(W) C R™, tal que as aplicagoes z o z7! e 2 o x7! sdo
diferenciaveis para cada x € U, entao z € U.

A colegao U é chamada de um atlas de dimensao n sobre M. Um ho-
meomorfismo x € U é chamado um sistema de coordenadas locais ou carta
local em M. Para cada p € U tem-se z(p) = (z'(p),...,2"(p)), os niimeros
' = 2%(p), i = 1,...,n sao chamados as coordenadas do ponto p € M no
sistema .



Definicao 1.1.2. Seja (M,U) uma variedade diferenciavel de dimensao n e
x:U — z(U) €U. Dado p € U, a aplicagao 7' : z(U) — U é chamada
uma parametrizacao de M em p ; U é entao chamada uma vizinhang¢a co-
ordenada em p. A colegao de parametrizagoes é chamada uma estrutura
diferencidvel em M.

Pode-se definir variedade diferenciavel utilizando, em vez de cartas lo-
cais, parametrizagoes. Tal definicao é evidentemente equivalente a defini¢ao
dada. Em algumas ocasioes neste trabalho utilizaremos parametrizagoes em
vez de cartas. De agora em diante, uma variedade diferenciavel (M,U) de di-
mensao n sera denotada por M™, o indice superior indicara a dimensao de M.

Exemplo 1. O par (R",U), onde U ¢é o atlas contendo o tnico sistema de
coordenadas id : R — R" (id denota a aplicagao identidade em R"), é uma
variedade diferenciavel de diemensao n.

Definicao 1.1.3. Sejam M™, N™ variedades diferenciaveis. Diz-se que uma
aplicacao f : M — N é diferenciével no ponto p € M se existem sistemas
de coordenadas z : U — R"em M,y : V — R™ em N, com p € U e
f(U) C V tais que a aplicagao yo fox ! : x(U) — y(V) ¢é diferencidvel no
ponto x(p). Dizemos que f é diferenciavel se f for diferenciavel em todos os
pontos de M.

Definicao 1.1.4. Seja M uma variedade diferenciavel. Uma aplicagao
v : I — M, onde I é um intervalo aberto da reta real, chama-se uma
curva em M. Caso 7 seja diferenciavel em [ entao v chama-se uma curva
diferencidvel em M

Definicao 1.1.5. Seja M™ uma variedade diferenciavel e seja p € M. Indi-
caremos por C, o conjunto de todas as curvas A : J — M definidas num
intervalo aberto J, contendo 0, tais que A\(0) = p e A é diferenciavel em 0. Se
AelC,ex: U — R"éum sistema da coordenadas em M, com p € U, pode
acontecer que a imagem A(.J) nao esteja inteiramente contida em U. Em vista
disso, toda vez que escrevermos x o \, estamos admitindo que o dominio de A
foi suficientemente reduzido a um intervalo aberto menor J, contendo 0, tal
que A\(J) C U. Diremos que duas curvas A, ji € C, sao equivalentes, e escreve-
mos A ~ p, quando existir um sistema de coordenadas locais x : U — R"
em M, compeU,talquexol:J — R"exzopu: I — R” satisfazem a
igualdade que (zo\)'(0) = (zop)'(0). A igualdade (zo))'(0) = (xou)'(0) sera
verdadeira para todo sistema de coordenadas xz : U — R" em M, p € U.
Resulta dai que a relacao A ~ p é de fato uma relacao de equivaléncia em C,,.



O vetor tangente em t = 0 de uma curva A € C, é a classe de equivaléncia
de A, ou seja, N'(0) = {u € C, | 0 ~ A}. Um vetor tangente em p é o vetor
tangente em t = 0 de alguma curva A € C,.

Definigao 1.1.6. (O espago tangente). O espaco tangente a uma variedade
M"™ em um ponto p, denotado por T,M, é o conjunto quociente C,/ ~ ,
ou seja, ¢ o conjunto de todos os vetores tangentes as curvas diferenciaveis
pertencentes a M passando por p. Mostra-se que o T, M ¢é um espaco vetorial
de dimensao n e que a escolha de um sistema de coordenadas locais z : U —
R", com p € U, determina uma base associada {(32)(p), ..., (32)(p)} em
T,M, e que a estrutura linear nesse espaco, assim definida, nao depende do
sistema de coordenadas x.

Definigao 1.1.7. (O Fibrado Tangente). Seja M™ uma variedade dife-
renciavel, {(U,, o)} uma estrutura diferenciavel em M e TM = {(p,v);p €
M,v € T,M}. O espago TM munido com a estrutura diferenciavel
{(Uy x R™,7,)} onde 7, : Uy x R* — T'M & dada por:

n
. 0
Yalzk, ot ul o ut) = (za(zl, ...,xZ),ZuZ -),
~ O,

(ul,...,u™) € R™, é definido como o fibrado tangente de M.

Proposicao 1.1.1. Sejam M" e N™ variedades diferenciaveis e seja
¢ : M — N uma aplicacao diferenciavel. Para cada p € M e
cada v € T,M, escolha uma curva diferenciavel A € C,, com X (0) = v.
Faca 3 = ¢ o A\. A aplicagao do, : T,M — Ty, N dada por do,(v) = (0)
é uma aplicacao linear que nao depende da escolha de .

Definigao 1.1.8. A aplicacao linear d¢, dada pela proposicao anterior é
chamada diferencial de ¢ em p.

Definigao 1.1.9. Sejam M e N variedades diferencidveis. Uma aplicacao
¢ : M — N é um difeomorfismo se ela é bijetiva, diferenciavel e sua
inversa ¢! ¢ diferenciavel. ¢ é um difeomorfismo local em p € M se existem
vizinhangas U de p e V de ¢(p) tais que ¢ : U — V' é um difeomorfismo.



1.2 Imersoes e Mergulhos

Definicao 1.2.1. Sejam M" e N variedades diferenciaveis. Uma aplicagao
diferenciavel ¢ : M — N é uma imersao se dp, : T,M — T, N ¢ injetiva
para todo p € M. Se além disto, ¢ é um homeomorfismo sobre (M) C N,
onde p(M) tem a topologia induzida por N, diz-se que ¢ é um mergulho.
Se M C N e ainclusao ¢ : M C N é um mergulho, diz-se que M ¢é uma
subvariedade de N. Se ¢ : M™ — N™ & uma imersao, entao n < m; a
diferenca m — n é chamada codimensao da imersao .

Proposicao 1.2.1. Seja ¢ : M — N uma imersao da variedade M na
variedade N. Para todo p € M, existe uma vizinhanca V' C M de p tal que
a restrigao ¢|y : V' — N é um mergulho.

1.3 Campos de Vetores

Definicao 1.3.1. Um campo de vetores X em uma variedade diferencia-
vel M é uma correspondéncia que a cada ponto p € M associa um vetor
X(p) € T,M. Em termos de aplicagdes, X é uma aplicagdo de M no fibrado
tangente T'M. O campo é diferencidvel se a aplicagcao X : M — TM é
diferenciavel.

Considerando uma parametrizacao x : U C R" — M ¢é possivel escrever

n

=2_aip)

8:171

=1

onde cada a; : U — R é uma funcao em U e { 8%} é a base associada a

x,1=1,...,n. X é diferencidvel se e somente se as fungoes a; sao diferen-
ciaveis para alguma (e, portanto, para qualquer) parametrizacao.

As vezes é conveniente utilizar a idéia sugerida acima e pensar em um
campo de vetores como uma aplicacgdo X : D(M) — F(M), do conjunto
D(M) das fungoes diferenciaveis em M no conjunto F(M) das fungoes em

M, definida por:
Z aZ axl

onde f indica, por abuso de notagao, a expressao de f na parametrizagao x.

Indicaremos por X(M) o conjunto dos campos de vetores de classe C'*
definidos em M.



Lema 1.3.1. Sejam X e Y campos diferencidveis de vetores em uma

variedade diferencidvel M. Entao existe um tnico campo vetorial Z tal que,
para todo f € D(M), Zf = (XY -YX)f.

Definicao 1.3.2. O campo vetorial Z dado pelo lema anterior é chamado
colchete [ X, Y] = XY —Y X de X e Y; Z é evidentemente diferenciavel.

Proposicao 1.3.1. Se X, Y e Z sao campos diferenciaveis em M, a,b sao
numeros reais e f, g sao fungoes diferencidveis, entao:

(1) [X,Y]=—[Y, X] (anticomutatividade),

(17) [aX +bY,Z] = alX, Z] + b]Y, Z] (linearidade),

(wid) [X,Y]Z] + [[Y, Z], X] + [[Z, X], Y] = 0 (identidade de Jacobi),
(iv) [FX.gY] = fglX.Y] + fX(g)Y — gV ().

Definicao 1.3.3. Um campo de vetores V ao longo de uma curva
v : I — M é uma aplicagao que associa a cada t € R um vetor tangente
V(t) € TyM.

Definicao 1.3.4. Uma curva diferenciavel v : I — M que satisfaz as
condigoes 7' (t) = V(v(t)) e v(0) = p é chamada uma trajetdria do campo V'
que passa por p para t = 0.

1.4 Meétricas Riemannianas

Definigao 1.4.1. Uma métrica Riemanniana (ou estrutura Riemanniana)
em uma variedade diferenciavel M é uma correspondéncia que associa a cada
ponto p € M um produto interno ( , ), (isto ¢ uma forma bilinear simétrica,
positiva definida) no espago tangente 7,,M, que varia diferenciavelmente no
seguinte sentido: Se x : U C R® — M ¢é um sistema de coordenadas locais
emj;orncgde D, gom z(xl, ... ,xln) =q€ :L‘(U) e 35 (q)~: d:’L“q(O, L 1,...,0),
entao (5:(q), 5.5(q0)) = gij(z*,...,2") é uma funcao diferenciavel em U.
Outra maneira de exprimir a diferenciabilidade da métrica Riemanniana
é dizer que para todo par X e Y de campos de vetores diferenciaveis em
uma vizinhanca V' de M, a funcao (X,Y) é diferenciavel em V. Uma
variedade diferencidvel M munida de uma métrica Riemanniana é deno-
minada Variedade Riemanniana.

Definicao 1.4.2. Sejam M e N variedades Riemannianas. Um difeomor-
fismo f: M — N é chamado uma isometria se:

(u,v)p = (dfp(u), df,(v)) s»y paratodope M, u,v € T,M.



Exemplo 2. Se M = R" com 8‘2,1. identificado com e; = (0,...,1,...,0), a
métrica é dada por (e;, e;) = d;;, onde d;; é o simbolo de Kronecker: §;; =0
se i # jed; =1 R™é chamado o espaco euclidiano de dimensdo n e a

geometria deste espago ¢ a geometria métrica euclidiana.

Proposicao 1.4.1. Uma variedade diferenciavel M possui uma métrica Rie-
manniana.

Definicao 1.4.3. Seja M"™ uma variedade Riemanniana, p € M e U uma
vizinhanga de p em M onde ¢é possivel definir campos Fy, ..., F, € X(M"),
de modo que em cada ¢ € U, os vetores {E;}, i = 1,...,n, formam uma
base ortonormal de T, M; diremos, neste caso, que {E;} ¢ um referencial
ortonormal em U.

1.5 Conexoes Afins e Riemannianas

Definicao 1.5.1. Uma conexdo afim V em uma variedade diferenciavel M
¢ uma aplicagao

v X(M) x X(M) — X(M)

indicada por (X,Y) ARV xY, que tem as seguintes propriedades:

Z) vaJrgYZ = fVXZ + gVyZ
i) Vx(Y+2)=VxY +VxZ.
i) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y, onde X, Y, Z € X(M) e f,g € D(M).

Proposicao 1.5.1. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao
afim V. Entao existe uma tnica correspondéncia que associa a um campo
vetorial V' ao longo de uma curva diferenciavel v : I — M um outro campo
vetorial % ao longo de v, denominado derivada covariante de V ao longo

de ~, tal que:

7) %(V + W)= % + %, onde W é um campo de vetores ao longo de 7,

i1) %( fv) = %V +f %, onde f é uma funcao diferenciavel em I,

i1i) Se V& induzido por um campo de vetores Y € X(M), isto é,
V(t) =Y (y(t)),entdo Z¥ = Vg aY.



Definicao 1.5.2. Seja M uma variedade diferenciavel com uma conexao
afim V. Um campo vetorial V' ao longo de uma curva v : I — M ¢é chamado
paralelo quando % =0, para todo t € I.

Proposicao 1.5.2. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao
afim V. Seja v : I — M uma curva diferenciavel em M e Vj um vetor
tangente a M em ~y(to), to € I ( Vo € Tyu,)M). Entao existe um tnico
campo de vetores paralelo V' ao longo de ~, tal que V(ty) = Vo; V(¢) é
chamado o transporte paralelo de V (to) ao longo de 7.

Definicao 1.5.3. Seja M uma variedade diferenciavel com uma conexao afim
V e uma métrica Riemanniana ( , ). A conexao V é dita compativel com a
métrica (, ) se o transporte paralelo preserva o produto interno. Em outras
palavras, quando para toda curva diferenciavel v e quaisquer pares de campos
de vetores paralelos P e P’ ao longo de 7, tivermos (P, P') = constante.

Proposicao 1.5.3. Seja M uma variedade Riemanniana. Uma conexao V
em M é compativel com a métrica se e so se para todo par V' e W de campos
de vetores ao longo da curva diferenciavel v : I — M tem-se

d DV DW
E<V’W> = <W7W>+<‘/’7>’ tel.

Definigao 1.5.4. Seja M uma variedade Riemanniana. Dizemos que uma
conexao afim V em M é:

a) simétrica, se VxY — Vy X = [X,Y], para X,Y € X(M).

b) compativel com a métrica Riemanniana, se X (Y, Z) = (VxY, Z2)+(Y,Vx Z),
para X,Y,Z € X(M).

Teorema 1.5.1. (Levi-Cevita) Dada uma variedade Riemanniana M,
existe uma tunica conexao afim V em M satisfazendo as condigoes:

i) V & simétrica;

i1) V é compativel com a métrica Riemanniana.

Tal conexdo é chamada conexao de Levi-Cevita ou conexao Riemanniana.



1.6 Curvaturas

Definigao 1.6.1. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M é uma
correspondéncia que associa a cada par X,Y € X(M) uma aplicagao
R(X,Y): X(M) — X(M), dada por:

R(X, Y)Z =VyvVxZ —-VxVyZ — V[X7y}Z, Z € %(M),
onde V ¢ a conexdo Riemanniana de M.
Se M = R™, entao R(X,Y)Z = 0 para todo X,Y,Z € R". Com efeito,

indicando o campo Z nas coordenadas naturais do R™, isto é, Z = (21, ..., 2,)

obtem-se
VxZ=(Xz,...,Xz,),

donde
VyVxZ =(YXz,....,.YXz,)

o que implica que
R(X,Y)Z =VyVxZ —VxVyZ+ Vxy)Z =0,

como havia sido afirmado. Pode-se, portanto, pensar em R como uma
maneira de medir o quanto M deixa de ser euclidiana.

Proposigao 1.6.1. A curvatura R de uma variedade Riemanniana satifaz:

i) R ¢ bilinear em X(M) x X(M),isto ¢é,
R(fX1+gX2, Y1) = fR(X1, Y1) + gR(X3, Y1),
R(Xy, fY1 + gYa) = fR(X1, Y1) + gR(X,, Y2),
[, € D(M), X1, X5,Y1,Y, € X(M).
it) Para todo par X,Y € X(M), o operador curvatura
R(X,Y): X(M) — X(M) é linear, ou seja,
RX,Y)(Z+W) = R(X,Y)Z + R(X,Y)W,
R(X,Y)fZ = fR(X,Y)Z,
feDM), Z,W e X(M).
Proposicao 1.6.2. (Identidade de Bianchi)
R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = 0.
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Proposigao 1.6.3. i)(R(X,Y)Z,T) + (R(Y,Z)X,T) + (R(Z,X)Y,T) = 0;
iVR(X,Y)Z.T) = —(R(Y, X)Z,T):
i) (R(X,Y)Z,T) = —(R(X,Y)T, Z);
i) (R(X,Y)Z,T) = (R(Z,T)X,Y).

Defini¢ao 1.6.2. Sejam M uma variedade Riemanniana, p € M, o C T,M
um subespago bi-dimensional do espago tangente T,M e {z,y} uma base
qualquer de 0. A curvatura seccional de o em p, K(o) = K(x,y), é por
definicao

(R(z, y)z, y)
K(I,y) = T A2
|z Ayl
onde |z A y| = /|z[2]y|? — (z,y)?, representa a area do paralelogramo bi-

dimensional determinado pelos vetores x,y € o. Esta definicao nao depende
da escolha dos vetores x,y € 0. De fato, observemos inicialmente que pode-
mos passar da base {z,y} de o para qualquer outra base {2’,y'} por iteragao
das seguintes transformacoes elementares:

a) {z,y} — {y,z},

b) {z,y} — {Az,y},

) {z,yt — {z+ Ay y}.

Agora veremos que K(x,y) é invariante por tais transformagoes, o que
demonstra o afirmado. Para o que se segue denotaremos (K (z,y)z, y) por
(z,y,2,y).

a)K(y,x) = (yryx) _ (Tyzy) _ K(z,y)

[yAz|? lzAy|?

DK (A, y) = Qe - Nesew) _ f¢(y,y)

[AzAy|? A2|zAyl?

T+A\Y,Y,x+ Ay,
OK (x4 \y,y) = sl

(#,y,2,9) + (2,9, 9,9) +(Ay,9,2,9) + (Ay,y,Ay,y)
[zAy+AyAy|?

— (:E)yzxuy)
[zAy|?

K(x,y).
O

A importancia da curvatura seccional é que o conhecimento de K(o),
para todo o, determina completamente a curvatura R.

A partir de agora, escreveremos por simplicidade, (R(z,y)z,t) = (x,y, z,t).
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Lema 1.6.1. Seja W um espago vetorial n-dimensional (n > 2), munido de
um produto interno (, ). Sejam R : WxWxW — WeT : WxWxW — W
aplicagoes trilineares tais que as condigoes (), (i7), (i77) e (iv) da proposi¢ao
1.6.3 sejam satisfeitaspara R e T. Se {z,y} é uma base de o, escrevamos

_ Blyzy) L@ y),y)
K=o O e

Se para todo 0 C W, K(o) = K'(0), entdo R=T.

Demonstragao: Basta provar que (R(z,y)z,t) = (T(x,y)z,t) para quais-
quer z,y,z,t € W. Escrevendo (z,y,2,t) = (R(z,y)z,t) e (x,y,2,t) =
<T(l’7y)2,t>, tem-se, por hipétesea (xai%%y) = (xvywray)/ \V/ZE,y S W’ IOgO

(x—i_'z?y?x—i_z?y) = ('r—i_Z?y?x—i_ZJy)/
o que implica

(z,y,2,9) +2(x,y, 2,y) + (2,9, 2,9) = (z,y,2,9) +2(z,y,2,9) + (2,9, 2,y)

e, portanto

(z,y,2,y) = (x,y,2,y) Vr,y,z€W.
Assim

(zy+tz,y+t)=(z,y+t z,y+t),

o que implica

(I7y727t> - (Iayazat)/ = (yazax7t) - (y7Z7I7t),7

e a expressao (z,vy, z,t) — (x,y, z,t)" é invariante por permutagoes ciclicas dos
trés primeiros elementos. Portanto

3[(1‘,3/,2,0 - (:C,y,z,t)’] = (x,y,z,t) (x Y, 2, t) (x,y,z,t)
—(z,y,z,t) + (x,y, z,t) — (x,y, 2, )
= (x,y,2,t) — (z,y,2,t) + (y, 2,2, 1)
—(y,z,:v,t) +<Z,l‘,y, ) (Z,l‘,y,t)/
= (z,9,2,t) + (y,2,2,1) + (2,3,9,1)
—[($, Y, =, t)/ + (ya Z, T, t)/ + (Za z,Y, t)/}
= 0 (por (i) da proposigao 1.6.3),

logo
(m,y,z,t) - (Ji,y,Z,t)/
para todo z,y, z,t € W.
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Proposicao 1.6.4. Sejam M uma variedade Riemanniana e p um ponto de
M. Defina uma aplicacao trilinear 7" : T, M x T,M x T,M — T,,M por

(T(X,Y)Z,W) = (X, Z2)(Y,WV) = (Y, Z)(X, W),

para todo X,Y,Z W € T,M. Entao M tem curvatura seccional constante
igual a c se e somente se R = ¢T’, onde R é a curvatura de M.

Demonstracao: Suponha que K(p,0) =c¢ Vo C T,M, entao

(R(X,Y)X,Y)

= Kpo) = RpvE - (xve

(RIX,Y)X)Y) = (| XPIYP - (X,Y)?)
= (X, X)(Y,Y) = (Y, X)}(X,Y))
— T(X, V)X, Y)

e como T satisfaz as propriedades (i), (i7), (i7i) e (iv) da proposi¢ao 1.6.3
podemos utilizar o lema 1.6.1 para concluir que

(R(X.Y)Z,W) = o(T(X,Y)Z,W)
para todo X,Y,Z, W € T,M. A reciproca ¢ imediata. [

Corolario 1.6.1. Seja M uma variedade riemanniana de curvatura seccional
constante ¢ e seja R a curvatura de M, entao podemos escrever

Demonstragao: Pela proposicao anterior

<R(X,Y)Z,W> = C<T(X,Y)Z,W>
= C(<X7Z><Y7W>)_<KZ><X7W>>7

logo
(RIX,Y)Z —c(X,2)Y + Y, Z)X , W) =0,

portanto
R(X,Y)Z =¢(X,2)Y — (Y, Z)X.
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1.7 Fibrados Vetoriais

Definicao 1.7.1. Sejam E e M variedades diferenciaveis e seja p: £ — M
uma aplicacao diferenciavel. Dizemos que p: E — M é um fibrado vetorial
de dimensao k& quando, para cada ponto p € M,

(i) p~(p) ¢ um espago vetorial real de dimensao k.

(17) existe uma vizinhanca aberta U de p em M e um difeomorfismo
® : pI(U) — U x R* cuja restricio a p~1(¢) ¢ um isomorfismo sobre
{q} x R¥, para cada q € U.

Definicao 1.7.2. Seja p : E — M um fibrado vetorial. Para cada p € M
chamamos o espago E, = p~'(p) a fibra de p sobre p.

Definigcao 1.7.3. Sejam p;, : E* — M e py : E*> — M fibrados vetoriais.
Definimos a projegao p : L(E', E*) — M por p~'(p) = L(E,, E2), onde
o conjunto L(E!', E?) é a uniao dos espacos das aplicagoes lineares de E;
sobre Eg, p € M. Munindo L(E*, E?) com a estrutura diferenciavel natural
induzida pela projecao ele torna-se um fibrado vetorial, chamado fibrado das
aplicacoes lineares. A soma p; @ py dos fibrados vetoriais p; : B! — M e
pa : E* — M & definida como a projecao

P ®py: B'®E* — M,

dada por py @ pa((e1,e2)) = pi(e1) = pa(ez), onde

E'® E? = {(e1,e3) € E* x E? : py(e1) = pa(es)}.

Exemplo 3. Seja TM = {(p,v,)| p € M, v, € T,M}. A aplicacdo
p: TM — M, dada por p(p,v,) = p, ¢ um espago fibrado vetorial de
classe C'*°, chamado o espaco fibrado tangente a M.

Exemplo 4. Sejam ( , ) uma métrica Riemanniana em M"™ ¢ N™ C M"
uma subvariedade de M. Dado p € M, seja T,N+ C T,M o subespago de
vetores normais a T),N; definimos v(N) = {(p,v,)| p € N, v, € T,N*}.
A aplicacao p : ¥(N) — N, dada por p(p,v,) = p ¢é um espago fibrado
vetorial, chamado o espaco fibrado normal.

Por um abuso de linguagem é comum nao nos referirmos a aplicagao

p : E — M quando estamos trabalhando com fibrados cuja aplicacao é
natural, mas sim as variedades FE e M.
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1.8 Imersoes Isométricas

.~ . ~ w7 ntm .
Definicao 1.8.1. Uma imersao f : M" — M entre duas variedades
Riemannianas com as métricas (, )ar e (|, )37 respectivamente, é chamada
1mersao 1sométrica se:

(X, V) = (dfp(X), dfp (Y )37
para todop € M, e X, Y € T, M.
Se f : M" — _Hnm é uma imersao, isto é, f é diferencidvel e
dfy + T,M — Ty M & injetiva para todo p em M, e ( , )37 ¢ uma
métrica Riemanniana em M, f induz uma estrutura Riemanniana em M por

(X, Y)u = (dfp(X), df,(Y))37, X,Y € T,M. A métrica de M ¢é chamada
entao a métrica induzida por f, e f passa a ser uma imersao isométrica.

Seja f: M" — M "™ uma imersdo. Pela proposicao 1.2.1, dadop € M
existe uma vizinhanga U C M de p tal que a restricao de f a U é um mer-
gulho sobre f(U). Portanto podemos identificar U com f(U), e considerar o
espaco tangente de M em p como um subespaco do espaco tangente a M em
P e escrever

T,M =T,M & T,M™*,

onde T, M+ ¢é o complemento ortogonal de T, M em T,,M . Desta decomposigao
obtemos um fibrado vetorial TM* = |J T,M*, chamado fibrado normal a

peM
M.
Deste modo, o fibrado vetorial
TM|yan ={X €TM : n(X) € f(M), onde 7 : TM — M é a projegao}
¢ a soma do fibrado tangente TM com TM*, que é

TM|py=TM &TM*.

Com respeito a esta decomposigao temos as projegoes

()" TM | jory — TM
O TM |y — TM*
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que sao chamadas tangencial e normal, respectivamente.

. rntm . . . ~ . . -
Seja M uma variedade Riemanniana com conexao Riemanniana V,

. - n+m . ~ . L. .
eseja f: M" — M uma imersao isométrica. Dados campos de vetores
X,Y € TM, tem-se que

VXY - (ﬁxY>T —f- (v)(Y)L

Segue da unicidade da conexao Riemanniana que (VxY)? ¢ a conexao
Riemanniana de M, que sera denotada por V.

Definicao 1.8.2. Seja B : TM x TM — TM+* definida por

B(X,Y)=VxY — VxY.

A aplicacao B é chamada a sequnda forma fundamental de f, e a equagao
VxY =VxY + B(X,Y)
¢ denominada Formula de Gauss .

Das propriedades das conexoes Riemannianas V e V temos que B é bi-
linear e simétrica sobre D(M).

Consideremos campos de vetores X de TM e & de TM*, e denotemos
por A:X a componente tangencial de —V x¢, isto é

A X = —(Vxo)T.
Para todo Y € T'M tem-se que

0 = X<€7Y> = <vX£7Y
0 = (—AcX,

=7
_l’_
o
%
<
=
_l’_

<

b

=

assim,

(AX,Y) = (B(X,Y), ).

Em particular, a aplicacio A : TM x TM+ — TM dada por
A(X,€) = AcX é bilinear sobre D(M), e a aplicacao A : TM — TM
¢ linear sobre D(M) e também simétrica, ou seja, (A:X,Y) = (X, AY)
para todo X,Y € T'M. A aplicacao A; é chamada Operador de Weingarten
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ou, por um abuso de linguagem, segunda forma fundamental na direcao de

.

A componente normal de Vx¢, que denotamos por V¢, define uma
conexdo compativel sobre o fibrado normal TM~*. Dizemos que V* ¢ a
conexao normal de f, assim obtemos a Formula de Weingarten

Vxé=—-A:X + Vx&.

Usando as formulas de Gauss e Weingarten obteremos as equacoes béasi-
cas de uma imersao isométrica, denominadas as equacoes de Gauss, Codazzi
e Ricci.

Sejam X,Y,Z € T M, entao
VxVyZ = Vx(B(Y,Z)+VyZ)

= VxB(Y,Z)+VxVyZ
= VB(Y,Z) - Apy.pX + VxVyZ + B(X,VyZ),

ou seja,

VxVyZ =VyB(Y,Z) - Apy.nX + VxVyZ + B(X,VyZ),
onde a segunda igualdade vem das féormulas de Gauss e Weingarten.

Similarmente,

VyVxZ =VyB(X,Z) — Apx.2)Y + VyVxZ + B(Y,VxZ)

Novamente pela formula de Gauss, temos

v[X,Y]Z =VixyvZ+ B([X,Y],Z)
Substituindo esses resultados em

R(X, Y)Z = VYVXZ — VXVYZ + v[X,Y}Z7

tem-se que:
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R(X,Y)Z =R(X,Y)Z — B(X,VyZ) + B(Y,VxZ) + B([X,Y],Z)
+Apyv X — Apx2)Y — VxB(Y,Z) + VyB(X, Z), (1.1)
onde R e R sio os tensores curvatura de M e M, respectivamente.

Tomando a componente tangencial, de R em (1.1) temos
(RX,Y)Z, W) = (RX,Y)Z, W)+ (Apy X, W) — (Apx,2)Y, W),
obtendo assim, a Equacao de Gauss,
(R(X,Y)Z, W) = (R(X,Y)Z,W)—(B(X,W), B(Y, Z))+(B(X, Z), B(Y,W)).
Em particular, se K(X,Y) = (R(X,Y)X,Y)e K(X,Y)=(R(X,Y)X,Y)

denotam as curvaturas seccionais em M e M do plano gerado pelos vetores
ortonormais X,Y € T,M, a equagao de Gauss torna-se

Por outro lado, tomando a componente normal de R em (1.1) obtemos
(R(X.Y)Z): = (R(X,Y)Z): —B(X,VyZ)+B(Y.VxZ)+ B([X,Y], Z)
~V%xB(Y,Z)+ V+B(X, Z)
= —B(X,VyZ)+B(Y,VxZ)+ B(VxY - VyX, Z)
~V%B(Y,Z)+ V+B(X, 2)
= —B(X,VyZ)+ B(Y,VxZ)+ B(VxY,Z) - B(VyX, Z)
—VxB(Y,Z)+ VyB(X, Z)
= —(VxB(Y,Z)—- B(VxY,Z)— B(Y,VxZ))+ Vy+B(X, Z)
—B(VyX,Z) - B(X,VyZ),
o que implica na Fquag¢ao de Codazzi
(R(X,Y)Z)" = (VyB)(X,Z) - (VxB)(Y, Z),

onde por definicao

(VxB)(Y,Z)=VxB(Y,Z) - B(VxY,Z) — B(Y,VxZ).

Observe que V1B é multilinear sobre D(M).
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Denotaremos por R+ o tensor curvatura do fibrado normal TM*, que &

RH(X,Y)¢E = Vy Vi€ = Vi Vi€ + Vixyi6,
para todo X, Y € TM e £ € TM*.

Novamente, utilizando as formulas de Gauss e Weingarten temos

R(X,Y)¢ = VyVxé—VxVyé+ ?[X,y]g
= Vy(—AeX) + Vy Vi = Vx(=AY) = Vx Vil — A[X, Y]
+Vik €
= B(Y,=AX) + Vy (= AcX) — AgLY + VyVx& + B(X, AY)
+Vx(AY) + Agee X — Vi Vié — A X, Y] + V[ny]f,

logo
R(X,Y)§ = RH(X,Y)E + B(X, AY) + Vx(AY) + Agr e X

“B(Y, AcX) — Vy(AX) — AgseY — A[X,Y] (1.2)

Tomando a componente normal de R(X,Y)¢ em (1.2) temos, a Equagdo de
Riccr
(R(X,Y)E)" = RH(X,Y)E+ B(X, AY) — B(Y, AcX).

Agora tomando em (1.2) o produto interno por n € TM~*, temos

(RIXY)Em) = (RHX,Y)En) + (B(X, AY), ) — (B(Y, AcX), )

= <RL(X7 Y)£777> + <'A77X7 ‘A§Y> - <'A77}/7 A§X>
(RH(X,Y)E,m) + (AeA, X, Y) — (Y, Ay AcX)

= (RHXY)Em) + ([Ae, A XY,

e a equacao de Ricci pode ser escrita na forma

1

(RXY)Em) = (RHX,Y)E ) + (A, A X Y),
onde [.Ag, ‘AU] = Ag.An - ./477./45.
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Observacao 1. No caso em que o espaco ambiente M, tem curvatura sec-
cional constante, para X,Y,Z € TM e &,n € TM~, as equacdes de Codazzi
e Ricci se resumem, respectivamente, a:

i) (VxB)(Y.Z) = (V¥ B)(X, Z);

”) <RL<X7 Y)§7 77> = _<["4§7 An]Xv Y)

Definicao 1.8.3. O wetor curvatura média de uma imersao isométrica
f i M" — M ™ no ponto p de M é o vetor normal a M em p, definido
n

por H(p) = %Z B(X;, X;), onde {X1, ..., X,,} é um referencial ortonormal
i=1

tangente a M em p e B é a segunda forma fundamental de f. Dizemos que

uma subvariedade é minima se H(p) = 0 para todo p € M. O vetor curvatura

média é dito paralelo no ponto p se V-H(p) = 0.

1.9 Aplicagcoes Harmonicas

Definicao 1.9.1. Sejam M™ e N™ variedades Riemannianas. Dada uma
f:M" — N™ de classe C'°, definimos a forma fundamental de f por:

T(X,Y) = Vigx)(dfY) = df (VXY),

onde X e Y sao campos tangentes de M, e VY e VM denotam as conexoes
Riemannianas de N e M respectivamente.

Observemos que T(X,Y) é um campo ao longo de f, ouseja, T(X,Y)(p) €
TN, p € M. Além disso, T ¢é bilinear e simétrica e T(X,Y')(p) s6 depende
dos valores de X e Y em p.

Definicao 1.9.2. Seja f : M" — N™ uma aplicacao de classe C* e¢ T
a sua forma fundamental. O trago de T, denotado por 7(f), é chamado o
campo de tensao de f. Dizemos que f é uma aplicagao harmonica se 7(f) é
nulo.
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Escolhendo um referencial ortonormal {ey,...,e,} em uma vizinhanga
U C M de p e M, podemos escrever

() = 3 Tlewen) = 3 _AVige,(dfes) — df(Vlei)}:

Exemplo 5. Fungoes harmonicas reais. Se f : M™ — R é uma aplicagao
de classe C* entao, escolhendo um referencial ortonormal E7, ..., E,, em uma
vizinhanca U C M de p € M, tem-se que

m(f) = 2_AE(E(f) — df(VEE)}

O operador A : D(M) — D(M) dado por Af = 7(f) é denominado o
Laplaciano de M. Caso M =V C R" é um aberto, fazendo E; = 8%1-’ tem-se
que:
Af = = — .
f=(f) Z 52

Exemplo 6. Geodésicas. Se M & um intervalo (a,b) de Re f: (a,b) — N
¢ uma curva parametrizada por comprimento de arco, temos que 7(f) =
T(%, %) ¢ precisamente a aceleracao da curva. Uma curva é geodésica se
tem aceleracao nula.

Exemplo 7. Imersées Minimas. Seja f : M — M uma imersao isométrica.
A segunda forma fundamental da imersao coincide com T, logo o vetor cur-
vatura média de f ¢ 7(f). Uma imersdo ¢ minima se a curvatura média se
anula.
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Capitulo 2

Variedades de Grassmann

2.1 Variedades de Grassmann

Definigao 2.1.1. A variedade de Grassmann, denotada por G(n, RPT™) é o

conjunto de todos os subespacos vetoriais de dimensao n do espago euclidiano
RP+™,

G(n,RP™™) = {P C R"™™ | P ¢ subespago de R”™ e dim(P) = n}

Figura 2.1: G(2,R3)

Mostraremos que G(n, RP™™) é uma variedade diferenciavel de dimensao
pn, compacta. Para isto verificaremos as condicoes da definicao 1.1.1.
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Estabelegamos, inicialmente, algumas notagdes. Denotaremos por M (p x n)
o espago das matrizes reais p X n. Dados um subconjunto a = {i; < ... <
in} C{l1<...<p+n}comn elementos e uma matriz a € M((p+n) x n),
denotaremos por «a(a) a submatriz n x n de a formada pelas linhas de ordem
11 < ... < 1,. Analogamente, indicamos por a* o complementar de o em
{1<...<p+n}ea*(a)asubmatriz p x n de a formada pelas linhas que
nao foram usadas em «(a). Valem as equagoes:

ala.c) = ala).c e a*(a.c) = a*(a).c, ¢ € GL(R"),

onde GL(R™) denota o espago das matrizes n X n invertiveis. Para cada
a = {i1,...,i,} como acima, seja R” o subespago gerado pelos vetores
bésicos e;,,...,e;, e U, C G(n,RP™™) o conjunto de todos os n-planos
P € G(n,RPT™) tais que a projegao ortogonal 7, : RP™™ — R” leva P iso-
morficamente sobre R”. Isto significa que para cada matriz a cujas colunas
geram P, «(a) é invertivel. Uma matriz cujas colunas geram o subespago
P é denominada matriz de coordenadas homogéneas de P. Vamos definir
agora uma bijecao x, : U, — RP™ que sera um sistema de coordenadas em
G(n,RPT™). Os valores de x,, serao dados como matrizes p X n como se segue:
dado um subespago P € U,, seja a uma matriz qualquer de coordenadas ho-
mogéneas de P. Escrevemos

To(P) = o (a.a(a)™!) = o (a).aa) .

Notemos que ag = a.a(a)™! ¢ a tinica matriz de coordenadas homogéneas de
P tal que a(ag) = I, onde I,, denota a matriz identidade n x n. Entao z,
estd bem definida . Além disso, z, é injetiva. De fato, se P,QQ € U, sao
representados por matrizes ag = a.a(a)™t e by = b.a(b)~! respectivamente
com a(ag) = a(by) = I, e 2o(P) = 24(Q), entao a*(a.a(a) ™) = a*(b.a(b) 1),
ou seja, a*(ag) = a*(by), logo ag = by, donde P = Q). Notemos finalmente
que x4(U,) = RP™: por construgao tem-se que x,(U,) C RP™, reciprocamente
dada uma matriz d € RP", seja d a tnica matriz (p+n) x n tal que o*(d) = d
e a((;l/) = I,. E claro que d tem posto n. Seja P o subespaco de RP*" gerado
pelas colunas de d. Entio P € U, e z,(P) = d. Portanto, pode-se concluir
as duas primeiras afirmagos abaixo:

(1) Cada z, : U, — RP™ é uma bijegao.

(2) Os dominios U, cobrem G(n, R"*P).
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(3) Sejam «, 3 dois subconjuntos de {1 < ... < p + n}, com n
elementos, tais que U, N Uz # (). Consideremos as aplicagdes continuas
a: M(pxn) — M((p+n)xn)), dada por a(d) = d (a*(d) = d,(d) = 1)),
ef: M((p+n)xn) — M(nxn), a — B(a). Entao z,(U, NUg) =
(Boa) {GL(R™)]. Com efeito, tem-se que (80 a@)(x,(P)) = f(a(zo(P))) =
6(5) Se P € Uy,NUg entao P € U, e P € Ug e portanto dada qualquer
matriz a de coordenadas homogéneas de P, a(a) e f(a) sdo invertiveis. Como
d 6 uma matriz de coordenadas homogéneas de P, conclui-se que ﬂ(c?) é in-
vertivel, ou seja, B(d) € GL(R"). Consequentemente, zq(Uy N Us) & aberto
em RP" pois GL(R™) é aberto em M(n X n) e a imagem inversa de GL(R")
pela aplicag@o continua (foa) é um aberto. Além disso , dada d € M(pxn),
o subespaco P = z'(d) tem por base as colunas da matriz d = &(d). Logo
zgox,t(d) = B*(a(d)).0(a(d))t. Isto evidencia claramente que a mudanga
de coordenadas xg o x,' : 24(Uy NUs) — x5(U, NUp) € diferenciavel.

(4) As ( p;n ) bijecoes z, : U, — RP" definem uma topologia em

G(n,RP*™)  em relagdo a qual formam um atlas U sobre G(n, RP*"). Como
U é finito, esta topologia possui base enumerével.

(5) G(n,RP*t™) & um espago de Hausdorff. De fato, sejam o # 3 e
d; € z4(Uy N Up) uma sequéncia tendendo para d € z,(U, — Ug). Entao
B(a(d)) néo é invertivel. Logo a sequéncia [3(a(d;))]" ndo converge e por-
tanto 5 o 2, ' (d;) = 5*(@(d;)). [6(a(d;))] " nao converge.

A variedade de Grassmann é compacta. Com efeito, seja V(n, RPT™)
o conjunto de todas as matrizes (p + n) X n de posto n. Para cada a €
V(n,RPT™) seja P = m(a) o subespago gerado pelas colunas de a. Isto define
uma aplicacao natural

7: V(n, R — G(n,RPT")

Provemos inicialmente que 7 é continua: para cada a = {i; < ... <1i,}, de-
notamos por V,, = 77(U,) o conjunto de todas as matrizes a € V(n, RFT)
tais que a(a) é invertivel. Como V,, é aberto em V (n, RP*"), basta provar que
7 | V,, é continua. Considerando o sistema de coordenadas z, : U, — RP"
vé-se que , o (m|V,) ¢ dada por z,(7(a)) = a*(a).a(a)™!, para cada a € V.
Logo 7|V, é continua. Consideremos agora o conjunto C' de todas as matrizes
(p x n) x n cujas colunas vy, ..., v, satisfazem a condicao (v;,v;) = 0;;. Evi-
dentemente C é fechado e limitado em R®+™" logo compacto. Como cada
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P € G(n,RP*™) possui uma base ortonormal, G(n, RP*") = 7(C') é compacto.

Definiremos uma imersao de G(n, RP*") no espago das matrizes simétri-
cas (p+mn) x n, tal espago sera denotado por S(p + n).

Dado P € G(n,RP™™), sejam {vy,...,v,} C RPT™ uma base ortonormal de
Pea=la;] € M((p+n) xn) cujas colunas sao os vetores vy, ..., Uy,.

v = (a1, ..., Qij, ..oy A(pan);), onde j € {1,...,n}.
Definamos a seguinte aplicacao:

¢ :G(n,RP") — S(p+n)
P — aat

A aplicacao ¢ esta bem definida. De fato, sejam {uq, ..., u, } C RP™™ uma
outra base ortonormal de P e @ = [a;;] € M((p +n) x n) cujas colunas sdo
0s vetores Uy, ..., Uy.

w; = (@, .o, Aijy oy A(pen);), Oonde j € {1,...,n}.

Por outro lado, como {vy, ...,v,} é uma base de P, tem-se que:

n

u; = E Cj Uk

k=1
n

= E Crj (A1ks oy Giky vy Qpin))

=1
n n n

= (E Chj@1ks - E Chjiks -+ E Chjl(psn)k)-
k=1 k=1 k=1

Denotaremos por ¢ = [¢;;] € M(n x n). O produto da matriz a pela matriz
¢ € a matriz a.c = [(a.c);j] € M((p+n) x n), onde

n
(CL.C)ij = Z Qi Crj = &\”

k=1

Logo, tem-se que



O produto da matriz ¢’ pela matriz ¢ é a matriz ¢'.c = [(¢".c);;] € M(n x n),

onde
n
t _ § :
(C -C>ij = CkiCkj
k=1

e, por outro lado, como {uy, ..., u,} é uma base ortonormal de P, tem-se:

n

n n
bij = (ui, uj) = <Z Cki Uk Z ChjVk) = Z Crick; = (¢.)ij.
k=1 k=1

k=1
Portanto Ct.C = C.Ct = In e dai conclui-se que:
)

aa' = (a.c).(d.d") = a.(c.c)).a' = a.l,.a" = a.a".

A aplicagao ¢ é diferenciavel. Com efeito, dado P € G(n,RPT™) seja
Zo @ Uy — RP" um sistema de coordenadas locais em G(n,RPT™) tal que
P € U,. Consideremos as aplicagoes a : M (pxn) — M((p+n) xn)), dada
por a(d) = d (o (d) = d,a(d) = I,), ¢ : a(M((p+n)xn)) — M((p+n)xn),
onde ¢ é dada do seguinte modo: dada uma matriz d € a(M((p +n) x n)),
cujas colunas sdo os vetores vy, ..., v,, seja {ui,...,u,} o conjunto obtido
aplicando-se o processo de ortonormalizagao de Gram-Schmidt no conjunto
{vy,...,v,}. Poe-se ¢(d) = d, onde d é uma matriz ((p +n) x n) cujas co-
lunas sao os vetores uy,...,u,, € ¥ : M((p +n) x n) — S(p + n) dada
por ¢(d) = dd'. As aplicacoes a, ¢, e 1 sdo, evidentemente, diferenciaveis
e como p(P) = Yogpoaox,(P), pode-se concluir que ¢ é diferenciavel em P.

A aplicagdo dy é injetiva. De fato, seja b € ¢(G(n,RPT™)), isto é,
b=p(P)e S(p+n), Pe G(n,Rt"). Os (p+n) vetores-coluna de b geram
o subespago P. Como dim(P) = n, podemos escolher n vetores-coluna de b
de ordem i; < ... < i, linearmente independentes. Tais vetores escolhidos
geram P. Denotaremos por b a submatriz (p + n) x n de b, formada pelas
colunas de ordem i; < ... < i,, ou seja,

/b\ = (b.@z‘l, cees beln)

Escolhamos « de modo que «af b ) seja invertivel, isto é, det(a( b )) # 0.
O conjunto V = {z € S(p +n) | det(a(Z)) # 0,7 = (v.€i,...,x.€;,)}, &
um aberto em S(p + n) contendo b. Consideremos a aplicagao: ¢ : V —
G(n,R"*P), dada por ((z) = X = subespago gerado pelas colunas de T e
seja o @ U, — RP" um sistema de coordenadas locais em G(n, RPT") tal
que P € U,. A aplicagdo z,0( : V — RP" dada por z, 0 ((z) = 2,({(z)) =
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7,(X) = o*(Z).a(Z)"! é evidentemente diferenciavel donde conclui-se que
¢ ¢é diferenciavel. Portanto, a aplicagao ¢ o p|U, = id | U, é diferenciavel.
Consequentemente dy € injetiva.

Mostraremos que para cada P € G(n,RPt"), ¢(P) é exatamente a pro-
jegao ortogonal de RP*™ sobre P. Com efeito, aplicando ¢(P) nos vetores da,
base {vy, ..., v, }, obtém-se:

©(P).v; = a.a’.v;, onde [ € {1,...,n}.

O produto da matriz a' pelo vetor coluna v; é a matriz a'.v; = [(a'.v;);;] €
M(n x 1), onde
p+n
(at-vl>ij = Zakziakl = <Uiavl> = 041-
k=1
Logo, o produto da matriz a pela matriz a’.v; ¢ a matriz a.a’.v; = [(a.a".v);;)] €

M((p+mn) x 1), onde

n

(a.a'vy)i; = Z @ikt = Qi

k=1

ou seja
o(P).v = a.a' v, = ;.

Portanto ¢(P).v = v para todo v € P.
Seja w = (W1, .o Wity o, Wpin1) € P, portanto (v, w) = 0 para todo v € P.

Temos que,
o(P)w = a.a".w

e observemos que o produto da matriz a' pelo vetor coluna w é a matriz
a'.w = [(a'.w);;] € M(n x 1), onde

pt+n

(a'w)y; = Zakiwkl = (v, w) =0, pois v; € P,
k=1

consequentemente ¢(P).w = a.a’.w = 0.
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Se tomarmos em RP*" uma base ortonormal {wy, ..., Wy, } cujos n primeiros
elementos, wy, ..., w,, formam uma base de P e os altimos, W41, ..., Wntp,
uma base de P*(comeca-se com uma base qualquer de P, estende-se a uma
base de RP™™ e depois aplica-se Gram-Schimidt), teremos:

O(P)auy =uy, ..., 0(P)aty, = tp, o(P)tps1 = 0,...,0(P).tUptp =0

logo, a matriz de ¢(P) nesta base tera os n primeiros termos da diagonal
iguais a 1 e todos os demais iguais a 0. Seu formato sera

onde os termos fora da diagonal, nao indicados acima, sao todos zero.
Essas matrizes sao simétricas, além disso ¢(P) é idempotente, isto ¢,

p(P)? = ¢(P), onde p(P)* = ¢(P) o o(P).

Identificaremos os elementos P € G(n,]Reri) com ¢(P) = P, ou seja,
G(n,R"™P) ~ G(n,RP™), onde G(n,RP™) = {P € S | P? = P} e¢ S denota

o conjunto das aplicacoes lineares simétricas.

Dado P € G(n,RP™™), o espago tangente de G(n,RP™™) em P sera indi-
cado por TpG. Um vetor W € TpG é o vetor tangente em t = 0 de alguma
curva v : I — G(n,R™P) tal que v(t) = P(t) com v(0) = P(0) = P e
7' (0) = P'(0) = P = W. Como P(t) o P(t) = P(t), tem-se, derivando com
respeito a t, que P'(t).P(t) + P(t).P'(t) = P'(t) € S para todo ¢ em 1.

Logo, dados v € P e w € P+ tem-se que:

Pyv=P Pv+PPuyv=Puv+PPov = Puv—Pouv—-—PPuv=0
= PPuv=0
= PuowepPt
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Pw=P.Pw+PPw=PO0+PPw=PP.w = PPw=Puw
= PweP

Conclui-se que o vetor tangente W = P’ é um operador linear simétrico em
RP*™ com a seguinte propriedade:

W(P)cC P+ e W(PH) CP.

Consideremos o seguinte conjunto: A = {F € S|F(P) C P+ e F(Pt) c P}.
E claro que TpG C A. Seja F € A e tomemos uma base de RP*" cujos n
primeiros elementos formam uma base de P e os tltimos uma base de P*.
A matriz de F nessa base tera o seguinte formato:

0, o
b 0, )’
onde 0, e 0, denotam a matriz nula n x n e p X p respectivamente e b €

M(p x n). Portanto, dim(A) = pn e como dim(TpG) = pn conclui-se que
TpG = A.

Definiremos a derivada covariante de um campo de vetores ao longo de
uma curva em G(n, RPT"),

Seja V' um campo de vetores ao longo de v, isto é, V(t) = V(v(t)) para
todo t € I. Como V(t) € S tem-se que V'(t) € S, ou seja, V'(t) é um
operador linear simétrico em RP™™. Seja Py = P(ty) = 7(to), to € I, defi-
nimos a derivada covariante %(to) de V' ao longo de 7 em tj, como sendo a
projegao ortogonal de V'(ty) no espago das aplicagdes lineares simétricas que
leva Py em Bj e Py~ em Py, ou seja, projeta-se V'(ty) ortogonalmente sobre
Tr,G. Isto significa que dados w € Py e W € Py tem-se que V'(ty).w = u+v
e V'(to) W =1u+7v onde u,u € Py e v,0 € By, logo

DV ,
— (to)-w = Ppp(V(to).w) = v
DV, D
_dt (to)w = PPO(V (to)U)) = u,

onde PPOL e Pp, denotam a projegao ortogonal sobre Py~ e Py respectivamente.
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Dada uma matriz ¢ = [¢;;] € M(n x n), denotaremos o seu traco por
tr[c]. A imersao ¢ induz uma estrutura Riemanniana em G(n, RP*") dada por
(W, W)p = tr[(dep(W)).(dep(W))], onde P € G(n,RP*™) e W,W € TpG,
que ¢é exatamente a métrica euclidiana em S(p+n). Usualmente, a estrutura
Riemanniana em G(n, RP*") é definida pela identificacao de G(n, RP™) com
o espago simétrico O(n + p)/O(n) x O(p), onde O(n + p) denota o grupo
ortogonal operando em RPT",

2.2 Aplicacao de Gauss
Definigao 2.2.1. Seja f : M"™ — RP™ uma imersao isométrica. A apli-
cagao de Gauss associada a essa imersao é a aplica¢ao g : M" — G(n, RPT™),

onde a imagem ¢(q) de um ponto ¢ € M é definida como sendo o plano tan-
gente a f(M) em f(q).
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Capitulo 3

Resultado Principal

Utilizando os resultados obtidos anteriormente serd apresentado, neste
capitulo, o teorema principal.

Teorema 3.0.1. Seja f : M"™ — RPF uma imersdo isométrica e
g: M" — G(n,RP*") a aplicagao de Gauss associada a essa imersao. Entao:

V1 H =0 <= ¢ é harménica.

Demonstracao: Seja {ey,...,e,} um referencial ortonormal em uma
vizinhanca U C M de ¢ € M tal que (Vie) = 0, 4,5 = 1,..,n. O
campo de tensao de g em ¢ é dado por:

m(9)(@) = Y_{(VEdgeis = (dg(Verei)ay = D _{(VEdgei)s},

i=1
onde V e V¢ denotam a conexdao de M e G(n, R"*P) respectivamente. Seja

v : I — M uma trajetoria de e; em U tal que v(0) = ¢ e X um campo de
vetores ao longo de v tal que (VX), = 0. Tem-se que,

Gy X(t) = X(t) Vt €I, onde gyu) = g(7(t)).

Logo,

Ve v X () = Ve, , X (1) = (dgg)eiX + g4(Ve,X) = Ve, X 4+ B(X, ¢;)
= (dgq)eiX + gq(veiX + B(X, ei)) =V, X + B(Xa e;)
= (dg,)eiX + Ve, X =V, X+ B(X,¢)
= (dg,)e;.X = B(X,e;),
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onde V denota a conexdao de RP*". Portanto,

7(9)(@)X

n

Z(VgB (X,e;))q, donde, pela fomula de Weingarten,

=1

Z Peran: (—Ap(x.en€i + VéB(X, éi))
=1

n

Z Vé;B(X, 61')
i=1

> {ViB(X,e;) - B(V.X,e;) — B(X,Ve;)}
=1

Z(VéB)(X, e;), donde, pelas equagoes de Codazzi,

=1
n

Z(V;l(B)(ei,ei)

> {VxBlei e;) — B(Vxei,e;) — Blei, Vxe)}

i=1

Z V§B(el, 61')

i=1

V)L( Z B(BZ‘, 61‘)
=1

Vyn.H
n.VyH .
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