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RESUMO

Um caso particular da desigualdade de Heintze e
Karcher

O objetivo deste trabalho ¢ demonstrar em detalhes um teorema devido
a Ernst Heintze e Hermann Karcher que estabelece uma cota superior para
o volume de dominios compactos em uma hipersuperficie conexa, fechada e
mergulhada no espago euclidiano E. Como aplicagao sera dada uma prova
alternativa do Teorema de Alexandrov, que caracteriza as esferas euclidianas
como as tnicas hipersuperficies conexas, fechadas e mergulhadas de curvatura
meédia constante em FE.

Palavras-chave: Problema de Dirichlet, curvatura média, espago euclidi-
ano, hipersuperficie.



ABSTRACT

A particular case of the Heintze-Karcher inequality

The objective of this notes is to prove in detail a theorem, due to Ernst
Heintze and Hermann Karcher, establishing an upper bound for the volume of
compact domains in a connected closed hypersurface immersed in Euclidean
space E. As application we will give an alternative proof of the Alexandrov’s
theorem, which states that the Euclidean spheres are the only embedded
closed hypersurfaces of constant mean curvature in E.

Keywords: Dirichlet problem, mean curvature, Euclidean space, hipersur-
face.
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Introducao

Com o teorema da esfera demonstrado pela primeira vez por Rauch [18§]
tornou-se necessario caracterizar a topologia de uma variedade por meio da
curvatura ou, se necessario, da curvatura e de outros elementos geométricos
simples, tais como o didmetro e o volume. Klingenberg [12] e Cheeger [8] fize-
ram importantes contribui¢oes ao teorema. Em 1958 Klingenberg introduziu
ao problema a considerac¢ao do "cut locus" (unido dos pontos minimos de p ao
longo de todas as geodésicas que partem de p) e obteve uma estimativa para
a distancia de um ponto ao seu "cut locus". Cheeger, por sua vez, afirmou
que, fixada a dimensao, s6 existe um numero finito de tipos de homotopia no
conjunto das variedades Riemannianas compactas com volume limitado in-
feriormente, diametro limitado superiormente e curvatura seccional limitada
em valor absoluto.

Em 1978, Heintze e Karcher [11| generalizaram e refinaram o resultado
obtido por Cheeger dando uma prova mais direta. Nosso interesse estara em
um caso mais particular da desigualdade obtida por Heintze e Karcher. O
teorema a seguir é o principal resultado desta dissertacgao.

Teorema Principal. Sejam M"™ uma hipersuperficie conexa, fechada e mer-
gulhada em R™, e Q um dominio compacto de R™*! tal que 0Q = M. Con-
stderando sobre M a orientacao dada pelo campo normal unitdrio v interior
a 2, e denotando por H a curvatura média correspondente. Se H # 0 sobre
M, entao

1
() <
VO()_n+1M

ocorrendo a igualdade se, e so se, M for uma esfera.

1
— dM
H

Como aplicagao deste resultado também serd demonstrado um teorema
devido a Alexandrov [1], a saber:

Aplicagao do Teorema Principal. Se ¢ : M™ — R™""! ¢ uma hipersuper-
ficie conexa, fechada e mergulhada em R™™ com curvatura média constante,
entio M € uma esfera.



Existem outras variacoes destes resultados, por exemplo: Em 1987, An-
tonio Ros [19] considerou uma variedade Riemanianna compacta €2 com cur-
vatura de Ricci nao-negativa, e com bordo M de curvatura média positiva,
para obter a mesma desigualdade de Heintze e Karcher. Além disso, Ros
estendeu a prova do teorema de Alexandrov para o caso de hipersuperfices
mergulhadas no espaco hiperbolico ou em um hemisfério aberto da esfera.
Recentemente, Simon Brendle [3] deu uma nova versao para o teorema de
Ros [19], onde € no caso ¢ um dominio compacto de H™ ou de S™.

O trabalho esta dividido em quatro capitulos. No primeiro veremos al-
guns conceitos e resultados basicos de geometria Riemanniana. Muitos re-
sultados serao admitidos neste capitulo sem as demonstracoes, que podem
ser encontradas nas referéncias desta dissertagao. No segundo capitulo ve-
remos algumas defini¢oes sobre imersoes isométricas e alguns resultados que
serao fundamentais para o entendimento do teorema principal. O terceiro
capitulo é destinado a um resultado de bastante relevancia neste trabalho: a
existéncia e unicidade da solucao do problema de Dirichlet para a equacao
de Poisson, que sera utilizado na prova do teorema principal.

No quarto e tltimo capitulo é demonstrado um caso particular da de-
sigualdade de Heintze e Karcher, nosso teorema principal. A prova do teo-
rema serd baseada na existéncia de uma fun¢ao dada por um problema de
Dirichlet e integracao da féormula de Bochner-Lichnerowicz, demonstrada no
fim do primeiro capitulo. Como aplicacao do teorema principal daremos uma
prova alternativa do Teorema de Alexandrov.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo vamos exibir defini¢oes, resultados e exemplos da teoria béasica
geral da geometria Riemanniana, os quais serao utilizados no decorrer desta
dissertagao. Especificamente, vamos disponibilizar os conceitos de variedades
diferenciaveis, métricas, conexoes, curvaturas e operadores diferenciais.

1.1 Variedades Diferenciaveis

Definicao 1.1. Dizemos que um conjunto M ¢é uma variedade diferencidvel
(Hausdorff e com base enumerdvel) n-dimensional se existir uma familia de
aplicagoes diferencidveis e injetivas x, : Uy, C R™ — M de abertos U, de R™
em M, tais que:

(i) M = Uxa(Ua);

(it) Para todo par o, B, com x,(Uy) N x5(Ug) = W # 0, os conjuntos

' (W) e wgl(W) sao abertos em R™ e as aplicagoes wgl ox, €T, 0wy

sao diferencidveis.

(17) A familia {(Uy, x,)} € mdzima em rela¢io as condigoes (i) e (ii).

-

Observagao 1.1. Dado p € x,(U,), a aplica¢io x, ou o par (U,,x,) €
chamado uma parametriza¢iao (ou sistema de coordenadas) de M em p e
Z,(Uy) uma vizinhanga coordenada em p. Uma familia {(Uy, To)} satis-
fazendo (i) e (ii) € chamada uma estrutura diferencidvel em M. Denotare-
mos apenas por M™ uma variedade diferencidvel M de dimensao n.

Observagao 1.2. (a) M ser Hausdorff significa que quaisquer dois pontos
de M tém vizinhangas disjuntas; (b) Dizemos que M possue base enumerdvel



para sua topologia se M pode ser coberto por uma quantidade enumerdvel de
vizinhacas coordenadas.

Definicao 1.2. Sejam M™ e N™ variedades diferencidveis. Uma aplicagao
p: M — N ¢€ diferencidvel em p € M se dada uma parametrizacao y:V C
R™ — N em ¢(p) existe uma parametrizagao x: U C R™ — M em p tal que
o(z(U)) C y(V) e a aplicagao y ' opo x: U C R™ — R" € diferencidvel em
x ' (p). Dizemos que ¢ € diferencidvel em um aberto de M se € diferencidvel
em todos os pontos deste aberto.

Decorre da condigao (ii) da Definigdo 1.1 que a Defini¢ao 1.2 independe
da escolha das parametrizagoes x e y.

Definicao 1.3. Um difeomorfismo entre duas variedades diferencidveis M e
N é uma aplicagao ¢ : M — N diferencidvel com inversa diferencidvel. ¢
€ um difeomorfismo local em p € M se existem vizinhancas U de p e V de
©(p) tais que ¢ : U — V' é um difeomorfismo.

Definicao 1.4. Seja M uma variedade diferencidvel. Diz-se que M € orien-
tavel se M admite uma estrutura diferencidvel {(Uy, z4)} tal que:

(i) para todo par o, B, com x,(Uy) Nas(Us) = W # 0, a diferencial da
mudanca de coordenadas xgl o x, tem determinante positivo.

Caso contrério, diz-se que M ¢é nao-orientéavel. Se M ¢é orientavel, a
escolha de uma estrutura diferenciavel satisfazendo a condigao (i) é chamada
uma orientacao de M e M é, entao, orientada. Duas estruturas diferenciaveis
que satisfazem a condigao (i) determinam a mesma orientacao se a uniao delas
ainda satisfaz a condigao (7).

Definicao 1.5. Seja M uma variedade diferencidvel. Uma aplicac¢ao diferen-
ciqvel a : (—€,€) — M é chamada uma curva diferencidvel em M. Suponha
que a(0) = p € M, e seja D o conjunto das fungoes de M diferencidveis em
p. O vetor tangente a curva a emt =0 € a fungio o/(0) : D — R dada por

d(foa
o/ (0)f =45

Um vetor tangente em p é o vetor tangente em ¢ = 0 de alguma curva
a:(—e€) = M com a(0) = p. O conjunto dos vetores tangentes a M em p
com as operacoes usuais de funcoes forma um espaco vetorial n-dimensional
e serd indicado por T,,M.

Escolhendo uma parametrizacao x : U — M"™ em p = x(0) as represen-
tantes locais da funcao f e da curva a nesta parametrizagao sao respectiva-
mente



f(Q) :fox(q), q = (371,...,1’”) el
a(t) = xoalt) = (@1(t), ..., za(t))

Restringindo f a «, obtemos

O/(O)f — w _0_ %f(wl(t),,xn(t)) »

- fxz<o>(%> - (ix;m)(ai)()) i

i=1 i=1

Logo, a expressao local de o/(0) em termos da parametrizagao x é:

o/ (0) = z”: z;(0) (8(331')0‘

=1

Note que (%)O € T,M, pois ¢ o vetor tangente em p a curva coordenada

x;—x(0,...,0,2;,0,...,0). O fato de {6%1’ R } ser linearmente inde-

) Oy
pendente juntamente com a expressao local (o que mostra que gera), prova
que {0%17 cee %} forma uma base de T),M chamada base coordenada. O

espaco vetorial T, M é chamado espaco tangente de M em p.

Proposicao 1.1. Seja ¢ : M™ — N™ uma aplicagao diferencidvel entre as
variedades diferencidveis M e N. Para cadap € M e cadav € T,M, escolha
uma curva diferencidvel o : (—e, €) — M tal que a(0) = p, ¢/(0) = v. Faga
B =¢oa. A aplicacio dp, : T,M — T, N dada por dp,(v) = (¢ o a)'(0)
€ uma aplicacao linear que nao depende da escolha de «. FEsta aplicagao €
chamada diferencial de ¢ em p.

Demonstracao. Sejam x : U — M ey : V — N parametrizacoes em p e
©(p), respectivamente. A expressao local de ¢ é dada por:

Pla) =y lopox(q) = (W, Tm), -, Yn(@1, .- Tim))
q¢=(z1,...,em) €V e (y1,....yn) €V

Por outro lado, a expressao local de o é dada por:
a(t) = x o alt) = (#1(t), ..., wm(t)).

Portanto,
y loB(t)=goa(t) = (yi(xi(t), - xm()s - Yal@i(t), - 2a(1)))-

5



e assim a expressao de /'(0) na base

Isto mostra que /'(0) ndo depende

—

(%)

—

de Ty, N ¢ dada por:

562(0)> , g =x"(p).

da escolha de a. E também podemos

escrever
dpp(v) = p(0)
Oy1 dy1 Oy1.
le q Zm q me x7(0)
ol BT ™ (0)
— q q }
Oyn|  Oun Oy 2,,(0)
ébcl q 8%2 aibm

]

Portanto, dy, é uma aplicacao linear de 7, M em T,,)N cuja matriz nas

bases associadas as parametrizagoes X e y é precisamente a matriz (g%)
J
Definigao 1.6 (Fibrado tangente). Seja M™ uma variedade diferencidvel.
O fibrado tangente de M € a unido disjunta de todos os espagos tangentes.
Formalmente,
TM = | JT,M = | J{p} x T,M

pEM peEM

O conjunto T'M definido acima tem uma estrutura diferenciével, ver por
exemplo [5]. Agora faz sentido considerarmos a seguinte aplicagdo entre
variedades diferenciaveis como segue. Seja X : M — T'M uma aplicagao
diferenciavel que a cada ponto p € M associa um vetor X(p) € T,,M. Para
esclarecermos a diferenciabilidade de X no sentido da Definigao 1.2, convém
considerarmos uma parametrizacao x : U C R"™ — M para entao escrevermos
para cada p € x(U),

n
0
X(p) = a;(p)=—,
(p) 2 P
onde cada a; : U — R é uma fungao em U e {%} ¢ a base associada
ax,i=1,...,n. Isso permite afirmarmos que X é diferenciavel se, e s6

se, as fungoes a; sao diferenciaveis para alguma (e portanto para qualquer)



parametrizacao. Assim podemos considerar X como um operador atuando
nas fungoes f € C*°(M) do seguinte modo

XNE) =XE)(HY az-<p>§—£<p>

=1

onde f = fox ! éa expressdo local de f na parametrizacio x. Sendo assim,
X é diferenciavel se X f € C*°(M) para todo f € C*°(M). Vamos nos referir
a aplicagdo X como um campo de vetores em M e denotaremos X(M) o
conjunto dos campos de vetores de classe C°.

Observagao 1.3. Cada campo de vetores € uma aplicagao R-linear de C*°(M)
em C®°(M) tal que X(fg) = fXg+ gXf.

Definicao 1.7. Sejam X e Y campos de vetores em X(M). Definimos o
colchete de Lie dos campos X eY, denotado por [X,Y] como

XY = X (V) = Y(Xf), feC=(M)

Dado um sistema com coordenadas locais (z1, . . ., x,), temos que o colchete
de Lie dos campos de vetores coordenados é

9 0 [of\ 0 [Of\
[5% 5%} /= O (a_%) O <3$z) -

Proposicao 1.2. Sejam X e Y campos diferencidveis de vetores em uma
0 0

variedade diferencidqvel M e sejam X = a— eY = b;— as ex-
f J Zl 81:1 Zl j@xj

pressoes de X eY associadas a um sistema de coordenadas locais x : U — M.
Entao [X,Y] tem a seguinte expressao em coordenadas locais

B ob; Oa;\ 0
X, V] =) (aia% b, (%Z)a% (1.1)

ihj

Demonstracao. Para todo f € C*(M), temos
B 0 of 0 of
XYV = D g, (Z ”%) 2. b, (Z a_>

o, Of da; Of
= 2%, Zwaxaxj 2 Y50, on,

1,]



o%f _ 9%f
Ox;0x; — Ox;0x;

Como , segue que

. ab] 8f B '8CLZ' 8f
[X7 Y]f N ;azﬁxi 8xj Zjbjf)xj (%Z

. ab] 86Lj (9

Z‘?j

Consequentemente [X, Y] € X(M). O

E imediato da definicido acima as propriedade seguintes do colchete de
Lie.

Proposicao 1.3. Se XY, Z € X(M), a,beR e f,g € C°(M), entao:

(a) Bilinearidade:
[aX +bY, Z] = a[X, Z] + b]Y, Z]
X, aY +bZ] = a[X, Y] + b[X, Z]

(b) Anticomutatividade:

(¢) Identidade de Jacobi:
HX, Y]7Z] + H}/v Z]’X] + [[Z7X]’Y] =0

(d) [fX,gY] = fglX. Y]+ fX(9)Y — gV (/)X
Definicao 1.8. Chamaremos de semi-espaco H" ao conjunto dado por
H" = {(x1,...,2,) € R 21 > 0}.

Um subconjunto aberto V' no semi-espago H" tem a forma V = U N H",
onde U é aberto em R".

Diremos que uma fungao f : V — R, definida em um aberto V' de H"
¢ diferenciavel se existir uma funcao diferenciavel f : U — R de um aberto
U DV de R”, tal que a restricao de f a V seja igual a f. Se f é diferenciavel
em V a diferencial df,, é definida por df, = dfp.

Uma defini¢ao que generaliza a Defini¢ao 1.1 é a de variedade com bordo.
Sua definigao é praticamente a mesma das variedades sem bordo com a di-
ferenca que as parametrizagoes tém como dominios conjuntos abertos em
semi-espacos do espaco Euclidiano, isto é:

Definicao 1.9. Uma variedade diferencidvel de dimensao n com bordo € um
congunto M e uma familia de aplicagoes f, : U, C H" — M de abertos U,
de H" em M tais que



(i) Ua(Ua) = M;

(ii) Para todo par «,f, com fo(Us) N fa(Us) = W # 0, os conjuntos
[N W) e fgl(W) sio abertos em H" e as aplicagoes f5' o fo € [0 f5
sao diferencidveis.

Definicao 1.10. Um ponto p € M ¢ dito ponto de bordo de M se para um
sistema de coordenadas f : U — M em torno de p se tem f(0,xq,...,x,) = p.

O conjunto dos pontos de bordo de M, é chamado o bordo de M e indicado
por OM .

Além disso, é possivel provar que a definigao de ponto de bordo independe
do sistema de coordenadas e que o bordo de uma variedade diferenciavel de
dimensdo n com OM # () é uma variedade diferenciavel (sem bordo) de
dimensao n — 1. Para mais detalhes consultar [6].

As defini¢oes de diferenciabilidade de fungoes, plano tangente, orientabi-
lidade, etc., para variedades com bordo sao introduzidas de maneira inteira-
mente analogaa as correspondentes defini¢oes para variedades diferencidveis
(sem bordo).

Definigao 1.11. Seja M uma variedade diferencidvel. O suporte de uma
fungao f: M — R, denotado por supp(f), € o fecho do conjunto dos pontos
onde f nao se anula, isto €,

supp(f) = {p € M; f(p) # 0}.

Se supp(f) € compacto, dizemos que f tem suporte compacto.

Diz-se que uma cobertura X = {X,},c4 de uma variedade diferenciavel
M ¢é localmente finita se qualquer ponto p € M possui uma vizinhanga
que intersecta apenas um ntmero finito de conjuntos da cobertura X. Em
particular, p pertence somente a um niimero finito de conjuntos de X.

Definigao 1.12. Seja M uma variedade diferencidvel e X = {X,}aca uma
cobertura aberta de M. Uma particao diferencidavel da unidade com relagao
a X € uma familia de fungoes diferencidveis {fo : M — R}oea tais que, para
todo o € A,

1. fo,>0,Vp e M.
2. supp (fa) C Xa-

3. cada ponto p € M possui uma vizinhanca na qual apenas um nimero
finito de funcoes f, sao diferentes de (.



4> falp) =1,¥pe M.

acA

Note que as condigdes 3 e 4 garantem que a colegao {supp (fo)}taca € local-
mente finita. Costuma-se dizer que a parti¢ao {f,} da unidade esta subordi-
nada a cobertura X .

Teorema 1.1. Uma variedade diferencidvel M possui uma particao diferen-
cidvel da unidade se, e so se, toda componente conexa de M ¢é de Haussdorff
e tem base enumerdvel.

Demonstragao. ver [4]. O

1.2 Meétricas Riemannianas

Definicao 1.13. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferencidvel
M € uma correspondéncia que associa a cada ponto p € M um produto in-
terno g, : T,M xT,M — R (uma forma bilinear, simétrica, positiva definida)
no espago tangente T,M, que varia diferenciavelmente no sequinte sentido:
Considere um sistema de coordenadas locais (U, x) e sejam X,Y € T,M.

Temos que,
X:Zazﬁz e Y:ijaj,
( J
_ 9 ) :
onde 0; = 30 € 0; = Ba; Assim,

g(X, Y) == <X, Y> = <Z aiai,ij8j> == Zazbj(81,8j>

i

Portanto, dizer que a métrica varia diferenciavelmente é dizer que as fungoes
coordenadas g;; - U — R, dada por g;; = (0;,0;), s@o fungoes diferencidveis
em U. Uma variedade diferencidvel M com uma dada métrica Riemanniana
g chama-se variedade Riemanniana (M, g).

Utilizando a particao da unidade podemos ver que toda variedade diferen-
ciavel M possui uma métrica Riemanniana. De fato, seja {f,} uma partigdo
diferenciavel da unidade de M subordinada a cobertura {X,} de M por
vizinhangas coordenadas. Logo, podemos definir uma métrica Riemanniana
(,), em cada X,: a induzida pelo sistema de coordenadas. Fagamos entao

<u> U>a = Zfa(p)<u>v>z (1'2)

acA
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para todo p € M,u,v € T,M. A verificacao da simetria, bilinearidade e
diferenciabilidade sao imediatas. Agora, se u € T,M ¢é um vetor nao nulo,

entao (u,u), = Z fa(p){u, u); & uma soma nao-negativa, pois cada termo ¢

acA
nao-negativo e, além disso, como uma das fungoes f,, é estritamente positiva

(pois a soma delas é 1), temos que (u, u}ﬁ > 0 e, portanto, (u,v), > 0, o que
mostra a positividade. Assim (1.2) define uma métrica Riemanniana.

Definigao 1.14 (Isometria). Um difeomorfismo F : M — N entre duas
variedades diferencidveis € uma isometria se

(u,v) = (dF,(u),dF,(v)),Vp € M,u,v € T,M.

Definigao 1.15 (Isometria Local). Dizemos que a aplicagao diferencidvel
F . M — N é uma isometria local em p € M se existe uma vizinhanga
UC M dep tal que F : U — F(U) € um difeomorfismo de acordo com a
definicao anterior.

1.3 Conexao Riemanniana

Definigao 1.16. Uma conezdo de Levi- Civita (ou Riemanniana) V em uma
variedade Riemanniana € uma aplicacdao

V:X(M)xX(M)— X(M)
definida por V(X,Y) := VxY que satisfaz as sequintes propriedades:
(1) VixigyZ = fVxZ + gVyZ (C*(M)-linear na primeira varidvel)
(2) Vx(Y + 7)) =VxY 4+ VxZ (R-linear na sequnda varidvel)
(3) Vx(fY)=fVxY + X(f)Y (regra de Leibniz)
(4) VxY = VyX = [X,Y] (simetria)
(5) XY, Z) =(VxY,Z)+ (Y,VxZ) (compatibilidade com a métrica)

onde X, Y, Z € X(M) e f,g € C®(M). VxY também é chamada de derivada
covariante do campo Y em relacao ao campo X .

Uma correspondéncia em uma variedade diferenciavel que satisfaca as trés
primeiras propriedades é chamada conexao afim.

11



Observacao 1.4. Dados dois campos de vetores X,Y € X(M) e um sis-
tema de coordenadas locais (U, x) em torno de um ponto p € M, temos que
X=>,00eY = Zj b;0;. Assim, utilizando as propriedades da conexao
obtemos uma expressao para VxY da sequinte forma:

VXy = Z(IZV3 <Zb 8 > Z (8l(bj)8] + ijaﬁj).

2

Fazendo V,0; = ZF O, onde F sao fungoes diferencidveis em U, assim

ViY = Y ai(0ib,)0; + b, Zrkak —Z(Zaﬁi(bk Zaszk>

i,J

- Z (by) —|—Zalbl“k

Isso mostra que VxY depende de a;(p),bx(p) e das derivadas X (by)(p) de by
sequndo X. As fungoes Ff} sao chamadas simbolos de Christoffel da conezao.

Teorema 1.2. Em uma variedade Riemanniana (M, g) existe uma tnica
conexao Riemanniana V.

Demonstracao. Provaremos inicialmente a unicidade. Sejam X,Y, Z € X(M).
Suponha que exista uma conexao Riemanniana V, utilizando a equagao de
compatibilidade trés vezes com X, Y, Z permutando ciclicamente, obtemos:

X(Y,Z) = (VxV,Z)+(Y,VxZ)
Y(Z,X> — <VyZ,X>+<Z,VyX>
ZIX)Y) = (VzX,Y)+ (X, VY).

Usando a simetria de V no tltimo termo de cada uma das igualdades acima,
podemos reescrevé-las como

X(Y,Z) = (VxV, Z) + (Y,V;X) + (V,[X, Z]) (1)
Y(Z,X) = (VyZ,X) + (Z,VxY) +(Z,]Y,X]) (2)
Z(X,Y) = (V,X,Y) + (X,VyZ) + (X,[Z,Y]) (3).

Somando (1) e (2) e subtraindo (3), obtemos:

XY, 2)+Y(Z,X) = Z(X,Y) = 2(VxY,Z)+(Y,[X,Z])
H(Z,[Y, X)) — (X,[Z,Y)).
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Portanto,

2AVXY,Z) = XY, Z)+Y(Z X)—Z(X,Y)
_<Ya [X7 Z]> - <Z> [Ya X]> + <X7 [Zv Y]>

Esta formula é chamada féormula de Koszul. Logo, se existem duas
conexdes V! e V2, uma vez que na expressao acima o lado direito da igual-
dade depende s6 da métrica, nao dependendo da conexao, segue que (VLY —
V%Y, Z) =0, para todo X,Y, Z € X(M). Como a métrica é uma forma bili-
near nao-degenerada, VY = V4 Y para todo X e Y e, portanto, V! = V2.
Para mostrar a existéncia, defina V pela expressao acima. E imediato veri-
ficar que V esta bem definida e que satisfaz as propriedades desejadas. [

Observacao 1.5. Em um sistema de coordenadas (U, ), a conexdo dos cam-
pos coordenados sempre comuta. De fato, temos para todo 1,57 =1,...,n

Vo0 — Vo, 0 = [0, 0] "= 0. (1.3)

E de acordo com a definicao dos simbolos de Christoffel, isto equivale a Ffj =

k . . . . . .~ .
I}, o que justifica o nome simetria no item (4) da Definigao 1.16. Além

disso, aplicando a formula de koszul aos campos de vetores coordenados, 0s
quais o colchete de Lie € zero, obtemos:

2(Vaiaj, 81) = 8i<8j, 8[> -+ 8j<8l, 8z) — 8l<81,8j)

Reescrevendo, temos

Z Fz] gml = a 191 + a]glz algij)v

onde g;; = (0;,0;) e ZFZL&% = V,0;. Como a matriz (gix) admite uma
inversa (g**), multiplicando ambos os lados da igualdade acima, e observando

que ), g™ = 6% | teremos que

1
Ffj = 5 Z(@igﬂ + 3jgzi - algij)glk <1'4)
l

que € a expressao para os simbolos de Christoffel da conexdo Riemanniana
em um sistema de coordenadas qualquer.
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1.4 Tensores em Variedades Riemannianas

Relembremos que um (1, 7)-tensor em uma variedade diferenciavel M é uma
aplicagao multilinear

T:X(M) x ... x X(M) — X(M).

(r—fatores)

Enquanto que, num (0,7)-tensor, o contradominio é o anel C*°(M) das
fungoes diferenciaveis em M. Além disso, dados Yi,...,Y, € X(U), pede-
se que T'(Y,...,Y,) seja uma fungao diferenciavel em um aberto U C M e
T & C°°(U)-linear em cada variavel, isto é,

T(Yi, .. [X+hY, .. Y,)) = [T(Ve,. ., X, .. Y BTV, ..., Y, ..., Y,),
para todo X,Y € X(U) e f,h € C=(U).

Definicao 1.17. Sejam M™ uma variedade Riemanniana, p € M e U uma
vizinhanga de p em M onde € possivel definir campos 0y, ...,0, € X(M), de
modo que em cada q € U, os vetores {0;}, i = 1,...,n, formam uma base de
T,M. Dizemos que {0;} € um referencial mdvel. Se o conjunto de campos
{01,...,0,} forma uma base ortonormal de T,M para cada q € U, entdo
dizemos que {0;}, i = 1,...,n, é um referencial ortonormal.

Exemplo 1.1. O tensor métrico g : X(M) x X(M) — C>®(M) que faz
corresponder a cada ponto p € M e a cada par X,Y € X(M), o produto
interno de X e'Y na métrica Riemanniana de M, isto €, g,(X,Y) = (X,Y), .
g € um (0,2)-tensor e suas componentes no referencial {0;} sao os coeficientes
gi; da métrica Riemanniana no sistema de coordenadas dado.

Exemplo 1.2. Toda k-forma diferencial w em M ¢é automaticamente um
(0, k)-tensor em M.

Observacao 1.6. Em uma variedade Riemanniana a métrica Riemanniana
faz corresponder a cada campo diferencidvel X € X(M) uma forma diferen-
cial wx € X*(M) dada por

wx(Y)=(X,Y), paratodo Y € X(M).

Neste sentido, um campo de vetores diferencidvel X € X(M) é um tensor

X :X(M) — C*(M), dado por

X(Y)=(X,Y), paratodo Y € X(M).
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Em uma variedade diferenciavel é possivel estender a nocao de derivada
covariante a tensores como veremos na seguinte defini¢ao:

Definicao 1.18. A derivada covariante de um (1,r)-tensorT é um (1,741)-
tensor VT dado por

V(X Vi, Y,) =V (T(Vi, ..., V) = T(VxY,... %) (15)
= T(Y1,....VyY))

Para cada X € X(M), define-se a derivada covariante VxT de T em
relacao a X como um tensor de mesma ordem que T dado por

ViT(Y,...Y,) :=VT(X,Y1,....Y,).

Analogamente a derivada covariante de um (0, r)-tensor 7' é um (0,7 +1)-
tensor VT' dado por (1.5).

Observacao 1.7. Dizemos que um tensor € paralelo quando VT = 0.

Exemplo 1.3. Em uma variedade Riemanniana (M,g) com a conexdo de
Levi-Civita V, temos que Vg = 0. (A derivada covariante do tensor métrico
¢ o tensor nulo). Com efeito, dados Y1,Ys, X € X(M), teremos

V9<X7Y17Y2) = (VXQ)(YbY?)
= Vx(g(V1,Y2)) — g(VxY1,Y2) — g(Y1, VxY3)
=0

Exemplo 1.4. Seja wx € X*(M). Utilizando a Observagao 1.6 a derivada

covariante de wx em relagao ao campo Z € X(M) € tal que, para todo Y €
X(M),

(Vzwx)(Y) = Z(wx(Y)) — wX(V2Y) = Z<X, Y) — <X, VZY>
<VZX, Y> + <X, V2Y> — <X, VZY>
= (V4X,Y)=(VX(Z),Y).

Decorre dai que V zwyx pode ser identificado ao campo V z X, ou equivalen-
temente, Ywx pode ser identificado ao operador VX. Isto mostra que a
deriwada covariante de tensores € uma generalizagao da derivagao covariante
de campos (derivar um campo € o mesmo que derivar covariantemente o seu

dual).
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Definigao 1.19. Seja T um (1,1)-tensor. Define-se a derivada covariante
de sequnda ordem V*T = NVV'T como o (1,3)-tensor, dado por

Demonstracao. De fato,

VVT(X,Y,Z) = (VxVT)(Y,Z)
= VVT(Y,Z)— VT(VxY,Z) — VT(Y,Vx2)
= Vx(WI)(Z2) = (VwT)(VxZ) = (Vv T)(Z)
(VxVyT)(Z) = (Vo T)(Z).

]

Para cada X,Y € X(M), define-se a derivada covariante de sequnda
ordem Vi T em relagio a X,Y como um tensor de mesma ordem que T,

dado por
ViyT(Z) :=V?T(X,Y,Z).

Seja Z € X(M), definimos o (1,1)-tensor VZ : X(M) — X(M) por
VZ(X)=VxZ. Assim, para todo X, Y, W € X(M),

ViyZ(W) = VVZ(X,Y,W)
= (VxVyZ)(W) = (Vy,vZ)(W) (1.6)

VixZ(W) = VVZ(Y,X, W)
= (WVxZ)(W) = (Veo,xZ)(W) (L.7)

Subtraindo (1.7) de (1.6) obtemos
VivZ —VixZ =VxVyZ = VyVxZ —VixyZ.
O que motiva a seguinte definicao.

Definigao 1.20. Seja M uma variedade riemanniana. O tensor curvatura
de Riemann € o (1,3)-tensor

R:X(M) x X(M) x X(M) — X(M)

dado por
R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ -V xyZ.
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Exemplo 1.5. Seja M = R", entao R(X,Y)Z = 0 para todo X,Y,Z €
X(M). De fato, seja Z = (z1,...,2n), entao VxZ = (Xz1,...,Xz,) e
VyZ = (Yz,...,Yz,). Logo,

VXVYZ = (XYZl,...,XYZn), VyVXZ = (YXZl,...,YXZn)

V[X,Y]Z = ([Xa Y}Zla SRR [X7 Y]Zn)
Portanto, R(X,Y)Z =V xVyZ —VyVxZ —Vixy1Z = 0.

Usando o tensor métrico podemos definir o tensor curvatura como sendo
o (0,4)-tensor

R: X(M) x X(M) x X(M) x X(M) — C=(M)

dado por
R(X,Y,Z,W) = (R(X,Y)Z,W)

Proposigao 1.4. o tensor curvatura de Riemann R(X,Y,Z W) satisfaz as
sequintes propriedades:

(2) R(X,Y,Z,W)=R(Z,W,X,Y)

(3) R(X,Y)Z + +R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = 0 (primeira identidade de
Bianchi)

Demonstracao. a primeira parte de (1) segue diretamente da definigdo de R.
Para provarmos a segunda parte, note que a segunda igualdade é equivalente
a (R(X,Y)Z,Z) =0, o que provaremos a seguir:

(R(X,Y)Z,2) = (VxVyZ,2Z) = (VyVxZ, Z) — (Vixy1Z, Z)
= X(VyZ,2) = (NyZ,NxZ)—Y(VxZ,Z)

(Y Z,Vy ) — %[X, Y](Z, 2)
= %X(Y(Z, Z)) - %Y(X<Z, Z)) - %[X, Y[{2,2)
_ %[X, Y)(Z,7) — %[x, Y|(Z,7) =0
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Para provarmos (3) usamos a simetria da conexao e a identidade de Jacobi
para campos de vetores como segue:

R(X,)Y)Z+R(Y,2)X + R(Z,X)Y = VxVyZ—-VyVxZ —-VxyZ
VY VX — ViV X — VX
FVVRY = VxVY = VgV

— Va(VyZ = VyY)
+Vy(VzX —VxZ)
VL (ViY — VyX)
—VixyZ — Viy,z1X — Vizx)Y
= Vx|V, Z]| +Vy|Z, X]|+ Vz[X,Y]
—Vixy1Z — ViyzX — Vizx¥
= XY 2+ [V [2,X]|+ [2,[X,Y]]
=0

O item (2) ¢ uma consequéncia puramente algébrica de (1) e (3):

RIX,)Y,Z,W) = —R(Y,Z,X,W)—R(Z,X,Y,W)
= R(Y,ZW,X)+ R(Z,X,W,Y)
= —R(Z,W,Y,X)— RW,Y,Z,X)
—R(X,W,Z,Y)— RW, Z,X,Y)
= 2R(Z,W,X,Y)+ RW,Y,X,Z) + R(X,W,Y, Z)
= 2R(Z,W,X,Y) - R(Y,X,W, Z).

Assim, R(Z, W, X,Y) = R(Y, X, W, Z). [
A partir do tensor curvatura definiremos os seguintes entes geométricos:

Definicao 1.21. A curvatura seccional K(x,y) sequndo o C T,M (sub-
espago bidimensional do espago tangente T,M ), onde x,y € o sdo vetores
linearmente independentes, € definida por:

(R(z,y)y, )

K(z,y) = PYSTE

onde |z Ay|? = |z*|y® — (z,y)%.

Segue-se da Algebra linear que esta definicdo nao depende da escolha dos

vetores z,y € o. Além disso, note que, se {ey, ..., e,} é uma base ortonormal
de T),M, temos

K(@i, ej) = <R(€i, ej)€j7 €i> = R(@i, ej, €j, 67;)

18



Definicao 1.22. Definimos o tensor curvatura de Ricci como o trago do ten-

sor curvatura de Riemann. Se {ei,...,e,} C T,M € uma base ortonormal,
entao . N
Ric(v,w) =Y (R(es,v)w,e;) = Y (R(es,w)v, e;),
i=1 i=1

onde a ultima igualdade seque da Proposi¢ao 1.4.

1.5 Operadores Diferenciais

A derivacao covariante de tensores permite estender as variedades Rieman-
nianas certos operadores diferenciais (gradiente, laplaciano, etc.) de uso fre-
quente no R™. Passaremos a uma exposicao de alguns destes operadores. Em
tudo que segue, (M, (,)) denotard uma variedade Riemanniana de dimensao
n com métrica (,) e conexao de Levi-Civita V.

Definicao 1.23. Seja f: M"™ — R uma funcao suave. O gradiente de f € o
campo vetorial suave V f, definido sobre M por

(VI,X)=Vxf=X(f)=df (1.8)
para todo X € X(M).

Se {e1,...,e,} é um referencial ortonormal em uma vizinhan¢a U C M.
Entao, pela definicao de gradiente, teremos em U

Vf= Z(Vf, e)e; = Zei(f)ei.

i

Isto é,
V=) fe. (1.9)
i=1
Mais geralmente, se 0;, ..., 0; sao campos coordenados em U, teremos
V=Y 9g70;(1)d, (1.10)
ij=1

onde g;; = (9;,0;) e (¢") é a inversa da matriz (¢;;). Além disso, é imediato
das propriedades de derivacao o resultado seguinte:

Proposicao 1.5. Se f,g: M™ — R sao fungoes suaves, entao:

(1) V(f+9)=Vf+Vyg
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(i) V(fg) =9Vf+ fVyg

Definicao 1.24. Seja X um campo de vetores suave em M. A divergéncia
de X € a funcao diferencidvel divX : M — R, definida por

(divX)(p) =tr{v e T,M — V,X}, (1.11)
onde tr denota o trago do operador linear v € T,M — V,X.

Dizemos que um referencial ortonormal {ey, ..., e,} em um aberto U C M
¢ geodésico em p € U se (V,e;)(p) = 0 para todos 1 <4, j < n.

Proposigao 1.6. Seja X um campo diferencidvel em M e {ey,...,e,} um
referencial ortonormal em uma vizinhanca aberta U C M. Se X = Zaiei
=1

em U, entao
n

(divX)(p) = Z(ei(ai) — (Ve X)). (1.12)

i=1
Em particular, se o referencial for geodésico em p € U, temos que

n

divX(p) = Zei(ai) (1.13)

i=1
Demonstracao. Pela definicao de divergéncia de um campo vetorial, obtemos

n n

divX = > (VX&)=Y (ei(X,e;) — (X, V)
i=1 =1

= Z(ez’(Z ajej, e) = (Ve,e, X)) = Z(ei(a@-) —(Vee, X))

]

Proposicao 1.7. Se X,Y sao campos vetoriais suaves em M e f: M — R
€ uma func¢ao suave, entao

(1) div(X +Y) = divX + divy
(17) div(fg) = fdivX + (Vf, X)
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Demonstracao.

n n

div(X +Y) = D (Ve (X +Y),e) =Y (Vo X+V.Ye)

i=1 =1

= Z«VQX; ei> + <V6iY7 el)) = Z<V€iX7 €i> + Z<v€iY7 €i>
i=1 =1 i=1
= divX + divY
(S

div(fX) = Z<Ve¢(fX)vei> = Z(fveiX +ei(f) X, ei)

— Z((fVEiX, ei) + (ei(f)Xei, X))

= fZ((veiX7 €i> +Z<ei(f)XeivX>
_ fdieX 4 (VFX)
0

Definicao 1.25. Seja f : M — R uma funcao diferencidvel. O laplaciano
de f € a funcio Af : M™ — R dada por

Af =div(Vf) (1.14)
Proposicao 1.8. Dadas f,g: M — R funcgoes suaves, tem-se
A(fg) = gAf + fAg +2(V,Vg) (1.15)
Demonstracao.

A(fg) = div(V(fg)) = div(gV )+ div(fVg)
= gdiv(Vf)+(Vg,Vf)+ f div(Vg) +(Vf,Vg)
= gAf+ fAg+2(Vf, Vyg)
0

Definicao 1.26. Seja f : M — R uma func¢ao suave. Definimos o hessiano
de f como o (1,1)-tensor, dado por

(Hessf)(X) =VxVf, VX eX(M). (1.16)
Ou como (0,2)-tensor, dado por

Hessf(X,Y) = (VxVf,Y) (1.17)
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Proposicao 1.9. Se f : M — R € uma fun¢ao suave entao (Hessf) :
X(M) x X(M) — C®(M) € um tensor simétrico.

Demonstracgao.

(Hessf)(X),Y) = (VxV[Y)=X(V[Y) - (V[ VxY)
= X(Y(f) = (VxY)(]). (1.18)

Analogamente,

((Hess[)(Y), X) = Y(X(f)) = (V¥ X)(/). (1.19)
Subtraindo (1.19) de (1.18) obtemos

((Hessf)(X),Y) = ((Hess[)(Y), X).

Proposicao 1.10. Se f: M — R ¢ uma funcao suave, entao
Af =tr(Hessf) (1.20)

Demonstracao. Seja p € M e considere U C M uma vizinhanga coordenada
de p onde esteja definido um referencial ortonormal local {ey, ..., e,}. Entao

n n

tr(Hessf), = Z((H@ssf)p(ei), i) = Z(Vein, ei) =div(Vf)(p) = Af(p)

i=1 i=1
]

Observacao 1.8. Relembremos que o produto interno de Hilbert-Schmidt
entre os (0,2)-tensores T e S é dado por

(T, S) = tr(T'S*) (1.21)

onde estamos identificando os (0,2)-tensores T e S com seus respectivos
(1,1)-tensores, dados por

T(X,Y) = (T(X),Y) e S(X,Y) = (S(X),Y).

Desta forma, temos T : X(M) — X(M) e S : X(M) — X(M). Além disso,
S* X (M) — X(M) € tal que (S(X),Y) = (X, S*(Y)).
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Em particular, para uma base ortonormal {eq, ..., e, }, T'(e;, e5) = (Te;, €;),
logo podemos escrever

(T.S) = Y (TS*(er),er) = Y (S*(es), T"es)

7 %

_ Z <Z<S*ei7 e;)e;, Z(T*(ei), €k>€k>

i J

- Z <Z<€i’ Se;)e;, Z(ei,T(ek))ek> = Z(ei,Sej)(ei,Tej>

i?j

= Z ( Z<ei’T6j>ei’ Se;) = Z(Tej, Se;).

J

Por exemplo, sendo S o tensor métrico g, teremos (7, g) = tr(T") e sendo
S =T, teremos |T|? = Z Te,)?.

Exemplo 1.6. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana n-dimensional. De-
finimos

o tr(T
P,
n
Entao
. tr(T) |2 tr(T)?
0< (1 = 1 - L8 = e - S
n n
Assim,
2
TR > tr(T) 7
n
ocorrendo a igualdade se, e so se,
tr(T
T = ( g.
n

Em particular, se T'= Hessf, temos

|Hessf|* > % (1.22)

Teorema 1.3 (Formula de Bochner). Se M"™ é uma variedade Riemanniana
e f: M"— R é uma fun¢ao suave, entao

SAIVSI = Ric(V 1, V) + (VF, V(D)) + [Hess P (1.23)
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Demonstragao. Fixado p € M seja {eq,...,e,} um referencial ortonormal
em uma vizinhanca U C M de p, geodésico em p. Entao temos em p

AT = 3 Y e e ()

= Z ez Vf Vf Z €; <veivf7 Vf)

=1 i=1

Y GARR TR IR )

Pela definicao da norma de Hilbert-Schmidt, temos

n

SAIVIE = SO(VLVLVE V) + |Hessf P (1.24)

i=1
Agora para X € X(M) temos que
(R(X,e)Vf, e) =(VxV,Vf =V . VxVf—=Vixe V[ e). (1.25)

Como o referencial é geodésico em p, temos que (Vxe;)(p) = 0, dai

> AVxVeVfe) = X(Q (Ve VF.e) = X(Af) = (X, V(Af). (1.26)
i=1 i=1
Agora vamos analisar a parcela P := Z((VeiVXVf, i) + (Vixe )V fie)).
i=1
Para isso, vamos novamente utilizar que o referencial é geodésico em p, jun-
tamente com o fato de Hessf ser um operador linear auto-adjunto, para
obtermos

P - z’;(ewif, ) + (V. V1, [X, )
_ i(eiweiw, X) + (Ve Vf,Vxe; = Ve X))
= i((veiveivf,m +(V, V[, Ve, X) = (V. V[, V.X))
— i(veiveiw,xy (1.27)

i=1
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Somando (1.25) e substituindo (1.26) e (1.27) em (1.25), segue que

ilj(R(Xa )V, e) = (X, V(Af)) - i:WeiVein,X%
isto ¢, i )
iweiveivﬁ)ﬁ = —Zi<R(X,€i)Vf,ei>+<X,V(Af)>
= i;(R(X, eiei, V.f) + (X, V(AS))

= Ric(X,Vf) + (X, V(Af)).

Basta agora fazer X = V f na tultima relagao acima substituindo o resultado
em (1.24), que obtemos a féormula desejada. O
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Capitulo 2

Imersoes Isométricas

Definigao 2.1. Sejam M" e M™™ variedades diferencidveis. Uma aplicagao
diferencidavel ¢ : M — M € uma imersao se a diferencial dyp, € injetiva para
todo p € M. O nimero m € chamado_a codimensao de ¢. Se, além disso, ¢
é um homeomorfismo sobre (M) C M, onde p(M) tem a topologia induzida
por ]T/[/, diz-se que @ € um mergulho. Se M C M e a inclusao i : M — M é
um mergulho, diz-se que M € uma subvariedade de M. Neste caso, chamamos
M de variedade ambiente.

Observacao 2.1. O caso particular em que a codimensao da imersao € 1,
©(M) é denominada uma hipersuperficie.

Definigao 2.2. Uma imersao ¢ : M™ — M"™ entre duas variedades Rie-
mannianas com as métricas (-,-),, e (-,-)37, respectivamente, é chamada
imersao isométrica (ou Riemanniana) se

(X, V) = {dipp(X), dpp(Y)) 37
para todo ponto p € M e todo par X,Y € T,M.

Seja p : M"™ — M™™ uma imersdo isométrica. Para cada p € M existe
uma vizinhanca U C M tal que a restricao de ¢ a U é um mergulho sobre
©(U), ver por exemplo [5]. Assim podemos identificar U com sua imagem
©(U) e cada vetor v € T,M,q € U com dy,(v) € T@(q)ﬂ. Com esta identifi-
cagao o espago tangente de M em p se torna um subespago do espago tangente
de M em p. Para cada p € M, o produto interno em 7,M o decompoe na
soma direta .

T,M =T,M @ T,M*
onde T,M 1 & o0 complemento ortogonal de T,M em TpM . Sendo assim,
podemos coinsiderar as seguintes projegoes:

()T T,M — T,M e ( )" :T,M —s (T,M)*
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Seja Va conexao de Levi-Civita de Mntm, Se X e Y sao campos locais
de vetores em M e X, Y sao extensoes locais a M temos que

VeV = (Ve?) +(VeY) . (2.1)

~ T
Além disso, (V) ¢é a conex@o de Levi-Civita de M. Com efeito, sejam
U C M e X,Y,Z extensoes locais dos campos X,Y,Z a M. Definimos

D:X(U)xX(U) = X(U) por DxY := (ﬁg?)T Assim,

(i) D independe das extensoes, pois v )237 em p € U C M s6 depende de
X(p) = X(p) e dos valores de Y ao longo de alguma curva tangente
a X(p) = X(p) (podemos tomar a curva contida em U C M onde
Y=Y).

(ii)
~ ~ T ~ o~ ~ ~ T
DixigvZ = (vf)?Jrgf/Z) = (fV3Z+9Vy2)
= f(VgZ) +9(V32)" = fDxZ + gDy Z
(iii)
Dx(Y+2Z) = VgV +2)) =(VgYV +V32)"

Dx(fY) = (Vg(fY) = (fVgY + X(f)Y)"
= f(VgY) +(X(HY)T = fDxY + X(f)Y

X(Y,Z) = X{(Y,Z)=(VgY,Z)+(Y,VZ)
(VV,Z) + (Y, V3Z) = ((VY) ", Z) + (Y, (VzZ)")
= (ViY),2) + (Y, (V5Z)") = (DxY, Z) + (Y, Dx Z)

DxY —DyX = (VgYV)' — (VX)) =(VgY =V X)'



E pela unicidade da conexao de Levi-Civita provamos o resultado.
Denotaremos a conexao de Levi-Civita de M por V. Portanto, reescre-
vendo (2.1), obtemos

%)?}N/ =VyY + (6)}?)L (2.2)

. . 1 .
Para o que segue, indicaremos por X(U)~ os campos de vetores (diferen-
ciaveis em U) normais aos campos tangentes diferenciaveis em U.

Definigao 2.3. Seja ¢ : M"™ — M™™ yuma imersio isométrica. A apli-
cagio o : X(U) x X(U) — X(U)" definida por

a(X,Y) = (VgV )t = ViV —VyY (2.3)
€ chamada a sequnda forma fundamental de .

Proposigao 2.1. A aplicagio o : X(U) x X(U) — X(U)" definida acima é
simétrica e bilinear sobre C>(U), isto é,

(i) a(X,Y) = (Y. X)
(i) a(X +Y,2)=a(X,2)+ (Y, Z)
(iii) a(fX,Y) = fa(X,Y)
para todo X,Y,Z € X(U) e f € C(U).
Demonstragio. ver [5] O

Em particular, escrevendo a(X,Y’) em coordenadas locais ver [5], para
cada p € M a aplicacio o, : T,M x T,M — T,M* dada por a,(X,Y) =
a(X,Y)(p) depende somente dos valores de X e Y em p. A igualdade

ViV = VyY +a(X,Y) (2.4)

é conhecida como a férmula de Gauss.
Agora seja {vy, ..., v} um referencial ortonormal local em X(U)". Para
cada v;,1 = 1,...,k defina a aplicacao A,, : X(M) — X(M) por

A, X =—(Vyu)'.
Observe que para todo X,Y € X(M) temos

0=Xw,YV) = (Vxv,Y)+ W, VxY) = (Vxu)) T, V) + (v, a( X, Y))
= (A, X, Y) + (X, Y), ).
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Assim,
(A, X,)Y) =(a(X,Y), ). (2.5)

Em particular, podemos definir A,, como sendo um (0, 2)-tensor em X(M),
da seguinte maneira: A,,(X,Y) = (A,,X,Y), o qual é simétrico, isto &,
(A, X.Y) = (X, A,Y) e linear sobre C*(M). A aplicacdo A,, ¢ chamada
de operador de Weingerten ou operador de forma.

Um referencial ortonormal {eq, ..., €, €n11,- .., €nim} €m uma vizinhanga
V C M de p ¢é dito adaptado a imersao ¢ quando restritos a M os vetores
€1,...,6E, SA0 tange/rites a M e os vetores €,.1,...,€n1ym SA0 normais a M ao
longo de U =V N M.

De acordo com a equagao (2.5) e do fato do operador A,, ser simétrico,
convém considerarmos o trago do operador A4,,, para isso vamos definir o
vetor curvatura média H da imersao ¢ como

n

H= l Za(ejvej)

n <
7j=1
onde {ey,...,e,} um referencial ortonormal em 7,M. Segue que H nao de-
pende do referencial escolhido. Ademais, consideremos {v;},i=n+1,... k,

um referencial ortonormal em T,M* para deduzirmos que

H = —Z alej,e;) = ZZ alej,e;), vy
= —ZZA €, €5V Ztr Vi)

Definigao 2.4. Dizemos que uma imersao isométrica p € minima em p € M
quando H(p) = 0 e que ¢ € uma imersio minima quando € minima em todos
0s pontos de M.

Quando a codimensao da imersao @ é 1, com v normal a M, basta estu-
darmos a fungao curvatura média de ¢ que definiremos por

1
H=-trA,.
n

Neste caso, segue que H = Hv.

Para o que segue, V, A e Hess denotarao o gradiente, o laplaciano e o
Hessiano calculados na métrica de M, enquanto que 6, A e Hess os respec-
tivos entes calculados na métrica de M.
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Lema 2.1. Seja ¢ : M" — M™ wma imersao isométrica. Se f: M—>Ré
uma fungao suave, entao em cada p € M

(i) Vf=Vf+ f;
(i) YVIVf v) = Hessf(v,V);
(iii) Af = Af —nHf, + Hessf(v,v),

onde v € um campo de vetores unitdrios normais a M em uma vizinhanca
dep e H= Hv € o vetor curvatura média da imersao .

Demonstragao. Denotaremos por V e V, respectivamente, as conexoes de
Levi-Civita de M e M e por a a segunda forma fundamental de . Se
{e1,...,€n,enr1 = v} & um referencial adaptado a M, temos para todo p € M

n+1 n

Vi= ealfle=Y alfe+v(fy=Vf+ for,
i=1

i=1
0 que prova o primeiro item. Para provarmos o segundo, notemos que

1~ ~ 2 18 1 ~ 2
VIV v = §<Z€i(|vf| Jei,v) = (VI

i=1

_ %yﬁf, V) = VoV, Vf) = Hessf (v, V f).

Finalmente,

n+1

Af = Z(ei(ei(f))—(veiei)(f))

= Y Heilei ) = (Vee) ()} +vw(f) = (Vur)(f)

=1

= Y- {eel) = Veel) = ales e ()} + Hessf(v,)

= Y{e(e) = Vael f)} = Y alene)(f) + Hessf(v,)

= Af—nH(f) + Hessf(v,v)
= Af—an,,—i—ﬁz;Sf(u,u).
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Proposicao 2.2. Seja ¢ : M™ — R uma imersdao isométrica de uma
variedade compacta M™ no espaco euclidiano R" ', Entdao existe um ponto
qo € M™ e um vetor normal v € T, M tais que A,(qo) € positivo definido.

Demonstracao. Seja h : M — R uma fungao diferenciavel, dada por

1
(o) = 511711
Como M é compacta, a fungao h assume seu valor maximo em algum ponto
go € M e assim,
0= X (h)(q0) = (Vx@, @) = (X (o), @), VX € T M,
ou seja, o vetor posicao ¢y é¢ normal M em ¢qq. Além disso,
0> XX (h)(q0) = (VxX, @) + || X(q0)]]* = (a(X, X), @) + || X (0)]]”
Entao para v = —¢p, temos
(A, X, X) > ||X]|]? VX €T,M.
]

Observagao 2.2. Seja N uma variedade Riemanniana orientdvel. A forma
diferencial w de grau n = dimN definida em cada ponto p € N por

wy(vy, ..., v,) = det((v;, €5)) = volume orientado {vq,...,v,}

-

onde v; € T,N e {e1,...,e,} € uma base ortonormal positiva de T,N ¢
chamada o elemento de volume (ou forma volume) de N, o qual também de-
notaremos por dN. E imediato que w estd bem definida, isto é, wy(vy, ..., 0p)
nao depende da base ortonormal positiva escolhida.

Suponha agora que N € uma variedade com bordo ON = M. Denotamos
por v o campo unitdrio normal exterior a N ao longo de M. A orientacao
de N induz uma orientagao em M como seque: dado p € M e dada uma
base = {v1,...,v_1} C T,M, dizemos que (3 € positiva se {v,vy,...,vp_1}
¢ uma base positiva de T, N.

Definicao 2.5. Seja M™ wma variedade Riemanniana orientada e X €
X(M). O produto interior de uma k-forma w na dire¢io de X € a (k —1)-
forma txw definida através da sequinte regra:

(txw)p(v1, ..oy Vk—1) = Wp(Xp, U1, ..o, Ug—1) (2.6)

para todos p € M e wvy,...,v5—1 € T,M. Também denotamos txw por X .w.
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Por exemplo, se w é a forma volume de N e v o normal unitério exterior
a N ao longo de N, segue da Observacao 2.2 que vw ¢é a forma volume de
ON induzida por N.

Proposicao 2.3. Seja M"™ uma variedade Riemanniana orientada, com ele-
mento de volume dM . Entao

d(X1dM) = (divX)dM (2.7)
para todo X € X(M)
Demonstragao. ver [6] O
Precisaremos da seguinte versao do teorema da divergéncia:

Teorema 2.1. Seja M™ uma variedade Riemanniana compacta orientada
e X € X(M). Se o bordo de M é munido com a orientagdo e a métrica

induzidas por M e v denota o normal unitdrio exterior a M ao longo de
OM, entao

/ (divX)dM = [ (X, v)d(dM)
M oM

Demonstragao. Segue da Proposigao 2.3 e do teorema de Stokes [13], que
/ divX dM = / d(X .dM) = / XidM = [ (X7 + X*)dM
M M oM oM

—/aM(<X,y>y)_|dM— (X,v)vadM = | (X,v)d(OM).

oM oM

]

Note que no caso de v ser o normal unitario interior a M ao longo de
OM, o segundo membro da igualdade no Teorema 2.1 muda de sinal.

As féormulas da proposicao a seguir sao conhecidas como as identidades
de Green.

Proposicao 2.4. Sejam f,g: M — R fungoes suaves e v o campo de vetores
normais unitdrios exterior a M ao longo de OM, entao:

(a) (Primeira identidade de Green)

/M gAfAM = — /M (£, Vg)dM + /6 Mgg—fd(aM) (2.8)

v
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(b) (Segunda identidade de Green)

[ war=ragayi = [ (ggh- a9

Demonstrac¢ao. Para o item (a) aplicamos o teorema da divergéncia ao campo

X =gV f. Oitem (b) segue agora imediatamente de (a), trocando g por f em
(a) e subtraindo membro a membro as duas indentidades assim obtidas. [J
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Capitulo 3

Método de Perron

Neste capitulo apresentaremos um resultado importante: a existéncia e uni-
cidade de solugao do problema de Dirichlet para a equacao de Poisson.

3.1 Método de Perron

Definigao 3.1. Seja Q@ C R™ um dominio (aberto e conexo) e u € C*(Q2). A
equagdo homogénea

Au=20

onde A € o operador laplaciano, € chamada equacgao de Laplace.
A equacao de Laplace nao-homogénea é chamada equagiao de Poisson:

Au=f

onde f estd no conjunto das fungoes continuas em €2, cuja notacao cldssica

¢ CO(Q).

Definigao 3.2. Uma fungio v € C?*(Q) é harménica em Q se satisfaz a
equacao
Au =10

o Se Au(z) >0 em Q, dizemos que u é subharmonica.
o Se Au(z) <0 em Q, dizemos que u é superharmonica.

Agora vamos generalizar o conceito de func¢ao subharménica e superhar-
monica para o caso em que u € C°(Q).

Definigao 3.3. Seja Q2 C R™ um dominio. Uma fungio u € C°(Q) serd
dita subharmonica (respectivamente superharmoénica) em 2, se para toda bola
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B CC Q (isto é, o fecho de B € compacto e estd contido em Q) e toda fun¢ao
harménica h em B, satisfazendo u < h(u > h) em 0B, tivermos também
u < h(u>h)en B.

Citaremos agora um problema relacionado com a equacao de Laplace.

Problema de Dirichlet para a equacao de Laplace: Dado um aberto
2 C R" e uma fungao g € C°(09), o problema consiste em encontrar uma
fungdo u € C?(Q) N C°(N) tal que

Au=0 em
<D){u:g em Of).

Definimos também o problema de Dirichlet para a equacao de Poisson de
maneira andloga: Dada uma funcao f € C°(2) e uma fungao g € C°(99), o
problema consiste em encontrar uma fungao v € C*(Q2) NC°(Q) que satisfaga

Au=f em
(P>{u:g em Of).

Teorema 3.1 (Propriedade da Média). Seja u € C*(2) harmonica. Entdo
para toda bola B,.(x) CC  vale

u(z) = W /83(%” u(y) dS, (3.1)
ou equivalentemente
uw) = [ uty)dy (32
WnT™" JB(=,r)

onde w,, € o volume da bola unitdria em R™.

Demonstracao. Defina a fungao ¢ : I — R dada por

1
o(r) == —/ u(y) dS,
OB(z,r)

nwy, "1

onde I C R é um aberto tal que z +rz € Q@ Vz € 0B(0,1) e r € I.
Inicialmente vamos mostrar que ¢ nao depende do raio r, para isso seréd
conveniente calcular ¢'. Ora, lembrando que 0B(0,1) = {z € R™; |z| = 1},
considere a seguinte a aplicagao:

h: 0B(0,1) — 0B(x,r)
z — T+rz=1
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Observe que dh = rldyp(,1). Logo, h ¢ um difeomorfismo com jacobiano
igual a r"~! e B(z,r) = h(0B(0,1)). Utilizando o teorema de mudanga de
variaveis para integrais temos:

/ u(y) dS, = / u(y) dS, = / u(z +rz)r" 1t ds..
OB (x,r) h(8B(0,1)) aB(0,1)

Logo,

1
o(r) = —/ u(z +rz)r"tdS,
0B(0,1)

nw, "1

1
= / u(z +rz) dS,.
NWn JoB(0,1)

Derivando com respeito a r, temos pelo teorema da convergéncia dominada
e pela regra da cadeia,

¢'(r) = ! / Vu(x +rz) - zdS,.
2B(0,1)

Wy,

Analogamente ao que fizemos na defini¢ao de h podemos retornar ao 0 B(x, 1)

para escrever
1 Yy—x
"(r)y= —— \Y . ds,.
4 (r) nwnrnil /(93($,T) U(y) ( r ) !

Agora vamos notar que o normal exterior unitario no ponto y € dB(z,r) é
exatamente v = *-*. Entao, pelo teorema da divergéncia

, 1
S = —— / Vuly)-vdS, =
OB(z,r)

nw, "1

1

nw, "1

/B( )Au(y)dy: 0. (3.3)

Donde ¢(r) = cte, YB(z,r) CC Q. Assim,

. .1
o(r) = 1151_{% o(t) = 11_{% o /83(0,1) u(z +tz) dS,

1 1
= u(x)/ s, = u(z)nwy, = u(z).
nwn, 0B(0,1) Ny

Utilizando coordenadas polares, teremos

/ u(y) dy = // u(y) dS, ds:/ ©(8)nw,s™ ! ds
B(z,r) 0 JoB(z,s) 0

7/.71
= / u(z)nw,s" "t ds = w(x)nw, — = u(x)w,r™.
0 n
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Isto é,
1

W)= L ey

]

Observagao 3.1. Para o caso de fungoes u € C*(Q) subharmonicas (super-
harménicas), a propriedade da média é descrita como seque: para toda bola
B,(z) CC Q wale

1
u(@) < (2)— /83( )U(y) ds,

ou equivalentemente

e ML

De fato, basta considerar a equagao (3.3), um argumento de monotonicidade
e continuidade para obtermos as devidas desigualdades nas equagoes anteri-
ores.

Teorema 3.2. Se u € C*(Q) satisfaz a propriedade da média em Q, entio
u € harmonica.

Demonstracao. Suponha, por absurdo, que u satisfaca a propriedade da mé-
dia em 2 mas nao seja harménica. Entdo existe x € € tal que Au(z) # 0.
Podemos supor sem perda de generalidade que Au(z) > 0. Como u € C?*(Q),
o laplaciano de u ¢ uma funcao continua. Logo, existe r > 0 tal que
B(z,r) cC Qe Au(x) > 0 em B(z,r). De acordo com o Teorema 3.1,

1
- s, =
#(r) nwy, "1 /83(a:,r) uly) ! u()
e pela equagao (3.3)
1
0=¢'(r)= ——— A dy > 0
Pr) = /B o u(y) dy > 0,
o que é absurdo. Portanto, Au = 0. O]

Teorema 3.3. Principio do Mdzimo (Minimo) Forte. Seja Q C R™ um
dominio e seja u € C*Q) N C%Q) uma fungao subharmonica (superhar-
monica) em e suponha que ezista y € Q tal que

u(y) = supu (inf u).
QO Q
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Entao u € contante. Consequentemente uma fungdo harmonica nao pode
assumir valor mdzimo (ou minimo) em um ponto do interior de 2, a menos
que ela seja constante.

Demonstra¢ao. Provaremos o teorema para u subharménica. A prova para
funcoes superharménicas é anéloga. Considere o conjunto

¢ ={recQ:ulx)=supu= A}
Q

Temos que ® # 0, pois y € ®. Além disso, ® é fechado em (2, pois & =
u ' ({A}). Ademais, ® ¢ aberto em Q. Com efeito, seja o € ® e r > 0 tal
que B,(xy) CC Q. Entao,

1 A
A=) <o [y S [
WpT™ Br (o) WpT™ B (o)

A n
wnT Bi(z0)

Isto é,

1 / 1
u(y)dy = A = / u(y) — A)dy = 0.
o o) () o BT(IO)( (y) —A4)

Mas u(y) — A < 0,Vy € B,(z9). Logo, u = A em B,(x¢) e, portanto,
B,(z9) € ®. Consequentemente, ® # ) é aberto e fechado no conjunto
conexo 2, donde ® = 2, ou seja, u = cte. O

Teorema 3.4. Principio do Mdzimo (Minimo) Fraco. Seja Q@ C R™ um
dominio e seja u € C*(Q) N CYQ) uma fungdo subharménica (superhar-
monica) em Q. Entao desde que Q seja limitado, temos

supu = supu (inf v = inf u
up up (in infu),

consequentemente, seque que

infu < u(x) < supu, para todo x € Q.
o0 a0

Demonstragao. Segue imediatamente do principio do maximo (minimo) forte,
uma vez que, sendo €2 limitado teremos € compacto e portanto u € C°(Q)
atinge um maximo e um minimo, os quais devem ser atingidos no 0f2, a
menos que u seja constante. ]

Teorema 3.5. Sejam u,v € C2(Q)NC°(Q) satisfazendo Au = Av em Q um
dominio limitado e u =v em OS). Entao u = v em ).
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Demonstracao. Defina w = u — v. Assim, temos

{Aw:O em €2

we0 omoq © w e C*(Q)NC'Q).

Pelo teorema anterior,

0=infw(z) <w(r) <supw(x) =0, x € Q.

oN 99

Isto é, u = v em ). O

Corolario 3.1 (Unicidade do Problema de Dirichlet). Sejam g € C°(99Q) e
€ C%Q). Se existe uma solugio u € C*(2) NC°(Q) do problema

Au=f emQ
(B){u:g em 0f2.

Entao ela € unica.

Demonstragao. Suponhamos que existam wuy, uy € C%(2) N C°(Q) solugdes
de (P). Definimos u = u; — uy € C*(Q2) N C°(Q). Entao

Au=f—f=0 em
u=20 em Of).

Pelo princinpio do Maximo e do Minimo,

u<supu=supu=0 e u>infu=infu=0.
Q 90 Q o0

Logo, u = 0 em €2, o que prova a unicidade. n

Corolario 3.2. Seja Q2 C R™ um dominio limitado e u € C?(2) N C°(Q) tal
que
Au=0 em
{u:g em 02 com g > 0.

Se existe x € OS2 tal que g(x) > 0 entdo u > 0 em .

Demonstracao. Pelo principio do méaximo, como u é harmonica,

infu(z) < wu(r) < supu(z), Ve € Q.

EI) 20
Por outro lado, u = g > 0 em 09. Assim, u(z) > 0,Vz € Q. Agora,
suponhamos que exista zg € 2 tal que u(zy) = 0. Entao, a func¢do u atingiria
o minimo em 2, logo seria constante. Como u(zg) = 0, segue que u = 0, o
que é absurdo. O
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Observacao 3.2. Um outro resultado que obtemos a partir do principio do
mdximo € que se u é subharmonica no sentido cldssico, isto é, u € C?(Q) e
Au > 0, entao u € subharmonica no sentido da Definicao 3.3. Com efeito,
seja B CC Q e h uma funcao tal que

Ah=0 em B
u<h emOB.

Entao a fun¢io w := u — h satisfaz: Aw >0 em B ew <0 em 0B. Segue
do principio do Mdximo Fraco que w < 0 em B, isto €, u < h em B.

Esta mesma observacao vale para fung¢oes superharmonicas. A prova é
feita de maneira analoga.

As propriedades a seguir serao provadas apenas para as fungoes sub-
harmonicas (no sentido da Definigao 3.3), pois a prova para as fungoes su-
perharmonicas é analoga. Além disso, segundo a observagao anterior, tais
propriedades serao trivialmente verificadas para as fung¢oes subharmonicas
(superharménicas) no sentido classico.

P1) Se u é subharmonica entdo —u é superharmonica.

Demonstracao. Devemos provar que para toda bola B CC € e qualquer

funcao h tal que
Ah=0 em B
—u >h em 0B,

implica —u > h em B. Com efeito, Ah = A(—h) = 0. Como u é

subharmoénica,

{ A(=h) =0 em B

W< —h om OB s u<-hemB=—-u>hemB.

]

P2) Se u e v sdo subharmonicas em (2, entao u + v é subharmonica em Q.

Demonstracao. Devemos provar que para todo B CC () e uma funcao
h qualquer satisfazendo

Ah =0 em B
{u—l—vSh em OB , tem-se u+v < hem B.

Com efeito, seja w solugao do problema de Dirichlet

{Aw:O em B

U=w em 0B.
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Como u é subharmoénica, temos v < w em B e como ©u = w em 0B
teremos

Ah—w)=0 em B
w+v<h em 0B "’

ou seja,

{A(h—w):() em B =v<h—-wemB

v<h-—w em 0B

pois v é subharmonica. Como u < w em B e v < h—w em B, segue
que u+v < h em B. O

P3) As fungoes subharménicas verificam a Propriedade da Média. Em par-
ticular, elas verificam o Principio do Maximo.

Demonstragdo. Sejam u € C°()) uma funcao subharménica, x € €,
B(z,r) CC e h uma solugao do problema de Dirichlet

= u < hem B(z,r).

Ah=0 em B(zx,r)
u=h em J0B(z,r)

Entao,

1 1
w(w) < hiz) = ——— /8 o S, = s /6 o U048,

nwy, "1 nwy, "1

Em particular, elas verificam o Principio do Maximo, pois na prova
deste ultimo fato s6 precisdvamos da Propriedade da Média e da con-
tinuidade da u. O]

P4) Sejam 2 C R™ um dominio limitado, u,v € C°(Q), onde u é subhar-
monica e v é superharmoénica em €2 tal que u < v em 0€). Entao u < v
em (2. Em particular, segue do Corolario 3.2, que ou u < v em €2, ou
u=wvem ).

Demonstragao. Utilizando as propriedades (P1) e (P2), temos que —v
e u+(—wv) s@o fungdes subharmonicas em 2. Como por hipdtese u—v <
0 em 012, fazendo w = u — v, temos pelo Principio do Maximo que

supw =supw < 0= u—0v <0em (),
Q o0

ou seja, u < v em (). O]

41



P5) Se uy,...,u, sao fungdes subharmonicas em € entao a fungao u : Q C
R™ — R dada por

u(z) = fg&};uz(m)

¢ subharmonica em (2.

Demonstragao. Observe que u; € C°(Q) = u € C°(Q).
Seja B CC () e h satisfazendo

(%) Ah=0 em B
uw<h em 0B.

Devemos mostrar que (x) = u < h em B. Com efeito, como para todo
1, u; < u, temos

{Ah:o em B = u; < hem B.

u; <h em 0B

Logo, u = maxu; < h em B. O

P6) O limite de uma sequéncia uniformemente convergente de fungdes har-
monicas é harmonica.

Demonstra¢ao. Sejam 2 C R™ um dominio e (ug)reny uma sequéncia de
fungoes harmonicas em €2 convergindo para u. Entao, para cada k € N
e para toda bola B,.(x) CC Q,

1
ug(r) = ——— /(93( )uk(y)dSy.

nwy,r™ 1
Usando o fato de que a convergéncia u, — u é uniforme,

, 1
- k:lg{olo (nwnrnl /(?B(m,r) Uk(y)dsy)

1
= —/ lim ug(y)dsS,
OB(z,r)

nwy,r" 1 k—00

1
= — das,.
nwnrn_l /63(90,7“) U(y) !

Logo, u satisfaz a propriedade da média, segue do Teorema 3.2 que u
¢ harmonica. O
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Continuando, vamos provar o seguinte fato: o operador laplaciano é in-
variante por translagdo e rotagdo. De fato, basta provar que se v(z) =
u(R(x)), onde R é uma transformagcao linear ortogonal em R", entdo Av(z) =
Au(R(z)). Vejamos: Primeiro vamos escrever

R(z) = (41(2), -+ yn(2)),

onde Y1 = ) a1;Tj, ..., Yn = D_;AnjTj € (a,]) ¢ a matriz de R na base
candnica do R™. Segue que v(z) = u(y;(x),...,yn(x)), de modo que
ov ou
6:1:-@) = Zakia_yk(R(x))’
! k
0% *u
‘9%2( ) %: o 9y;0yx

7 ~ . _ t
Como R é uma transformagao linear ortogonal, vamos ter d; = Y . ax;(a;;)".
Portanto

0*v 0*u
Av(z) = @( E E axi(aij) 8ykay](R(x))
i g kg o
0*u ]
O = Au(R
2 05,5,F Zay] (R(x))

Como haviamos afirmado. Sendo assim, para analisarmos a equagao Au = 0
nos interessa supor que u ¢ radial (isto é que s6 dependa de r = |z|, z € R").
Veremos agora que a solucao de Laplace possui uma solucao radial. Para
isso, seja u(z) = v(|z|) = v(r), entao

or  xy
o, ~ Jal
0%r 1 sz
8:10? o ¥
Ju Jv Or T
—_— = —_— = )
0z or Ox; ||
2 2
@ — /U”&_i_/v,(l J— x_j)
8:6? 2 roor3
Donde ) . .
n J—
Au — U” _"_ n . 1 _"_ ( )UI
r r r



Fazendo w = v’, temos

(n—1)

w' + w = 0.

(1-n

Integrando em 7, obtemos w = ¢r(!=™. Assim, podemos escrever

o(r) = alnr+c, sen=2
Tl brP " +d, sen>3 "’

onde a, b, c,d sao constantes.
Mais geralmente, fixando y € R e sendo r = |z — y|, teremos

o(|z — yl) = alnlr+yl+ec, sen=2
W=V ble+y*"+d, sen>3.

Definicao 3.4. A funcao

m |z —y>™, sen >3

Ia =) = Nlo —ol) = {

= log|z — yl, sen =2

definida para x # vy (y € Q fizrado) € a Solugao Fundamental da Equagao de
Laplace.

Observacao 3.3. Sejam @ C R™ um dominio onde vale o teorema da di-
vergéncia e u,v € C*(Q). Entdo

/(vAu—l—(Vu,Vv))d:E = /v@dé’,
0

/Q(UAU —ulAv)dr = /89 <U$ — ua)dS,

onde v denota a normal exterior unitaria em OS2, dxr o elemento de volume
de Q e dS o elemento de drea de OS2.

Dada uma funcio u € C?*(Q)NC(Q) queremos obter uma expressio para
u(y) em termos da solugao fundamental I'(z — y) onde y € © é um ponto
arbitrario.

Como AI' = 0 para x # y, a singularidade em z = y nos impede de
usarmos diretamente I' no lugar de v na segunda identidade de Green. Para
superarmos esta dificuldade, aplicaremos a segunda identidade de Green na
regidao Q\B.(y), onde ¢ > 0 ¢ escolhido de modo que B.(y) CC €. Assim,

ou or
TAu — uAT dx:/ I'— —u—1]) dS.
/Q\BE(@» ( ) A\B-(y)) ( v 3V>
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Como (Q\B.(y)) = 02U dB.(y) e I' é¢ harmonica em Q\B.(y), segue que

/ I'Au dx = / (F@ — u@_F) dsS _|_/ (F@ _ ua_r) ds.
AN\Be(y) a0 v ov dB:(y) ov ov

(3.4)
Agora, olhando apenas para a ultima integral e observando que o vetor
normal unitario é dado por v = =—% temos

lz—y[”
0 0
/ T(z — y) 2o dS’ - 'F(e)/ o dS‘
9B (y) ov oB.(y) OV
0
< D(e) 2 as
dBc(y) v
= |I'(e) (Vu,v)|dS
838(1/)
< |T'(e)| sup |Vu| ds
B:(y) 0B:(y)
= nw,e" HT(g)| sup |Vul.
Bs(y)
Logo,
ou
I'(z—y)=— dS| -0 (quando e — 0).
0B. () v
Além disso, para o caso n > 3 (o caso n = 2 é anélogo) note que
= ey Y- ) = ——fa =y e — gl
NWpE - e NWpE
1
= |z —y| "2
NWpE

Assim, utilizando o Teorema 3.1,

or 1
/ u—(z —y)dS = / ulr —y|"** dS
oB.(y) OV NWn& JaB. (y)
1

= / ue "2 ds
nwnpé dBe(y)
1

= — udS = u(y).
e W)
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Portanto, tomando o limite quando ¢ tende pra zero em (3.4), concluimos
que

u(y) = — /ag <ug—l;(x —y) — %F(w — y)> ds — /QF(x —y)Audx (3.5)

que é conhecida como formula de representacao de Green.

Observacao 3.4. Note que se u for harmoénica em 2, temos a sequinte
representacao

ut) == [ (w50 - Gorta =) ds

e se u possuir suporte compacto em Q, entao (3.5) resultard em

u(y) = —/QF(x —y)Au dx

Definigao 3.5 (Potencial Newtoniano com densidade f). Para uma fung¢ao
integravel f, a integral

u(y) = /QF(x —y)f dx

é o potencial newtoniano de f. Note que se f € C§°(2), de acordo com (3.5)
a solugcao da equacao de Poisson —Au = f deve ser o potencial Newtoniano
de f. Denotamos por C§°(Q2) o conjunto das fungées suaves com suporte
compacto em €.

Os dois teoremas a seguir serao uteis apenas para justificar provas poste-
riores e as demonstragoes podem ser encontradas em [10].

Teorema 3.6. Qualquer sequéncia limitada de fungoes harmonicas em um
dominio €0 contém uma subsequéncia convergindo uniformemente em sub-
dominios compactos de § para uma fung¢ao harménica em €.

Teorema 3.7. Seja B = Bg(0) e ¢ uma fungio continua em 0S). Entdo a
funcao u definida por

nwn R

R2—|x|? (%)
u(x) = Jon \fle" dS, sex € B
p(z) sex € OB

pertence a C*(B) N C°(B) e satisfaz Au =0 em B.
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Sendo assim, faz sentido considerar a defini¢ao seguinte.

Definigao 3.6 (levantamento harmonico). Sejam u subharmoénica em €,
B cc Q wma bola qualquer e w uma solu¢ao do problema de Dirichlet, tal
que

{ Au=0 em B

u=u em 0B.

Definimos o levantamento harmoénico de u em €2 com relacdo a B por

_ [ u(z), zeB
Ulw) = { u(z), =€ Q\B.

Observagao 3.5. Note que u < U em ), pois U = u em Q\B e como u €
Au=0 em B

<7=
u=T em OB su<u=UemB.

subharmonica, seque que {

Proposicao 3.1. O levantamento harmonico de uma fun¢ao subharmoénica
€ uma func¢ao subharmonica.

Demonstra¢ao. Sejam U o levantamento harmonico de uma fungao subhar-
monica u em  com relacdo a B. Considere B’ CC 2 e h uma funcao

satisfazendo
(%) Ah=0 em B’
U<h em0B.

Precisamos provar que U < h em B’. De fato, para:

1. BN B =1, temos: U = u em B’ e pela subharmonicidade de u em (2,
segue que U < h em B'.

2. B'N B # (), temos as seguintes possibilidades:
(1) B’ C B. Dessa forma, U = u que é harmonica em B e, portanto,

subharmonica em B. Logo, U < h em B’

(i1) B' ¢ B. Pela Observacao 3.5 e por (x), temos que u < U em €2
que implica v < h em OB’ e como u é subharmoénica em Q, u <
h em B'. Como U = u em Q\B temos que U < h em B'\B
e como U é harmoénica em B temos que U é harmonica B N B'.

. AU =0 em BNB ,
ASSIm’{USh em O(B N B') =U<hem BNB,

onde a ultima implicacao é decorrente do principio do méaximo.
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Definicao 3.7. Seja 2 C R™ um dominio limitado e ¢ uma func¢ao limitada
em 0. Uma funcio u € C°(Q) subharmonica (respectivamente superhar-
monica) em ) € chamada subfuncao (respect. superfunc¢ao) com relagdao a ¢,
seu < (respect. u > ) em OS).

Observacao 3.6. Denotamos por S, o conjunto das subfuncoes com relagao
a p, 1sto €,

Sy ={u € C*Q) : u é subharmonica em Q eu < ¢ em ON}.

Observe que este conjunto € nao vazio, pois como @ € limitada, digamos,
m < @(x) < M,Vx € 092, basta tomarmos u(z) = m, Yx € Q.

Proposicao 3.2. Toda subfuncao com relagao a ¢ € menor do que ou igual
a qualquer superfung¢ao com relagao a .

Demonstragio. Seja u € C°(Q) uma subfuncdo com relagdo a ¢, isto é, u é
subharménica em Q e u < ¢ em 9N e seja v € C°(Q) uma superfuncdo com
relagao a ¢, i.e., v é superharménica em 2 e v > ¢ em 0. Defina w := u—wv.
Assim, temos que w é subharmoénica em Q e u —v < 0 em 0f). Pelo principio
do maximo, u < v em (). n

Definicao 3.8 (Fungao de Perron). Seja Q@ C R™ um dominio limitado.
Defina u : Q2 — R por
u(z) = sup v(x)
vES,

que € conhecida como func¢ao de Perron.
Teorema 3.8. A fun¢ao de Perron é harménica em €.

Demonstragao. Inicialmente afirmamos que u esta bem definida. Com efeito,
para qualquer v € S, vale o principio do méximo, logo

v(z) <supv=supv <supp=M Vel e VveS,
Q o9 o0
isto é, u(z) € R, Va € Q. Logo, u estd bem definida.
Agora, mostraremos que u é harmonica em €. Seja y € 2 fixo. Como

u(y) = sup v(y), entdo existe uma sequéncia (v,)yeny em S, tal que v, (y) —
vES,

u(y).
Trocando, se necessério, v, por v/, = max{v,,m = iangf ¢} ainda temos

que (Up)pen € limitada e v, € S, (pois tanto v, quanto iggcp estdo em S,).

Além disso, como v,(y) < v/ (y) < u(y), temos v/ (y) — u(y).
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Escolhendo R > 0 de modo que B = Bg(y) CC Q e definindo para cada
n € N, o levantamento harménico de v/, em B, isto ¢,

Vi(z) = { Z(m% veB

Temos que
o V, €8, pois V,, é subharmonica em 2 e V,, = v}, em 0€Q2.

o Vo(y) = u(y), pois vy(y) < Vu(y) < supv(y) = u(y), Vn € Ne

vES,

vl (y) — u(y) para cada y € €.

Como (V;,)nen € limitada e V,, é harmonica em B Vn € N, pelo Teo-
rema 3.6 temos que a sequéncia (V,)neny contém uma subsequéncia (V},,)
convergindo uniformemente em qualquer bola Ep(y) com p < R, para uma
fungao ¥ que ¢ harmonica em B,(y). Entao v(y) = u(y) (unicidade do limite)

e v < wuem B,(y), pois V,,, () < supv(z) = u(z) = limV,, < u para k
vES,
suficientemente grande.

Afirmamos que: v = u em B,(y), isto é, u serd harmonica em B,(y) e
provara o teorema. Com efeito, suponha, por absurdo, que v(z) < u(z) para
algum z € B,(y). Entdo, como u ¢ definida pelo supremo, existe u € .S, tal
que v(z) < u(z) < u(z).

Definindo wy := max{u,V,, } e considerando o seu levantamento har-
monico em B,(y), isto &,

[ Wi(z), € B,®y)
L@%(Jﬂ - { 1Uk(lj7 x € KZ\lgp(y)

temos que W, € S, e, como antes, obtemos uma subsequéncia de (Wy)gen
convergindo uniformemente em B, (y) (Vr < p), para uma funcio w que é
harmonica em B, (y).

Escolhendo r € (0, p) tal que z € B,(y) e observando que V,, < wy,

Wi < supv =u Yk € N chegamos a v < w < u em B,(y) e 7(y) < w(y)
vES,

u(y) = v(y), isto é, v(y) = w(y) e como v é subharmoénica e w é harmonica
em B, (y) temos que ¥ —w é subharmoénica em B, (y). Além disso, 7 —w < 0
em 0B,(y). Entdo pelo principio do méximo, concluimos que ¥ = w em
B,(y). Absurdo, pois 7(z) < u(z) < wg(z) < Wi(2), o que conclui a prova
do teorema. O]

<
<
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Observacgao 3.7. Seja Q C R™ um dominio limitado. Sew € C*(Q)NC° ()
€ solucao do problema de Dirichlet

P) Aw =0 em
Tl w=¢ emdQ, ¢eC’N)

Entao w € a funcao de Perron. Com efeito, seja v € S,. Por (P) temos que
w e S, ev—w € uma fungao subharmonica em Q. Comov—w < p—¢ =0
em 0S), pelo principio do mdximo, v —w < 0 em 2. Logo, supv < w e uma
Se
vez que w € S, seque que SUpv = w.
Se

O proximo passo é estabelecer condigoes em 02 para que a funcao de

Perron seja solugao do problema (P).

Definicao 3.9 (fungdo barreira). Uma funcio w = we € C°(Q) é chamada
barreira em & € 082 relativa a §) se

(1) w € superharmoénica em €);
(i) w(z) >0 em Q\{} e w(€) = 0.

Definigao 3.10 (ponto de fronteira regular). Diremos que um ponto x € O
€ reqular se existir uma fungao barreira neste ponto.

Lema 3.1. Sejam 2 C R™ um dominio limitado, u a fungao de Perron e ¢
uma fungao limitada em 0). Se ¢ € continua em & € 0S) e £ € reqular, entdo
u(z) = p(§) quando x — &.

Demonstra¢ao. Sejam € > 0 e M = sup |p(z)|. Como £ € 9N é um ponto

€002
regular, existe w € C°(Q) fun¢ao barreira em £. Pela continuidade de ¢ no

ponto &, dado € > 0 existe § > 0 tal que

lo(z) — p(&)| < e sempre que = € Bs(&).

Além disso, considere m = min w > 0. Entdo w(x) > m,Vx € Q\B;(€).
Q\B5(¢)
Tomando k > 0 tal que km > 2M, temos que

kw(z) > 2M se |z —¢&| >4.
Agora, considere as fungoes

f(@) =€) —e —kw(z) e g(x)= @) +e+kw()
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definidas em 2. Temos, respectivamente, uma subfuncdo e uma superfuncio
com relagdo a ¢. Provaremos que f(x) é uma subfungao com relagao a (.
Com efeito, seja B CC {2 uma bola e h uma fungao harmoénica em B tal que

f(z) < h(x), Yz € 0B,
ou seja,
—kw(z) < h(z) — (&) +¢, Yo € 0B.

E imediato que h(z)—¢(&)+¢ ¢ harmonica em B e como —kw é subharmonica
em ) (uma vez que w é superharmoénica em 2 e k > 0), segue que

—kw(z) < h(z) —p(§) +¢e, Vo€ B,

isto ¢, f(x) < h(z), Vo € B, o que mostra que f(x) é subharmoénica em .
Agora mostraremos que f(z) < p(z), Vo € 09Q. Para isso, seja xy € 052
Precisamos analisar os seguintes casos:

o Sep € By(£), entdo para o = £, f(€) = p(€) ¢ —ku(E) = pl€) —¢ <
©(&). E para xg # &, —e < p(x9) — ¢(&). Como —kw(xg) < 0, obtemos

©(&) — e — kw(xg) < p(xg), isto &, f(xg) < (xo).

e Se xg & Bs(£), sabemos que kw(xg) > 2M > —2p(zg) <& —kw(zg) <
2¢(xp). Dai concluimos que

—e — kw(zo) < 2¢(xp).
Por outro lado, kw(zg) > 2M > 2¢(&). Consequentemente,
—e — kw(zg) < —2p(§).
Somando as duas desigualdades anteriores, obtemos

—& — kw(ro) < ¢(w0) — p(§) & p(§) — & — kw(wo) < ¢(wo)

isto ¢, f(zo) < p(z0). O que conclui a prova de que f(z) é uma subfungao
em relagdo a ¢. A prova de que g(z) é uma superfuncdo com relagao a ¢
segue os passos da demonstragao anterior.

Por fim, usando a defini¢ao de u e o fato de que toda superfuncao domina
qualquer subfuncao, temos em (2,

p(§) —e — kw(z) <u(z) < (&) + € + kw(x),
ou equivalentemente,
u(z) — (§)] < & + kw(x).

Como w(x) — w(€) = 0 quando z — &, (pois w € C°(Q)), obtemos u(z) —
©(§) quando x — €. O]
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Teorema 3.9. Sejam 2 C R™ um dominio limitado e ¢ : 2 — R uma
funcao continua. O problema cldssico de Dirichlet

Aw=0 em
(B){w—gp em 02,

possui solugao se, e somente se, todos os pontos do bordo sao requlares.

Demonstra¢ao. Suponha que todos os pontos de 02 sao regulares. Defina a
funcao v : 2 — R por

_J u(x) emQ
v(z) = { o(x) em 0N

onde u é a funcao de Perron. Entao v é harménica em {2 e como para todo
£ €09, ulx) = p(€) quando x — ¢ segue que v € C°(Q) e portanto,
v e C?*Q)NC°%Q) é solugdo de (P).

Reciprocamente, fixe £ € 02 e suponha que o problema de Dirichlet (P)
tenha uma solucio w para ¢ = ®; : 9Q — R, dada por &¢(v) = |z — &|. E
imediato que w é uma fun¢ao barreira em £. O

Uma condigao suficiente para que o problema (P) tenha solu¢ao em um
dominio limitado €2 C R"™ é que () verifique a condicao da esfera exterior,
isto é, para qualquer £ € 00 existe uma bola B = Bg(y) C R™\Q tal que
OB N0 = {¢}. Neste caso, a funcido w : Q2 — R dada por

. log% sen =2
w(z) _{ R*™ — |z —y|>™ sen >3,

é uma funcao barreira com relagao a €2 em £. De fato,
o w e C°N), pois w € C2(R"\{y})
e w é superharmonica em (2, pois w é harmonica em R™\{y}.

e Para z = ¢ temos R = |£ — y|. Assim,

() = 0 sen=2
Y= 0 sen >3

ou seja, w(&) =0
e Para x € Q\{{} temos R < |z — y|. Assim,

|z —yl

= >1 para n=2 e |z —y/*" < R*" para n > 3.
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Portanto, w(z) > 0 em Q\{{}, como haviamos afirmado.

Proposicao 3.3. Seja Q C R™ um dominio limitado com bordo de classe
C?. Entao 0N) satisfaz a condicdo da esfera exterior.

Demonstracao. Como 0f) é compacto e de classe C?, vale o teorema da vizi-
nhanga tubular para 9, ou seja, existe € > 0 tal que V.(92) = Upecan B (p)
¢ um aberto de R” (chamado de vizinhanca tubular de 02 de raio ¢), onde

BX(p) ={z € R": (x — p,v) = 0,Yv € T,,(9Q) com |z —p| < e}

Além disso, se p # q em 05, entdo BX(p) N BX(q) = 0, e a aplicagao 7 :
VZ(082) — 09 que associa a cada g € V-(0€2) o pé do tnico segmento normal
que o contém ¢é de classe C!.

Agora, sejam n o campo normal unitario exterior a 92 e £ € 0€). Con-
sidere y = £ + §1(§). Afirmamos que 9B¢ (y) N 002 = {¢}

Com efeito, suponha que existe £ # ¢ tal que € € 0B¢ (y) N OS2 Entao

y-E=-n o y-&=n(©)

DO | ™

dai,
- €
ly—&l=5=ly—¢
e como (y—&,v) =0=(y — £, v), Vv € T:08, segue que y € BX(¢) ﬂBj(f),

o que é absurdo. Como £ é arbitrario concluimos que € verifica a condicao
da esfera exterior e B (y) C R™\(2 ¢ a bola procurada. O

Teorema 3.10 (Existéncia de Solugao para o Problema de Dirichlet da
Equacao de Poisson). Sejam Q@ C R™ um aberto limitado cuja fronteira sa-
tisfaz a condi¢io da barreira, f € C3°(Q) e g € C°(0). Entdo o problema
de Dirichlet para a equacao de Poisson

Au=—f emQ
u=gq em 0}

possui uma tnica solugio u € C2() N C°(Q).

Demonstracao. Seja v o potencial Newtoniano de f. Pela Definicao 3.5,
Av = —f em () e pelo Teorema 3.9 existe uma tnica w tal que

Aw=0 em ()
w=v—g em 0,
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uma vez que 9 é constituido de pontos regulares e v—g € C°(99). Definindo
U = v — w, temos

Au=Av—Aw=—f em §)
u=v—w=v—v+g=g em .

A unicidade ja foi estabelecida no Corolério 3.1. O
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Capitulo 4

Teoremas Principais

Neste capitulo sera demonstrado o teorema principal desta dissertacao. Para
este fim, consideraremos uma variedade Riemanniana orientavel, conexa e
fechada M™ mergulhada no espaco euclidiano R, além disso €) serd um
dominio compacto de R"*! com conexao de Levi-Civita V tal que o bordo de
) seja M com a orientacao dada pelo campo de vetores normais unitarios v
interior a €2 ao longo de M, H denotara a curvatura média de M com respeito
a v. Relembremos que estamos denotando por V, A e Hess o gradiente, o
lggl/aciano e o hessiano calculados na métrica de M, enquanto que V, A e

Hess os respectivos entes calculados na métrica de R"*!. Precisaremos do
seguinte lema:

Lema 4.1. Se f: Q — R € solucdo do problema de Dirichlet

zle em )
f=0 em M = 0.

Entao )
—_— = _— 7o ec 2
n/ H( 1/) dM /Q(l |H6387| )dx.

Demonstracao. Sabendo que no espaco euclidiano R* !, Ric(%f, %f) =0,
substituindo f na féormula de Bochner (1.23), temos

P —
SAIVIT = (V1 VAF) + [Hessf
Integrando ambos os membros da igualdade acima para €2 e f, obtemos

%/Qﬁﬁffdx:/(zﬁf,%(&f» da;+/g|ﬁz§sf|2dx. (A1)
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Agora utilizando os itens (i) e (i) do Lema 2.1 e lembrando que Vf =0
em M, temos para a primeira integral que

- / AVffar = — /M (VIS f20) dM = — /M Hossf (v, fv) dM
= —/ ﬁ[;gsf(u,y)f,, dM. (4.2)
M

Pela primeira identidade de Green, podemos reescrever

/(Vf, /dw—/ Aff,dM.

Utilizando o item (4i7) do Lema 2.1 na igualdade acima, temos que

/Qﬁfﬁ(&f)) dm:/Manf dM—/MﬁZ;sf(V,V)fV dM—/Q dr. (4.3)

Por fim, substituindo (4.2) e (4.3) em (4.1), obtemos

/an3 dM:/(1—yﬁEsfsf12) dx
M Q

4.1 Desigualdade de Heintze e Karcher

Teorema 4.1 (Heintze-Karcher). Seja ¢ : M™ — R"" uma hipersuperficie
conexa, fechada e mergulhada, e Q o dominio compacto de R tal que
0Q) = M. Consideramos sobre M a orientacao dada pelo normal unitdrio v
interior a €2, e denotamos por H a curvatura média correspondente a v. Se
H # 0 sobre M, entao

Vol(Q — dM (4.4)

ocorrendo a igualdade se, e so se, M for uma esfera.

Demonstracao. Inicialmente, como H # 0 e M é conexa, segue da Proposi¢ao
2.2 que H > 0 sobre M. Consideremos a funcao f como no Lema 4.1, entao

n/M (% dM = /1—|Hessf|) (4.5)

V
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Agora utilizando a desigualdade (1.22), temos
1=(Af)? < (n—|—1)|Hessf|2 (4.6)

ou equivalentemente,

1 — |Hes: 2<_

If\? n n
n/MH<aV> dM_n+1/de —Vol(©)

Por outro lado, como Af =1 em €2 e v é o normal interior a €2,

Entao

Vol(§2 / Afdr=— —f
Portanto, a desigualdade de Cauchy—Schwarz para 1ntegrais nos déa

Vol(Q)? = ( / \/_ —dM)

AH(Z—‘Z) dM./MEdM

1 1
Q) - | = dm
< Vel /MH
isto é,
Vol(Q —dM

Ocorrendo a igualdade em x € (2 se, e 80 se, ocorre a igualdade em (4.6), isto
é
—_ 1
Hessf = ——Id : R"™ — R,
n+1

Por integracao direta, segue que f deve ser da forma

1 2
flz) = m\ﬂ + (z,v) +c
para algum v € R"*! e ¢ € R. Completando quadrados, temos
1 1

f(l') :m\x+(n+l)v|2+c— nt |U|2.
Como f = 0 em M, vamos fazer a = —(n + 1)v e d = —c + “F|v]?, para
obtermos

M = f710) = {z e R""; |z — a|* = 2(n + 1)d}
isto é, M é uma esfera de centro a e raio y/2(n + 1)d. O

Como aplicagao do Teorema de Heintze e Karcher daremos uma demons-
tracao do seguinte teorema devido a Alexandrov.

o7



4.2 Teorema de Alexandrov

Teorema 4.2 (Alexandrov). Se ¢ : M™ — R""! ¢ uma hipersuperficie
conexa, fechada e mergulhada em R™ ' com curvatura média constante H,
entio M € uma esfera.

Demonstragao. Seja o(p) = (x1,...,Tny1), Ao = (Axq, ..., Axyyq) e Vo =
(Vay,...,Va,1). Peloitem (iii) do Lema 2.1, temos paracadai = 1,...,n+
1

)

Kmi = Ax; —nHv(z;) + Hess xi(v,v).

Como Az; = 0 e Hess x; = 0, segue que Ax; = nHv(z;). Dessa forma,
temos

Ap =nH(vxy, ... ,ve,1) = nHu(yp). (4.7)
Além disso, pelo item (i) do Lema 2.1, Va; = Va; + v(z;)v. Por outro lado,
Vz; = E;, onde {F},...,E,.1} ¢ a base canonica de R""'. Assim,
V> = |Va; — v(@)v|? = |Vau]? = 20(a:) (Va, v) + v(a:)?|v]?

1—2u(x;) - v(x) + v(z)? =1 —v(z)*

n+1 n+1

Vel =) (A—v(@))=n+1- v(@)=n+1-pf=n

i=1 i=1

Agora, o fato de Agp = (0,...,0), %cp = (%wl, . ,%xnﬂ) e H >0 (pois H
é constante e M é compacta) implica que

0 = / (¢, Rg)da = — / Tl / (1, )dM
Q Q M

— —(n+1)~Vol(Q)—/ (p, v(p))dM

M

. 1
W 1) V() - —
M

— —(n—l—l)-Vol(Q)—nLH[—/M\VgoFdM}

= —(n+1)-Vol(Q) — %Vol(M),

(0, Ap)ydM

isto é,
Vol(M) = (n+ 1)HVol(9). (4.8)
Finalmente, a partir do Teorema 4.1 podemos concluir que M é uma esfera.
O
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