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RESUMO

ALGEBRA GEOMETRICA DO PLANO

Orientador: Disney Douglas de Lima Oliveira

Programa de P6s-Graduagdao em Matematica ( Profmat )

Este trabalho apresenta uma introducéo 2 Algebra Geométrica construindo-a no plano a par-
tir de axiomas, permitindo assim que possa ser generalizada para o espaco e outras dimensoes.
Acreditamos que ela pode ser introduzida no Ensino Médio e aplicada com sucesso como alter-
nativa metodoldgica ao ensino de conceitos basicos de matemadtica. Trata-se de uma abordagem
moderna que reflete o conhecimento matemadtico atual, unificando o ensino de conceitos que en-
volvem geometria, trigonometria, sistemas de equacgdes, nimeros complexos, entre outros e que,

usualmente, sdo apresentados de forma separada.

Palavras-chave: Algebra Geométrica, Plano, Matemadtica atual, Ensino Médio, Aplicacdes.



ABSTRACT

GEOMETRIC ALGEBRA OF THE PLANE

This work presents an introduction to Geometric Algebra building it on the plane from axi-
oms. This approach allows for easy generalization to space and other dimensions. We believe that
it can be introduced in high school and be successfully applied as a methodological alternative to
teaching basic math concepts. This is a modern approach that reflects the current mathematical
knowledge, unifying concepts involving geometry, trigonometry, systems of equations, complex

numbers, and others which are usually presented in separation.

Keywords: Geometric Algebra, Plane, Current Mathematics, High School, Applications.
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Prefacio

No ano de 2008 participei de um evento para professores de Matematica em Itacoatiara (AM)
em que descobri a Algebra Geométrica durante uma palestra do Professor Dr. Cicero Mota.
Minha primeira sensagdo foi de inquietagcdo: essa € uma estrutura matemaética poderosa! Como
eu me formei em Matematica e nunca ouvi falar nisso? De imediato me senti fortemente atraida.
Sai da palestra impelida a pesquisar e a aprender mais. Fiquei bastante decepcionada ao descobrir
que ndo havia literatura em Portugués sobre o assunto. A partir de entdo participei de diversos
minicursos de Algebra Geométrica entre os quais destaco, entre outros, os ministrados na Semana
Nacional de Ciéncia e Tecnologia de Itacoatiara e na Reunido anual da SBPC em Manaus, ambos
em 2009. Em janeiro de 2011, quando soube por um colega que haveria um mestrado para
professores de Matematica do Ensino Basico, eu imediatamente soube sobre o que iria escrever.

A pesquisa sobre o assunto, levou-me a descobrir que a Algebra Geométrica, também co-
nhecida como Algebra de Clifford, tem uma relagio natural com a Geometria; que fisicos como
o Professor David Hestenes (EUA) aplicam os métodos de Algebra e Calculo Geométricos nas
Mecanicas Classica e Quantica, e na Eletrodinamica. Relagdes entre conceitos aparentemente
desconexos surgiram: nimeros complexos, vetores nulos, elementos algébricos cujos quadrados
sd0 numeros reais negativos, bivetores, trivetores, uma miriade de conceitos e relacdes que des-
conhecia. Aprendi que posso dividir, girar e refletir vetores de forma ficil e intuitiva. A Algebra
Geométrica produz equacdes mais sintéticas, uniformiza conceitos matematicos e pode substituir
com vantagens o ensino tradicional de dlgebra linear no plano.

O objetivo deste trabalho é fornecer uma introducdo a Algebra Geométrica, com o forma-
lismo da Algebra; apresentar seus conceitos e mostrar que é possivel aplicd-la no Ensino Bdsico.
O trabalho mostra por meio da Algebra Geométrica que matrizes, determinantes, niimeros com-
plexos, geometria analitica, vetores, sistemas de equacgdes sdo conceitos que se relacionam e se
completam naturalmente.

Escolhemos como metodologia para a apresentacio da Algebra Geométrica a abordagem

Axiomdtica. Essa abordagem reflete 0 modo como se da o estudo de estruturas algébricas nos



dias atuais e assim permite que o aluno tenha contato como o formalismo utilizado pelos mate-
maticos no cotidiano de sua profissao; permite que o aluno aprenda por meio de pequenos passos
os principais paradigmas que levam a descoberta em Matematica e aprecie o cardter 16gico e
dedutivo dessa ciéncia. Além disso, ela permite que se d€ interpretacdes distintas aos elementos
da élgebra, ampliando assim o horizonte de aplicacdes. A Abordagem axiomatica separa a estru-
tura algébrica da interpretacdo geométrica permitindo assim que a0 mesmo tempo que se pode
usd-la para resolver problemas de Geometria, se possa também generalizar para dimensdes que

vao além da experiéncia cotidiana dos nossos sentidos.



Capitulo 1

A Algebra Geométrica do Plano

1.1 Axiomas

A dlgebra geométrica do plano é uma extensdo dos nimeros reais. Isso significa que ela
consiste de um conjunto G que contém o conjunto dos nimeros reais e em que estao definidas
operacgdes de adicdo (+) e produto (-) geométricos que estendem as operacdes de adi¢do e pro-
duto de nimeros reais. Um elemento da dlgebra geométrica G serd chamado de multivetor. G é
algebricamente fechado, isto €, a soma ou o produto de qualquer par de multivetores € um tinico
multivetor.

A adigdo e o produto geométricos de multivetores A B, e C,... t€m as seguintes propriedades:

A1l A adi¢ado é comutativa:

A+B=B+ A (1.1)

A2 A adigdo e o produto sdo associativos:

(A+B)+C=A+ (B+C) (1.2)
(AB)C = A(BC). (1.3)

Entdo indicaremos por A + B + C e por ABC para simplificar a notagao



A3 O produto € distributivo em relacdo a adi¢ao:

(A+ B)C = AC + BC; (1.4)
A(B+C) = AB + AC. (1.5)

A4 Os numeros reais 0 e 1 sdo os elementos neutro da adi¢do e do produto, respectivamente:

0+A=A (1.6)
14 = A. (1.7)

A5 Todo multivetor A possui um tnico inverso aditivo indicado por —A :

A+ (=A) =0. (1.8)

A6 Os numeros reais comutam com todos os multivetores: se o € R entdo:

aA = Ao (1.9

A7 Existe um subconjunto ndo-vazio V de G, cujos elementos sdo chamados vetores, tal que se
u, v € Ve A é um ndmero real, entdo \v, u +v € V.

A8 Se v é um vetor, entdo v? é um ndmero real e v> > 0 ; v? = 0 se somente se v = 0.

A9 Existe um subconjunto ndo-vazio B de G, cujos elementos sdo chamados bivetores, tal que
B={B=uv|u,veVeu = —vu} # {0}

A10 Se B é um bivetor ndo-nulo, entdo para todo vetor u, uB = Bu implica u = 0.

A11 Cada multivetor A se escreve de maneira tinica na forma
A=a+v+ B, (1.10)

em que « ¢ um ndmero real, v € um vetor e B é um bivetor

Os axiomas descrevem regras de composicao e de interacdo entre multivetores. O multivetor

nulo, isto é o nimero real zero, ¢ também um vetor e um bivetor. O nimero real «, o vetor
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v e o bivetor B na Equagdo (1.10) sao chamados de componente real, vetorial e bivetorial do
multivetor A, respectivamente.

O produto geométrico apresenta algumas vantagens em relagdo ao produto vetorial usual:
€ associativo e admite a existéncia de um elemento inverso, pode ser definido em espagos de
qualquer dimensao.

Vetores podem ou ndo ter significado geométrico. Queremos aplicar a geometria mas eles
sdo basicamente um objeto algébrico.

Vejamos alguns exemplos simples de como usar os axiomas para demonstrar propriedades

da élgebra geométrica.

Exemplo 1.1. Se B é um bivetor, entdo B2 é um nimero real e B2 < 0, B2 = 0 se e somente
se B=0.

Demonstragdo. Seja um bivetor, entdo existem vetores v € v tais que B = uv e uv = —vu.

Portanto, por A6:

B? = (w)? = wvuw = u(—uww)v = —u?v?.
Como u é um vetor, entdo, por A8, u> € R, u?> > 0 e u? = 0 se somente se u = 0.
Analogamente, v? € R, v? > 0 e v? = 0 se somente se v = 0. Daf segue que B2 € R, B2 < 0e

B? = 0 se e somente se B = 0.

O
Exemplo 1.2. Se B € um bivetor e A é um nimero real, entdo AB é um bivetor.
Demonstracdo. B = uv, em que u, v sdo vetores e uv = —vu. Como A € um nimero real, por
A7, A é um vetor e, A(uv) = —A(vu) entdo (Au)v = —v(Au) Temos, AB = A(uv) = (Au)v é
um bivetor pois Au , v € Ve (Au)v = —v(Au). O
1.2 Elementos Inversiveis
Um multivetor A é inversivel se existe um multivetor A" tal que
AAT = AT A= 1. (1.11)

11



Se os multivetores A e B comutam entre si e B € inversivel, podemos usar a notagdo de fragio
para AB7! :
A

-1 _
AB™ = B (1.12)

Em geral, AB~! # B! A e, nesse caso, a notacdo de fracio é ambigua. Os niimeros reais

comutam com todos os multivetores, portanto, se A € um nimero real ndo-nulo, usaremos:

A
i (1.13)

para representar A\~ ' A = A\"L

1

Exemplo 1.3. Um vetor ndo-nulo v € inversivel e seu inverso v~! = v/v? é um vetor.

Demonstragdo. Seja v um vetor ndo-nulo, entdo, por A8, v? ¢ um nimero real ndo-nulo e, por

A7, v/v? é um vetor. Além disso,

v U2 (% UQ

V—=—=1 ¢ —v=—=1
v2 2 ’

logov™! = v/v%

[
Exemplo 1.4. Um bivetor ndo-nulo B € inversivel e seu inverso é um bivetor:
_ B
Bl = i (1.14)

Demonstragdo. Mostrou-se no Exemplo 1.1 que se B é um bivetor ndo-nulo entio B? ¢ um
numero real ndo-nulo e, no Exemplo 1.2 que o produto de um niimero real por um bivetor é um

bivetor. Logo B/B? é um bivetor e

B B? B B2
pop-l ¢ pbeEmp=h

Portanto, B é inversivel e B~! = %.

Para facilitar os cdlculos apresentaremos a seguir duas ferramentas tteis.
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1.3 Produto Interno

O produto interno entre dois vetores a e b € definido por:

(a,b) = ab‘;ba. (1.15)

O produto interno entre vetores produz um nimero real. De fato, se a e b sdo vetores, a + b

também o é, portanto, a?, b* e (a + b)? sdo nlimeros reais e:

(a+b)*> =a® + ab+ ba + b

(1.16)
=a® +b* + 2(a,b).
Portanto,
1 2 2 12
(a,b>:§[(a+b) —a®—b] eR. (1.17)
Exemplo 1.5. v? = (v, v), qualquer que seja o vetor v.
Demonstragdo.
vo+ov 20 9
= = — =0 1.18
(v,v) 5 5 =Y (1.18)
[
A Equac@o (1.15) implica que (a,b) = 0 se e somente se ab = —ba. Nesse caso, dizemos
que os vetores a e b sdo ortogonais e indicamos essa propriedade pora 1L b :
alb < (a,b)=0. (1.19)
Essa € a primeira correspondéncia entre a geometria e a dlgebra
Exemplo 1.6. B = {wv |u, v € Ve (u,v) = 0}.
Demonstracdo. B € bivetor se e somente se existem vetores u € v tais que B = uv e uv = —vu.

A ultima igualdade é verdadeira se e somente se uv + vu = 0 se e somente se (u,v) = 0.

Portanto,

B ={uv|u, veVe (uv) =0}

13



Exemplo 1.7. Se u é um vetor e (u, v) = 0 para todo vetor v, entdo u = 0.
Demonstragdo. Em particular para v = u, tem-se {u, u) = u? = 0. Logo u = 0. O

O produto interno possui boas propriedades algébricas, ele € comutativo, distributivo e ho-

mogeneo:
Proposicao 1. Se a, b e c sdo vetores e se \ é um niimero real, entdo:

11 Comutatividade:

(a,b) = (b,a). (1.20)

12 Distributividade:
(a,b+c) = (a,b) + (a,c). (1.21)

I3 Homogeneidade:
(Aa,b) = (a, \b) = X\ (a, ). (1.22)

Demonstragdo. .

I1 Usando a definicao de produto interno e o Axioma Al, tem-se:

ab+ba  ba+ab

{a,b) = SR T (b, a).
12
@b+ c) = a(b+c) + (b—i—c)a'
2
Por A3,
(a.b+c) = ab+ac+ba+ca.

2
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Por A1,

_ab+ba+ac—|—ca_

<(l, b+ C> - 2 <a7b> + <CL,C>.
I3
b+0b
(Aa,b>:M_
2
Por A3 e A6,
Aab + A\b Alab+ b
(Aa,b) = “; ¢ _ m;'@:A@w.

A segunda igualdade € andloga.

Exemplo 1.8. Se u e v s@o vetores ortogonais nao-nulos, a inica solu¢do real da equagdo
zu+yv =20 (1.23)

éxr=y=0.

Demonstragcdo. Operando internamente ambos os membros da Equacdo (1.23) com o vetor u,
obtém-se (u, zu + yv) = (u,0) = 0. Dai, pela propriedade 12, (u, zu) + (u,yv) = 0 e, pela
propriedade 13, z(u, u) + y(u,v) = 0. Como u e v sdo vetores ndo-nulos e ortogonais, tem-se
(u,u) = u? # 0 e (u,v) = 0, portanto, x = 0. Analogamente, (v, vu+ yv) = (v,0) = 0 implica
y=0. O

Exemplo 1.9. Seja a um vetor nao-nulo e b um vetor qualquer, entao:
b
oY = L0, (1.24)
a

€ um vetor ortogonal ao vetor a.
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Demonstragdo.

a2
{a,b)
< >b> - a2 <CL, CL>
=0.
[
1.4 Produto Exterior
O produto exterior entre os vetores a e b é definido por:
anp— Lt (1.25)
2
Segue-se imediatamente da definicioque a Aa =0e
aNb=ab < ab= —ba <= a L D. (1.26)

O produto exterior entre dois vetores € um bivetor. De fato, se a = 0 ndo hd o que se

demonstrar. Caso contrério, seja

BN —p— <“’2b>a, (1.27)
a
entdo a € ortogonal a b e
aNb=ab", (1.28)

que € um bivetor.
O produto exterior também tem boas propriedades algébricas, ele é anticomutativo, distribu-

tivo e homogéneo.
Proposicao 2. Se \ é um niimero real e a, b e c sdo vetores, entdo:

E1 Anticomutatividade:

aNb=—bAa. (1.29)
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E2 Distributividade:

aN(b+c)=aNb+aAec. (1.30)

E3 Homogeneidade:

(Aa) Ab=a A (Ab) =XaAb. (1.31)
O produto geométrico de vetores se escreve naturalmente em termos dos produtos interno e
exterior:

Proposicao 3. Se a e b sdo vetores, entdo:
ab = {(a,b) +a AD. (1.32)

Demonstragdo. Imediata a partir das definicdes de produto interno e exterior:

ab + ba ab—ba_

b,
y T, —¢

(a,b) +aNb=

]

Concluimos dai que o produto geométrico de vetores tem duas componentes, uma real dada

pelo produto interno e uma bivetorial dada pelo produto exterior entre eles.
Exemplo 1.10. Se a e b s@o vetores, entdo ab é um bivetor se e somente se a € ortogonal a b.

Demonstragdo. ab é bivetor <= ab= —ba <= ab+ba =0 <= (a,b) =0 < a L
b [

Dizemos que os vetores a e b sdo colineares (ou paralelos), e indicamos essa propriedade por

a || b, se a = Ab ou b = Aa, para algum ndmero real \.
Exemplo 1.11. a e b s@o vetores, entdo a € paralelo a b se e somente se a A b = 0.

Demonstragcdo. Sejam a e b vetores paralelos, entdo a = Ab ou b = \a, para algum nimero real

A. Suponha a = A\b, entdo

aNb=(ANb)Ab=AbAD=0. (1.33)
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Reciprocamente, suponha que a Ab = 0. Se a = 0, entdo a e b sdo paralelos. Logo, podemos

supor a # 0. Como a A b = 0. tem-se a igualdade:

ab = (a, b), (1.34)

que pode ser resolvida para b :
b= <‘;’2b> a. (1.35)
Nesse caso, a e b também sdo paralelos pois a® e {a, b) sdo escalares. []

Os produtos interno e exterior de vetores sdo conceitos duais assim como as noc¢odes de orto-

gonalidade e paralelismo de vetores:

alb <= (a,b) =0 <= aAb=ab,

(1.36)
allb <= aANb=0 <= (a,b) = ab.
Exemplo 1.12. Seja a um vetor ndo-nulo, decompor um vetor b na forma:
b=b"+0b", (1.37)

em que as componentes b’ e bV sdo, respectivamente, vetores paralelo e ortogonal ao vetor a.

Solugdo. Por um lado, b” é paralelo ao vetor a se e somente se a A b = 0. Por outro lado a é

ortogonal a bY se e somente se (a, b ) = 0. Portanto, se bT e b sdo como no enunciado, entio:

{a,b) = {(a,b") = ab”,

(1.38)
aNb=aAb¥ =ab".
Como o vetor a é ndo-nulo, podemos resolver as igualdades acima para b’ e b" :
1
v"' =~ (a,b),
b (1.39)
b ==aAb.
a

18



Mostraremos primeiro que b” + ™ = b. De fato,

1 1

b+ b =~ (a,b) + —a b
a a
L@ by +ant) = Liab) = b
= —((a a = —l\a = 0.
a '’ a
Da expressdo para o inverso do vetor a # 0, segue que
bT — <CL,2b> a
a
¢ um vetor paralelo ao vetor a. Além disso, tem-se
N _ T _ <a7 b>
b =b—b" =b— o
que, pelo Exemplo 1.9, é um vetor ortogonal ao vetor a.
]
Proposicao 4. Se a e b sdo vetores, entdo:
(a,b)* — (a A b)? = b (1.40)
Demonstragdo. Usando as definigdes:
(ab + ba>2 B <ab — ba>2 _abba + baab
2 2 N 2
_ab*a+ ba®b
N 2
= 2ﬁ = a?b?
5 )
]

1.5 Normas

O mddulo ou norma de um vetor a, indicado por ||a||, é o nimero real:
lall = Via2. (1.41)
O médulo estd bem definido, pois a? > 0.
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Exemplo 1.13. Se a é um vetor, entdo:

|al| = v/ {a,a). (1.42)

Demonstragdo. Se a é um vetor, entdo (a,a) = a® = ||al|?, logo ||a|| = /(a, a).

Definimos o modulo ou norma de um bivetor B por

| Bl = V—-B2. (1.43)

Exemplo 1.14. (Desigualdades de Cauchy-Schwartz) Se a e b sdo vetores, entdo:

a) |{(a,b)| < |la||||b]| e a igualdade ocorre se e somente se al||b
b) |la Ab|| < ||all||b]| e a igualdade ocorre se e somente se a L b.
Demonstragao.
a) Como a A b é um bivetor, temos (a A b)2 < 0eaAb= 0 seesomente se 0s vetores a € b
sdo paralelos. Portanto, pela Proposi¢ao 4 temos:

(a,b)* = (a AD)* + a®b* < a®b” (1.44)
em que a desigualdade é uma igualdade se e somente a || b. O resultado segue-se por
extracdo da raiz quadrada dos membros extremos.

b) Tem-se (a,b) = 0 se e somente se os vetores a e b sdo ortogonais. Novamente, pela

Proposi¢do 4 temos:
—(a Ab)? = a’b* — (a,b)* < a*b? (1.45)

em que a desigualdade € uma igualdade se e somente se a L b e o resultado obtém-se por

extracdo da raiz quadrada dos membros extremos da desigualdade.

]

Mostraremos na proxima secéo que se A e B sdo bivetores, entio A + B é um bivetor. Acei-

tando esse fato a ser demonstrado, podemos relacionar as principais propriedades das normas de

vetores e bivetores em uma tnica proposicao.
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Proposicao 5. Se os multivetores a e b sdo vetores ou A e B bivetores, entdo:

N1 Homogeneidade positiva:

[Aall = [Alla]
(1.46)
[IAA[] = [A[[[A]].
N2 Desigualdade triangular:
la+ bl < llal| + {|]
(1.47)
A+ B[ < Al +B]].
N3 Positividade:
la]| >0 e Ja||=0 < a=0
(1.48)
|A| >0 e |JA|=0 < A=0.
Demonstragdo.
N1 Essas propriedades sdo obtidas diretamente das defini¢des:
Pall = V(2a)? = V/(X2a?) = |A[]|a]
e
M = v/ =(AA4)2 = /= (AANA) = /= (A242) = |]A]]|A].
N2 Um célculo direto produz:
(a+0b)* = a* + b* + 2(a, b)
< a®+b* + 2||al|||b] (1.49)

= (llall +116]))?

Na passagem da primeira para a segunda linha usou-se Cauchy-Schwartz. A desigualdade

final € obtida por extracdo da raiz quadrada dos membros extremos.

Adiaremos a demonstrac¢do da outra desigualdade para a préxima Sec¢do, Corolario 4, na

qual teremos recursos mais apropriados para fazé-la.
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N3 Direto a partir das defini¢oes.
]

Vetores ou bivetores sio ditos unitdrios se eles tém norma um. Vetores Sao ortonormais, se
sdo ortogonais e unitdrios. Os vetores ey, ey sS40 ortonormais.

Em geral, temos usado letras itdlicas mindsculas para indicar vetores. Excepcionalmente,
usaremos a letra romana ‘e’ para indicar vetores ortonormais. Usaremos a letra em negrito i para
indicar um bivetor unitdrio, em contraste com a pratica de representar bivetores por letras itdlicas

maiusculas exercida até agora.

Exemplo 1.15. Um bivetor i € unitdrio se e somente se existem vetores ortonormais e; € e; tais

que:
i= €1€9. (150)

Demonstracdo. Suponha que i € unitario. Existem vetores a e b ortogonais tais que i = ab.

Como 1 € unitario, a € b sdo ndao-nulos. Defina

b
e = H%:H 2= (1.51)
Entao e, e, sdo vetores ortonormais e:
i=ab=|all||b]|eres- (1.52)
Como
1= [li|* = =i = [la*[0]I?, (1.53)
tem-se ||al|||b|| = 1 e, portanto:
i=ejeq. (1.54)

Reciprocamente, se i = ejey, em que e; € ey sA0 ortonormais, entao
i2 = ejeqei69 = —efeg = —1.
Portanto, i € unitério. [
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Exemplo 1.16. Existem bivetores unitarios. De fato, pelo Axioma A9, existe um bivetor B # 0,
entdo o bivetor i = B/||B|| € unitdrio.

1.6 Bases

Um par B = {a, b} de vetores é uma base do conjunto de vetores V se todo vetor v se escreve

de maneira dnica na forma
v = aa+ Bb, (1.55)

em que «, ( sdo nimeros reais. A base de BB € ortogonal se é composta por vetores ortogonais.

Proposicao 6. Se os vetores a e b sdo ortogonais e ndo-nulos, entdo B = {a, b} é uma base

ortogonal de V.

Demonstracdo. Suponha que B é uma base de V. Seja v um vetor, entdo existem nimeros reais

« e (3 tais que:
v = aa + bB. (1.56)
Multiplicando internamente pelos vetores a e b, obtemos:
{a,v) = {a,aa + Bb) = ala,a) + B{a,b) = aa’

logo

R p = . (1.57)

Portanto, se os niimeros « e [ existem, entdo eles sdo tnicos. Vamos mostrar que o vetor v se
escreve de fato na forma acima.

Sejam
v =v — aa — b, (1.58)

em que os numeros « e [ tém os valores acima obtidos. ]
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Multiplicando internamente essa equagdo pelos vetores a e b, conclui-se que:

(a,v") = (a,v) — ala,a) — B{a,b) = aa® — aa® =0

{a,v") = (b,v") = 0. (1.59)

Portanto, por um lado o vetor v’ anticomuta com os vetores a e b,
(a,v")y = 0logo av’ 4+ v'a = 0 ou seja av’ = —v'a

Por outro lado B = ab é um bivetor, pois a e b sdo ortogonais. Logo,
VB =v'ab= —av'b = abv' = Bv'. (1.60)

Em consequéncia, pelo Axioma A10, v" = 0. Conclui-se que o vetor v se escreve de modo

dnico na forma
v =aa+ bS. (1.61)

Corolario 1. Se B = ab é um bivetor ndo-nulo, entdo B = {a, b} é uma base ortogonal de V.

Demonstracdo. Como B = ab € um bivetor, os vetores a e b sdo ortogonais. Pela Proposi¢cdo 6

B = {a, b} é uma base ortogonal de V. O

Proposicao 7. Se i é um bivetor unitdrio, entdo para todo bivetor B existe um niimero real \ tal

que
B = \i (1.62)

e | Al =Bl

Demonstracdo. Como i € unitdrio, existem vetores ortonormais e; € es tais que i = ejes. Pelo
coroldrio anterior B = {ej, ey} é uma base. Sejam a e b vetores tais que B = ab. Sejam os reais

a1, i, B e By tais que a = ae; + ases, e b = [Bie; + [aeq. Entdo:

B = (a1e1 4+ ages) A (Brer + faes) = (a1 B2 — aa51)i.
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Tome A = a; 82 — 81 e o resultado se segue.

BQ — ()\i)2 — AQ'Q — _)\2
IB|| = vV—B2 = V2 = |).

Corolario 2. Se A e B sdo bivetores e )\ é um nuimero real, entdo \A e A + B sdo bivetores.

Demonstracdo. Sejaium bivetor unitario, pela proposi¢ao acima demonstrada, existem nimeros

reais A4 e \p tais que A = \4ie B = Agi. Dai seque que

sdo bivetores. ]

Corolario 3. O produto geométrico de dois bivetores é um niimero real e os bivetores comutam

entre si.

Demonstragdo. Sejam A = \sie B = \pi, entdo

AB = (A\ai)(Agi) = —AaAp = BA.

Corolario 4 (Desigualdade Triangular para Bivetores). Se A e B sdo bivetores entdo
A+ B[ < [[All +IB]]. (1.63)
Demonstragdo. Pelo corolario anterior, temos

—(A+B)*=—-A* - B*-2AB
< —A* - B*+ 2| All||B|
= (Al + [1B])*.
O resultado se segue por extracao de raizes dos membros extremos. ]

Corolario 5. O produto de um bivetor por um vetor é um vetor e os vetores anticomutam com os

bivetores.
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Demonstracdo. Pela Proposic@o 7, basta mostrar o resultado para bivetores unitdrios. Seja i =
ejez, em que e; e ey sdo ortonormais e v um vetor. Como B = {ej, ex} é uma base, existem

ndmeros reais A e « tais que v = aje; + asey. Portanto,

vl = (ozlel + Oégeg)i = —@9€] + (1€

= —(04261 — 04162) = —i(Oélel + 04262) = —iv.

O ultimo membro na sequéncia de igualdades da primeira linha é um vetor, portanto, vi ¢ um

vetor. Os membros extremos da sequéncia de mostram que i anticomuta com v. L

Proposicdo 8. Se o vetor a e o bivetor B sdo ndo-nulos, entdo B = {a, aB} é uma base

ortogonal de V.

Demonstracdo. Pelo corolério acima, aB € um vetor. Mas a(aB) = a*B # 0. Temos que a e
aB sdo vetores € a(aB) = a*B € bivetor ndo-nulo . Logo pelo Coroldrio 1, B = {a, aB} é uma

base ortogonal. ]
Proposicao 9. Se os vetores a e b ndo sdo colineares, entdo B = {a, b} é uma base de V.

Demonstracdo. Como a e b ndo sdo colineares, entdo a e

(o),

a?

VN =1b—

(1.64)

sdo ndo-nulos € ortogonais. Portanto, B = {a, "V} é uma base de V. Consequentemente, existem

reais ay e [y tais que

{a,b)

a?

v = apa + Bob” = (ap — Bo )a + Bob = aa + Bb (1.65)

Para mostrar que os nimeros reais « e  acima obtidos sdo tnicos, vamos recalcula-los a

partir do produto exterior dos vetores a e b. Multiplicando exteriormente a equagao
v =aa+ bS. (1.66)
a esquerda por a e a direita por b, tem-se:

aaANb=vAb e [BaAb=aAwv. (1.67)
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Como a e b sdo nao-colineares, a A b # 0. Portanto:

vAD aANv
e — . l.
@ alAb e # anNb (1.68)

O
Teorema 1 (Caraterizacdo de G). Para todo multivetor A existem niimeros reais o, oq, (i, Qi3
tais que

.A = @ + a1€1 -+ Q9€o + Oégi, (169)

em que i = e1ey € um bivetor unitdrio e ey, €3 SAo vetores ortonormais.

Demonstracdo. Seja A um multivetor, pelo Axioma A11 existem um ndmero real «g, um vetor

v e um bivetor B tais quem
A=ay+v+ B. (1.70)

Pelo Exemplo 1.16 existe um bivetor unitario, digamos i = ejey, em que e; e e; SA0 ortonormais;
pelo Corolario 1 existem numeros reais oy, aw, tais que v = e, + asesy; pela Proposi¢ao 7,

existe um nimero real a3 tal que B = asi. Portanto, todo multivetor .4 pode ser escrito na forma
A: (7)) + a1e1 + asgeq +(Igi, (171)

conforme o enunciado. O]

Exemplo 1.17. Dados os vetores A = 1+ 3e; +4ey +3ie B = 2+ 3e; + 2e, +4i calcule A+ B
e A—B.

Solucdo. A+ B =142+ 3e; + 3e; + 4ey + 2e5 + 31 + 4i = 3 + 6e; + Gey + 7i.
e
A—B:1—2+3€1—3€1+462—2€2+3i—4i:—1—|—0€1—|—2€2—i.

1.7 Bases Ortonormais

Uma base B de V € ortonormal se é composta por vetores ortonormais. Ter uma base ortonor-

mal a disposicdo além de simplificar os cdlculos permite relacionar alguns conceitos da dlgebra
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geométrica do plano com seus correspondentes cldssicos.
Sejam a, b vetores e a, aa, 51, 2 nliimeros reais tais que a = ey + ases, b = e + Paey

ei=ejey, emque B = {e;, ex} é uma base ortonormal. Entdo o produto interno é dado por:

(a,b) = a1 B + azf (1.72)
e o produto exterior por:
anb=|"" "2 (1.73)
B Pa

Exemplo 1.18. Sejam a = 2e; + 4ey e b = 3e; — 2e,. Calcule (a,b) e a A b.

Solucdo.

(a,b) =2-3+4-(-2) = -2

4

1= 2 (=2) =3 4Ji = ~161

2
aAb:'
3

O

Exemplo 1.19. Obter uma base ortonormal B = {e;, e2} a partir de um vetor ndo-nulo a qual-

quer.
Solugdo. Seja

a

= — c €y = eli. (174)
[[all

€1

Ja sabemos pela proposicao 8 que e; € e, sdo ortogonais. Como e; foi definido de modo a ser

unitdrio, basta mostrar que e, € unitario. De fato,
(eg,09) = 90y = eriegi = —e?i? = 1. (1.75)

]

Exemplo 1.20. Escrever o vetor v na base ortonormal B = {ej, e2}.
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Solugdo. Sejam o € a nimeros reais tais que v = e + ases. Operando internamente ambos

os membros dessa equagdo primeiro por e, depois por e;, obtém-se
o] = <U,€1> € Qg9 = (v,e2>. (176)

]
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Capitulo 2
Aplicacoes

Neste capitulo apresentaremos algumas aplicacdes da teoria desenvolvida no capitulo ante-

rior.

2.1 Sistemas de Equacoes Lineares
Considere o sistema de equacoes lineares:

a1 x4+ by =1 @0

asx + by = co.

Se conhecermos uma base qualquer B = { fi, f>}, podemos usar os métodos da se¢do ante-

rior para resolvé-lo. Para isso, sejam

a=aifi+axfo
b="bifi +bafo (2.2)
c=cifi+cafo.

Entao o sistema se escreve em forma vetorial como:
axr + by = c. (2.3)

Temos, portanto, dois casos principais:

1. Os vetores a e b ndo sdo colineares: nesse caso eles formam uma base e a unica solucao
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do sistema é:

(ax +by) N\b=cADb

, 2.4)

2. Os vetores a e b sdo colineares: digamos que seja b = Aa.

(a) Sea =0, entdo b = 0 e o sistema possui solucio se e somente se ¢ = (. Se existirem

solugdes, o conjunto solugdo é R? = {(z, y) |z, y € R}.

(b) Se a # 0, entdo o sistema possui solu¢do se e somente se a, b e ¢ sdo colineares ou,

equivalentemente, se e somente se
aNc=cANb=0. (2.5)

Caso existam solugdes, elas sdo os pares de nimeros reais (x, y) tais que

b
r=S"2y yeR (2.6)
a a

Exemplo 2.1. Resolva o sistema de equagdes lineares

20 +3y =8
dr —y = 2.
Seja a base B = {ey, ea}.
Solugdo. Sejam
a = 2eq + 4dey

b:3el—eg

c = 861 + 262.

Entdo o sistema se escreve em forma vetorial como ax + by = c. Lembrando que e; A e; = 0,

eaNeg=0ei=e; Aey = —e3 Aey.
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Os vetores a e b ndo sdo colineares, nesse caso eles formam uma base e a tnica solugdo do

sistema €:
2 4
alNb= i=(-2-12)i=—14i
3 -1
2 4. ] )
a/\c:8 i=(4—-32)i=-28i
8 2
c/\b:'3 i=(—-8—-06)i=—14i.
_c/\b_—141_1 _a/\c_—28i_2
S S DT Y=any 14~

Exemplo 2.2. Resolva o sistema de equagdes lineares

2z + 4y = 10
or 4+ 10y = 25.
Tome a base B = {ey, es}.
Solugdo. Sejam
a = 2e; + bey
b= 461 + 1062

c = 10e; + 25es.

Entdo o sistema se escreve em forma vetorial como az + by = c. Lembrando que e; A e; = 0,
ey N ey :0ee1/\eg = —eg N ey.

Os vetores a e b sdo colineares, b = \a nesse caso:

)
10 25

10 25

i=(50—50)i=0

i = (100 — 100)i = 0.
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{a,a) = 2% 4+ 5% = 29.
{a,b) =2-4+45-10 = 58.
(a,c) =2-10+5-25 = 145.

entdo, multiplicando internamente a equacio ax + by = c por a temos
(a,a)x + (a,b)y = (a,¢)
ou seja 29x — H8y = 145 portanto x = 5 — 2y ]

2.2 Complexos e Perplexos

Um subconjunto ndo-vazio S de G é uma subdlgebra se dados um nimero real A e elementos
z, wde S entdo: (i) Az; (il) z + w; (iil) zw sdo elementos de S. A dlgebra geométrica do plano

tem como subdlgebras copias das dlgebras dos nimeros complexos e dos niimeros perplexos.

Nimeros Complexos Seja i um bivetor unitario e
C={a+pi|a, p€R}. (2.7)
Sejam z = oy + f1ie w = ay + Pai, entdo

2w = (oqog — P152) + (a1 f2 + agfh)i (2.8)

Isso mostra que C goza da propriedade (iii). As outras duas sao imediatas. Além disso a regra de
multiplicacdo acima é a mesma dos nimeros complexos e, portanto, a subdlgebra C € uma cépia
da dlgebra dos niimeros complexos onde i? = —1.

Podemos usar a subdlgebra para entender melhor o que acontece com o produto geométrico

de dois vetores. Seja a e b vetores, entdo
ab = (a,b) +aAb= (b,a) —bAa=ba. (2.9)

Concluimos que produto geométrico dos vetores a € b € um nimero complexo e ba é o

conjugado de ab.

Exemplo 2.3. Sejam os vetores a = 2e; + 3e; € a = 4e; — e,. Calcule ab e ba
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Solucdo.

3
ab = {(a,b) +aANb=24+3.(—-1)+ . i=05—14i. (2.10)
4 —1/. )
ba = (b,a) +bANa=42+(-1).3+ 5 i=5+ 14i. (2.11)
logo ab = ba [
Numeros Perplexos Seja e um vetor unitario qualquer e
P={a+ fe|a, B R} (2.12)

Verificaremos a propriedade (iii), as outras duas também sdo imediatas. Sejam z = a3 + 1€

e w = as + fse, entdo

2w = (a0 + f182) + (o1 P2 + azfi)e, (2.13)

que ¢é a regra de multiplicacao dos nimeros perplexos. Portanto, a subdlgebra P é uma cépia da

algebra dos niimeros perplexos.

2.3 Funcoes Trigonométricas

Nessa sec¢do suporemos estabelecida a correspondéncia entre vetores e segmentos de retas
orientados. Se escolhermos uma base ordenada ortonormal B = {ey, e2}, fica definido o angulo
orientado entre dois vetores ndo-nulos a e b. Esse angulo toma valores no intervalo [0, 27).

Sejam a e b vetores unitdrios e o o angulo orientado entre eles, define-se as func¢des trigono-

métricas sin, cos : [0, 27) — R, por
cosa +isina = ab. (2.14)

O produto geométrico de dois vetores € um nimero complexo.

A titulo de exemplo, mostraremos as trés identidades bdsicas da trigonometria.

Proposicao 10. Sejam « e [ angulos tais que 0 < o + [ < 2. Entdo:
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1. cos?a +sin®a = 1;
2. sin(a + ) = sinacos 5 + sin [ cos a;

3. cos(a+ ) = cosacos f — sinasin .
Demonstragdo.

1. Sejam a e b vetores unitdrios tais que « é o angulo orientado entre a e b, entdo
ba = ab = cosa — isin a.
Logo,

1 = a** = aab® = abba = abab = (cos a + isin a)(cosa — isina) = cos® a + sin® a.

2 e 3. Seja c um vetor unitdrio tal que o é o angulo orientado entre a e b, e 3 € o angulo orientado

entre b e c. Entdo o + [ € o angulo orientado entre a e c¢. Logo

cos(a + B) +isin(a + B) = ac = alc = ab’c
= abbc = (cos o + isin «v)(cos § + isin )

= cosacos  — sinasin f + i(sin v cos 5 + sin 5 cos ).
Portanto,

cos(a+ ) = cosacos f — sinasin 3

sin(a + ) = sinacos 5 + sin [ cos a.

2.4 Geometria Analitica sem Coordenadas

Um das grandes vantagens da teoria apresentada reside na facilidade de escrever expressoes
algébricas para conceitos geométricos sem o uso de coordenadas. Ilustraremos esse fato por

meio de exemplos.
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Exemplo 2.4. Sejam r a reta determinada pelos pontos A, B e s a reta determinada pelos pontos
Ce D. Coloque a = 1@ ec= @ Entdo r e s sdo concorrentes se e somente se a A ¢ # 0. Se

elas forem concorrentes, o ponto de intersecdo F fica determinado por

1@/\0

alc

AE = a. (2.15)

Demonstragdo. De fato, as retas r e s sdo paralelas ou coincidentes se e somente se 0s vetores a
e ¢ sdo paralelos, e isso ocorre, se € somente se a A ¢ = 0. Suponha que 7 € s s3o concorrentes,

obteremos o ponto de interse¢ao: por um lado, existe ¢ tal que ﬁ = ta. Por outro lado, E =

/@ + ﬁ . Portanto,
ta = AC + CE.
Operando exteriormente os membros da equacdo em destaque com c,

ta/\c:/@/\c%—@/\c

Os vetores c e C? sdo paralelos, pois possuem representantes na retas s, logo CTP% Ac=0.
Portanto, obtém-se

ta/\c:@/\c.

ou seja

t_@/\c

alc

Dai se obtém o valor do coeficiente ¢, cuja substituicao em E = ta produz

ﬁ:@/\c

alc

a. (2.16)

[]

Exemplo 2.5. Dadas asretasr: x=1+2t,y=2-tes: x=2+1,y=2- tcalcule o ponto E.
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Solugdo. Sejam A(1,2) emre C(2,2) em s, logo AC = (1,0), ou seja AC = le; =ey.

a = 2e; — €9,

C= €1 — €y,

Sendo E(xg, 30) temos
ﬁ = (ZEO — 1)61 + (yo - 2)82
logo

t_z@/\c_ —e; A eg _—el/\eg_1
 aAce  —2e1Aeste Aey —epAey

entﬁo/@:ta:a:%l—ez
Portanto 2o — 1 =2,y — 2 = —1 ouseja, zo = 3 e yo = 1 entdo E£(3,1)

2.4.1 Areas

No estudo de geometria plana, a nocao de drea de figuras costuma ser introduzida por meio
de axiomas complementares aos axiomas basicos, veja por exemplo [1]. Conforme veremos
a seguir, a teoria apresentada nessa dissertacdo permite abordar o conceito de drea de forma

bastante direta e sem a necessidade de axiomas extras.

—
Proposicao 11. Sejam ABC um tridngulo e P um ponto qualquer, defina a = PA, b = ﬁ e

c= ﬁ , entdo o nimero
a=llaNb+bAc+cAal. (2.17)

ndo depende:
a) da escolha de P;
b) do vértice inicial;

c) e da ordem em que se percorre os vértices do triangulo;
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d) e, além disso,

o = ||[AB A ACY. 2.18)

Demonstracdo. De fato, sejam () um outro ponto:

i—QA  b=0QB, ¢=0QC. (2.19)
Entao:
a:]?éj—l—d
b= PO+b (2.20)
c:@—l—é.
Dai,
aAb=aAb+anPO+POAD 2.21)
bAC=bAE+DAPO+POAG (2.22)
CAha=ENa+iAPO+POAG (2.23)

Adicionando os membros das igualdades acima, t€m-se:

a=anb+bAG+EAG+ @+b+3)APO+POA(b+c+a)| (2.24)

Se mudarmos o vértice inicial, digamos de A para B, apenas reordenaremos as parcelas na
definicdo de o, enquanto se mudarmos a ordem em que percorremos o vértices do triangulo,
mudaremos a ordem e o sinal das parcelas na defini¢do de «, mas isso ndo o altera.

Como escolha do ponto P nao altera o valor do nimero «, podemos escolher P = A e, dai,

concluir que

o = ||AB A ACY. (2.25)

]

Uma regido triangular € o conjunto dos pontos que pertencem a segmentos cujos extremos

estdo sobre os lados de um tridngulo. O tridngulo € a fronteira e o conjunto dos pontos da
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regido que nao estdo na fronteira € o interior da regido triangular. A drea da regido triangular

determinada pelo tridngulo ABC' é o nimero:

drea(ABC) = ~a = —||,ﬁ A AC. (2.26)

Exemplo 2.6. Dados os pontos A(1,0), B(4,3), C(2,2) Calcule a drea do tridngulo

Demonstragcdo. Sejam

1@ = 3ey + 3es.
/@ =e; + 2ey
Portanto,
ABAAC = ':1)’ 3= (6— 3)i — 31
Entao

a=|ABAAC| = /—(3i)2 =0 =3

3
area(ABC) = % =3

]

Exemplo 2.7. A édrea de um tridngulo é a metade do produto de uma base pela altura correspon-

dente.

Demonstracdo. Seja ABC um tridngulo e h = BN o vetor altura relativo a base AB, entdo,
ABANAC = ABAh = ABh.

Portanto,

_dérea(ABC)? = (AB h)? = ABhABh = —AB*h? = —| AB|?||h||%.
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Logo,

) 1
area(ABC) = §||1@||||h||

O
Um poligono é uma figura formada por uma sequéncia de pontos A;, As,..., Ay e pela
sequéncia de segmentos, chamados de arestas, A1 As, AsAs,--- , An_1AN, AnA; respeitadas

as seguintes condicdes: (a) uma aresta intercepta exatamente as arestas que lhe sdo imedia-
tamente anterior e posterior na sequéncia; (b) entende-se por aresta imediatamente anterior a
primeira como sendo a ultima; por aresta imediatamente posterior a ultima como sendo a pri-
meira; (c) duas arestas ndo se interceptam ou se interceptam exatamente em pontos que lhes sdo
extremos; (d) duas arestas que se interceptam ndo pertencem a mesma reta.

Uma regido poligonal é uma unido de regides triangulares que duas a duas nao tém pontos
interiores em comum. Um ponto € interior a regido a uma regido poligonal se ele € interior a
um tridngulo contido na regido poligonal. O interior de uma regido poligonal € o conjunto dos
pontos que lhe sdo interiores. A fronteira de uma regidao poligonal € o conjunto de pontos da
regido que ndo pertencem ao seu interior. Uma regido poligonal é simples se sua fronteira ¢ um
poligono. Podemos indicar uma regido poligonal simples por meio de uma sequéncia de pontos
que determinam sua fronteira.

A demonstracdo da proposic¢ao anterior € facilmente adaptavel para a proposicao mais geral

a seguir.

Proposicao 12. Seja A, As, ..., Ay uma sequéncia circular de pontos, P um ponto qualquer e
e

a, = PA,,n=1,..., N. Entdo o niimero

a=|lag Nag+asNag+---+ay_1 ANay +ay A aq]| (2.27)

ndo depende:
a) da escolha de P;
b) do ponto inicial;
c) e do sentido em que se percorre os pontos da sequéncia.

Demonstragcdo. A demonstragdo é a mesma da proposi¢ao anterior, exceto por uma lista maior
de equacdes envolvendo os bivetores a, A a1 (n=1,...,N)eany A ay.
[
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—
SejaP = A1 Ay - - - Ay uma regido poligonal simples e a,, = PA,,n=1,...,N,em que P

€ um ponto qualquer, define-se a area de P por
) 1
area(P) = §Ha1/\a2+a2/\a3+---+aN/\a1H. (2.28)
Exemplo 2.8. A drea de um paralelogramo ABC D ¢é dada por
drea(ABCD) = |AB A AD||. (2.29)

Demonstracdo. Tome na defini¢do de area de um poligono, P = A, entdo,

drea(ABCD) — %HB AAC 4+ AC A AD||.

Temos que 1@ = E + D;C?“ Como ABCD é um paralelogramo D;Cj“ = /ﬁ Logo, 1@ =

ﬁ + 1@ Portanto,
@/\z@nhﬁ/\ﬁ:@A(E+1@)+(E+E)AE:2@AE.

Dai segue que
drca(ABCD) = |AB A AD||.

]

Exemplo 2.9. A drea de um paralelogramo € o produto de uma base pela altura correspondente.
Demonstracdo. A demonstragio é mesma feita para o tridngulo, exceto pelo fator 1/2. L

Ainda como um exemplo, utilizaremos a relac@o entre dreas e produto exterior para obter um

expressao para a distincia de um ponto a uma reta.

Exemplo 2.10. Seja A um ponto e r a reta determinada pelos pontos B e C. Ponha a = B? .

Mostre que a distancia de A a r é dada por

—
|BA A a

dist(A, r) = | (2.30)

lall

Solucdo. A distancia de A ar € a altura h do paralelogramo determinado pelos segmentos AB e
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BC relativa ao lado BC' Logo, pelos dois exemplos anteriores, vale a igualdade
—
|BA A BC|| = h|BCY.
Como a = B46>’ , segue que

—
|BA A a

lall

dist(A,r) = h =
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2.5 Consideracoes Finais

Apresentamos neste trabalho a Algebra Geométrica do Plano segundo o formalismo da 4l-
gebra a partir de um minimo de axiomas possivel, que foram escolhidos de forma a tornar mais
simples nossas demonstragdes. Essa abordagem ndo relaciona imediatamente conceitos algébri-
cos e geométricos, mas permite estender naturalmente as férmulas apresentadas ao espaco € a
outras dimensdes. Ha assim um ganho conceitual e pratico inestimavel. De fato, ao apresentar-
mos vetores como objetos puramente algébricos, sem qualquer significado geométrico, embora
nosso objetivo fosse aplicar a geometria, deixamos abertas as possibilidades para um horizonte
maior de aplicacdes. Entre as vantagens de se estudar geometria através da dlgebra geométrica
destacamos a naturalidade com que aparecem os nimeros complexos, e como as interse¢des de
retas se escrevem como produto de elementos da dlgebra sem a necessidade de explicitar coor-
denadas.

A Algebra Geométrica é uma estrutura matemdtica que permite aplicagdes na Fisica, Enge-
nharia, Computacio Grifica e Matematica Avancada. Acreditamos que a Algebra Geométrica
do plano pode ser introduzida no Ensino Médio como alternativa ao ensino tradicional de Ma-
temadtica e mostramos nas aplicagcdes como essa dlgebra unifica em uma tnica teoria conceitos
atualmente apresentados de forma dissociada como sistemas de equacgdes, geometria, geometria
analitica, nimeros complexos, func¢des trigonométricas, etc.

Os métodos apresentados neste trabalho permitem estender facilmente a dlgebra ao espaco.
Nesse caso, os quatérnios de Hamilton aparecem naturalmente como elementos da dlgebra, assim
como se deu com complexos e perplexos na dlgebra do plano. OperacOes geométricas no espaco,
como rotagdes e reflexdes, tornam-se simples e intuitivas. Pode-se ainda verificar que a teoria
dos determinantes também estd incluida e acrescentar outros topicos de geometria analitica como
posic¢des relativas de retas.

Enfim, € possivel reescrever com vantagens a Matematica bésica por meio dos conceitos e

métodos da Matematica atual.
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