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Vocé nao compreende realmente alguma coisa

a menos que possa explicd-la para sua avé

-Abert Einstein (1879-1955)



Resumo

Neste trabalho consideramos o aspecto dinamico de sistemas quanticos abertos onde uma
particula fica sujeita a trocas de energia com o ambiente. O ambiente (banho) é composto
de um ndmero finito N de osciladores harmonicos (HOs), caracterizando um banho estrutu-
rado, para o qual um comportamento ndo-Markoviano € esperado. Determinamos a solugdo
numérica da equacdo de Schrodinger estocdstica para uma particula acoplada ao banho. Es-
tudamos duas situagdes distintas para o sistema de particula: o potencial harmonico e o
potencial de catraca. No limite N — oo 0 banho é assumido ter um espectro de densidade
O6hmico, sub-6hmico e super-6hmico. No caso do potencial harmdnico, para baixos valores
de N observamos uma troca de energia entre sistema e banho indefinidamente no tempo,
enquanto que para valores intermedidrios de N observa-se decaimento em dois regimes de
tempo: exponencial para baixos valores de tempo e lei de poténcia para valores mais altos de
tempo. No caso do potencial de catraca, observamos que a energia volta para o sistema até
para valores intermedidrios de N. Pacotes de ondas sdo usadas para determinar a evolugdao

da particula nos potenciais do sistema.

Palavras-chave: banhos discretos, dissipa¢do quantica, potencial harmonico, potencial
de catraca.



Abstract

In this work we consider the dynamical aspect of open quantum systems where a particle
is subject to energy exchange with the environment. The environment (bath) consists of a
finite number N of harmonic oscillators (HOs), characterizing a structured bath, for which a
non-Markovian behavior is expected. We determine the numerical solution of the stochastic
Schrédinger equation for a particle coupled to the bath. We study two different situations for
the system’s particle: the harmonic potential and the ratchet potential. In the limit N — oo
the bath is assumed to have an ohmic, sub-ohmic, and super-ohmic spectral density. In the
case of the harmonic potential, for low values of N we observe an energy exchange between
system and bath indefinitely in time, while for intermediate values of N is observed a decay
in two time regimes: exponential for short times and power law for larger times. In the case
of the ratchet potential, we observe that the energy returns to the system even for intermediate
values of N. Wave packets are used to determine the evolution of the particle in the system
potential.

Key-words: discret baths, quantum dissipation, harmonic potential, ratchet potential.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Sistemas quanticos abertos

Em fisica € apenas idealizac¢do a questao de sistemas que sdo isolados de seus arredores,
na verdade eles sdo abertos, ou seja, interagem com suas vizinhancas. A compreensdo da
dinamica de tais sistemas abertos é de fundamental importancia em muitas areas da fisica,
tanto no nivel cldssico como no quantico [1]. A interacdo do sistema aberto com os graus
de liberdade do ambiente induz atrito e flutuacdes. No nivel quantico, devido ao emaranha-
mento, encontra-se um fendmeno adicional em dinamicas de sistemas abertos, conhecido
como ruido quantico. Mesmo na temperatura do zero absoluto, a intera¢cdo do sistema com o
ambiente leva a uma perda de pureza do estado do sistema, uma vez que sistema e ambiente

podem tornar-se emaranhados.

Uma boa descrigdo tedrica para dissipacao € o conceito de um sistema aberto que interage
com seu ambiente por processos de colisdo ou através de outros meios que possam ocorrer
trocas de energia. O problema conjunto (sistema + ambiente + interagdo) é conservativo
mas, devido as trocas de energia entre sistema e ambiente, o sistema pode ser interpretado
como um sistema aberto com dissipacdo. Tais modelos tedricos microscopicos tém sido
propostos para descrever dissipagdo em sistemas cldssicos [2, 3, 4] e quanticos [1, 4, 5], e
podem ser aplicados também no contexto da equacdo estocdstica de Schrodinger [6, 7, 8].
Um exemplo interessante da apli¢do de modelos de sistemas abertos € a descricdo de carga e

energia transferida em sistemas moleculares quanticos [9].

Ferramentas tedricas para estudar a dindmica de sistemas abertos sdo bem desenvolvi-
das. No dominio cléssico, equacdes de movimento podem ser suplementadas por termos de
atritos e forcas flutuantes [10]. Um sistema cléssico isolado € descrito por equag¢des de movi-
mento de Hamilton para posi¢do e momento (g, p). Irreversibilidade induzida por interagdo

com seu ambiente resulta em atritos adicionais e termos flutuantes [11]. Entretanto, no nivel

10



1.2. Dinamica ndo-Markoviana 11

quantico esta questdo ndo € tdo simples. Um sistema quantico isolado € descrito por um vetor
de estado y que evolui obedecendo a equag@o de Schrodinger. A transi¢do para um sistema
quantico aberto € radicalmente diferente da correspondente transicdo no caso cldssico: en-
quanto neste é ainda significativo falar a respeito de coordenadas de espago de fase (¢, p),
um sistema quantico aberto torna-se emaranhado com seu ambiente e deixa de ser descrito
por um unico estado puro. O estado de um sistema quantico aberto € caracterizado por seu

operador de densidade reduzido p;.

Equag@o de Schrodinger estocdstica determina o estado do sistema y; (z*), tal que o
operador de densidade reduzido p, do sistema aberto é recuperado como a média M(...)
sobre as muitas realizagdes do ruido z. A relagdo p; = M (|y; (z¥)) (w; (z*)]) € o andlogo
quantico da solug@o cldssica da equacao de Fokker-Planck [6, 10, 12]. As solugdes y; (z*)

sdo frequentementes referidas como trajetorias quanticas [13].

Poderosos métodos estocdsticos para descrever sistemas quanticos abertos t€ém sido de-
senvolvidos, restritos para uma classe especial de sistemas dindmicos quanticos abertos. Eles
sao aplicados somente onde o operador de densidade reduzido € governado por uma equa-
cdo mestra Markoviana do tipo Lindblad [14]. Na aplicacdo em 6ptica quantica, a partir do
modelo microscépico do sistema, resulta que a evolug@o do operador de densidade reduzido
€ bem descrito por uma equagdo de Lindblad [13, 15, 16].

1.2 Dinamica nao-Markoviana

Modelos de probabilidade para processos que evoluem no tempo de maneira probabilis-
tica sdo denominados Processos Estocasticos. Um processo estocastico € dito ser um Pro-
cesso Markoviano se a probabilidade condicional de qualquer evento futuro, dado qualquer
evento passado e o estado presente, € independente do evento passado e depende somente do
estado presente. E para processos estocdsticos ndo-Markovianos, o evento futuro € indepen-
dente do evento passado e do estado presente. Existem vdrios tipos de processos estocasticos,

porém, serd considerado apenas o caso ndo-Markoviano.

Efeitos nao-Markovianos sao relevantes a baixas temperaturas em muitos problemas de
fisica do estado sélido, como nos fenomenos de tunelamento [1]. Em 6ptica quantica, um
enorme interesse em efeitos ndo-Markovianos tem recentemente emergidos de estudos de
decaimento de radiatividade dentro de ambientes estruturados [17, 18, 19, 20, 21]. Efeitos
nao-Markovianos também surgem na dinamica de dtomos de laser de condensados de Bose-
Einstein [22, 23, 24]. Se o feixe de atomos ("ambiente") é extraido de um condensado de
Bose-Einstein ("sistema") através da gravidade, o tempo de memoria relevante do ambiente

€ da ordem do tempo que leva um dtomo a deixar livremente a regiao do condensado [25].

Efeitos ndo-Markovianos sdo relevantes para controle quantico de realimentacdo [26,
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27], devido a um tempo natural de atraso entre registro de medi¢do e controle subsequente
[28, 29, 30]. Tais teorias estdo intimamente relacionadas para uma descri¢do dinamica de
sistemas abertos nao-Markovianos em termos da equacdo de Schrodinger estocéstica. Neste
trabalho baseamos a derivagdo da equacdo de Schrodinger estocdstica sobre a solu¢do do
modelo microscopico, sistema e ambiente. Destacamos sua importancia para a dindmica de
sistemas abertos, e sua relevancia para as propriedades quanticas emergentes de sistemas
abertos [31].

1.3 Equacio estocastica de Schrodinger nao-Markoviana

Este trabalho estd concentrado na generalizagdo ndo-Markoviana da equacao de Schro-
diger estocdstica linear. O objetivo é o estudo tedrico da dissipa¢do quantica em banhos
discretos, que s@o utilizados para modelar sistemas fisicos realisticos. Primeiramente, deter-
minamos a solugdo numérica da equacao de Schrodinger estocdstica para uma particula aco-

plada a um banho com um niimero finito N de osciladores harmdnicos (HOs) (ver Fig.1.1).

BANHO
(AMBIENTE)

PARTICULA

(SISTEMA)

N OSCILADORES HARMONICOS

Figura 1.1: Sistema acoplado linearmente com N HOs.

Posteriomente determinamos os niveis de energias, utilizando o algoritmo numérico Nu-
merov [32] e as fungdes de estado que solucionam a equacdo de Schrodinger para uma par-
ticula com os potenciais, simétrico e assimétrico. Para o caso simétrico temos o potencial
harménico e para o caso assimétrico, o potencial de catraca. ! Por fim, determinamos nu-
mericamente o decaimento do valor esperado da energia para estes potenciais em relacdo ao
nimero N de HOs do banho.

"Em inglés é conhecido originalmente como: Ratchet Potential.
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Basicamente, este trabalho se divide da seguinte forma: No capitulo 2 sdo mostrados os
principais fundamentos de mecanica quantica bésica através da dlgebra de operadores. No
capitulo 3 é mostrado o modelo padrio para sistemas abertos e seu ambiente, para o caso
do sistema na temperatura zero. No capitulo 4 os resultados para ambos os potenciais, €

posteriormente, conclusoes e referéncias bibliograficas.



Capitulo 2
Conceitos fundamentais

Nos dias atuais, a mecanica quantica (MQ) € o alicerce sobre o qual nos apoiamos para
compreender o mundo quantico e nos fornece previsdes quantitativas para muitas situagdes
fisicas. A MQ descreve uma grande variedade de fendmenos a partir de pouquissimas pre-
missas, e parte de um arcabouco bastante diferente das equagdes diferenciais da fisica clés-
sica. Este capitulo contém os principais conceitos, os principais fundamentos de MQ que
deverao ser entendidos, para que posteriormente seja compreendido suas aplicacdes no nosso

modelo.

2.1 Algebra dos operadores

2.1.1 Kets de base

No tratamento elementar de MQ, é considerado o simbolismo introduzido por Dirac, que
tem um significado matematico ndo-trivial, como uma notacdo [33]. Um vetor do espaco
dos estados é descrito por um simbolo | ), que se pronuncia ket. Um elemento do dual desse
espaco é denotado por ( |, e denominado bra. O produto escalar dos estados |a) e |b) é

denotado por (b|a), e se trata de um bracket, ? justificando os nomes.

Autovetores de um observavel

Considera-se os autovetores e autovalores de um operador Hermitiano A. Em MQ, os
operadores que representam algum observavel fisico quase sempre sdo os operadores hermi-

tianos. Logo, comeca-se com um importante teorema [34]:

2Em portugués é conhecida como paréntese ou colchete.

14



2.1. Algebra dos operadores 15

Teorema 2.1 Os autovalores de um operador hermitiano A sdo reais, os autovetores de A,

correspondentes aos diferentes autovalores, sdo ortogonais.

E para comprovar este teorema, tem-se que

Aln) = an|Pn) , 2.1)

onde a, e |¢,) sdo autovalores e autovetores de A, respectivamente. Uma vez que A é hermi-

tiano, entao
(Om|A = a;kn (O 5 (2.2)

Multiplicado-se ambos os lados de (2.1) a esquerda por (¢,,|, ¢ ambos os lados de (2.2) a

direita por |¢,), e subtraindo-se uma pela outra, obtém-se

(an —ay) (Pm|On) = 0. (2.3)

Pode-se assumir que a, e a,, sejam iguais ou diferentes. Primeiramente, considerando-os
como sendo iguais, a condicdo que os autovalores sdo reais (primeira metade do teorema)
a, = a, é deduzida, onde considera-se o fato de que |¢,) ndo seja um ket nulo. Supondo
agora que a, € a, sejam diferentes devido a condi¢@o que acabou de ser demonstrada, o fato
de que os autovalores sejam reais, a diferenca a, — a;, que aparece em (2.3), por premissa,

ndo pode ser zero. Portanto, o produto interno (¢,,|9,) deve ser zero, ou seja,

(Om|0n) =0 com (an # am) , (2.4)
o que prova suficientemente a ortogonalidade dos autovetores (segunda metade do teorema).

Entao, pelo teorema que acabou de ser demonstrado acima, garante-se que os autovalores
sejam reais sempre que o operador for hermitiano. E por este motivo que em mecanica
quantica se fala a respeito de observdveis hermitianos. Convenciona-se normalizar |¢,) de

tal modo que ele forme um conjunto ortonormal com a condic¢ao:

(Dm|On) = Oun- (2.5)

Autovetores como kets de base

Os autovetores normalizados de A formam um conjunto completo. Assim, um ket arbitra-
rio no espago de kets pode ser expandido em termos dos autovetores de A. Os autovetores de
A devem ser usados como kets de base de modo muito semelhante aquele pelo qual vetores
unitarios mutuamente ortogonais sao usados como vetores de base em um espaco Euclidiano.
Dado um ket arbitrario | ) no espago gerado pelos autoestados de A, ele pode ser expandido

da seguinte forma:

) =Y cnldn). (2.6)
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De modo imediato pode-se determinar os coeficientes da expansdo, multiplicando esta

relagdo por (@,| a esquerda e usando a propriedade de ortonormalidade (2.5),

cn = (nly) . 2.7)

Em outras palavras, a expansao (2.6) € reescrita como
)= L10) (9nlw), (2.8)
em analogia com a expansio de um vetor V (real) no espago Euclidiano
V=) 4¢(.V), (2.9)
i

onde €& forma um conjunto ortonormal de vetores. O axioma da associatividade da multipli-
cacdo: |9,) (¢,|w) pode ser interpretado ou como um nimero (¢, |y) que multiplica |¢,) ou,
o que é andlogo, como o operador |@,) (¢,| atuando sobre |y). Uma vez que |y) em (2.8) é
um ket arbitrario, tem-se

Y 1) (0a] =1, (2.10)

expressio conhecida como relacdo de completeza. >

Dada uma cadeia de kets, operadores ou bras multiplicados em uma ordem correta, em
qualquer lugar que seja conveniente, pode ser inserido o operador identidade escrito na forma
(2.10). Considerando por exemplo, (y|y); inserindo o operador identidade entre (y| e |y),

obtém-se

(wly) = <w|.(z|¢n> <¢n|).|w>
= Y [(¢ulw)*. Q2.11)

Isto mostra que se (y|y) = 1 (normalizado), entdo os coeficientes da expansdo em (2.6)

devem satisfazer

Y leal® =Y [(dalw)* = 1. (2.12)

Olhando agora para |, ) (¢,|, que aparece em (2.10), por tratar-se de um produto externo,
ele dever ser um operador operando em |y):

(19n) (@n]) - [W) = [9n) (@l W) = Cnldn)- (2.13)

Operando sobre o ket |y), o operador |¢,) (¢,| seleciona a parcela de |y) que é paralela a
|¢,), de tal modo que |@,) (¢,| mostra ser, assim, um operador de proje¢io na direcdo do

ket de base |¢,). Ele é representado pela notagéo A,:

Ay = ‘¢n> <¢n‘a (2.14)

3Nesta relacdo, 1 deve ser entendido como o operador identidade.
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a relag@o de completeza (2.10) pode ser escrita como [35]

Y A=1. (2.15)

2.1.2 Medidas e Observaveis
Medidas

Tendo j4 desenvolvido a matematica de espacos de kets, encontramo-nos agora em con-
dicdes de discutir a teoria quantica do processo de medida, e este assunto nao € algo parti-
cularmente facil. Antes que se faca uma medida de um observavel A, supde-se que o estado
sistema seja representado por alguma combinacdo linear da forma

W) =Y cnl0n) =Y |0n) (9n]w). (2.16)

Quando uma medidade é realizada, o sistema colapsa para um dos autoestados |¢@,) do ob-
servavel A, ou seja,
medida de A
¥)

— " |On) - (2.17)

Diz-se que o valor medido de A foi a,, quando a medigdo faz |y) mudar para |¢,). E neste
sentido que o resultado de um processo de medida resulta em um dos autovalores do obser-

vavel sendo medido.

Sendo (2.16) o ket de estado de um sistema fisico antes da medida, ndo se sabe de ante-
mao em qual dos varios |@,) o sistema colapsard como resultado do processo de medida. No

entanto, a probabilidade de colapsar em um estado |¢,,) é dada por

leal* = [(@a] W), (2.18)

desde que |y) seja normalizado. Embora tenha-se falado até aqui de um sistema fisico tnico,
para determinar (2.18) empiricamente deve ser considerado um grande ntimero de medidas
feitas sobre um ensemble, * todos caracterizados pelo ket |y). Um ensemble deste tipo é

conhecido como ensemble puro.

A interpretacdo probabilistica (2.18) para o quadrado do produto interno |(¢,|y)|* é um
dos postulados fundamentais da mecanica quantica. Nota-se, porém, que em casos extremos
ele faz bastante sentido. Supondo que o estado de um ket seja o préprio |¢,) antes mesmo
que se faca a medida, entdo segundo (2.18), a probabilidade para se obter a, como resultado
do processo de medida, ou falando de modo mais preciso, para que haja um colapso em |¢,,)
¢ igual a 1. Se A for medido novamente, obtem-se apenas |¢,); de modo bastante geral,

medidas de um observével repetidas sucessivamente diio o mesmo resultado. > Se, por outro

“E definido como a colegio de sistemas fisicos identicamente preparados.
> Aqui, quando se fala de medig¢des sucessivas, estas devem ser executadas imediatamente uma apds a outra.
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lado, a probabilidade de um sistema inicialmente caracterizado por |¢,) ir para outro auto
estado |¢,,) para o qual a,, # a,, por causa da ortogonalidade entre |@,) e |¢,,) obtém-se de
(2.18) uma probabilidade zero.

Do ponto de vista da teoria de medida, kets ortogonais correspondem a alternativas mu-
tuamente excludentes. De modo bastante geral, a probabilidade de qualquer coisa deve ser
um ndmero ndo negativo. Além disso, quando existem vdrias probabilidades alternativas, a
soma total das probabilidades deve ser 1. O postulado de probabilidade (2.18) satisfaz estas
duas condicdes. Entdo o valor esperado ® de A em relacio ao estado |y) é definido como
[34]

(A) = (vlAly). (2.19)

Para garantir que isto esteja referindo-se ao estado |y), a notagdo (A),, € algumas vezes em-

v
pregada. A equacdo (2.19) € uma defini¢do que, no entanto, coincide com a nog¢ao intuitiva

de valor médio medido, pois ela pode ser escrita como

= Y an|(9nl)*. (2.20)

onde a,, corresponde ao valor medido e |(¢,|y)|* a probabilidade de se obter aj,.

E introduzido a nocio de mediciio seletiva, ou filtragem, para melhor esclarecer o signi-
ficado de medidas em mecanica quantica. De uma maneira geral, imagina-se um processo de
medida com um dispositivo que seleciona apenas um dos autokets de A, por exemplo |¢,),
e rejeitando todos os outros. E € a isto que se refere quando se fala em medicdo seletiva,
também chamada de filtragem, pois s6 um dos autoestados de A consegue passar pela rigo-
rosa selecdo. Do ponto de vista matemadtico, quantifica-se a medida seletiva, aplicando-se o
operador de projecdo A, a |y):

A |W) = |0n) (On| W) - (2.21)

Observaveis compativeis

Dois observaveis A e B sdo compativeis quando os correspondentes operadores comutam
entre si, ou seja,
[A,B] =0, (2.22)

e incompativeis quando os operadores correspondentes ndo comutam entre si,

[A,B] #0. (2.23)

60 valor esperado é definido como a média dos valores possiveis, ponderados pela respectivas probabilida-
des de ocorréncia.
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No primeiro caso de observaveis A € B compativeis, o espaco de kets € gerado pelos au-
tovetores de A. Poderiamos também considerar o mesmo espago como sendo gerado pelos

autovetores de B.

Teorema 2.1 Suponha que A e B sejam observdveis compativeis, e os autovalores de A sdo

ndo-degenerados. Entdo, os elementos de matriz (¢n|B|@,) sdo todos diagonais.

A prova deste teorema [34] € extremamente simples. Usando a defini¢do (2.22) para obser-

vaveis compativeis, observa-se que

(Om|[A,B]|0n) = (am — an) ($m|B|@n) = O, (2.24)

onde, (¢,,|B|¢,) deve ser zero a menos que a, = a,,, O que prova a asser¢ao.

Na forma compacta, os elementos da matriz B podem ser escritos como sendo

<¢m|B|¢n> - 6nm <¢n|B|¢n> : (2.25)

Assim, ambos A e B podem ser representados por matrizes diagonais por meio do mesmo

conjunto de kets de base. Com o auxilio de (2.10) e (2.25), B pode ser escrito como

B="Y" |0m) (@m|B|Gu) (P! (2.26)

m,m’

Supondo que este operador atue sobre um autovetor de A:

m,m’

Contudo, esta relacdo ndo é nada mais que a equacdo de autovalores para um operador B,

com autovalores
by = (9u|B|n) - (2.28)

O ket |¢,) é, portanto, um autovetor simultineo de A e B, e também pode ser usado |¢,, 6,,)
para caracterizar o autovetor simultdneo, devido a essa imparcialidade |¢,) em relagdo a

ambos os operadores.

Um autovetor simultdneo de A e B, denotado por |¢,, 6,), tem a propriedade

A O, 0n) = an |Pn, 0n) (2.29a)
B |¢n, 9n> =by, |¢n, 9n> . (2.29b)

Nos casos em que ndo hd degenerescéncia, esta notagdo € supérflua, pois de (2.28) fica
claro que se for especificado a,, necessariamente é conhecido b,, que aparece em |¢,, 6,,). A

notacdo |¢,, 6,) é muito mais poderosa quando existem degenerescéncias.
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Geralmente, um indice coletivo K, ¢ usado para representar (a,,b,), tal que

|Kn) = [, 0n) - (2.30)

Para a situag@o na qual hd varios (mais que dois) observdveis mutuamente compativeis, ob-

viamente sdo generalizadas estas consideragdes, a saber
[A,B]=[B,C]=[A,C]=...=0. (2.31)

Supondo ter achado um conjunto maximo de observaveis que comutam, ndo podera ser adi-
cionado quaisquer outros observdveis a esta lista sem violar (2.31). Os autovalores dos ope-
radores individuais A,B,C, ... podem apresentar degenerescéncias, mas se especificar uma
combinagio (ay,,by,cy,...), entdo os autovetores simultineos de A, B,C... estardo univoca-

mente determinados.

A relacdo de ortogonalidade para

1K) = |00, 00, Yy ) (2.32)
serd
(Km|Ky) = Ok,k,, = Snm(¢)6nm<9)5n () (2.33)
enquanto que a relagdo de completeza, serd escrita como
YUK (Kl =Y. Y Y 100,60, %o o) (O Oy Yoy | = 1. (2.34)
Kn (9) (9) "(y)

Supomos agora medidas de A e B quando eles sdo observdveis compativeis, primeiro me-
dindo A e obtendo a, e na sequéncia B para obter b,, e finalmente A novamente. Segue-se
deste formalismo que a terceira medida sempre dard a, com certeza absoluta, isto €, a se-
gunda medida (B) ndo destrdi a informagdo prévia obtida da primeira medida (A). Isto é

bastante 6bvio quando os autovalores de A sdo ndo-degenerados:

Medida de A Medida de B Medida de A

W) """ 100, 60) " 7[00, 60) " |0, 6n). (2.35)

Quando existe degenerescéncia, o argumento ¢ como segue: Apds a primeira medida

(A), que resulta em a,, o sistema se encontra em alguma combinagao linear do tipo

B, 9“’> : (2.36)

onde v € o grau de degenerescéncia e os kets ‘¢n, 6 t8m os mesmos autovalores a, com
relagdo ao operador A. A segunda medida (B) pode selecionar apenas um dos termos da
combinacdo linear (2.36), por exemplo, o termo

O, G(j)>, mas uma terceira medida feita
(A) ainda dard o resultado a,. Tendo ou ndo degenerescéncia, as medidas de A e B ndo se

interferem. O termo compativel é, de fato, apropriado.
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Observaveis incompativeis

Agora analisemos 0s observdveis incompativeis, que sao menos triviais. O primeiro
ponto a ser enfatizado é que observaveis incompativeis nao possuem um conjunto completo
de autovetores simultaneos. Para mostrar isso, suponha-se que a afirmagdo oposta seja ver-
dadeira. Neste caso, haveria entdo um conjunto de autovetores simultaneos que obedeceriam
(2.29). Logo

AB|@n, 6p) = Abn|Pn, On) = anby |§n, ) , (2.37)
do mesmo modo
BA |@n, 6n) = Bay |@n, 6n) = anby |§n, 6,) , (2.38)
entao
AB|[n,60,) = BA [0y, 6,), (2.39)

e portanto [A,B] = 0, o que estd em contradi¢do com a hipétese de que os operadores sdo

incompativeis. Portanto, em geral, |¢,, 6,) ndo faz sentido para observdveis incompativeis.

2.1.3 Posicao
Autovetores de posicao e medidas de posicao

Ja foi mostrado que uma medida em mecanica quantica €, essencialmente, um processo
de filtragem. Para estender esta idéia a medicao de observaveis que apresentam um espectro
continuo, é melhor se trabalhar com um exemplo especifico. Para tanto, é considerado o
operador posicdo (ou coordenada) em uma dimensdo. E postulado que os autovetores |9,

do operador posicao ¢ satisfazem

q|9,) = an ) (2.40)

e formam um conjunto completo. Nesta relacdo, g, é simplesmente um nimero com dimen-
sao de comprimento, enquanto que ¢ € um operador. O ket de um estado fisico arbitrario

pode ser expandido em termos de |¢,):
e / / /
v) = [ doilon) (oilv). @4

Considera-se agora uma medida seletiva altamente idealizada do observavel posi¢do. Su-
pondo um detector muito pequeno que dispara um sinal somente quando a particula esta exa-
tamente na posi¢do ¢, € em nenhum outro lugar. Imediatamente apds o disparo do detector,
pode-se dizer que o estado em questdo € representado por |¢,). Em outras palavras, quando o
detector dispara, |y), "salta", abruptamente para o autoestado |¢,,). Na pratica, o melhor que

o detector pode fazer € localizar a particula dentro de um pequeno intervalo, A, em torno de
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qn- Um detector realista dispararia quando a particula se encontrasse dentro de uma regidao
estreita (¢, —A/2, g, +A/2). Quando se registra uma contagem em um detector deste tipo,
o ket de estado muda abruptamente da seguinte maneira:

e Mediga [[9nB/2 L )
) 2/_00 Ay, | 0n) (Ol y) = /WA/2 dol |0n) (o). (2.42)

Admitindo que (¢, |y) ndo varie apreciavelmente dentro deste estreito intervalo, A, a

probabilidade para um disparo do detector € dada por

[(only) | doy, (2.43)

onde é usado d¢, para representar A. Esta expressdo € o andloga a |(¢,|y) |? para a probabi-
lidade de |y) ser encontrada num autoestado |¢,) quando o observavel por A for medido. A
probabilidade de encontrar a particula em algum lugar entre —oo € +o0 ¢

Joo
| asil(awl. .44)

que é normalizado em 1 se |y) for normalizado:

+oo
wiv)=1— [ de;{wio}) (oilv) = 1. 245)

Ja pode ser observado que (¢, |y) é uma fungdo de onda para um estado fisico represen-
tado por |y).

2.1.4 Funcoes de onda no espaco de posicao e momento
Funcao de onda no espaco de posicao

Aqui, é apresentado um estudo sistematico das propriedades das fungdes do ondas ’
nos espagos de posicdo e momento. Por uma questdo de simplicidade, é tratado o caso

unidimensional. Os autovetores de base empregados sdo os kets de posicdo, que satisfazem

q|0n) =an |0, (2.46)

e normalizada de tal maneira que a condi¢@o de ortogonalidade torna-se

(Oml®n) = 6 (gm—qn) - (2.47)

Um ket representando um estado fisico pode ser expandido em termos de |¢,),

v) = [ doiln) (oilv), 2.48)

"Funcdo de onda é uma ferramenta matematica que a fisica quantica usa para descrever um sistema fisico

qualquer.
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e que o coeficiente da expansdo (@, |y) é interpretado de tal maneira que

2
[(9alw)|"do, (2.49)
nos fornece a probabilidade da particula ser encontrada num pequeno intervalo d¢, em torno

de g,.

Neste formalismo, o produto interno (¢, |y) é aquilo ao qual usualmente se refere como

sendo a funciio de onda ¢y, (¢,) para o estado |y). Ou seja

(0,1W) = @y (qn)- (2.50)

As interpretagdes probabilisticas para o coeficiente de expansdo ¢, (= (¢,|y)) e para a fun-
¢do de onda @y (¢x) (= (¢,|y)) sdo frequentemente apresentados como postulados separa-
dos em mecanica quantica elementar. Uma das principais vantagens deste formalismo, que
teve a sua origem em Dirac, € que os dois tipos de interpretacdo probabilistica sdo unificados:

¢y (gn) € um coeficiente de expansio, da mesma maneira que ¢, o é.

Seja o produto interno (y'|y). Usando a completeza de |¢,), obtém-se

Wiw) = [doi(w1en) (oilv)

— [ 4910} (4:) 9y (an). (2.51)

tal que, (yY'|y) caracteriza a sobreposi¢@o entre duas fungdes de onda, e é definida como
sendo a integral de superposi¢do. A interpretagdo mais geral para (y’'|y), independente das
representagdes, € que este produto representa a amplitude de probabilidade do estado |y) ser
encontrado no estado |y’). Interpretamos agora a expansio

W) =Y |6n) (9n] W) (2.52)

usando a linguagem de funcdes de onda. Para tanto, basta multiplicar ambos os lados de

(2.52) pelo bra de posigdo (¢, | pela esquerda. Entdo, encontra-se

(Snlw) =Y (9n10n) (9ulW) (2.53)
n
onde, na notagdo usual da mecanica ondulatdria, esta expressao € reconhecida como
Oy (qn) =) Cnltn (qn) - (2.54)
n

Aqui € introduzida uma autofunciio do operador A com autovalor a,, u, (g,) = (@, |9,).
E examinado agora como (y'|A|y) pode ser escrito usando as fungdes de onda para |y) e
|y'). Assim,

WiAlw) = [ o) [0, (v 10:) (011Algs) (04l w)
N / 49, / 95,0y (qn) (B11A197) Py (dm) (2.55)

Logo, para calcular (y'|A|y), deve-se conhecer os elementos de matriz (¢,]A|¢;,), que em

geral é uma fun¢do de duas varidveis g, € g,.
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Funcoes de onda no espaco de momento

Até aqui, continua-se no caso unidimensional por simplicidade. No entanto hd, na ver-
dade, uma completa simetria entre g € p que se pode inferir a partir das relacdes de comu-
tacdo candnicas. Agora trabalha-se na representacdo de momento, ou seja, na base p. Os

autovetores na base p dizem que
plp')=palp") (2.56)

(P'P") =8 (Pn—pm)- 2.57)

Os autovetores de momento |p’) geram o espago de kets da mesma maneira que os auto-
vetores de posigdo |@,). Um ket de estado arbitrdrio |y) pode ser expandido da seguinte
forma:

v = [ o) v, (2.58)

E dado aos coeficientes de expansio (p’|y) uma interpretaciio em termos probabilisticos,
isto €, a probabilidade de que uma medida de p resulte no autovalor p, em um pequeno
intervalo dp’ ¢ igual a |(p'|y)|*dp’. Costuma-se chamar (p'|y) de funcéo de onda no
espaco de momento. A notagdo ¢y (p,) é frequentemente usada:

(P'|W) = by (pn)- (2.59)

Se |y) for analizado, obtém-se
/dP'<l/f|p'> (P'ly) = /dp’ 0y (p)| = 1. (2.60)

Agora buscando a conexao entre a representagcdo g e a representagdo p, recorda-se que
no caso de espectros discretos, a mudanca de base do conjunto antigo |¢,) para o novo
conjunto |6,) é caracterizada pela matriz de tranformac@o. Da mesma forma, espera-se que
a informagdo buscada esteja contida em (@, |p’), que é uma funcido de g, e p,, usualmente
chamda de func¢io de transformacao da representacdo g para representacio p. Para derivar
a forma explicita de (¢,|p’), usa-se |y) como o autovetor de momento |p’), obtém-se

)

(alplp) = =i o {6alP) (2.61)
ou P
Pu{alp) = =i (9P (2.62)

Como solugdo desta equacdo diferencial,

iPgn )

(oplp') = Nel"i"), (2.63)
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onde N € uma constante de normalizagdo a ser determinada. O fato de a fun¢do de transfor-
macao ser uma funcdo de duas varidveis, g, e p,, temporariamente podem ser consideradas
como sendo uma fun¢do de g, apenas, com p, fixo, entdo pode ser vista como a amplitude
de probabilidade de se encontrar, na posi¢ao g,, um autovetor de momento especificado por
DPn. Assim, a (2.61) simplesmente diz que a fun¢do de onda de um autoestado de momento é

uma onda plana. Para a constante de normaliza¢do N, considera-se primeiramente a relacao
(91160 = [ ap' (01lp") (0100 (2.64)

O lado esquerdo é simplesmente J (g, — g) (ortogonalidade), e o lado direito pode ser

calculado com a forma explicita de (¢, |p’) (onda plana). Ou seja

5g—an) = INP [aplel
= 275 |NI” 8 (g0 — ) (2.65)

iPn(‘in*‘lm)]

Convencionando N como sendo um real puro e positivo, finalmente chega-se a

CHIAE ("), (2.66)

1
V21h
Pode-se agora demonstrar como a fung¢do de onda no espago de posicdo se relaciona com

a funcao de onda no espaco de momento. Tudo o que resta é reescrever

(orlv) = [ v’ oile') (1w 2.67)
(Ply) = / dp’ (9u1P") (P'|m) (2.67b)
como
‘Pw(%):[ zlﬂh] / dp' ")y, (p,) (2.682)
¢W<pn):[ zlﬂh}/d%e(%)w(qn). (2.68b)

Pacotes de onda gaussianos

Para ilustar o formalismo bésico, € instrutivo analisar um exemplo fisico. Considera-se
aquilo que é conhecido por pacote de onda gaussiano, ® cuja funcdo de onda no espaco g é
dada por [34]

kg — }
(oplw) = [n'/%\/c_l} e{qu 22| (2.69)
A probabilidade de observar a particula cai rapidamente a zero para |g,| > d. Mais especifi-
camente, a densidade de probabilidade |{¢, |y) |2 tem uma forma gaussiana com largura d, e

pode ser vista na Fig.2.1.

8Trata-se de uma onda plana com um niimero de onda k modulado por um perfil gaussiano centrado na
origem.
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Figura 2.1: Densidade de probabilidade de um pacote de ondas gaussiano.

2.2 Dinamica quantica

Até o presente momento nao foi discutido a maneira segundo a qual sistemas fisicos
evoluem no tempo. Nesta parte, serd tratado o estudo da evolucdo dinamica de kets que
representam um estado fisico e/ou observaveis, ou seja, o andlogo quantico das equagdes de
movimento. Em mecanica quantica, o tempo nado € considerado um operador, é simplesmente
um parametro. Nao faz sentido referir-se a um operador tempo do mesmo modo pelo qual se

refere a um operador posic¢ao.

2.2.1 Evolucao temporal da equacao de Schrodinger
Operador de evolucao temporal

Representa-se o ket correspondente ao estado em um tempo posterior por
|I//7 tO;t> ) (t > 0) (270)

onde manteve-se Y e ty para ser tomado como referéncia, no estado |y), em um tempo

anterior. Tendo a idéia de que o tempo € um parametro continuo, espera-se que

lim [y, 70:1) = [y), (2.71)

11—ty

ou usando-se uma notacao abreviada,

W, t0310) = |W,10) - (2.72)



2.2. Dinamica quantica 27

A tarefa a ser feita aqui € estudar a evolugdo temporal do estado ket:

> Evolugﬁo_te>mporal ‘

VANEL W, 1051) . (2.73)

Em outras palavras, o interesse € saber como o estado ket evolui sob uma mudancga ty — ¢ no
tempo. Os dois kets estdo relacionados por um operador U (¢,1y), chamado de operador de
evolucao temporal:

‘W7t0;t> = U<t7t0) |l//7t0> : (274)

Uma das propriedades do operador U ¢ a unitariedade U (z,10) U (¢,t9) = 1. Também é
conveniente considerar um operador evolugdo temporal infinitesimal U (o + dt,1p):

|w,to;t0 +dt) = U (to+dt,19) | W, 1o) . (2.75)

A equacao de Schrodinger

Na MQ, uma fung¢ao de estado € uma combinagao linear de valor proprio. Na represen-
tacdo de Schrodinger, o estado de um sistema evolui com o tempo, onde a evolucdo para
um sistema quantico fechado é provocada por um operador unitdrio chamado de operador
da evolugdo temporal. Com a deduc@o do operador de evolugdo temporal U(z,1y), é possivel

obter uma equacao diferencial para este operador.

Explorando a propriedade da composicao

iHdt
h

U(t+dt,tg) =U (t+dt,t)U(t,19) = (1 — ) U(t,tp), (2.76)

uma vez que

i H
e~ — %d;..., 2.77)
e a diferencga entre os tempos #| — fyp ndo precisa ser infinitesimal.
Entao,
H
U (t+dt,t9) —Ul(t,19) = _i(ﬁ) dtU (t,ty), (2.78)
que pode ser escrito na forma de uma equacao diferencial:
e
ih=—U(t,ty) = HU(t,1y), (2.79)

ot

onde esta é chamada de Equacao de Schrodinger para o operador de evolucao temporal.
E tudo que € relacionado com a evolucao temporal, deriva da equagao fundamental.

Para se obter a equacdo de Schrodinger para um ket de um estado, deve-se multiplicar
ambos os lados da equagdo por |y, 1y) a direita, onde obtém-se

d
ihEU(tat()) |I//7 t()) = HU(t7t0) |I//7 t()) ) (2.80)
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mas como |y,%y) ndo depende de ¢, usando a relagdo (2.74), a Eq.(2.80) pode ser reescrita

como P
ihE|W7t0;t>:H‘W7tO;t>' (2.81)

2.2.2 O oscilador harmonico simples

Um dos problemas mais importantes em mecanica quantica € o oscilador harmdnico sim-
ples. Além de possuir um grande valor pratico, ilustra muitos métodos e conceitos basicos
de mecanica quantica. Ele pode descrever fendmenos que vao de vibracdes moleculares a
estruturas nucleares. O Hamiltoniano basico do HO simples € [35]

2 2.2

p mam-q
H="—+ ,

2m 2

(2.82)

onde o € a frequéncia angular do oscilador, que estd relacionado com a relagdo @ = \/k/m
(lei de Hooke), e k é a constante eldstica da mola. Os operadores g € p sao hermitianos, e
também é conveniente definir dois operadores

_me (i P me (i
““\ o (‘Hm@)’ “ = 2h< mw>’ (283)

9

ndo hermitianos e conhecidos como operador destruicao e operador criacdo, ~ respectiva-
mente.
Fazendo as relagdes de comutacio candnicas, obtém-se imediatamente
: 1y, .
[a,a } =35 ) (ila.pl+ilp.g]) = 1. (2.84)

Pode ser definido também N = a'a, que é hermitiano e obtem-se de maneira direta

dta = (%) (q2+ mfz)z) + (é) [.)

H 1

- = _ 2.85
ro (2.85)
onde pode ser relacionado o operador nimero resultando:
1
H=hw (N—i— 5) . (2.86)

Uma vez que H é uma funcdo linear de N, N pode ser diagonalizado simultaneamente

com H. Entdo, caracteriza-se um autovetor de energia N pelo seu autovalor n tal que

N|n) =n|n). (2.87)

“Em inglés sdo conhecidas como, annihilation e creation operators.
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Logo, devido as equagdes (2.86) e (2.87) obtem-se também
1
H|n) = (n—i— E) ho|n), (2.88)

o que de forma imediata, sdo dados os autovalores de energia por

1
E, = (n—l— 5) ho. (2.89)

V(X)

E4

/ y

—] E2
N E1
EO
0 X

Figura 2.2: Espectro de energias para o potencial do oscilador harmdnico.

No caso classico, a energia pode ter qualquer valor, sendo determinada pelas condi¢des
iniciais do problema (velocidade e posi¢ao iniciais da massa). J4 no caso quantico, o espectro
de energias consiste em um ndmero infinito de niveis discretos, como mostrado na Fig.2.2.
Para todos os valores da energia, a particula estd ligada, e os niveis de energia estdo igual-
mente espacados, com separacdo i@ entre eles, exatamente da mesma forma que Planck
havia proposto quando formulou a teoria que explicava a radiagdo emitida por um corpo
negro. Outra diferenca com relacdo ao oscilador classico é que o nivel de menor energia

corresponde an =0, é Ey = %h(o.

Este valor finito da energia do estado fundamental, ¢ chamado de energia de ponto zero,
um fendmeno essencialmente quantico e que estd relacionado ao Principio da Incerteza. Na
Mecanica Cléssica a menor energia possivel para o oscilador seria a correspondente a situa-
¢do em que a particula estd em repouso na origem de coordenadas, ou seja, com energia igual
a zero. No caso da MQ arelacdo de incerteza ndo permite esta situacao de termos a particula
com momento zero em uma posi¢do determinada, pois assim teria posi¢do € momento Si-

multaneamente bem definidos. Nota-se, finalmente, que, de acordo com a observagdo de que
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os estados ligados dos sistemas em uma dimensao sdo ndo-degenerados, também no caso do

HO quantico existe apenas uma func¢do de onda associada a cada energia E,,.

2.2.3 Representacio de interacao

Na MQ a Representacdo de Dirac ou Representacao de Interacao ¢ uma intermediacao
entre a Representagdo de Schrodinger e a Representacdo de Heisenberg. Considerando que
nas duas representagdes ou o vetor do estado quantico ou o operador possuem dependéncia
com o tempo, na representacdo de Dirac ambas possuem parte da dependéncia do tempo dos
observaveis. Equagdes que incluem operadores agindo em tempos distintos, que sdo compor-
tadas na representacdo de Dirac, ndo necessariamente serdo comportados nas representagoes
de Schrodinger e Heisenberg. Isto é porque transformagdes unitdrias do tempo se relaciona

com operadores de uma representacdo com o operador andlogo da outra representacao.

Operadores e vetores dos estados quanticos na representacdo de Dirac s@o relacionados
pela mudancga de base para aqueles operadores e vetores na representagdo de Schrodinger
[36]. Para alternar na representacdo de Dirac, divide-se o hamiltoniano da representacao
de Schrodinger em duas partes, Hg = Hy s + Hj 5. Qualquer escolha das partes dard uma
representacdo de Dirac vélida, mas para que seja util na simplificacdo do problema, as partes
sdo escolhidas de forma que H g serd facilmente resolvido e Hj g conterd as partes mais
dificeis de analisar deste sistema. Se o hamiltoniano for dependente do tempo, normalmente
serd vantajoso incluir explicitamente os termos dependentes do tempo com H g, deixando
o Hy s independente do tempo. Se existir um contexto em que isto faca sentido ter um Hy_ g

:‘:iH()Sl‘/h

dependente do tempo, entdo deve-se trocar e pelo operador de evolugdo.

Vetor de estado quantico e operadores

O vetor de estado quantico na representaco de Dirac € definido como

(1)) = €0/ s (1)) (2.90)

onde

s (1)) (2.91)

€ o mesmo vetor da representacao de Schrodinger.

Um operador na representagdo de Dirac € definido como
Ar(t) = Mot/ Ag(r)e~Host/h (2.92)

onde Ag(7) ndo sera dependente de t e podera ser reescrita como Ag.
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Operador hamiltoniano

Para o operador Hy a representacdo de Dirac e Schrodinger sdo idénticas
Ho (1) = efost/t gy ge=iHost/h — g . (2.93)

Isto pode ser comprovado usando o fato que os operadores sejam comutdveis com fungdes
diferencidveis. Este operador em particular também pode ser escrito na forma Hy sem ambi-

guidade.

Para a perturbagio hamiltoniana Hj j,
Hy (1) = eHost/py goiHost/h (2.94)

onde a perturbacdo hamiltoniana da representacdo de Dirac se torna um hamiltoniano de-
pendente do tempo (a ndo ser que [H) s, Ho ) = 0). E possivel de se obter a representacio
de Dirac para um hamiltoniano dependente do tempo Hy 4(¢), mas os exponencias precisam
ser substituidos pelo propagador unitdrio devido Hy 4(¢) ou explicitamente com uma integral
exponencial ordenada pelo tempo.

2.2.4 Decoeréncia quantica

Na MQ, a decoeréncia quantica € a perda da coeréncia ou ordenamento de angulos de
fase entre componentes de um sistema numa sobreposi¢do quantica [37]. Uma das con-
sequéncias disto € a adicdo do comportamento cldssico ao sistema. A decoeréncia quantica
d4 a aparéncia de colapso de funcio de onda (redugdo das possibilidades fisicas numa tnica
possibilidade como vista por um observador) e justifica o quadro e intuitividade da fisica
cldssica como uma aproximacao aceitdvel. A decoeréncia € o mecanismo pelo qual o meca-
nismo cldssico emerge do quantico e determina a localizac¢do da fronteira cldssico-quantico
e ocorre quando um sistema interage com o seu ambiente de uma maneira termodinamica-
mente irreversivel. Isto previne que diferentes elementos na superposi¢do quantica da funcao

de onda ambiente mais sistema, interfiram entre si.

Decoeréncia pode ser vista como a perda de informagdo a partir de um sistema para o
ambiente (frequentemente modelada como um banho térmico), uma vez que cada sistema é
de baixo acoplamento com o estado energético do seu entorno. Considerado isoladamente, a
dindmica do sistema € ndo-unitaria (embora o sistema combinado mais o ambiente evolua de
uma forma unitdria). Assim, a dindmica do sistema por si s € irreversivel. Como acontece
com qualquer acoplamento, emaranhamentos sdo gerados entre o sistema e o0 ambiente. Estes

tém o efeito de partilhar informac¢do quantica com os arredores.



Capitulo 3

Estado quantico de difusao linear
nao-Markoviano

Utiliza-se a solucdo numérica da equagao de Schrédinger estocdstica entre sistema e am-
biente, para obten¢do de algumas particularidades quanticas relevantes, como por exemplo o
comportamento da energia e da posi¢do ao longo do tempo. Espera-se mostrar o desenvol-
vimento do modelo, para que posteriormente possamos observar suas caracteristicas fisicas.
Ao que parece, entretanto, é possivel determinar a dindmica do sistema e ambiente, soluci-
onando numericamente a equacdo de Schodinger no espaco de Hilbert. A derivacdo desses
resultados s@o baseados no modelo padrdo de sistemas quanticos abertos como explanado

neste capitulo.

3.1 Modelo para sistema e ambiente

Sistema e ambiente constituem um sistema fechado para o qual a equacdo de Schrodinger

se aplica. O Hamiltoniano total para sistema e ambiente € dado por
Hiot = H+ Hips + Hbanho: (31)

onde H é o Hamiltoniano do sistema, Hp,,;, 0 Hamiltoniano do ambiente ou "banho de

calor" e H;;;; descreve a interacao entre sistema e ambiente, € 0 ambiente consiste de infinitos

graus de liberdade. A dinadmica de um sistema quantico aberto [1, 15, 38] consiste de um
banho de osciladores linearmente acoplados ao sistema tal que o Hamiltoniano total € dado
por
Hior = H + Hip + Hpanno = H+ Y _(83La) + g3 LT ay) + 1Y wpa]ay. (3.2)
A A

Por simplicidade escolhemos a constante de Planck 7 = 1, o indice A enumera os 0sci-

ladores do banho, a; e a; sdo os usuais operadores destrui¢do e criacdo, respectivamente,

32
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com a propriedade [ay, a;,] = &, ;- O sistema Hamiltoniano H e seu operador acoplamento
L ao ambiente pode ser arbitrario tal como a constante de acoplamento ao oscilador g e
frequéncias @, . Os somatdrios estendem-se sobre todos os graus de liberade do ambiente A,
e embora a teoria seja vélida para qualquer um deles, a soma serd em geral substituida por
uma integral sobre um continuo de osciladores ambientais. Em aplica¢des de Optica quan-
tica, o ambiente € o campo de luz quantizado tal como um banho de osciladores harmonicos
[15, 39].

A Eq.(3.2) também abrange o caso de um acoplamento auto adjunto, onde L = L', onde

L =L" = ¢, o operador posicio. Entretanto, muda-se para uma representagio de interacio

iiw;tt

com respeito ao hamiltoniano do banho livre, que conduz a fases e , acompanhado no

banho, operadores criacdo e destruicao,
Hipr (1) = eHbanol g, o= Hlbanhol — [ 4 Z’(g}lLajl el 4 gy LTaye 7). (3.3)
A
O termo de estado inicial ambiental, permanece inalterado sob esta transformacgao. Além
disso, assume-se um estado inicial ndo correlacionado do sistema e ambiente, do mesmo

modo que, o operador densidade reduzido do sistema permanece inalterado devido a propri-

edade ciclica do trago sobre os graus de liberdade ambiental.
E instrutivo escrever o hamiltoniano acima (3.3) como
Ho(t) = H+ (LB (t) + L'B(1)) (3.4)
com o operador acoplamento do banho

)= Zg,la,le_iw“. (3.5)
A

Fazendo o papel de um operador "for¢a", B(¢) codifica as propriedades do banho e sua in-
fluéncia na dindmica do sistema. Para sua funcéo correlagio que é definida ser a(r —s) =
((B(t)+B(t))(B(s) + B(s))), encontra-se um termo de estado inicial do banho na tempe-

ratura T a expressao padrio [1, 38]
ho
J— 2 — — / —
ot—s) E | gx | <cot <2k T) cos(@y (t—s)) —isen(wy (t s))) (3.6)

que ird desempenhar o papel central para uma representacdo estocdstica do sistema dinamico.

Na temperatura zero, temos

ar-olt =s) = ((BOB')), =X 8 [ e, (3.7)

3.2 Na temperatura zero

Por simplicidade, a primeira derivagdo da equacdo de Schrodinger estocdstica para a

dindmica de sistemas abertos é baseada na temperatura zero do banho, assim o estado puro



3.2. Na temperatura zero 34

inicial do sistema e ambiente é escolhido ser

| Wo)=| wo) [ 01)]02) | 03)... | 0) ..., (3.8)

com um estado arbitrdrio do sistema |yp) e todos osciladores do ambiente em seus estados
fundamentais |0, ).

Na temperatura zero, a estocasticidade no sistema é de origem quantica (ruido quantico),
isto €, sdo flutuacdes devido ao principio da incerteza de Heisenberg. Na temperatura finita,
ha ruido adicional "cldssico", devido a incerteza (cldssica) do estado inicial. O objetivo é
a derivacdo de uma equagdo de Schrodinger estocastica no espaco de Hilbert do sistema,

partindo da equacdo de Schrodinger
lat ‘q]t> - Htot (t) |‘Pt> (39)

no mais largo espago de Hilbert do sistema e ambiente. Para este fim, usa-se uma base de
estado coerente para os graus de liberdade do ambiente [39, 40, 41, 42].

. ~ . i
Utiliza-se os estados coerentes de Bargmann ndo normalizadas [43] |z;) = €294 |0, ) tal

que

d2
1 :/ ;’L el |2) (za, (3.10)

onde d’z) = d(Rez;)d(Imz, ). O estado total em (3.9) é expandido com

d? 2
) = [ SRl ), (3.11)

com a notagdo abreviada |z) = |z1)|z2)...|z)) ... para todos os osciladores do ambiente e,
d?z = d?21d2..d%z ... e |2]F = X5 o)

Uma forma independente do tempo |z) para o banho implica que a parte correspondente
do sistema |y;(z*)) em (3.11) transporta toda a dependéncia do tempo do estado total |¥;).
Isso é relatado para o fato que, como definido, mesmo embora o estado inicial y;—o(z*) = yp
¢ normalizado, a norma dos estados do sistemas y;(z") em (3.11) ndo permanecem iguais
a unidade sob evolucdo temporal. Estados coerentes nido sdo ortogonais, mas satisfazem
(z|7) = &%), Ainda, pode-se expressar os estados do sistema como y;(z*) = (z|¥,) da

(3.11), interagindo sobre os graus de liberdade do ambiente. Assim, y;(z*) é analitico z* =

(25,255 r 255 0)-

Com a expansdo (3.11) para o estado total, a equagdo de Schrodinger (3.9) leva a evo-
lucdo da equag@o para os estados do sistema y;(z*) relativo ao estado coerente do ambiente
|z), no qual sdo usadas as propriedades de (Bargmann) estados coerentes: (z| a; =z (zl e
(zlay = % (z|. Podemos usar a relagdo y;(z*) = (z|¥;) e substituir na equagdo de Schro-

dinger (3.9), para obter as relacdes do termo do lado direito da equacdo abaixo

(z|id W) = (2| Hior|'¥r) (3.12)
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& (H+Z (s34} W+gwale"wﬂ)> ),
onde agora devemos fazer as distribugdes de (z| e |¥;) no termo do lado direito como,
(eH|W0) + ) 25 (2l Lay e 1) + ) ga (o] Liage™ " |9),
A A
ou simplesmente

Hi(z +L2gl (zlab e %) +LTY g5 (zlape " %)),
A

e com isso usar as propriedades de estados coerentes, j4 mostrados anteriormente para sim-

plicarmos o termo

9 .
Hy,(z "‘ngﬂ (] W) + LTZ&%&Z* (z]e” "M |9y),
7 2

* _k 1 l a
HY(E) + L 653 @) + LT D gie ! o (),
oy O
Hy(z +L):g G M)+ L Y gae M Sy (7).
A A

Como temos id; (z|'¥;) = id y;(z*) que é o lado esquerdo da Eq.(3.12), entdo igualamos

com O termo acima para reescrevermos como,

| | . | 9
AVi(Z) = —Hyi(2) +-LY 823 %y (") + - LT gae ™" 5. Vil(E);
A A

A

onde agora multiplicamos ambos os membros da equagio acima por i> para obtermos [44,
45]

o O
2oy (") = iHy (" -I—ZLZg* * ey (2 *)-I—iLTZg,le_’w“aZ* v (z7),
A A

; ‘o O
Iyi(2") = —iHy(") —iLY g5 z5 e  yi (") - iLTZgaef’“’l’ﬁllfr(f)-(3-l3)
P P 2

Na primeira das duas contribui¢cdes ambientais em (3.13), os rétulos de estados coerentes
7 = (x +iyy)/ /2, aparecem como combinagio

g=—i) grze™, (3.14)
A

que é um nimero complexo (dependente do tempo), e (x;,y; ) sdo nimeros reais com dis-
tribuicdes gaussianas com média zero e desvio um. O niimero complexo z terd mais tarde,
o papel de um processo cléssico estocastico conduzindo a equacdo de Schrodinger estocas-

tica. Assim, o primeiro termo ambiental em (3.13) descreve uma ’forca’ externa cldssica
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complexa, enquanto o termo adjunto introduz a derivada % e descrevera dissipacdo. Além

disso este termo € responsavel pela infuéncia do sistema na dindmica ambiental.

Da derivacdo microscépica, € claro que o processo z; depende do complexo conjugado
de rétulos de estados coerentes z;. Isto € devido a soma sobre todos os osciladores do
ambiente (3.14) como o complexo conjugado de um processo estocdstico z;. Seria mais
comodo definir (3.14) z; como ele préprio, sem conjugagdo complexa, um ponto de vista que
tem sido adotado em alguns dos artigos originais [46, 47, 48]. Portanto, para se manter em
linha com o ponto de vista microscopico, chama-se (3.14) de o complexo conjugado de um

processo z;.

Para a derivada em (3.13), o préximo passo é¢ mudar de z; do estado y;(z*) para um z;

de (3.14) fazendo o uso de uma regra da cadeia funcional af* = [ds g;{ 5‘2*. Entdo fazendo
A 2 9%
a substituicdo da regra da cadeia, da relacdo (3.14) em (3.13), obtemos

; dzi o
() = HE) L) il R a3 (@),
A

. iy 925 OW ()
= —iHy (") + L7 v (T LT/ds lZg Wa;atiz;‘ (3.15)

Para melhorarmos a forma da Eq.(3.15), fizemos algumas modifica¢des de termos, logo
usamos a igualdade

a(t—s) _ng e ’“’ﬂgzj, (3.16)

e o termo diferencial da Eq.(3.16) sendo

azs

= _lzg* ioys (3.17)

O integrando € obtido fazendo a substitui¢do de (3.17) em (3.16),
alt—s) = (i} gre " ).(=i) g5 ™),
A A
— Zg)tg* e*i(l)}b (tfs)

que € a funcao de correlacao do banho (3.7), na temperatura zero.

Retomando com a Eq.(3.15), ja que temos a funcao de correlacdo (3.18), obtemos entao

o (") = —iHy, (") + Lz w ( LT/ds ot —s) ugsf),
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ou simplesmente

h‘illlt> = —iH'|y;) + Lz |y) — LY /tds ot —s) olvi) , (3.19)
dt 0 ozt

com os limites de integra¢do obtidos a partir da condi¢do inicial e causalidade, e H' sendo
uma correcdo que serd mostrada posteriormente. A Eq. (3.19) foi estabelecida em [45] e é
apenas uma representacao particular da equacdo de Schrodinger (3.9) para sistema e ambi-
ente. Como explanado na proxima sec@o, z; poderd ser visto como um processo estocastico
e assim (3.19) torna-se de fato uma equagdo de Schrodinger estocdstica no espago do sistema
aberto. As vezes essa terminologia é amplamente utilizada e referida para as solugdes y; (z*)

da equacdo de Schrodinger estocdstica como trajetorias qudnticas [13].

3.3 Equacao estocastica de Schrodinger

Foi mostrada a equagdo (3.19) para todos vetores z = (z1,22,...,23,---), OU equivalen-
temente, todos os processos z; de (3.14), mas gostariamos de fato resolver a equagdo de
Schrodinger para sistema e ambiente através da representacdo do estado total (3.11). Pode-
se esperar, portanto, a capacidade de escolher um finito, ’tipico’ conjunto de vetores z =
(21,225 --,2),-..) tal que o correspondente conjunto finito de estados do sistema y;(z*) da

uma justa representacao da dindmica emaranhada do sistema e ambiente.

Para encontrar o estado coerente ambiental |z), ou equivalentemente, o mais relevante
vetor z entrando na equagdo de evolugdo para os estados y;(z*) do sistema aberto, determina-

se o operador de densidade reduzida p; = Trpgun, | V) (| do sistema a partir de (3.14)

d? 2
pr= / —e @) (wi(@)]- (3.20)

Aparentemente, a dinamica do sistema aberto codificado por p; pode ser determinado de
uma integracdo sobre os vetores z com o peso Gaussiano ¢~ Esta quantidade soluciona a
equagdo de Schrodinger (3.19) para os estados do sistema y;(z*) com muitas realizagdes do
processo estocdstico Gaussiano z; definido através de (3.14), tal que p; é recuperado como

um conjunto médio

o d2z —‘Z‘Z
M(...):/7e (), (3.21)
sobre estas realizacoes:
pr =M ([ (")) (wi (") - (3.22)

A estatistica do processo Gaussiano complexo z; € facilmente encontrada de (3.14) e (3.21)
como
M(z)=0, M(zz;)=a(t—s) e M(zz) =0. (3.23)
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Assim o operador de densidade reduzido do sistema quantico aberto € recuperado como
um conjunto de estados do sistema estocdstico puro W;(z*) - trajetérias qudnticas - obtidas
como solugdes da equacdo estocdstica de Schrodinger ndo Markoviana (3.19), sem qualquer
aproximacdo. A relacdo fundamental (3.22) é muitas vezes referida como a representagdo
de um desenrolar da dinamica do operador densidade [13]. O processo de condugdo z; €
um processo Gaussiano complexo com média zero e correlagdes (3.23). O surgimento do
processo estocdstico z; e sua funcdo correlagio M(z,z) = ot —s) = ¥, |gy | e 7@ (=9,

onde M[| denota a média conjunto sobre a condugio cldssica do ruido.

As muitas realizag¢des para resolver a equagao de Schrodinger estocdstica sao feitas sobre
os nimeros distribuidos normalmente (x;,y; ) jd mostrados anteriormente. Usando a teoria
de perturbacdo no sistema de forgas de auto acoplamento, a derivada funcional da Eq.(3.19),

pode ser escrita na aproximagdo de primeira ordem como uma fung¢ao linear de |y;) [49]

OL) — 0(r,5,2) i) = 0L ). (3.24)
Zs

Durante as simulacdes, € usada aproximacgdo de primeira ordem com o operador sistema,
L= L' = g, que é o operador posicio do sistema. Usando (3.24), a equagdo de Schrodinger

estocastica torna-se

(9 ! el
B |yr) = —iH' [yh) + a7 |yr) — / ds ot —s)e g M |y (3.25)

Nas equagdes (3.19) e (3.25), o Hamiltoniano H' = H(q, p) + ¢*A(t), contém um termo

de potencial adicional que revela-se ser contrabalancado por um termo similar decorrente da

integral de memdria [48]. Usando [Y;) =¥,y ¢a() (), H |@n) = €|@n) ,q = L m Grm |9n) (Pl
e condi¢do ortonormal (¢,|@,/) = 6,7, Eq.(3.25) transforma-se em [32]

lic, = —igcy(t) —iA(t) Z AnmGmm! € (1) +z;qunmcm(t) — Z Gt Oyt () (1), (3.26)

com
< o0 Z| | [a),1+(8m )]t 1
InlOWIOn) = L1823 )
3
:/ds ot — 5)e HE=5) gt 1=9) (3.28)
0
© 2
_ v &l
=Y = (cosawpr —1). (3.29)

W,
Chamamos a atengdo que o operador O(t) € a integral de meméria. Onde N € finito, sempre

esperamos alguns efeitos de memdria e, neste sentido, um comportamento ndo-Markoviano.

O valor esperado da energia é dada por

(E) = (wi|H|w) Zc t)€n, (3.30)
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enquanto o valor esperador para a posicao € dado por
(q) = (wilqly) = Zc 1) G- (3.31)

Agora a equacdo de Schrodinger estocdstica acoplada para um banho com um nidmero finito
de HOs, Eq.(3.26) sera implementada para calcular estas e outras quantidades observaveis

do sistema nos potenciais harmonico e catraca.



Capitulo 4

Resultados

4.1 Potencial harmonico

Nesta secdo € discutido o caso de uma particula no potencial harmonico, acoplado a um
banho discreto de N HOs com frequéncias w, distribuidas no intervalo (0.1,1.0). Estas
frequéncias sdo escolhidas aleatoriamente usando uma sub-rotina em Fortran, mas uma vez
escolhidas, elas sdo mantidas fixas durante as simulagdes, mesmo para diferentes realizagdes
do banho. Nesta aproximacdo, devido ao nimero finito de HOs no banho, o espectro de
densidade € determinado numericamente e € sempre estruturado para baixos valores de N
(ver Ref.[50] para mais detalhes no caso cldssico). As propriedades do banho dependem da
distribui¢do de frequéncias dos N HOs [50].

O gerador de frequéncias € escolhido tal que no limite N — oo temos trés distribuicdes
continuas distintas: banho 6hmico, sub-6hmico e super-6hmico. Cada oscilador terd um par
distinto (x,,y; ), nimeros escolhidos aleatoriamente com média zero e desvio um. Para cada
coeficiente ¢, da Eq.(3.26), consideramos condi¢des iniciais retangulares: ¢,(0) = 1 +0.i.
Consideramos os 10 primeiros niveis de energia, com energias iguais a da Eq.(2.89). Usamos

a frequéncia do sistema = 1.0, 7 = 1.0 e a energia do estado fundamental igual a 0.5.

Assim nosso estado inicial € dado por

10
o)=Y |n), (4.1)
n=1

que é uma superposicao coerente de todos os 10 estados |¢,). A fim de obter o decaimento
de energia como uma fun¢do do tempo e a média da posi¢do como uma fun¢do do nimero
de osciladores no banho, Eq.(3.26) € integrada usando o método de Runge-Kutta de quarta
ordem [51] e os valores de ¢, () sdo introduzidos na Eq.(3.30) e (3.31). Na primeira parte
desta secdo, as frequéncias dos osciladores harmodnicos do banho seguem uma distribuicao

quadratica, fazendo o espectro de densidade como uma fungio linear J(® < @) =< @ para

40
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um nimero muito grande de osciladores. Para tornar a comparacdo mas fécil, a constante
de acoplamento ao oscilador de cada oscilador no banho sdo iguais a g4, = 0.01/+/N. Este
acoplamento efetivo é necessdrio tal que o efeito do ambiente sobre o0 HO converge quando

N se torna grande [52].

4.1.1 A energia do sistema

Na Fig. 4.1 a evolug@o temporal da energia média (E), Eq.(3.30), é mostrada para um
banho contendo um oscilador com a frequéncia @ = 0,398 e para 500 condic¢des iniciais
(pares (x3,yy) para z; da Eq. (3.14)). Na Fig. 4.1 a média da posi¢io (g) da Eq.(3.31) é
também apresentada. Pode-se ver claramente que, além da pequena amplitude das oscila-
¢des rdpidas no tempo trspido = 27/Aw, ~ 4,5, para tempos ty = tiento/2 = T/AO_ ~ 5,2 0
sistema perde em torno de 6% de sua energia inicial para o banho, mas € capaz de recuperar
iSto no tempo g = fento ~ 10, 5. Esta troca de energia entre sistema e ambiente vai se repetir,

com frequéncia em torno de Aw_ ~ 0,61.
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Figura 4.1: A média da energia do sistema, Eq.(3.30), para um oscilador no banho, acoplado
com a constante de acoplamento ao sistema g = 0.01y/N e a posicio média correspondente,
Eq.(3.31)

A energia média sobre o tempo de retorno (onde a energia transferida para o banho re-
torna para o sistema) € quase constante. Os tempos de retorno da energia dependem da

frequéncia do oscilador de banho. A dependéncia do tempo da energia foi também con-
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firmado pela evolu¢do da média da posi¢@o: o sistema oscila simetricamente muito rapido
em torno do centro (¢g) = 0, com uma amplitude que segue quase o padrdo do decaimento
de energia. A saber, o minimo da energia corresponde ao minimo da maior amplitude do

oscilador no sistema.

Na Fig. 4.2 é mostrado a evolucdo individual do tempo dos 10 niveis de energia do
potencial harmonico para 0 mesmo banho usado na Fig. 4.1. Os numeros de energias sao
denotados pelo nimero quantico n, ou seja, a curva denotada por n = 1 mostra a evolucao
temporal da probabilidade do estado fundamental, |c; |2, com n = 2 denota os valores da
probabilidade do segundo nivel de energia, |C2|2, e assim por diante. Pode ser verificado
claramente que, enquanto os baixos estados permanecem com fracas oscilacdes, os altos

niveis de energia oscilam seguindo as trocas de energias observadas na Fig. 4.1.

Figura 4.2: A evolugao temporal das probabilidades |c, |2 dos 10 estados do sistema acoplado
com um HO do banho.

Na Fig. 4.3 € mostrado o decaimento de energia para um banho de N = 10 HOs, com
frequéncias entre 0.1 e 1.0, mantendo a frequéncia do primeiro HO do caso anterior (N = 1)
e escolhendo mais nove frequéncias. O limite de tempo estudado aqui € (4 = 100), e pode
ser visto claramente que a energia do sistema voltard para o sistema mas nao sera recuperado
inteiramente, tal que o tempo médio da energia do sistema nao € mais constante. Entretanto,
esperamos que algum tempo depois t > 1,4 a €energia retornara inteiramente para o sistema,
uma vez que € um sistema finito. O comportamento qualitativo na taxa do decaimento de

energia muda para diferentes intervalos de tempo.

E mostrado por simbolos o melhor ajuste do decaimento de energia, isto é, um ajuste
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Figura 4.3: O decaimento da energia média, Eq.(3.30), para um banho com 10 HOs e a média

da posicdo, Eq.(3.31). Exibimos os melhores ajustes com simbolos.

exponencial (circulos na figura), com o expoente & = 0.0019, para tempos curtos, seguidos
para tempos maiores por dois ajustes de tipo leis de poténcias, com os expoentes 3 = 0.0457
(tridngulos na figura) e B’ = 0.038 (quadrados na figura), respectivamente. Dizemos que a
mudanca qualitativa da exponencial para o decaimento da lei de poténcia, ocorre para tempos
préximos #,_, 5. Na Fig. 4.3 representamos também a correspondente média da posigao.

A evolucdo temporal das probabilidades |c,,|2 para todos os 10 niveis de energias do
sistema com N = 10 HOs acoplados do banho, é exibido na Fig. 4.4. Como na Fig. 4.2,
n = 1 mostra a probabilidade para baixos niveis de energia, |c| \2, n = 2 corresponde ao
segundo nivel e assim por diante. Novamente, fica claro que altos niveis de energias decaem

mais rapidamente: quanto maior o nivel, maior € o decaimento.

Na Fig. 4.5, mostramos o decaimento da energia média e a média da posicdo para N = 50
osciladores do banho acoplados ao sistema, sendo 10 frequéncias do caso anterior mais 40
novas frequéncias. Na Fig. 4.5, é observado que o sistema tem um comportamento dissipa-
tivo para tempos considerdveis, com um decaimento exponencial, (E) o< exp(—0.0027¢) para
0 <t < 5. Observa-se também os decaimentos com a lei de poténcia, com (E) o< §—0-3472
para tempos intermedidrios 40 < t < 60 e (E) o< t =040 e para largos tempos, t > 70. Os
melhores ajustes sdo representados por simbolos na figura. Nesta mesma figura observa-se

também que o sistema nao alcanca mais as posi¢des mais afastadas da origem.

Em relagdo a evolu¢do em tempo das probabilidades |c, |2 de todos os 10 niveis de energia
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Figura 4.4: A evolugdo temporal das probabilidades |c, |2 dos 10 estados do sistema acoplado

para um banho contendo N = 10 HOs.

na Fig. 4.6, podemos observar que o comportamento em estados de energias mais baixas,
nao possuem um decaimento tao acentuado quanto nos niveis mais altos. Para altos valores

4 . . L . 2 .
de n, é observado um decaimento mais rapido de |c,|” do que nos casos anteriores.

Tais tipos de comportamentos (exponencial seguido por duas leis de poténcia) sdo en-
contrados também para N = 100. Na Fig. 4.7, resumimos os resultados do decaimento de
energia para N = 1,10,20,50 e 100 HOs. A primeira observagao € que as energias decaem
mais rapidamente para N grande. Para todos os valores de N, observamos um decaimento
exponencial para tempos curtos, € para 10 < N < 100 na regido dos tempos intermediarios e
largos o decaimento € de tipo lei de poténcia. A figura mostra uma transi¢ao entre um regime
quase conservativo, encontrado para valores pequenos de N (com N < 20), onde a energia
perdida do sistema voltard ao sistema depois de um certo tempo, para um regime completa-

mente dissipativo (N > 50), onde para o tempo considerado a energia somente decai.

Detalhes do decaimento exponencial e das leis de poténcia serdo discutidos mais adiante,
na secdo 4.1.4. Quando N aumenta o primeiro decaimento de tipo lei de poténcia fica mais
evidente e o segundo decaimento torna-se mais pronunciado e maior. Notavelmente, o com-
portamento para N pequeno € mapeado pela curva de N maior: por exemplo o expoente & do
comportamento de tipo exponencial nos tempos curtos € quase sempre 0 mesmo para todos

N > 10. Para N > 50 observa-se decaimentos muito parecido para todos os valores de tempo.
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Figura 4.5: O decaimento da energia média, para um banho com 50 HOs acoplados no

sistema e a média da posicao.

4.1.2 Pureza

E possivel analisar também a pureza P(t) = Tr, [p2(¢)], uma quantidade que mede a
decoeréncia no sistema onde p;(7) = |y;) (y;| € a matriz de densidade reduzida. No estado
coerente inicial, a matriz ps(0) tem 10 termos diagonais e 10 termos ndo diagonais. Os
termos nao diagonais caracterizam a decoeréncia quantica. Uma decoeréncia total acontece
quando todos os termos ndo diagonais desaparecem e neste caso a pureza é P(r) = 1/10 ~
0.1. Na Fig. 4.8 mostramos a evolu¢do temporal da pureza para os mesmos parametros
mostrados na Fiq. 4.7. Para N = 1 a pureza diminui e cresce no tempo, mas com varia¢des
muito pequenas. Para 10 < N < 100 encontramos um regime transitério observado para
a energia: um decaimento exponencial e duas leis de poténcia seguida por acréscimo da
pureza (para valores de N intermedidrios). Para todos os valores de N ndo € observada uma

decoeréncia total.

4.1.3 Dinamica no espaco de fases

A dinamica no espago de fases ¢ mostrado na Fig. 4.9 para uma realizacdo do banho
e para diferentes valores de N. Para N = 1 a evoluc¢do do tempo ocorre sobre um circulo
com uma pequena largura. Quando N cresce, este circulo comeca a se parecer com um anel

com largura maior. Em # = 0 a particula comeca do lado externo do circulo. Com o passar
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Figura 4.6: A evolugdo temporal das probabilidades |c,,|2 para um banho contendo com
N =50 HOs.

do tempo, parte de sua energia € transferida para o banho movendo-se em direcdo ao lado
interno do circulo. Uma vez que existe continua troca de energia entre sistema e banho,
esperamos que a particula se mova continuamente entre o lado interno e externo do circulo.
A particula ndo perde mais energia aumentando o nimero de osciladores no banho. Isso é
devido ao fato que o total da constante de acoplamento dos osciladores é em todos os casos
amesma, g; = 0.01+/N.

Resumindo, o comportamento geral observado para a energia em principal a pureza é
que, para tempos curtos ¢ < tg;. ~ 10 (obtido das simulacdes) o decaimento exponencial
¢ independente de N pois o sistema ndo teve tempo para enxergar a descontinuidade do
banho. O sistema se comporta como um banho continuo. Depois disso, para tempos ¢t >
t4isc» a descontinuidade do banho € reconhecida pelo sistema e a dependéncia de N torna-se
visivel. Para pequenos valores de N, a descontinuidade faz a energia tender a retornar para o
sistema. Esse retorno ainda obedece um comportamento exponencial. Assim, para pequenos
valores de N a distinguibilidade do banho induz somente o retorno da energia para o sistema.
Para valores intermedidrios de N, o efeito de retorno da energia para o sistema € reduzido
e aparece um decaimento de tipo lei de poténcia. Para N grande, a densidade espectral
das frequéncias do banho tende para um continuo, mas com a lei de poténcia decaindo, ao

contrdrio da exponencial.
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Figura 4.7: O decaimento da energia média para um banho com N = 1,10,20,50 e 100 HOs.

4.1.4 Banhos 6hmicos, sub-6hmicos e super-ohmicos

Agora retornamos nossa atencao para outros tipos de distribui¢des, consideramos o caso
para o qual a densidade espectral de frequéncias tem a forma J(®) = @*, com 0 < 5 <2
[1]. Se s =1 a distribui¢do de frequéncia quadratica do banho 6hmico € recuperada. Para
s < 1 temos o banho sub-6hmico, onde baixas frequéncias no dominio escolhido possuem
uma grande contribui¢do. Para s > 1 temos o caso super-dOhmico, onde altas frequéncias

aparecem mais frequentemente.

Na Fig. 4.10 temos os expoentes o para decaimento exponencial da energia para tempos
menores em todos os trés tipos de banho: 6hmico (s = 1), sub-6hmico (com s = 0.1) e
super-6hmico (com s = 1.9). Pode-se notar pequenas diferencgas entre os tipos de banho para
N pequeno; as diferencas ficando maiores para N grande. Imediatamente aparente é que
também hd pequena diferenca entre os N do mesmo tipo de banho, para todos os trés tipos
de banhos. Em geral, as diferencgas entre os expoentes dos trés tipos de banhos sdo menores

do que 1073 ordens de grandeza.

Os expoentes do decaimento de energia 3 pela lei de poténcia na regido para tempos
maiores, podem ser observados na Fig. 4.11, para os mesmos tipos de banho. Diferentes do
que os expoentes do comportamento exponencial, notamos diferencas da ordem de méximo
0.2 nos expoentes dos diferentes tipos de banho. Notamos um acréscimo significante de 3
quando N cresce.
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Figura 4.8: A pureza para um banho com N = 1,10,20,50 e 100 HOs.

4.2 Potencial de catraca

E considerado o problema composto pela particula sob a influéncia de um potencial pe-
riédico assimétrico do tipo catraca (sistema) interagindo com N osciladores harmdnicos in-
dependentes (ambiente) [S0]. O potencial de catracas € dado por [53]

X —X % X—-X
7( " 0) — Iosen47r7( 1 0) ,

onde A € a periodicidade do potencial, Vj € a amplitude, e V| é uma constante arbitraria. O

V(X) =V, — Vysen2r (4.2)

potencial € deslocado por uma quantidade X a fim de localizar um minimo do potencial de

catraca na origem.

A Eq.(4.2) pode ser reescrita como

V(X) = senaurt (X —Xo) +0,33sen2am (X —Xo)) 4.3)

oo
4726
onde nas simulagdes escolhemos a constante C ~ 48,935, tal que Vy = 0, Xp ~ —2,16,
oo=1/6e 6 =0,0006. A determinagdo dos niveis de energia e as fun¢des de estado que
solucionam a equagdo de Schrodinger para uma particula em um potencial assimétrico, se
faz através do algoritmo numérico Numerov [54]. O método de Numerov é um método nu-
mérico para solucionar equagdes diferenciais ordindrias de segunda ordem no qual o termo
de primeira ordem ndo aparece. O método € implicito, mas pode ser feito se a equacdo é
linear. O método de Numerov foi desenvolvido por Boris Vasil’evich Numerov e uma breve

apresentacdo do método encontra-se no Apéndice A.
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Figura 4.9: Dinamica no espaco de fases para N = 1,10,20,50 e 100 HOs (da esquerda para

a direita e de cima para baixo.

Nas simulag¢des usamos como condi¢des iniciais para os coeficientes c¢,, um pacote de

—24)2 . .
%, onde o = 3 e C € a constante de normali-

zacdo. Assim, teremos um pacote de ondas com um pico de energia no nivel 24, localizado

ondas Gaussiano na forma ¢ (r) = C exp —

no meio do espectro de energia, correspondente aos valores de 64.15 a 83.05, descritas por
linhas horizontais de cor preta na Fig. 4.12. Todos os niveis de energia podem ser vistos
nesta figura. Aqui, os coeficientes ¢, tem a forma Gaussiana acima e cumprem a condi¢ao
Y., |eal? (0) = 1 Podemos observar o primeiro caso, como sendo o sistema acoplado com
apenas um udnico oscilador, N = 1, na Fig. 4.13, com 500 condi¢des iniciais (x;,y; ). Nesta
figura, conseguimos observar no decaimento da energia média (E), uma certa periodicidade,
em relacdo as trocas de energias entre o sistema e ambiente. O sistema vai perder energia
para o banho e depois de um tempo ¢ ~ 22 a energia volta no sistema. Nesta mesma figura,
¢ mostrado a média da posi¢do (g) correspondente a0 mesmo banho, que acompanhara a

assimetria do potencial.

Na Fig. 4.14 € mostrado a evolugdo temporal para os 9 niveis de energias intermedidrios,
do potencial de catraca para o mesmo banho usado na Fig. 4.13. Os niveis de energias siao
denotados pelo niimero quantico 7, ou seja, a curva denotada por n = 20 mostra a evolucao
temporal da probabilidade do nivel 20, |cz0|2, com n = 21 denotando os valores da probabili-
dade do vigésimo primeiro nivel de energia, |c) |2, e assim por diante. Mostramos apenas 0s
niveis intermedidrios que estdo entre 20 e 28, pois sdo os niveis de energia que compreendem

a regido central do pacote de ondas gaussiana considerada, ou seja, sdo aqueles niveis que
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Figura 4.10: Ajustes exponenciais, o, do decaimento de energia em regides de baixos valores

de tempo, para banhos 6hmicos, sub-6hmicos e super-6hmicos como uma fungao de N.

tém valores diferentes de zero no tempo ¢ = 0. O nivel 24 tem o valor méximo, por ser o cen-
tro do pacote de ondas, seguido pelos valores dos niveis 23 e 25 e depois os niveis 22 e 26.
Mostramos com simbolos os niveis superiores a 24, para distingui-los de niveis inferiores.
Observamos que todos os niveis apresentam um comportamento oscilante, que acompanha

o decaimento de energia da figura anterior.

Acrescentando osciladores no banho, como pode ser visto na Fig. 4.15, temos o caso
para o sistema acoplado com N = 10 HOs. Nesta figura, observamos as curvas do decai-
mento da energia média e posicdo, com algumas oscilacdes que ocorrem na curva da ener-
gia, provavelmente devido ao nimero de condi¢des iniciais serem um pouco baixas, neste
caso temos 520. E observado o sistema em comportamento quase conservativo, situacdo
parecida com o caso de potencial harmonico para o mesmo N. O sistema perde energia para
o banho, mas recupera novamente depois de ¢ ~ 22, observando-se um decaimento expo-
nencial, (E) o« exp(—0.0002¢) para tempos pequenos 0 < ¢ < 1.8. Observa-se também os

oc $—0-001

decaimentos com lei de poténcia, (E) para tempos intermedidrios 2.7 <t < 5.7 e

(E) o< 179002 para grandes tempos, 1 > 6.

Em relacdo a evolugdo temporal das probabilidades |c,,\2 dos 9 niveis intermedidrios de
energia, Fig. 4.16, podemos observar que as probabilidades em estados de energias sdo
semelhantes a0 mesmo comportamento do caso anterior. Para n = 24, é observado o maior
valor da probabilidade de encontar a particula, com |c24|2 = 0.26. Isto € devido ao fato de

ser a regido central do pacote de ondas, compreendido entre aqueles 9 niveis de energias



4.2. Potencial de catraca 51

Figura 4.11: Ajustes da lei de poténcia, 8, do decaimento de energia em regides de altos
valores de tempo, para banhos 6hmicos, sub-6hmicos e super-6hmicos como uma fun¢do de
N.

considerados a ser diferentes de zero no tempo inicial.

Considerando os dois casos anteriores N = 1 e N = 10, e acrescentando mais 40 HOs no
banho teremos N = 50 HOs. Representamos todas as curvas em um mesmo gréfico para efei-
tos de comparagio, como pode ser observado na Fig. 4.17. E considerado uma distribuigéo
quadrdtica no intervalo (0.1, 1.0), onde para cada banho, uma vez escolhidas as frequéncias,
elas sdo mantidas constantes. Para cada caso, varia-se somente x; € y;, que sdo nimeros
reais de destribui¢des com média zero e desvio um. Para as simulagdes, consideramos todos
os niveis de energias do sistema, descrito por um pacote de onda de 35 niveis de energias,
&y, correspondente a 35 fungdes de ondas, ¢, (e implicitamente os coeficientes ¢,). Como ja
mencionado, as condi¢des iniciais dos coeficientes ¢, sdo considerados 0, exceto para os 9
niveis intermedidrios, compreendidos entre n = 20 e n = 28, que sdo as distribui¢des Gaus-
sianas. Observamos para todos os valores de N um comportamento quase conservativo: a

energia que o sistema perde vai voltar para o sistema aproximadamente no mesmo valor.
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Figura 4.13: A energia média do sistema, Eq.(3.30), para um sistema acoplado a um HO

com g; = 0.01y/N. E mostrado também a média da posi¢do correspondente.
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Capitulo 5
Conclusoes

De forma geral, o fato inevitavel de que sistemas quanticos reais estdo sempre em regime
de interacdo com um ambiente externo, coloca a questao de quais sao as consequéncias dessa
interacdo para as propriedades efetivamente observaveis dos sistemas. Segundo a MQ, o tra-
tamento do sistema quantico mais seu respectivo ambiente como um sistema autdnomo com
evolucdo temporal prevé imediatamente um processo dindmico do sistema com o ambiente,

com consequéncias para o que se possa chamar de estado de ambas as partes.

Em primeiro lugar, o ambiente ndo € em geral algo suficientemente bem definido, além de
tipicamente complexo. Por essa razdo adquirem relevincia modelos tratdveis de ambiente,
bem como andlises que os caracterizem como genericamente adequados em determinadas
situacdes. Particularmente relevante € ainda o fato de que o monitoramento do sistema quan-
tico em consideracdo se da através de varidveis dinamicas que estejam diretamente envolvi-
das no processo de interacdo com o ambiente. A natureza das varidveis dindmicas envolvidas
nesse processo € portanto um ingrediente de suma importancia para determinar os efeitos do

ambiente sobre o estado do sistema quantico considerado.

Este trabalho foi concentrado na generaliza¢do ndo-Markoviana da equag@o de Schrodin-
ger estocdstica, na dindmica de sistemas abertos. Determinamos a solu¢do numérica desta
equacao para uma particula acoplada a um banho com um nimero finito de HOs. Utilizando
o método de Numerov [54], determinamos os niveis de energia e as fungdes de estado que
solucionam a equacao, para a particula em um potencial de catraca. Por motivos de compara-
¢do, utilizamos o potencial harmo6nico, com os niveis de energia conhecidos analiticamente.
Para o potencial harmdnico temos o potencial simétrico, ja para o potencial de catraca temos

o potencial assimétrico.

O principal objetivo deste trabalho foi alcan¢ado, pois mostramos as caracteristicas gerais
de um sistema acoplado com um banho contendo um nimero finito de HOs. Utilizamos

a equacdo de Schrodinger estocdstica a temperatura zero para o estudo do decaimento da
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energia da parte do sistema, sob a influéncia dos potenciais. O sistema foi acoplado por um
banho composto de um nimero finito de HOs. Para as discussdes escolhemos, no limite
N — oo, uma distribuicdo de banho 6hmico, mas também estudamos os casos de banhos
sub-0hmicos e super-Ohmicos. No caso de um potencial harmdnico, com intensidade de
acoplamento efetivo para o banho g = 0.01/+/N, foi observado que nimeros muito pequenos

de N a energia € trocada de forma peridédica com o banho.

Para valores intermedidrios de N como 10 < N < 20, o tempo médio de energia do sis-
tema comeca a decair, transferindo parcialmente sua energia para o banho. Para estes valores
de N, observamos um decaimento exponencial para pequenos valores de tempo, e dois de-
caimentos por lei de poténcia para tempos mais altos. Para valores relativamente altos de
(N > 50), o mesmo decaimento exponencial foi observado e um maior comportamento do
tipo lei de poténcia. Para o sistema situado no potencial de catraca, rende uma comparacao
facil com o caso harmdnico, onde usamos a mesma intensidade de acoplamento, g;, e as
mesmas frequéncias do banho. Foi observado que para todos os valores de N consideravéis
temos um comportamento quase conservativo, diferente do caso simétrico, onde para N > 50

temos um comportamento aparentemente dissipativo.



Apéndice A
Método de Numerov

O método de Numerov pode ser usado para solucionar equagdes diferenciais da forma

(455 s =o. A1)

onde a fungdo y é calculada no intervalo [a,b] em posi¢des equidistantes x,. Comecando
com valores das fungdes em duas amostras consecutivas x;,_; € x,, os valores da funcio

remanescente podem ser calculados como [54]

2 2
(2_ %fn) Yn— (1+%fn—1> Yn—1
2
1+%fn+l

Yl = ; (A.2)

onde f, = f(x,) e y» = y(x,) sdo os valores das fung¢des nas posi¢des x,, € h = x, —x,_1 € a
distancia entre duas amostras consecutivas.

Para equacdes nao lineares da forma

d*y
e f(.y) (A.3)
o método é dado por
1
Yt =2 =t + 5 £ 1000+ fo). (A4)

Este ¢ um método de vdrias etapas linear implicito, que reduz para o método explicito dado

acima se a funcao f € linear em y, e alcanca ordem 4.
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