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Resumo

O objetivo geral deste trabalho € o estudo tedrico da dindmica de polimeros flexiveis com
topologia de mundo pequeno através do modelo de Rouse[1]. O primeiro objetivo especifico
¢ determinar a solucdo geral da equacao de Langevin[2] e aplicd-la para nosso modelo. O
segundo objetivo especifico € a construcdo de novas redes de mundo pequeno de tipo arvore,
usando as técnicas de programacdo (Fortran). Outro objetivo € a determinacdo numérica dos
autovalores da matriz de conectividade para as redes de mundo pequeno, que resolverd a
dindmica. Conhecendo o espectro dos autovalores calcularemos o deslocamento médio dos

polimeros e o0 médulo complexo.



Abstract

The main objective of this work is the theoretical study of the dynamics of flexible poly-
mers having a small world topology using the Rouse model [1]. The first specific objective
is to determine the general solution of the Langevin equation [2] and use it for our model.
The second specific objective is the construction of new treelike small-world networks, using
programming techniques (Fortran). Another objective is the numerical determination of the
eigenvalues of the connectivity matrix for small-world networks, which will solve the dyna-
mics. Knowing the eigenvalues’ spectrum we calculate the average polymer displacement
and the complex modulus.



Capitulo 1

Introducao

O estudo de redes, sob uma forma matematica € o estudo da teoria dos grafos e um dos
mais pilares fundamentais da matematica discreta. Euler em 1735, apresentou a solucdo
do problema da ponte de Konigsberg que € frequentemente citada como a primeira prova de
verdade da teoria de redes, e durante o século XX, a teoria tornou-se um conjunto substancial
de conhecimento. Redes complexas referem-se a um grafo que apresenta uma estrutura
topografica ndo trivial, composto por um conjunto de vértices (nds) que sao interligados por

meio de arestas [3].

J4 na década de 1930, os socidlogos perceberam a importancia dos padrdes de conexdo
entre as pessoas para a compreensdo do funcionamento da sociedade humana Figura 1.1.
Tipicos estudos de rede na sociologia envolviam a circulacio de questiondrios, perguntando
aos entrevistados para detalhar suas interacdes uns com os outros. Pode-se entdo usar as
respostas para reconstruir uma rede na qual os vértices representam os individuos e arestas
das interagdes entre eles. Essas pesquisas eram baseadas em caracteristicas muito peculiares
das redes, como a centralidade (o vértice mais central) e a conectividade (vértices com maior
ndmero de conexdes). A centralidade e a conectividade eram usadas, por exemplo, para
determinar os individuos que melhor se relacionavam com os demais ou para identificar os

individuos mais influentes.

E possivel, por exemplo, modelar toda a estrutura fisica de uma grande rede de compu-
tadores tal como a Internet. Nesse caso, os computadores conectados a internet referem-se
aos vértices da rede enquanto que os cabos e meios de tranmissao representam as arestas
do grafo. Outras analogias pode ser também utilizadas, tais como o conteddo de paginas
WERB - World Wide Web, relacdes sociais entre grupos de pessoas, redes organizacionais ou
de negdcios entre companhias, redes neurais, redes metabolicas, cadeia alimentar, entre ou-
tras. Como ilustracdo da modelagem de redes complexas como grafos, considere as Figuras
1.1 e 1.2, que mostram a estrutura da rede Internet e a estrutura da rede Web do Google,

respectivamente.

10



11

rtarilla Firefou

Debian G Line oy
Microsalt Tsermet Explorer
T WerdPrass mozilla.org
Viasrabla Wk Aay Brevinr F3E €55 Validater Macromadia Franca - Cantre da
k¥ - !ﬁ@‘mhlrw-uu Flaih Player
hetpal g Ere -y The Isterset Euplarer home
— - e S £ pape har moved Opera Soltware
Online Bask: Fage - " nauessdcrasedt.com. WerldPages. cof Suadhboard Copyright M
releres 'ﬁ‘l"_;"}r‘:dfl_"';"“‘w‘;"r' Businass /Stasdurd Saarch) e
AR Sun Micrasystems L qE,:"’""““P"'. or Vot TAF.net - Innermet Address
(T TN 7 Ckinaq bredut Infarmation Fritzapa-tomy Fnder
Stcrarafi Corpar smreedia Shockirave Uounlasd Wihite Pagas lrtig: on
F Whotthera ?
-1 Haromadla) - bt = Seanch Engine Shouds A Yahoe Peaple Sae 100
m“m“‘%; | "y Adaba Syitems fae .ﬂf um;:-m Guide to Teb
B ol _ Searchi e
?:r'kl:l:ﬂ'" Bussell andte. Rita ‘ E 188 Corpar st TR0t E3pple Guicktime’ R Tl Librariansi 3% [ndex ta the
i.com LE T Abon Internet - liorg
KB Toyr.cam - Toye, Vides
Gamar, Collactibler. Seftuars i "‘mm::““'"”w"
— aaed Here i ‘Washington Past Borders 3 mmﬁ:"ﬁﬁ"‘"“""""""" 5 Saarch Lngine Watch Visksie Chartering Engine .
ooksamillian.com h sk . i Mamars -
Toin Clasty Picturas % et Wab Suardh bomg Proa Lol
K B d sable, MetaCr. en Directory Prajec
Barnes & Mable.com e o chee e arwas snd b ) Startpagina.nl = 'é'.""";'l 1z sk Seardh Homs P, Opan Birsetary Prajact
"- LTI g S~ . = = AT i
Fhacwallan Camputer Publishin Sorthern Light “’““9}". —_— = -‘—':-T_ - ';;-,. — TeOM. e ar chcom
Hanadu NN - Eable Maes Network helpdask Cooglia g G g My Way
USA Today v shas
The Liurgical Press — i The Tatarmet Havie Gatsbars % houpalFasech salzonss
Uarnes & Moble,coms M Tt ol e b2t ana | \ LookSmars
' = Late .
sveabte g v ol apali Eecd Guistons B
The New York Times Porth g0, Indianapolis Hetels, — (""A““kJm TicadChick! web Seardh
AreaBulds Perlindnapolis Real ¢ F < g iy
Haing Being
Findl ane
Masa Local (owbde, M !
T eatiiasihdativials, Mesa Real tndlana Local Gaide, Tndiana| Encyclapasdia firitannica
— T ErareAreaquiderant G MOHE aRa Beal Extape L (Babellich Onelosk Dintbsnary Snarch
L thaby Washinglea Lecal Guide. Estate
. [ 1-..-:-_ Wacerds U5 Fredhmea Washingtes Hoveli. Washingron uls2
User Friendly Clarkivillz Local Guide. Eilaggers 404 - Page net Faund
(€0 B Clarksville Hotels, | [loiopagest e
. .~ O e i faatas Local Gubde, Kansas

8 < Hatels, Kansas Real Blaguiie
Wirginia T

Estate-Areaguides.
Vakima Local Guide, ¥akimade, C

hicage
— [T A vl yaur 0, get R Haa, T Hetals, valdaiiitad el Estare He. Jackson
v Mo By emratal L e ibation, Estate Areaguides, 5 Jacksan Real Estate

sl aipHac = LE2SD prpr Tag-Board Smilies
rand tes: o Hella 1 Welcome
RHARSO0Y - Digital Husic hympla Lacal Guly e 1 e i,
L Pt ol Opmapis § 1107 s

Muriresshors Beal

Figura 1.1: Representacao da rede Web do Google.
Fonte: http://commons.wikimedia.org/wiki/Image:WorldWideWebAroundGoogle.png
(dltimo acesso em 22/01/15).

As redes aleatdrias geralmente mostram o chamado efeito de mundo pequeno, ou seja,
o comprimento médio do caminho mais curto é pequeno. Entdo, em principio, € natural
chamé-las de redes de pequeno mundo. Watts e Strogatz [4] notaram a seguinte caracteris-
tica importante de numerosas redes na natureza. Embora o comprimento médio do caminho
mais curto entre seus vértices € muito pequeno da ordem do logaritmo de seu tamanho, o co-
eficiente de agrupamento € muito maior do que deveria ser para grafos aleatorios classicos.
Eles propuseram um modelo (o modelo WS) que demonstra tal possibilidade, e também cha-
mou arede de mundo pequeno. O modelo pertence a classe de redes exibindo um cruzamento
de ordens de estruturas aleatdrias e pode ser tratada analiticamente. Por definicao de Watts
e Strogatz, as redes de pequeno mundo sdo aquelas com pequenos valores de comprimento

médio do caminho mais curto e grandes valores no coeficiente de agrupamento.

Esta defini¢do parece um pouco controversa. Primeiro, Watts postula que, numerosas
redes aleatdrias com coeficiente de agrupamento pequeno nao sdo redes de mundo pequeno
embora elas exibam o efeito de mundo pequeno. Em segundo lugar, se partir de uma rede
1D com interacdo somente com os vizinhos mais préximos, ou mesmo uma simples rede
quadrada ou ctibica, o coeficiente de agrupamento inicial € zero e ele permanece pequeno

durante o procedimento proposto por Watts e Strogatz, embora a rede evidentemente per-
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Figura 1.2: Representagdo da estrutura da Internet.

Fonte: http://www.opte.org/the-internet/wp-content/uploads/2014/04/about-img-2.png
(dltimo acesso em 02/02/15).

tence a algumas classes de redes do modelo de mundo pequeno. A classe de redes proposta
por Watts e Strogatz provem somente como uma possibilidade particular para obter uma
combinacao do comprimento médio do caminho mais curto e o coeficiente de agrupamento.
Independentemente da consisténcia da definicao das redes de pequeno mundo e sua relagcdo
com as redes reais, o tipo de redes proposto € muito interessante, e de fato, as redes introdu-
zidas por Watts e Strogatz tem uma caracteristica genérica importante - elas sdo construidas
de reticulados ordenados por religacio aleatoria de arestas ou por adi¢do de conexdes entre

os vértices aleatorios.

A dissertacdo esta estruturada da seguinte forma: no capitulo 2 sdo apresentados uma
breve teoria sobre a defini¢do de polimeros e alguns exemplos de polimerizagdo. No capitulo

3 sdo apresentadas algumas propriedades estética dos polimeros que podem ser representados
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por uma cole¢do de "pérolas"conectadas por molas harmoénicas que define o modelo do tipo
de cadeia polimérica que serd considerada no trabalho, o modelo de Rouse. No Capitulo
4 sdo apresentadas as estruturas gaussianas generalizadas (do inglés Generalized Gaussian
Structures - GGS) e o modelo de Rouse que € uma extensao do modelos de GGS. No capitulo
5 falaremos de alguns tipos de redes complexas, citando algumas caracteristicas e defini¢oes
das redes. No capitulo 6 trataremos dos resultados obtidos através da dinamica das redes de

topologia de mundo pequeno, e por fim a conclusao deste trabalho.



Capitulo 2

Polimeros

2.1 Polimeros

A palavra polimero t€m origem no vocabulo grego polumeres, comoposto por polu
(moA V) que pode ser traduzido como muitas e meres (LEPo) que significa partes. Polime-
ros sdo, portanto, substancias quimicas formadas por muitas partes. A estrutura molecular de
um polimero consiste na repeticdo de pequenas unidades, ligadas por covaléncia, originando
uma molécula bastante longa, de alta massa molar, ou seja, uma macromolécula. Estas pe-
quenas unidades sao chamadas de mondmeros (do grego, uma parte). A reacdo que promove

a unido dos mondmeros para formar um polimero é chamada de polimerizacao.

A Figura 2.1 mostra um processo depolimeriza¢do por adicdo, para a formagaodo po-
lietileno (PE), que convencionalmente ocorre a partir do mondmero de etileno (CyHy), que
se encontra no estado gasoso. Nessa reagdo, a dupla ligacdo em cada molécula de etileno
"abre"e dois dos elétrons originalmente nessa ligacao sdo usados para formar uma nova liga-
cdo simples C —C com duas outras moléculas de etileno, de forma a se obter macromoléculas

de massa molecular elevada (polimero) [5].

A alta massa molar dos polimeros e a diversidade de estruturas (arquiteturas moleculares)
que podem ser formadas pelo encadeamento dos mondmeros conferem a estes materiais
propriedades quimicas e fisicas especiais, como por exemplo, alta viscosidade, elasticidade
ou dureza, resisténcia ao calor, a umidade e a abrasdo entre outros. Os polimeros podem ser
lineares, ramificados ou assumir uma estrutura em rede tridimensional. Quando o polimero
¢ formado por apenas um tipo de mondmero usa-se a expressao homopolimero. Quando ha

mais de um tipo de mondmero na molécula, ela € designada como um copolimero.

Quando ocorre o processo de polimerizacdo, os mondmeros sdo ligados entre si for-
mando uma macromolécula também conhecida como "colar de pérolas". Esta situacdo pode

ser observada de acordo com a Figura 2.2. A Figura 2.2 exemplifica uma reagdo de poli-

14
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Figura 2.1: Polimeriza¢ado por adi¢dao
FONTE: http://educacao.uol.com.br/disciplinas/quimica/polimeros-sinteticos-plasticos-
promoveram-revolucao-em-nosso-cotidiano.htm (dltimo acesso
03/02/2015)

merizacao transformando os mondmeros livres em um polimero, que agora se torna uma

macromolécula ou "colar de pérolas".

Copolimero alternado Copolimero aleatorio

"970.9:0:0 09 ®0 gueisc 0 ge

Copolimero graftizado ou enxertado

Copolimero em bloco

Lo e e® i ig®

Figura 2.2: Processo de polimerizacao.
FONTE: http://materiaisplasticos.wordpress.com (dltimo acesso 03/02/2015)

Na Figura 2.3, por exemplo, demonstram-se trés dos copolimeros mais comuns: (a) copo-
limero em bloco, que sdo aqueles formados pela reunido de grandes sequéncias continuas de
homopolimeros; (b) copolimero ramificado, que apresentam grandes sequéncias de homopo-
limeros inseridas (ou grafitizadas), na cadeia bésica de outro homopolimero e, (¢) copolimero

aleatdrio, cujos diferentes mondmeros se dispdem sem padrao definido. Este tltimo também
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€ conhecido como um subtipo da classe de copolimeros estatisticos, que sdo aqueles que
apresentam uma distribui¢do de unidades de repeticao, reguladas pelas quantidades relativas
de cada monomero usadas na sintese assim como a reatividade (facilidade de reagir), de cada

um deles em relacdo a si mesmos e ao outro [6].

Os copolimeros sdo divididos em uma série de classes dependendo da forma em que as
diferentes unidades de repeti¢ao sao distribuidas nas cadeias poliméricas.

TR N
(=g =G 4= =G=(
HH HH HHHH

N A POLIETILENO (PE)
monamero ebleno

cadeia polimérica NGRTOEMO

Figura 2.3: Exemplos de copolimeros [7].

Os polimeros podem ser inorganicos ou organicos, naturais ou sintéticos. Um exemplo
de polimero inorganico € a silica gel. A borracha da seringueira, polissacarideos, proteinas,
os dcidos nucléicos, DNA e RNA constituem exemplos de macromoléculas naturais organi-
cas. Dentre os polissacarideos, os mais conhecidos sdo o amido e a celulose. A gelatina,

albumina, queratina e o coldgeno sdo alguns exemplos de proteinas.

Os polimeros sintéticos organicos sdo, basicamente, formados por hidrocarbonetos insa-
turados, derivados do petréleo, como o etileno e o propileno. O primeiro polimero produzido
foi a Bakelite (polifenol), em 1907, por Leo Baekeland nos USA. A partir da Bakelite, diver-
sas macromoléculas foram sintetizadas em todo o mundo, tornando os polimeros um material
onipresente em nossa vida didria. Na verdade, a principal conquista industrial da quimica
organica no século XX, foi a fabricagao em grande escala de polimeros sintéticos, como 0s
plasticos, as borrachas e as fibras sintéticas.

A reacdo de polimerizacdo que da origem a esses materiais, em geral, € classificada em
dois tipos: condensacdo e adi¢do. Na reacdo por condensagdo, cada etapa do processo é
acompanhada pela formacao da molécula de uma substancia simples, geralmente a 4gua. Na
polimeriza¢do por adi¢do, os mondmeros reagem para produzir um polimero, sem formar
subprodutos. As polimerizagdes por adi¢do sdo normalmente conduzidas na presenca de

catalizadores, os quais, em certos casos, exercem controle sobre a estrutura da molécula,
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com efeitos importantes nas propriedades do polimero. A Bakelite, as poliamidas, como o
Nylon, os poliuretanos, e os poliésters, como o poli(tereftalato de etileno)-PET sdo alguns
polimeros obtidos por condensacdo. Como exemplos da polimerizacdo por adi¢cao temos o
polietileno (PE), poli(cloreto de vinila)-PVC, poliestireno (PS), entre outros.

Os trés grandes grupos de polimeros sintéticos, pldsticos, borrachas e fibras, se dife-
renciam pelas suas propriedades mecanicas, ou seja, como o material responde quando é
submetido a uma for¢a ou tensdo, dentre outras caracteristicas tipicas de cada grupo. Os
plasticos (palavra de origem grega que significa adequado a moldagem) sao materiais que se
fundem quando aquecidos e podem ser transformados em artefatos com finalidades especi-
ficas, como copos descartdveis, embalagens de alimentos, garrafas de refrigerantes, canetas
etc. Portanto, os pldsticos embora sejam sélidos no estado final, em algum estdgio de seu
processamento tornam-se fluidos e moldaveis, pela acdo isolada ou conjunta de calor e pres-
sdo. Esta propriedade reversivel, de fundir sob aquecimento e solidificar por resfriamento,
caracteriza os chamados polimeros termoplasticos, e permite que esses materiais possam
ser reciclados com maior facilidade. Os polimeros que por aquecimento ou outra forma
de tratamento assumem uma estrutura reticulada (rede tridimensional), através de ligacdes
covalentes fortes ou ligacdes de hidrogénio intermoleculares, tornam-se infusiveis e sdo de-
signados como termorrigidos. Sendo que, o aumento da massa molar destes materiais, pela

formacdo das ligacdes cruzadas, muitas vezes, também os tornam insoldveis.

N T T T

B, BUECMENntD
—_—

W O O N V\/fis/é\o///w
termoplastico

aquecimento 1&/ n
gy~

termorrigido degradacao

Figura 2.4: Aquecimento de polimeros termoplésticos e termorrigidos [7].

Na Figura 2.4 esta representado primeiramente o aquecimento de polimeros termopldas-
ticos que sdo caracterizados por possuirem ligagdes quimicas fracas (van der Waals) entre
as cadeias que, assim, podem ser facilmente rompidas com o aquecimento. Dessa forma,
quando aquecidos, suas ligacdes sd@o quebradas permitindo uma maior facilidade para a mo-
vimentagdo de cadeias poliméricas umas em relagdo as outras, o que ¢ ilustrado na Figura
2.4 como fusdo. A capacidade das cadeias de fluir com a aplicag¢do de temperatura garante
a esses materiais sua caracteristica fundamental: a de serem reciclaveis. O comportamento
desses polimeros frente a acdao de solventes também pode ser explicado pelas ligacdes exis-
tentes entre as cadeias, e é possivel porque as moléculas do solvente sdo capazes de romper

essas ligacoes.
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Posteriormente, a Figura 2.4 mostra o comportamento de polimeros termorrigidos, que,
por aquecimento ou outra forma de tratamento, assumem estrutura tridimensional, reticulada
e com ligagdes cruzadas tornando-se insoluveis e infusiveis. Estes polimeros apresentam
ligacdes quimicas primdrias (covalentes) que sdo responsaveis pelas ligacdes cruzadas en-
tre cadeias, as quais s6 sdo rompidas com a introducdo de elevadas quantidades de energia
que usualmente levam também ao rompimento das ligacdes que constituem as cadeias po-
liméricas (com a consequente degradacio - queima - do polimero), logo, sdo polimeros de

reciclagem complicada.

As borrachas ou elastomeros sdo macromoléculas que exibem elasticidade em longa
faixa, a temperatura ambiente. O processamento de borrachas para produgdo de artefatos,
como pneus ou solados de cal¢ados, envolve a formacao de ligacdes entre as cadeias poli-

méricas, através de uma rea¢do quimica com enxofre, denominada de vulcanizacao.

A borracha vulcanizada € um material termorrigido, com a caracteristica tinica de permi-

tir um grande alongamento, seguido instantaneamente de uma retracao quase completa.

sms—CH,—CH=CH-CH,—CH,— CH=CH-CH,—CH,— CH=CH - CH,—

enxofre

S _S‘
sss— CHy—CH=CH-CH;—CH;— CH=CH-CH;—CH;—CH=CH- CH;—~ + “’ ?
. S s

poliisopreno (borracha) s—s’

wosn— CHy— CH=CH-CH;—CH;— CH=CH-CH,— CH;— CH=CH — CH,—=~

Y
1
i
s

|
‘,-—CH,—CH:CH—CH,—CH,—cu—(lfH—CH,—cu,—CH:CH—CH,J
- s
ligagéo cruzada - d

|
T—— CH;—CH:CH-CH;—CI‘H—CH—CH,—CH,—CH;—(‘H =CH-CH—

5 .
s borracha vulcanizada
s
wsv—CH,—CH=CH —CH,—(‘H,—(’H:CH—(I‘H,—CI‘H—CH—CH,—CH,—w.%
S

Figura 2.5: Processamento de borrachas pelo processo de vulcanizacdo [7].

De acordo com a Figura 2.5, a vulcanizag¢do por enxofre produz uma variedade de com-
primentos de ligagdes cruzadas, que sdo o nimero de dtomos de enxofre contidos na ligacdo.
Pelo nimero de dtomos agregados a estrutura de borrachas vulcanizadas por enxofre, as

ligacdes cruzadas podem ser classificadas como:

1. Monossulfidricas: apenas um dtomo de enxofre liga as duas macromoléculas do poli-

mero;

2. Dissulfidricas: dois atomos de enxofre ligam as duas macromoléculas do polimero; e
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3. Polissulfidricas: trés ou mais dtomos de enxofre ligam as duas macromoléculas do

polimero [8].

As fibras s@o caracterizadas como um material de corpo cilindrico, flexivel, com pequena
secdo transversal e elevada razao entre comprimento e didmetro. Em geral, s3o macromolé-
culas lineares, que podem se orientar longitudinalmente, e apresentam grande resisténcia a
tracdo mecanica e a variacdes de temperatura, entre —50 e 150°C. As poliamidas (Nylon),
poliésteres (PET) e o polipropileno (PP) sdao alguns dos plasticos mais utilizados para pro-
ducao de fibras. Para confec¢do de pecas de vestudrio, essas fibras podem ser transformadas

em fios por processos de modelagem como a fiac@o por fusao, fiacao seca ou imida.

Outros processos de transformacio sdao empregados para producdo de artefatos de bor-
racha e plastico. Pneus e solados elastoméricos sd@o, normalmente, obtidos por processo de
moldagem por compressao. Os pldsticos podem ser moldados tanto por injecdo, extrusao e
sopro, depende do produto a ser fabricado. A modelagem por inje¢do é comumente utilizada
para fabricacdo de utensilios domésticos, brinquedos, baldes, tampas de garrafas etc. O pro-
cesso por extrusdo permite a producdo continua de tubos, laminas ou filmes (sacos plésticos).
A modelagem por sopro é adequada para obtencdo de pecas ocas e é amplamente usada na

industria de embalagens dos mais variados tipos [9].



Capitulo 3

Propriedades estaticas dos Polimeros

3.1 Similaridade de propriedades globais

Como ja vimos, Polimeros sio macromoléculas longas e lineares, feitas de um grande
nimero de unidades quimicas ou mondmeros, que estdo ligados entre si através de ligacdes
covalentes, podemos descrever a conformag¢do de um polimero, dando as posicdes dos seus

atomos na estrutura.

(1]

Figura 3.1: Um polimero simples na conformagao Trans [10].

O desenho aqui € de um polimero com conformac¢do Trans porém muitos outros tipos de

conformacdes existem [10].
Supondo que temos N + 1 mondmeros, com N + 1 vetores posicoes
Ry, Ry, ..., RN
e temos N vetores ligacao

ry = R1 —R(),...,I'N = RN_RN—I-

20
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Muito do comportamento estatico e dindmico dos polimeros pode ser explicado por mo-
delos que sdo surpreendentemente simples. Isto é possivel porque, em escala mundial as
propriedades dos polimeros ndo dependera dos detalhes quimicos dos mondmeros, com ex-
cecdo de alguns parametros "eficazes"dependente da forma. Por exemplo, pode-se medir o
vetor de end-to-end, que mede a distancia entre o primeiro e o ultimo mondmero, e é definido

como:

N

R=Rx—Ro=) r. (3.1)
i=1

Se o vetor end-to-end é medido por um grande nimero de polimeros no material, encon-

traremos que a distribuicdo de vetores end-to-end € uma distribui¢do Gaussiana e que a raiz

quadrada da média do quadrado da distancias € proporcional a raiz quadrada do nimero de

monomeros 4/ (R?) o< v/N, que € uma consequéncia do teorema do limite central.

3.2 O teorema do limite central

Considere uma cadeia que consiste de N monomeros com vetores independentes r;. Com
isso queremos dizer que a densidade de probabilidade no espago de configuragdo W(ry) pode

Ser escrito como

=

P(ry) =TT¥(r). (3.2)

i=1

Assumamos ainda que a densidade de probabilidade do vetor posicdo y(r;) depende

somente do comprimento dos vetores posicdo e que (r;) = 0. Para segundo momento temos,

(r*) = / Erty(r) = b, (3.3)
onde definimos o segmento estatistico (ou segmento de Kuhn) [2] o comprimento b. Seja
Q(R;N) a fungdo de densidade de probabilidade do vetor end-to-end uma vez que temos

Q(R:N) — <5 (R— r,'> > (3.4)
i=1

onde 6 € a fun¢do delta de Dirac. O teorema do limite central afirma que

uma cadeia de N ligagoes

M=

3
3 \2 3R?
Q(R;N) = <2an2) exp <_2Nb2) , (3.5)
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ou seja, que o vetor end-to-end tem uma distribuicdo Gaussiana com média igual a zero e

uma variancia dada por

(R*) = Nb*. (3.6)

Vamos provar a eq. (3.5)

QR;N) = @/dk<exp{ik- <R_,~:1ri) }>,

N
= (2;)3 / dke"k'R{ / dre_ik'rl//(ri)} . (3.7)

onde k € o vetor de onda.

Para k = 0, a transformada de Fourier de y/(r;) serd igual a um. Porque y(r;) tem média
zero e o segundo momento finito, a transformada de Fourier de y(r;) serd méaxima ao redor
de k = 0 e vai para zero para k muito grande. Elevando a fungdo a poténcia N deixa uma

func¢do que varia de zero s6 muito perto da origem, e que pode ser aproximado por,

{ / dre""‘”w(ri)}N

Q

1 N
-5t
1—%N<(k-r)2>

1
= 1- 6Nkzbz, (3.8)

Q

para valores pequenos de k, e zero para valores de k onde 1 — %Nkzb2 € negativo. Isto mais
uma vez pode ser aproximado por exp { —#Nk>b?} para todos os valores de k. Entdo,

, _ 1 T
Q(R;N) = —(2717)3 /dkexp{zk R 6Nk b }
= I(R)I(Ry)I(R,), (3.9)
onde
IR = ﬁ / dkxexp{inkx Nksz}

1
2 )2 3R?
- {27rNb2} eXp{_szZ}‘ (3-10)
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Combinando as equagdes (3.9) e (3.11) obtemos a Eq. (3.5). Usando Q(R;N), podemos
obter uma visdo interessante do comportamento termodindmico de uma cadeia de polimeros.
A entropia de uma cadeia em que o vertor end-to-end R € mantido fixo, absorvendo todas as
constantes em uma referéncia a entropia, é dado por

S(R:N) = kg InQ(R:N) = 5o K 3.11)
. — n . frnd — .
s B > 0 2Nb2 ’
onde kp € a constante de Boltzmann. A energia livre é
3kpTR?
F=U-TS=F+>2 (3.12)

2ND?
onde 7 € a temperatura. Vemos que a energia livre esta relacionada de forma quadrética com

a distancia de uma extremidade a outra extermidade, como se a cadeia € uma mola harmonica
com constante da mola 3kgT /sz. Ao contrdrio de uma mola comum, no entanto, a forca
das molas aumenta com a temperatura.

Figura 3.2: Uma cadeia
np— N——— - de polietileno representado
A ' - : : ©  por segmentos de A = 20
mondmeros. Se um nu-
mero suficiente consecutivo
de mondmeros sdo combi-
nados em um segmento, 0s
vetores de ligacdo destes

segmentos se tornam inde-

o

pendente um do outro [11].

O que € obvio, em um polimero real, os vetores de ligagdo dos mondmeros consecuti-
vos nao ocupam orientacdes aleatdrias. Entretanto, se um nimero suficiente de mondmeros
consecutivos sdo combinados em um unico segmento com a posi¢do do centro de massa
R;, o vetores que ligam os segmentos (R; — R;—1,R;+1 — R;, etc) tornam-se independentes
uns dos outros. Se o ndmero de segmentos € suficientemente grande, o vetor distribuicdo
end-to-end, de acordo com o teorema do limite central, serd distribuido gaussianamente e a
estrutura local do polimero aparece apenas através do comprimento estatistico do segmento
b. Agora temos estabelecido que as propriedades conformacionais globais de polimeros sdo
em grande parte independente dos detalhes quimicos, podemos comecar a partir do modelo
mais simples disponivel, de acordo com uma distribui¢do Gaussiana dos vetores end-to-end.

Este modelo € um em que a cada vetor € atribuido uma distribui¢do Gaussiana:

3 )2 3
‘P(r):{w} exp{—z—bzrz}. (3.13)
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A extensdo da abordagem de Rouse de cadeias lineares para outros sistemas de polimero
¢ bastante simples e leva, eventualmente, para o conceito de Estruturas Gaussianas Generali-
zadas (GGS, sigla de Generalized Gaussian Structures). Na abordagem GGS, um sistema de
polimeros ¢ modelado na forma de corddo de mondmeros, Figura 3.3, ligados a cada outro
por molas eldsticas com a elasticidade constante K. Para simplificar, todos os mondmeros

estdo sob ainfluencia de um atrito constante { com respeito ao meio viscoso (do solvente).

Figura 3.3: Uma rede

4{ ; Gaussiana pode ser repre-
T"l""'.-'l'q- "Er sentada por uma colecdo
t 1 de "pérolas"conectadas por

molas harmonicas de cons-
tante 3kgT /b* [12].

A energia potencial [12] de uma tal cadeia é dado por:

K

UR) ==Y (Ri—Ru))* =

K
2 2

N N
Z Y AunRiRon. (3.14)
n=1m=1

3.3 Distribuicao do vetor end-to-end

Considerando uma distribuicdo estatistica do vetor end-to-end do medelo aleatdrio. Seja
®(R,N) a fun¢do de distribui¢do de probabilidade que o vetor end-to-end da rede que con-
siste em N ligacdes é R. Tendo a distribui¢do de conformacdes dada por W({r,}), ®(R,N)

¢ calculado por

®d(R,N) = /drl/drz.../drN5< i" ) ({r,}) (3.15)

reescrevendo usado a identidade

kekT (3.16)

como

®(R, /dk/drl/drz /drNxexp< (R ﬁ ))‘P({rn}) (3.17)

temos,
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N
®(R,N) = ﬁ/dke”"’e/drl.../drNJ:Ilexp(—ik-rn)l//({rn})

= (2;)3 /dkeik’R [/drexp(—ikm)l//({rn})]N. (3.18)

A integral é avaliada através da introdugdo das coordenadas polares (r,0,¢), o eixo de

—

referéncia de 6 deve ser feita ao longo do vetor de onda k, temos

1 oo 2
Jewl-ik-nwlind) = /0 ar [ do
T
/dGsinGexp(—ikcotrcosO)B(r—b)
0
sinkb
= — 3.19
b (3.19)
onde k = |k| e by € substituido por b, temos
1 r (sinkb\"
P(R,N) = dke™ R [ ——) . 3.20
(’)(Zn)3/e<kb) .20

Se N é grande, ((sinkb)/kb)" se torna muito pequeno a ndo ser que kb seja pequeno.
Para kb < 1 pode ser aproximado como,

sinkb\ N 2p\ N NIi2b?
( b ) :(I—T) zexp(— 6 ) (3.21)

Essa aproximacao também pode ser feita para kb >> 1 uma vez que ambos os lados as eq.

(3.20) sdo quase nulas no caso. Entdo ®(R,N) é calculado como

27,2
NKD ) . (3.22)

@(R,N):W/dkekRexp (— <

3.4 Funcao de Espalhamento

O tamanho de um polimero pode ser medido por varios experimentos de espalhamento
[13]. Supondo que polimeros sdo modelados por uma série de unidades em que cada R,
tem uma amplitude de espalhamento a,. Entdo a intensidade de espalhamento no vetor
k =Kk; —Kk; (k; e ks vem do vetor de onda incidente e do feixe de de espalhamento) € dada
por:
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N
XO" ana,,exp[ik- (R, —Ry,)], (3.23)

n,m=1
onde Ny € o nimero da unidades de espalhamento no sistema e a soma € tomada sobre todas
as unidades de espalhamento do sistema. Em particular, para um polimero homogéneo,

temos

No
lal> Y explik- (R, —Ry,)]. (3.24)

nm=1

Este é proporcional a Ny desde que a soma

No
Y explik- (R, —Ry)]

n,m=1

permaneca finita para Ny — oo. NGs usaremos o fator de estrutura g(k) definido por [2]:

No
%Z (exp[ik - (R, — R;,)]) (3.25)

que € independente do tamanho do sistema.

Se a solucdo dos polimeros € suficientemente diluida, temos a eq. (3.25) escrita como

No
g(l) = ) (explik- (R, —Ry)]), (3.26)

n,m
onde N €, antes, o numero de segmentos que constituem o polimero. Uma vez que a direcao

(R, —R,,) é aleatdria, a Eq. (3.26) pode ser reescrita como,

B sin(|kHRn—Rm|)
g<k)‘ﬁz< K[R, —Ry| > (3:27)

n,m

O tamanho caracteristico do polimero é obtido através de g(k) na regido de k pequeno.

Expandindo a Eq. (3.26) para k pequenos, temos

g = LY (1 KR, Ry o)

1
= N(1- §1(2R§+ S,
(3.28)

onde Rz, ¢ definido por
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1 N
Ri=55 2, (Ri—Ry)’, (3.29)
nm=1

que representa o comprimento médio quadrético entre todos os pares dos segmentos da rede.
A quantidade R; ¢ chamado de raio médio quadratico de giracdo que pode ser reescrito

1 N
R§ =3 Y (R, — Rg)?), (3.30)
1

n=
onde Rg € a posicao do centro de massa da estrutura:

1
RgzﬁZRn. (3.31)



Capitulo 4
Dinamica de polimeros flexiveis

Nesta se¢do, vamos considerar a dindmica das estruturas Gaussianas generalizadas (GGS)
[12], cujo exemplo mais simples € a cadeia linear tratado por Rouse [1]. N6s seguimos o de-
senvolvimento normal da teoria, prestando atencdo especial a extensdo do GGS em campos
externos. Como indicado acima, a evolucao dpticas e mecanicas recentes permitem realizar

micro-manipulagdes de tais GGS em solucao.

O modelo GGS ¢ modelado como um objeto que consiste em N "pérolas"(mondmeros)
ligados um ao outro (possivelmente numa forma bastante complexa) por molas harmonicas.
No modelo aqui previsto, as ligacdes (as molas) sdo levadas a seguir uma estatisticas de
Gaussiana, i. e., presume-se que as ligacdes mostram uma flexibilidade suficiente, como
acontece, por exemplo, para segmentos da cadeia em um 6-solvente. Devido a presenca de
moléculas do solvente, a for¢a que atua sobre o i-ésimo mondmero tem efeito mediado no

J-€simo mondmero, dependendo da distancia relativa entre os dois mondmeros.
Para uma melhor compreensao do modelo de Rouse, escreve-se a equacdo de Langevin

da seguinte forma [14]:

0 U 1 0
ERn(ﬂ:;Hnm' (—m—i—fm(t)) +§KBT;m‘Hnm; 4.1)

onde fy,(¢) é a forca aleatéria, kp € a constante de Boltzman e T € a temperatura.

No modelo de Rouse, a interacdo de volume excluido e a interacdo hidrodindmica sao

desconsideradas e o tensor de mobilidade e o potencial de interagdo sao escritos como:

I
Hnm - _5nm (4-2)
¢
€
'l 5
U= 5 Z (Rn - Rn—l) ’ 4.3)
n=2
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com
B 3kgT

br’
onde b é o comprimento do segmento de ligagdo em equilibrio e { é a constante de fric¢do

4.4)

da amostra de polimero.

Neste modelo (que considera um polimero linear) a equacdo de Langevin torna-se uma
equacdo linear para Ry,. Para pérolas internas (n =2,3,...,N— 1),

dR,

Cdt —_K(ZRH_Rn+1_Rn71)+fn- (4-5)

A Figura 2.2 ilustra o modelo de Rouse como sendo varios mondmeros (ou pérolas) co-
nectados por molas (interagdes entre mondmeros), sendo Ry, Ry, R3 e R4 0s vetores posi¢cdo

para este exemplo.

Para as pérolas finais (n = 1 e N) temos

dRy dRN
= KRi—Ra)+fi — = KRN—Rn_1) + fiv. (4.6)
A distribuicdo da forga aleatdria f,, é Gaussiana, caracterizada pelos momentos dados pelas
equacoes:
< falt) >=0, (4.7)
< fo () finp (t') >= 28 kBT S Sp (1 —1'). (4.8)

Como no caso da cadeia Gaussiana, o sufixo n no modelo de Rouse pode ser considerado
como uma varidvel continua. No limite continuo, Rp1+Ry_1 — 2R, — 9°Ry,/dn? e a
equacao (4.5) é reescrita como

oR, 0’R,,
4 =Kot fo. (4.9)

Para reescrever a equagdo (4.6) no limite continuo, nota-se que esta, estard incluida na equa-

cdo (4.5) se as pérolas hipotéticas Ry € Ry forem definidas como
Ro=Ri;, Rni1=Ry (4.10)

que se tornam, no limite continuo,

JR, JR,
= O,
on ln=0

T |l = 0. (4.11)

Também os momentos das forcas aleatdrias sdo agora dados como

< foa(t) finp(t') >=2CKkpT 8 (n —m)8epd(t —1'). (4.12)
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As equacdes (4.10), (4.26) e (4.13) definem o modelo continuo de Rouse.

Os resultados do modelo discreto e do modelo continuo concordam entre si para uma
escala de longo tempo, mas ndo para tempos curtos. A discrepancia, contudo, ndo tém
significado fisico importante desde que a descri¢do do polimero por pérolas discretizadas seja

um artefato, os resultados que dependem da natureza discreta das pérolas ndo tém validade.

Deve ser enfatizado que a esséncia do modelo de Rouse estd na natureza universal da
modelagem da dindmica de um objeto conectado. A suposi¢@o central no modelo de Rouse
¢ que a dinamica € governada por interagdes localizadas ao longo da cadeia. Para ver isso,
considera-se a forma geral da equacdo de Langevin linearizada.

dRy
dt

= ZAnmRm +fna (4'13)
m

onde A,,, ¢ uma matriz constante representando a interagdo entre as pérolas e f;, é a forca
aleatéria. Desde que o sistema seja homogénio, A, depende somente de n —m, de modo

que a equacdo (3.14) pode ser reescrita como

dR,
dt

— ZA’an+m +fn (4'14)
m

comA, =A,nim.

4.1 Estruturas Gaussianas Generalizadas - GGS

Na fisica dos polimeros um dos desafios basicos e compreender a relag@o entre a topolo-
gia dos polimeros e a sua dinamica[12, 15, 16]. Este problema tem uma longa histéria e esta
se tornando de maior importancia a medida que novos materiais poliméricos com estruturas
mais complexas sdo sintetizados. Polimeros, sendo sistemas complexos, demonstram uma
ampla leque de recursos dinamicos que ndo pode ser plenamente compreendido sem escla-
recer as conexodes entre a sua estrutura e sua dindmica. Portanto, os modelos tedricos que

permitem conhecimentos analiticos sobre este problema sao extremamente valiosos.

Essa busca comecou com trabalhos iniciados por Rouse, que investigou as solugdes di-
luidas de cadeias poliméricas lineares, come¢ando com o modelo de pérola-mola para ca-
deias lineares flexiveis resultou em uma abordagem de base que pode ser utilizada para
tratar a dindmica dos polimeros. Este modelo foi projetado para estudar aspectos dinamicos
de macromoléculas flexiveis em escalas maior do que as distancias percorridas por alguns
mondmeros: no modelo de Rouse uma cadeia de polimero é considerada como sendo uma
sequéncia de mondmeros ligados por molas harmdnicas. Em certo sentido, a abordagem de
Rouse leva a um modelo "minimalista"que € muito simplificado, mas que captura a maior ca-

racteristica fundamental que distingue macromoléculas de liquidos simples, isto é, a ligacdo
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Figura 4.1: (A) Representacdo esquemadtica da cadeia Rouse, modelo de pérola-mola e (B)
exemplo particular de uma GGS [12]

de polimeros. Apesar do fato de que ndo leva em conta vdrias caracteristicas importantes,
o modelo de Rouse capta as propriedades dindmicas de muitos sistemas, incluindo solugdes
polimeros concentrados. Este modelo despreza as interacdes hidrodinamicas, de volume ex-
cluido e os efeitos de entrelacamento. Considerando algumas propriedades dos polimeros,
uma delas a propriedade estdtica que pode ser representada por um conjunto de pérolas co-
nectadas ao longo de um colar. E natural modelar a dinimica do polimero pelo movimento
Browniano de tais pérolas. Tal modelo foi primeiramente proposto por Rouse e tem sido a

base das soluc¢des poliméricas diluidas.

4.2 Modelo de Rouse

Assume-se que cada mondmero experimenta o coeficiente de fric¢do { e todas as pérolas
se movem sob a influéncia de forcas aleadrias que sdo incluidas via velocidades aleatdrias
w(t). Estas forgas aleatdrias surgem devido a incessantes colisdes das moléculas do solvente
com as pérolas; como de costume, a distribuicdo de w(z) é tomada para ser um processo
gaussiano centrado. Evidentemente, devido ao teorema da flutuacao-dissipag¢ao o coefici-
ente de friccdo e as velocidades aleatdrias w(z) estdo relacionadas. Além disso, os campos

externos impostos sobre os mondmeros conduzem ao aparecimento de forcas externas F(z).

Diante desta situagdo a equagdo de Langevin linearizada para a dindmica das pérolas,
onde as coordenadas das pérolas estdao denotadas por R, se 1€ [17]:

IR;(1)

————+0 iAinj(t) = W,'(l) +Fi—(t).
=1

4

Aqui R; é o vetor posi¢do da i-ésima pérola (multifuncional, bifuncional ou monofuncional)

Y (4.15)

e € é o coeficiente de fric¢do. Além disso, {w; e F; sdo as forgas que agem sobre a i-ésima

pérola. Por simplicidade considera-se somente a situagcdo homogénia, de modo que todas as
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ligacdes sejam equivalentes. Isto € refletido na constante ¢, que em modelos tipo Rouse € a

constante de taxa de ligacdo, ¢ = com [? comegando o comprimento médio quadratico
de cada vetor ligagdo. Além disso, A = (A;;) na equacdo (4.15) é a matriz de adjacéncia
(Matriz de Kirchhoff, matriz estrutural, matriz de conectividade ou matriz de Rouse genera-
lizada). A matriz A pode ser construida inicialmente definindo todos os elementos para zero
e contabilizando para cada ligacdo entre os mondmeros i € j aumentando os elementos da
diagonal principal A;; € Aj; por +1 e os elementos da ndo-diagonal A;; e Aj; por —1. Note
que deste jeito, A € uma matriz constante simétrica, que €é independente de R;. Além disso,
det A = 0, o que € evidente por contrucdo, e que implica que (pelo menos) um autovalor é
igual a zero. A equacdo (4.15) relata o equilibrio entre a for¢a de atrito dos mondmeros de

N, suas interacdes, as forcas agindo sobre eles e a for¢a aleatdria estocdstica.

Mais compactamente, a Eq. (4.15) se 1é:

IR(?) F(t)
—, T oAR(t) = w(t) + a (4.16)
com R= (R{,Ry,...,.Ry)", w= (w;,wa...,wy)T e F= (F{,F,...,Fy)T, onde T denota

0 vetor transposto.

A solucdo da equagdo (4.16) pode ser escrita como

/ dt’ exp|— t—t)A]{ (t )+F(Ct/)} 4.17)

como pode ser prontamente verificado por diferenciacdo do lado direito em relacdo a ¢.

Para se ter uma forma operacional para determinar R(¢) da equacéo (4.17) é conveniente
proceder pela diagonizacdo da matriz de conectividade. Dado portanto N autovetores line-
armente independentes Q; de A, de modo que AQ; = 4;Q;, definimos Q = (Q,Qz...,Qu).
A matriz Q pode agora ser usada para diagonalizar A, uma vez que

A=QAQ! (4.18)

com Q! sendo o inverso de Q. Esta relacdo segue de AQ = QA, onde A € a matriz diagonal
cujos elementos sdo A;. Da equacéo (4.18) qualquer fungido de A (uma matriz diagonalizavel)

pode ser escrita como
f(A)=Qf(M)Q . (4.19)
Especialmente tem-se
exp(Ar) = Qexp(Ar)Q L. (4.20)
Assim a equacdo (4.17) pode ser escrita em termos destes autovalores e autovetores como

= [ _di'Qexp [—o(t—1)AJQ! {W(t')%—%ﬂ)} : 4.21)

Esta é uma expressao da matriz para o deslocamento das pérolas dados forcas térmicas alea-

térias € campos externos.



33

A média de deslocamento < R(#) > pode ser agora obtida pela média da equagdo (4.21)
sobre a velocidade aleatéria w. Para isso, usa-se a relagdo < w(z) >= 0; evidentemente
também < Wiq (1)W;g(t') >=2xpT §;;0,86(t —1')/C detém onde @ e B denotam as diregdes
(x,youz),d;e 5aﬁ sdo as funcdes delta de Kronecker e kp € a constante de Boltzmann.

A equacdo (4.21) simplifica-se para:

! ! ! -1 F(t /)
<R(1) >= / a'Qexp[-olt—)NQ™ . (4.22)
A equacio (4.22) representa o deslocamento médio de dos polimeors sob a acdo das forgas
arbitrarias externas. A equacdo (4.22) pode ser ainda mais simplificada considerando o caso

da for¢a externa agindo sobre uma unica (marcada) pérola.

Aqui assumi-se que a forca externa puxa a m-ésima pérola. Deixa-se também a forca
ser aplicada a t = 0 e durante o movimento ficara constante. Escolhendo a coordenada y na

direcdo da forca tem-se

Fin(t) = FoO(t)e, (4.23)
e F (1) =0para j # m. Naultima equagdo 0(t) é a fungdo de passo Heaviside. Pode-se escre-
ver a equacio (4.23) mais formalmente introduzindo o vetor colunau,, = (0,0,...,1,...,0,0)7.
Entao

F(t) = Fou(t)un. (4.24)

Determina-se agora primeiro a dindmica do centro de massa (CM) sobre F, Eqgs. (4.23)
e (4.24). Para isso usa-se a definicdo do CM, reescrevendo em termos do vetor unitario
u=(1,1,...,1,...,1,1). O deslocamento do CM na direcéo y é dado por:

N

1 1
< Yeu(t) >= ﬁlzi <Yi(t) >= G < Y(1) >, (4.25)

comY = (Y,Yo,... ,YN)T. Usando a equagdo (4.8), obtém-se da equacdo (4.25):

K[! oty
<Yem(t) > = N_C/Odt/u,e o(t=A y,,

—o(t—t)A)/

FO /t /oo [
= — | dt u-——-uy,. 4.26
xehy j! , (4.26)

Agora pode-se ver que u-A = 0 (a partir do detA= 0 ou por constru¢do). Portanto na
soma sobre j somente o termo com j = 0 sobrevive. Entdo a equacdo para o movimento do
CM ¢ dada por:

Fot

FO /t !
<Yeu(t) >=— | dt'u-u,, = 4.27
cm(t) N Jo NG (4.27)
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Como era de se esperar por razodes fisicas o deslocamento do CM recupera o crescimento
linear. A imagem ¢é clara: a forca total Fy sobre o sistema € equilibrada pela fric¢do total,
N¢, o que leva a uma velocidade constante Fp/N{. Volta-se agora para a determinagdo
do deslocamento médio da m-€sima pérola com uma for¢a constante agindo sobre ela. Da

equagdo (4.22) o movimento desta pérola na direcdo y €:

<Ynu(t)> = @i/tdl/QmieXP[—Gli(f—l/)]Q-_l
C-: 0 , im

Fot

_ —+—2le exp(—oAit) 4

)v i,m?
1

(4.28)

onde se define (Q_l),-m = Q;}z No lado direito da equagao (4.28) o movimento do CM
separado pode ser entendido da seguinte forma: para qualquer estrutura conectada a matriz A
tém-se somente um autovalor igual a zero que se denota por A;. Agora claramente, u’ //N
¢ um autovetor de A para A; = 0, desde que antes A - u’ = 0. Define-se Q= u’ / VN,
através da qual a primeira linha de Q! torna-se u/\/N. Isto é assim desde u/v/N seja
ortogonal para o outro Q;(i = 2,...,N) (eles pertencem a outros valores) e u-u’ = N. Dai

Om1 = Q; ) =1//N para todo m.

Uma situagdo especial surge quando a for¢a externa age sobre um mondmero carregado
contido no polimero. Quando a posi¢ao da carga no interior da estrutura ¢ aleatéria (desor-
dem temperada), o conjunto-média de deslocamento do mondmero pode ser calculado da
equacdo (4.22) pela média sobre todas as posi¢des dos mondmeros. Esta € uma média dupla
tanto sobre as flutuacdes das forcas aleatdrias e sobre as posi¢des das cargas. No entanto a
expressao resultante torna-se mais simples do que a equacdo (4.22), uma vez que para sua
determinag@o somente os autovalores de A, mas nio os seus autovetores, sao obrigatorios.
Para mostrar isto, observa-se que ao monitorar a pérola sobre a qual a forca externa age,
tem-se da Eq. (4.22) e Eq. (4.28)

1 N
<<Y(t)>> = NZ_:
- /0 di'Tr(Qexp[—o(r —)AJQ™ 1), (4.29)

onde Tr denota o trago da matriz envolvida. Agora usa-se o fato de que o trago € invariante
sob permutacdes ciclicas, de onde segue:

<<Y(t)>> = Ni(():/otdt’Tr(exp [—o(t—1")A])

= B Y explonili—t
= NC/Odt;exp[ oAi(t—1")]. (4.30)
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Esta equacdo pode ser facilmente integrada; observando que somente A; desaparece, A| =
Entao teremos:

Fot 1—exp( oA t)
NC GNC Ai

<<Y(t)>> = (4.31)

4.3 Moédulo complexo dinamico

Para as propriedades dindmicas, além do deslocamento médio << Y (¢) >>, nos interessa
as quantidades da mecénica de relaxamento, ou seja, 0 médulo complexo dindmico G* ().
Para se obter o médulo dinamico dependente de frequéncia consideraremos uma relagcdo
direta entre a viscosidade e médulo complexo. Todas as defini¢cdes para chegar nesta relacao
estdo nas referéncias [12, 15, 18, 19, 20], G* = iown*. Portanto temos n*:

1Y /2
(o) =vkgT— Y ——— 4.32
@) =VRT S Y T o 2 432
Agora, devido a relagdo G* = i®n*, o médulo dindmico G*(w) é dado por:
1 N i(!.)Tk/2
G'(w)=vVkpT — )y —————. 4.33
(@) = vks Nl._251+imk/2 (4.33)

Tendo em vista que estamos interessados na dependéncia da freqiiéncia do médulo dina-
mico, apresentando algumas propriedades da GGS em termos reduzidas, como por exemplo,
no caso do médulo dindmico complexo G*(®w) = G'(w) + iG"(w), equivalente a parte real
G'(w) e parte imaginéria G” (®) (conhecidos como médulo de armazenamento e médulo de
perda). Para solugdes muito diluidas e para @ > 0, os mddulos de armazenamento e perda

no modelo de Rouse[2] sdo dadas pelas equagdes:

N COT()/Z?L )?
; W PLYRE (4.34)
© N
1 0T /2A 435

G'(w)=C—
Z 1+ (07/24)?

que dependem somente dos autovalores da matriz de conectividade A.



Capitulo 5

Redes Complexas

5.1 Caracterizacao

Uma andlise da topologia de qualquer rede complexa requer conceitos e medidas que
sejam representativos das caracteristicas da rede e, se possivel, que sejam também indicati-
vos de principios de organizacdo. Varias formas de medir diferentes caracteristicas foram
propostas recentemente, mas hd trés idéias centrais bem-estabelecidas que sdo cruciais e que
representam quantidades prontamente mensurdveis de quaisquer redes para as quais se tenha

informacodes de conectividade.

Coeficiente de Agrupamento - Em redes reais, € muito comum observar que existem
grupos de elementos com grande nimero de conexdes entre si. Este fendmeno foi primei-
ramente observado por socidlogos em estudos de relacdes humanas, que formam redes nas
quais os nds representam pessoas € as conexoes estdo presentes entre dois nds se as duas
pessoas correspondentes se conhecerem. Neste caso, ¢ muito comum a formagdo de um
conjunto de pessoas que se conhecam todas entre si, mas que tenham consideravelmente
menos conhecimento de pessoas fora deste conjunto. Estes individuos possivelmente sdo,
digamos, colegas de trabalho ou estudo, e diz-se dessas redes sociais que hd um consideravel

agrupamento.

Perfaz-se a necessidade de quantificar este principio de organiza¢cdo de uma forma que
seja util em redes reais de muitos elementos. Definimos entdo o coeficiente de agrupamento
do i-ésimo no da rede, C;, como sendo a razdo entre o nimero de conexdes E; existentes

entre os k; vizinhos conectados a este né e o nimero maximo de elos possiveis, k;(k; — 1) /2:

2E;

Ci=—" .
k(i —1)

(5.1)
De acordo com esta defini¢d@o, o i-ésimo elemento terd coeficiente de agrupamento C; = 0

36
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se nenhum de seus vizinhos estiver conectado entre si e C; = 1 se todos os seus vizinhos esti-
verem interconectados, o que € razodvel. Finalmente, para medir o agrupamento de uma rede
por inteiro, definimos o coeficiente de agrupamento da rede, C, como sendo simplesmente a
média dos C; para todos os nds da rede:

C==Y G (52)

Desta forma, € possivel calcular o coeficiente de agrupamento de quaisquer redes sobre
as quais se tenha as informagdes topoldgicas de forma imediata.

Caminho Minimo Médio - Na maioria das redes reais, ¢ marcante que quaisquer dois
elementos da rede estdo conectados por um caminho minimo tipicamente curto em compa-
racdo com o nimero de elementos que compdem a rede. A ocorréncia mais famosa deste
conceito € a do psicologo social Stanley Milgram (1967), que, ao estudar redes de relagdes
humanas, concluiu que entre quaisquer dois cidaddos dos EUA havia um caminho minimo
de, na média, seis conhecidos, apesar do fato de se tratar de uma rede com muitos milhdes
de elementos constituintes. A medida da grandeza de caminho minimo médio é, uma vez
tidos os dados topoldgicos de uma rede, um problema de multiplas otimiza¢cdes para encon-
trar o menor caminho e depois o cdlculo da média do nimero de conexdes entre dois dados
elementos. Infelizmente, trata-se de problema custoso computacionalmente, uma vez que
devem ser realizadas N(N — 1) /2 otimizagdes, uma para cada par de elementos da rede. Nao
entraremos em maiores detalhes a respeito destes cdlculos aqui; nossa intengao é meramente
ilustrativa. Além disso, a importincia desta grandeza ndo deve ser superestimada, uma vez

que ela ndo € realmente indicativa de um principio de organiza¢do da rede.

Distribuicao de Grau - E evidente que, em uma rede real, nem todos os nds t€ém o mesmo
nimero de conexdes com o resto da rede. E portanto interessante investigar a probabilidade
de, selecionado um elemento aleatorio i da rede, este tenha um certo nimero de conexodes, ou
grau, k;; para tanto, € ttil estudar a distribui¢do de grau P(k) da rede. Esta ¢ uma funcdo que
representa a probabilidade de selecionar um né ao acaso que tenha k conexdes. Por exemplo,
em uma rede aleatdria, na qual cada n6 tem uma certa probabilidade p de estar conectado
com cada um dos outros elementos, a distribuicao de grau serd uma distribui¢do binomial,
por defini¢do, uma vez que a existéncia ou ndo de uma conexao € independente da existéncia

de qualquer outra e os nés da rede sao indistinguiveis.

5.2 Modelos de redes complexas

Nos ultimos anos, a disponibilidade de elevado grau de processamento computacional

permitiu o surgimento de enormes bancos de dados de vérias redes complexas reais que pos-
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sibilitaram a criacao de modelos mais realistas para essas redes. Por meio desses modelos €
possivel representar redes que incorporam propriedades de redes reais e estuda-las por meio
de modelos matemadticos. O desenvolvimento desses modelos permite derterminar proprie-
dades estruturais como a distribuicao do grau, comprimento médio do caminho e coeficiente
de aglomeracdo. O estudo dessas prorpriedades permite ainda desenvolver métodos que pos-
sam ser aplicados a diversos objetivos, como melhorar a dinAmica e um fluxi de redes, prever
o comportamento de uam rede, entender a causa de maus funcionamentos, proteger a rede em

casos de ataques ou falhas. Diversos modelos de redes complexas t€ém sido desenvolvidos.

5.2.1 Rede Regular

Uma rede completamente acoplada (grafo completo) tem o menor comprimento médio
do caminho (/) = 1 e o maior coeficiente de agrupamento C = 1. Embora este modelo de rede
exiba as propriedades de mundo pequeno e de elevado valor de coeficiente de agrupamento
de muitas redes reais, ele apresenta limitagdes. Uma rede completamente acoplada com N
n6s possui N(N — 1) /2 arestas, enquanto a maioria das grandes redes reais sdo esparsas, isto
€, ndo estdo totalmente conectadas e seu nimero de arestas e geralmente de ordem N. Um
modelo de rede esparsa (ndo muito conectadas) e regular amplamente estudado é uma rede
de vizinhos mais proximos (um lattice), que € um grafo regular (todos 0s nés com mesmo
grau) no qual cada n6 e conectado apenas a alguns dos seus vizinhos[21, 22]. Uma rede
regular de vizinhos mais préximos com uma condi¢do periddica de contorno consiste de N
nds dispostos em um anel, como se observa na Figura 4.1, onde cada né i é conectado aos
seus k vizinhos mais proximos (k/2 em cada lado), sendo k um inteiro par. Assim, obtemos
uma rede com N (k/2) conexdes [21].

Figura 5.1: Tlustracdo de uma rede regular com N = 20 e (k) = 4, a rede consiste N(k/2)de
arestas [4].
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5.2.2 Rede aleatoria

Em oposicdo a organizacao e simetria topoldgica de rede regular, Erdos e Rényi [23, 24]
propuseram em 1959 um modelo bastante simples para gerar redes aleatdrias.

Uma rede aleatéria de Erdos e Rényi (ER) € construida definindo um conjunto de nos
v=1,2,...,N e conectando pares de nds com probabilidade p. A Figura 4.2 mostra a gera¢ao
de uma rede aleatdria de N nés com diferentes valores de p.

Portanto, com p = 0 obtemos uma rede completamente fragmentada € = () no outro
extremo, com p = 1, a rede fica completamente conectada, tal que o coeficiente de agrupa-

mento serd maximo, C = 1.

p=0 =01

() (h)

p=015 p=0.25

Figura 5.2: Ilustracdo esquemadtica do modelo Erdos e Rényi (ER). A rede aleatdria descrita
pelo modelo ER tem N nés conectados com probabilidade p ; o nimero total de arestas no
sistema é M = pN(N —1)/2. O exemplo apresenta uma rede de N = 10 nds para p = 0,
p=0,1,p=0,15¢e p=0,25. (a) Em p = 0 ndo ha arestas no sistema; (b) Cada par de nos é
selecionado e os nos sdo conectados com probabilidade p =0, 1. A figura mostra o resultado
desse processo em que poucas arestas sao adicionadas, M = 5, contribuindo para a formacao
de arvores; (c) A adi¢do de mais arestas, com p = 0, 15, possibilita a formacao de ciclos na
rede; (d) Para p = 0,25, a rede torna-se mais conectada. Para p = 10 modelo resulta em uma

rede totalmente conectada [21].

P(k) = (N; 1)pk(l —p)N 1k, (5.3)

Quando o nimero de nés em uma rede aleatéria de Erdos e Rényi € tal que N — oo, a

distribui¢cdo de grau pode ser aproximada por uma distribui¢ao de Poisson, conforme mostra
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a Figura 5.3, definida por [23, 25]

(k)
k!
na qual o grau médio de conexdes na rede é dado por (k)2M /N = p(N — 1) ~ pN. Esse

P(k) =e (k) (5.4)

mecanismo de constru¢do da rede aleatéria implica que a vizinhanga de cada n6 sera fraca-
mente conectada entre si se a probabilidade for baixa, ou seja, o coeficiente de agrupamento
médio (C) = (k) [26] serd baixo em uma rede esparsa (N < (k)), o que é vdlido na maioria
das redes reais, implicando em ((C) < 1). Os resultados das simula¢des efetuadas a partir
deste modelo s@o mostrados na Figura 5.3.

Figura 5.3: Rede complexa gerada pelo modelo de Erdos e Rényi com N = 100 [23].

5.2.3 Rede de mundo pequeno

Nas duas redes ndo-triviais que vimos até agora, temos algumas caracteristicas marcan-
tes. As redes aleatdrias apresentam coeficiente de agrupamento baixo em redes tipicas com p
pequenos; além disso, exibem caminho minimo médio bastante curto. Em contraste, as redes
reticuladas t€m tanto coeficiente de agrupamento quanto caminho minimo médio bastante
grandes. Em um esfor¢o para representar sistemas nos quais hd agrupamento considera-
vel, mas os caminhos minimos sdo tipicamente curtos, foi desenvolvida uma categoria nova
de redes chamada de Mundo Pequeno. Estas redes sdo definidas pelo seu modelo gerador,

desenvolvido por Watts e Strogatz [4], que € o seguinte:

1. Considere uma rede reticulada em uma dimensao com condic¢des periddicas de con-

torno, i.e. uma rede em anel com N elementos. Estes nds estdo conectadoscom o0s
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seus d vizinhos mais préximos (d/2 de cada lado). Para ter uma rede reticulada de

agrupamento consideravel, mas ainda extensa, tomamos N > d > In(N) > 1.

2. Realoque agora cada uma das conexdes j4 existentes com probabilidade p. Se rea-
locada, uma dada conexdo passa a ligar um elemento da rede com qualquer outro,
independente da distincia geogrifica. Isto introduzird pN(d/2) conexdes de longo

alcance cujo objetivo € basicamente reduzir o caminho minimo médio, como veremos.

O processo de reconexdo permite ao modelo Watts e Strogatz transformar uma rede com
caracteristica de rede regular em uma rede aleatéria. Para , temos uma rede regular, conforme
mostra a Figura 5.4(a). Quando tem-se uma rede aleatéria, conforme mostra a Figura 5.4(c).
Portanto, tal modelo situa-se em um estado intermedidrio, conforme mostra a Figura 5.4(b),

entre uma rede regular e uma rede aleatoria.

Rede regular Rede mundo pequeno de Watts e Strogatz Rede aleatoria

(b)

> p=1

Aumento de aleatoriedade

Figura 5.4: Procedimento de reconectar os nés do modelo WS que transforma uma rede
regular em uma rede aleatéria sem alterar o nimero de nds ou de arestas. Comegamos com
uma rede regular formada por N = 20 nds ligados aos seus k = 4 vizinhos mais proéximos,
em cada lado. Em seguida, escolhemos um n6 e uma aresta que conecta um de seus vizinhos.

Com uma probabilidade p reconectamos essa aresta a outro n6 escolhido aleatoriamente [4].

Seguindo estas regras, uma rede gerada com p = 0 seria uma rede reticulada unidimensi-
onal, e uma com p = 1 seria uma rede aleatdria. O processo gerador estd indicado na figura
5.4. De célculos numéricos com redes geradas assim, nota-se que, a medida em que ha mais
e mais realocacdes de conexdes existentes, o caminho minimo médio cai vertiginosamente
(veja figura 5.5) sem que haja muita alteracao no coeficiente de agrupamento, o que seria de

S€ esperar.

Isso ocorre porque a topologia geral da rede ainda € reticulada e portanto admite grande
agrupamento, mas ha atalhos que percorrem grandes distancias e que afetam muito os cami-

nhos possiveis entre quaisquer dois nds da rede.
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Figura 5.5: O comportamento das grandezas caminho minimo médio / e coeficiente de agru-
pamento C como fung¢des da probabilidade de realocacio de conexdes p no modelo de Watts-
Strogatz [27].

5.2.4 Rede livre de escala

Recentemente, avangcos em computagio permitiram que redes complexas fossem anali-
sadas de forma sem precedentes. Nestes estudos, talvez a mais importante descoberta foi
que a distribui¢do de grau de muitas redes reais de larga escala segue, de fato, uma regra
exponencial do tipo [28, 29]:

P(k) ~ k77, (5.5)

com Y sendo um valor real positivo que foi medido para varias redes reais. Redes que seguem
regras como (5.5) sdo chamadas de redes livres de escala. O interesse cientifico em redes
deste tipo adquiriu muita for¢a depois de um estudo sobre a Internet, considerando como nds
da rede cada um dos sites e conexdes sendo os hyperlinks. Neste estudo, (Broder et al, 2000
[30]) foi verificado, com o uso de programas automatizados, que esta rede segue bastante
bem uma regra exponencial como eq. (5.5) ao longo de cinco ordens de grandeza de k.

Foram entdo procuradas explicaces para a funcdo P(k) admitir este comportamento.
Dois ingredientes sdo cruciais para redes livre de escala: crescimento, pois as redes reais
observadas que seguem eq. (5.5) todas apresentam algum mecanismo de adicionar nés a
rede, e conexdo preferencial, o que quer dizer que novos nds da rede t€m uma tendéncia
maior a associar-se aqueles elementos que j4 apresentam grande nimero de conexdes com
outros elementos. Inspirados nestes dois ingredientes, Albert-Ldszlo Barabasi e Réka Albert
[3] propuseram um algoritmo para criar uma rede livre de escala que reproduz a distribuicao
de grau tdo caracteristica. O algoritmo € bastante simples:
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1. Crescimento: E criada uma rede com my elementos totalmente conectados!. Entio,
adicionamos nés novos individualmente, conectando estes a m(com m < mg) nds ja

existentes.

2. Conexdo Preferencial: Ao escolher as m conexdes de cada elemento novo da rede,
vamos assumir que a probabilidade IT de que um novo n6 se conecte com o i-ésimo né

jé existente da rede depende do grau k; deste n6 de forma tal que:

ki
T(k;) = TE (5.6)
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Figura 5.6: Rede livre de escala, formada por 100 n6s [30].

Desta forma, um n6 sendo adicionado tem uma probabilidade grande de se conectar com
um elemento que tenha k; apreciavelmente grande. Simulacdes numéricas deste algoritmo
de crescimento de rede mostram que redes produzidas desta forma seguem eq. (5.5) com
Y = 3 fixo e independente de m e mg. Para as outras propriedades de redes geradas desta
forma, como coeficiente de agrupamento e caminho minimo médio, ndo h4 previsdes anali-
ticas. Neste momento, hd apenas alguns trabalhos numéricos que procuram aproximar estas
propriedades de alguma forma. Ao comparar o modelo de Barab4si-Albert com redes reais,
para as quais em geral 2 < y < 3, verifica-se que este algoritmo ndo reproduz corretamente

0s ’s.

Nio é rigorosamente necessdrio que estes nés iniciais estejam totalmente conectados: a rede apresentard

aspecto livre de escala de qualquer forma.



Capitulo 6

Resultados

6.1 Rede de mundo pequeno do tipo arvore

Muitas redes reais podem ser classificadas como redes de mundo pequeno e elas mos-
tram uma topologia que ndo € completamente regular nem completamente aleatdria, mas
em algum lugar entre esses dois extremos. A primeira tentativa bem sucedida para mode-
lar essas redes, que tém elevados coeficientes de agrupamento e pequeno caminho médio,
foi introduzido por Watts e Strogatz . Foi nomeado redes de mundo pequeno "Small-World
Networks", por analogia com ao fenomeno de mundo-pequeno (phenomenon small-world)
[27], também conhecida como seis graus de separagdo. A partir desse primeiro modelo, sur-
giram uma avalanche de pesquisas sobre as propriedades de redes de mundo pequeno e do

modelo de Watts-Strogatz, em particular.

Neste trabalho, apresentaremos um algoritmo para criar uma rede de pequeno mundo
do tipo drvore e estudar a dindmica das redes que mostram essa topologia. Comec¢amos
apresentando algumas caracteristicas gerais do modelo e vamos mostrar algumas realizagdes
particulares do nosso algoritmo para rede de mundo pequeno [31]. A constru¢do comecga
a partir de uma estrutura em forma de anel com N mondmeros, que sio ligados simetri-
camente aos seus dois vizinhos mais préximos. Em seguida, adicionamos a cada um dos
mondmeros uma nova ligacdo com probabilidade p. A outra extremidade, ird ficar ligado
com igual probabilidade a qualquer um dos mondmeros, exceto em si. Este modelo de redes
de mundo pequeno € obtido através da distribuicao de graus (funcionalidades) da seguinte

forma normalizada Eq.(6.1)[32].

Lo (2p)F?
pk=e 2pm7 (6.1)

que € valida para k > 2, enquanto p; = 0. Onde py € a probabilidade de que um mondmero

tem k ligacdes que saem dela ou, de forma equivalente, que tem k vizinhos mais préximos.
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O parametro p é uma medida da aleatoriedade da rede, tendo valores entre 0,0 (rede regular,

ou seja, linear) e 1,0 (rede aleatdria).

Neste trabalho vamos postular que a Eq. (6.1) € obedecida por todos k’s e construiremos a
nossa rede de forma semelhante como € feito na criacdo de redes de escala livre [28, 29, 33].
Comecamos com nd 1 e escolhemos o seu grau k; aleatoriamente de acordo com o grau
de distribuicao Eq. (6.1). Assim, criamos k; novos nds. Em seguida, tomamos de forma
aleatdria do k; vértices abertos presente e seu grau foi novamente dada a partir da distribuicao
pr. O processo € iterativo até que chegamos a um numero pré-definido de vértices, Nyqx.
Quando chegamos a este valor paramos o crescimento atribuindo a todos os restantes nos

abertos grau um.

Agora vomos a constru¢do de uma rede particular das rede de mundo pequeno do tipo
arvore (Treelike Small-World Polymer Networks-TSWPN) utilizando o grau de distribui¢ao
Eq. (6.1). Na Figura exibimos TSWN com N = 50 mondmeros obtidos de distribui¢do Eq.

(6.1), para os quais escolhemos p =0,0; 0,2 ¢ 1,0.

Figura 6.1: Redes mundo pequeno do tipo arvore com N = 50 mondmeros. a) p = 0,0

(cadeia linear); b) p = 0,2; ¢) p = 1.0 (rede aleatdria do tipo arvore completa)

A numeracdo € de acordo com a ordem cronoldgica em que os nds sdo criados. Apre-
sentaremos o procedimento de construg@o para o caso de p = 0,2, mas vale salientar que
a mesma discussdo pode ser feita para qualquer valor de p. Comecamos com um vértice e
escolhemos o seu grau aleatoriamente de acordo com o grau de distribui¢do Eq. (6.1). Na
Figura 6.1 acaba por ser um grau 3 e cria-se trés novos vértices abertos, identificados como
2,3,4. Em seguida, escolhemos ao acaso um dos vértices aberto presentes (agora temos trés
vértices abertos, ou seja, 2,3 e 4). Ele acabou por ser o vértice 2 e a sua funcionalidade foi
novamente obtido a partir da distribui¢do py. Neste caso, a funcionalidade foi escolhida para
ser 2. Assim, temos de acrescentar apenas um novo vértice, rotulado 5, porque o vértice 2 ja

tem uma ligacdo com o vértice 1. O processo € iterativo escolhendo outro vértice aberto ale-
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atoriamente. Devido ao tempo disponivel e aos recursos de memoria limitados, restringimos
o tamanho de cada rede construida para um nimero pré-definido de vértices N,,,,. Quando
chegamos a este valor paramos o crescimento mediante a atribui¢do a todos os restantes vér-
tices abertos grau um. Na Figura 6.1 paramos a construcao quando alcangamos o valor de
Npax = 50. Pode-se observar facilmente, mostrado por circulos abertos na figura, que todos o
vértices periféricos estdo abertas. Usando a Eq. (6.1) a constru¢do ndo péara por si s6, devido
a falta de vértices abertos: cada vértice tem pelo menos dois vizinhos. Na figura 6.1 obtemos
para p = 0,0 a cadeia linear completa, como esperado, uma vez que a probabilidade de ter

grau 2 € igual a 1, enquanto todas as outras probabilidades igual a 0.

Ao aumentar o valor de p teremos mondmeros com maior funcionalidade e as redes vao
tendo um padrao do tipo arvore. Na Figura 6.1 exibimos uma linha azul em negrito o seg-
mento linear mais longo. Pode-se observar facilmente que o comprimento deste segmento
diminui aumentando o valor do parametro p. Todas estas propriedades pode ser compreendi-
das pelo célculo das probabilidades p; para um determinado p. Por valores muito pequenos
de p, temos uma muito alta probabilidade de obter os nés com grau 2 e extremamente bai-
xas probabilidades de ter os n6s com graus mais elevados. Assim, obteremos redes com
predominéncia de segmentos lineares. Por outro lado, para p = 1,0 a probabilidade de ter
nés com grau 2 € inferior as probabilidades de se obter os nés com grau 3,4 ou 5. Desta
forma, espera-se obter redes aleatérias do tipo drvore com segmentos lineares curtos. Esta
transicao de uma cadeia linear completa (p = 0,0) a uma rede aleatéria puro (p = 1,0) pode

ser visualizado na Figura 6.1.

Consideramos os TSWPN criados utilizando o grau de distribui¢do dada pela Eq.(6.1),
cada estrutura € descrita por dois parametros: N, o nimero de nés, e p, parametro de aleatori-
edade, que aparece no grau de distribui¢do, Eq. (6.1). Devido a aleatoriedade na construgao
das estruturas, para cada valor de conjunto dos pardmetros (N;p) nds consideramos uma
média de S diferentes realiza¢des do algoritmo, mantendo-se constante o produto N - S. Para
cada rede construida encontramos os autovalores N da matriz de conectividade A usando
rotinas padrdo, e implementar as Eqs. (4.34) e (4.35) para determinar os mddulos de ar-
mazenamento e de perda, respectivamente. Nesta subse¢do vamos nos concentrar também
no deslocamento médio, eq.(4.17). Iremos monitorar a influéncia separadamente dos dois

parametros: N e p na dindmica de polimeros.

6.2 Dinamica de polimeros com topologia de redes de mundo

pequeno

Para a dinamica de relaxamento das TSWPN e calculamos os mdédulos de armazena-

mento e de perda. Como € evidente a partir de Eqs. (4.32) e (4.33), o que parece ser ne-
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cessario € o espectro de todos autovalores da matriz de conectividade A. Na primeira parte,
consideramos TSWPNs com o mesmo parametro p, mas um nimero varidvel de mondmeros,
N, enquanto que na segunda parte, p pode variar, mantendo N constante. Para cada conjunto
de pardmetros (N;p) tomamos uma média superior as realizacdes de S do algoritmo, de
modo que a produto N - § é igual a 10°.

Na Figura 6.2 temos em dupla escala logaritmica o0 médulo de armazenamento G’, Eq.
(4.32), com vkgN/T =1 e o = 1, para TSWPNs com p = 0, 1, e um niimero varidvel de
monomeros: N = 100,200,500, 1000,5000. Imediatamente o que resulta a partir desta figura
sdo os comportamentos limitados para frequéncias muito baixas e muito altas, ou seja, uma
lei de poténcia com duas inclinacdes e um relevo, respectivamente. Na faixa intermedidria

pode-se ver a influéncia da topologia da rede. Para melhor visualiza¢do dos resultados in-
d(log10G')
d(logio®)
o caso estudado, p = 0.1, pode-se notar em todos os valores de N uma regido com declive

serimos na figura 6.2 a derivada o' = de todas as curvas da figura principal. Para
constante &’ =~ 0.5 por quase duas ordens de magnitude, que € uma reminiséncia dos seg-
mentos do tipo lineares. No entanto, para redes grandes N > 1000, observa-se uma regiao
com um decaimento de inclinacdo suave. Esta descoberta estd relacionada com um aumento

dos segmentos ramificados quando o tamanho da rede cresce.

4= N=100S=1000| _ ,
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L|— 500 200
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Figura 6.2: Mddulo de armazenamento para TSWPNs com p = 0.1 e vérios tamanhos de
rede.
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Na figura 6.3 em, uma dupla escala logaritmica o modulo de perda, eq. (4.20), com p
fixo de 0.5, e variando o nimero de monémeros N. Com vkgN/T =1 e ¢ = 1. Podemos
também variar o nimero de realizacdes, de TSWPNSs, de tal forma que o produto N - S con-
tinua o mesmo. Pode-se notar facilmente que para frequencias muito baixas obtemos um
comportamento de @' e para frequéncias muito altas, temos um comportamento de @~'. Na
regido intermedidria ndo encontramos nenhum comportamento de escala, que se torna mais

evidente, aumentando o tamanho das redes. Este resultado se tornam mais visiveis onde
d(log10G')

mostramos as derivadas o = )
d(logiow)
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Figura 6.3: Mddulo de perda para TSWPNs com p = 0.5 e varios tamanhos de rede.

E no deslocamento médio dos mondmeros, dados por << Y(z) >>, definido na Eq.
(4.17), onde se considera F/{ = 1. A Figura 6.4 mostra os resultados obtidos, com o niimero
de variando de N = 100,200,500, 1000,5000, com o p fixo em 0.8. Como antes de man-
tendo constante o produto N - S, 0 que nos permite ter o mesmo nimero de valores préprios
para todos os casos estudados. O que aparece imediatamente da Figura 6.4, usando uma
dupla escala logaritmica, é que em tempos muito curtos << Y (¢) >>~ Ft/{ para todos N,
enquanto que em tempos muito longos chega-se ao dominio de << Y (¢) >>~ (Ft)/(N{).
O comportamento em tempos curtos € longos sd@o 6bvios: um comportamento em lei de po-
téncia com declives iguais a 1. Para tempos muito curtos apenas um monOmero estd em
movimento, assim, todas as curvas ndo mostram uma dependéncia N. Contrério disto, para

tempos muito longos, as curvas mostram uma dependéncia de N. Todas os mondmeros estao
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se movendo. Quanto maior é o valor de N, mais lento serd o comportamento limite para
tempo longo. No dominio do tempo intermedidrio nos deparamos com uma regido com uma

inclinacdo constante, o que se torna maior, aumentando o valor de N.

6 | T | T T
- [=— N=100 S = 1000
— 200 500
Al 500 200
— 1000 100
— 4000 25
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Figura 6.4: Deslocamento médio para TSWPNs com p = 0.8 e varios tamanhos de rede.

Agora para os polimeros de tipo drvore com a topologia das redes de mundo pequeno
estudamos a influéncia do parametro p sobre as mesmas grandezas fisicas: o médulo de ar-
mazenamento, 0 médulo de perdas e o deslocamento médio. Para valores muito baixas de
p a probabilidade de ter um né com alta funcionalidade € baixa, veja Eq. (6.1). Neste caso,
a rede terd mais segmentos do tipo cadeia do que n6és com maior funcionalidade, portanto,
esperamos um comportamento de cadeia linear. Para elevados valores de p a probabilidade
de ter dois mondmeros com funcionalidade é menor do que a probabilidade de ter mono-
meros com funcionalidades mais elevadas. Na Figura 6.5 representamos uma dupla escala
logaritmica o médulo de armazenamento G’ para TSWPNs com N = 1000, S = 1000, e p
varidvel. Aqui escolhemos pigual a0.01, 0.1, 0.2, 0.5, e 0.8 (de cima para baixo). Inserimos
na figura a derivada o/, para 0 mesmo conjunto de pardmetros (N,S) como na figura 6.2. O
comportamento nos casos extremos para o modelo sdo 6bvios: uma inclinagdo de 2 para
baixas freqiiéncias e uma inclinacdo de 0 para altas freqiiéncias. No regido de freqii€éncia
intermedidria o modelo tém um comportamento semelhante para valores muito pequenos de

p: uma inclinacdo constante de 0.5, uma marca de cadeias lineares. No entanto, para 0 nosso
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modelo o comprimento deste dominio € maior em mais de uma ordem de grandeza.

Figura 6.5: Mddulo de armazenamento para TSWPNs com N = 1000 e p varidvel.

Na figura 6.6, em uma dupla escala logaritmica representamos o médulo de perda G”,
para N = 1000 e p variando de 0,1 a 0,8. Inserimos as derivadas do médulo de perda, o,
para TSWPNs com os mesmos valores de p, como na figura 6.3. Como esperado, o com-
portamento tedrico no limite: para pequenas frequéncias um aumento linear, e para as altas
freqiiéncias, uma dependéncia de @ !, bem para todos os valores p. Na regido intermédiaria
das frequéncias a transi¢do entre uma estrutura predominante linear (baixo valor de p) para

uma estrutura aleatéria (alto valor de p, p > 0,2) o que pode ser facilmente previsto.
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lo *m(J

Figura 6.6: Mo6dulo de armazenamento para TSWPNs com N = 1000 e p varidvel

Na figura 6.7, o temos também uma dupla escala logaritmica para o deslocamento médio,
mantemos os mesmos valores dos parametros utilizado nas figuras 6.5 e 6.6. Mais uma vez
o casos limites € claramente observadoe: a dependéncia linear ¢ em tempos curtos e longos.
Nota-se que a curva chega mais rdpido em um comportamento linear para valores de p mais
baixos e mais lento para valores de p mais altos. Para tornar melhor o entendimento plotamos
os valores da inclina¢do. Como esperado, com pequenos valores de p apresentam um padrao
de estrutura linear, segue como uma linha reta na regido intermedidria com inclinagdo em

torno de 0.5, enquanto o valor de p aumenta a reta vai tendo uma inclinagao maior.
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Figura 6.7: Deslocamento médio para TSWPNs com N = 1000 e p varidvel

52



Conclusao

Neste trabalho, tratamos de um modo a analisarmos o comportamento de escala das redes
poliméricas para mostrar uma topologia de pequeno mundo do tipo arvore. Nossas redes po-
liméricas de mundo pequeno do tipo arvore, os cdlculos tedricos foram realizadas no ambito
das estruturas Gaussianas Generalizadas [12], que sdo extensdes para topologias complexas
do modelo Rouse [1], que foi desenvolvido para cadeias lineares. O modelo ndo leva em
conta os efeitos de emaranhamento, de volume excluido e efeitos hidrodindmicos, e deter-
minados os autovalores da matriz de conectividade A a dindmica € resolvida. O pardmetro
p mede a aleatoriedade de uma rede de pequeno mundo que varia entre 0 (estrutura com-
pletamente regular) e 1 (rede completamente aleatéria). Considerando os valore de p = 0.1,
p =0.5¢e p=0.8e verificou-se a influéncia na construc¢io da rede devido a aleatoriedade. De
forma a se manter constante o produto de nimero de mondmeros na rede N e o nimero de es-
truturas construidas S, o que garante o0 mesmo nimero de autovalores. Conhecendo o espec-
tro de autovalores, determinamos o modulo complexo dinamico. No limite para freqii€ncias
muito pequenas e grandes, obtivemos comportamentos bem conhecido: para o médulo de
armazenamento G”(®) uma dependéncia de ®? e um relevo e para o médulo de perda uma

dependéncia de 0' e !

e para Y, tempos muito curtos << Y (¢) >>~ Ft/{ para todos N,
enquanto que em tempos muito longos chega-se ao dominio de << Y (r) >>=~ (Ft)/(N{).
Para valores intermediarios de tempo ou freqii€éncia observamos um comportamento de es-

cala para valores de p até 0,2.
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