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Resumo

Utilizamos uma técnica de grupo de renormalizacao no espaco real para estudar o
sistema super antiferromagneto (SAF) de Ising bidimensional sob a influéncia de um
campo magnético externo. Neste modelo as interagoes de primeiros vizinhos na direcao
x sao ferromagnéticas e na direcao y sao antiferromagnéticas. Este sistema apresenta
uma fase ordenada, para baixas temperaturas e campos nulos, com uma estrutura de
linhas ferromagnéticas e colunas antiferromagnéticas. A aplicacao do campo magnético
induz uma competicao entre as energias de interacao do modelo e o comportamento
resultante desta competicao tem sido objeto de estudo e gerado algumas controvérsias
nos ultimos anos. Na presenca do campo magnético observa-se, além da fase SAF, a fase
ferromagnética induzida pelo campo (FIC). Apresentamos neste trabalho o diagrama
de fases completo do sistema SAF no plano temperatura versus campo magnético. O
diagrama de fases obtido mostra uma linha de transicao de segunda ordem separando a
fase SAF da fase FIC. Nossos resultados contrariam resultados anteriores que preveém

um comportamento reentrante no diagrama de fases do sistema SAF.



Abstract

The phase diagram of the two-dimensional super-antiferromagnetic (SAF) Ising model
in the presence of a magnetic field is investigated within the framework of a real-space
renormalization-group approximation. We consider nearest neighbor ferromagnetic inter-
actions along the z(y) direction and antiferromagnetic interactions in the y(z) direction.
The system presents a ordered phase at low temperatures and zero fields. The presence
of a magnetic field induces a competition between the energy interactions of the SAF
Hamiltonian. The resulting behavior has been a matter of controversy in the last years.
We depicted the main results in the magnetic field versus temperature phase diagram.
A second-order transition line separates a super-antiferromagnetic phase from a field in-
duced ferromagnetic phase. Our study reveals that the magnetic field induces a phase
transition at a single temperature value, thus, we did not find any evidence of reentrant

behavior as claimed by some authors.

vi



Capitulo 1

Introducao

Os estudos realizados em sistemas magnéticos foram responsdveis pelo enorme pro-
gresso alcangado no entendimento de fendmenos coletivos em Matéria Condensada. Os
conceitos de quebra de simetria, escalonamento e universalidade, assim como o desen-
volvimento da poderosa teoria do grupo de renormaliza¢ao (GR) surgiram a partir destes
esforcos. O estudo do comportamento coletivo em magnetos pode ser realizado através
da modelagem dos sistemas reais encontrados na natureza. Para este fim, diversos mode-
los foram propostos para descrever os sistemas magnéticos e alcancaram enorme sucesso.
Dentre estes modelos, nos concentraremos naquele que é considerado o mais simples capaz
de descrever a transicao de fase que acontece no ferromagneto, denominado de modelo
de Ising][1].

O modelo de Ising original é um dos mais simples na drea de fisica da matéria conden-
sada que apresenta propriedades criticas. Devido a esta importante caracteristica tem
sido utilizado como protétipo em diferentes campos, tais como, mecanica estatistica[2, 3],
sistemas biolégicos[4, 5] e econofisica[6, 7]. Outra valiosa utilizagao tem sido empregé-lo
para testar métodos aproximativos diversos ja que sua solugao exata em uma e duas

dimensoes ¢ conhecida[8]. O Hamiltoniano do modelo de Ising tem a forma,

H=—7) 85, (1.1)
(i.d)



onde a soma é sobre todos os pares de spins primeiros vizinhos e J, que assumimos
como sendo uma grandeza positiva, é conhecida como interacao de troca Se dois spins
vizinhos na rede possuem a mesma orientacao, teremos uma energia de interagao —.J,
se sao antiparalelos a energia é +.J. Como assumimos J sendo positivo, a interagao de
troca favorece o alinhamento paralelo dos spins vizinhos.

Quando adicionamos ao modelo de Ising original outros termos de energia de inter-
acao, podemos utilizé-lo para estudar uma grande variedade de compostos magnéticos.
Muitos destes compostos exibem diagramas de fases interessantes e muitas vezes bas-
tante complexos (veja por exemplo[9]). Do ponto de vista tedrico, as pesquisas tém
se concentrado em entender as possiveis mudancas no comportamento critico destes
sistemas quando comparamos com os sistemas modelados pelo Hamiltoniano de Ising
original (Eq.1.1). Podemos citar como exemplo, o caso geral do modelo de Ising com
interagbes competitivas de primeiros (J,,) e segundos (J,n,) vizinhos, ou seja, ambas
antiferromagnéticas[10]. Neste caso o sistema exibe transigao de fase de segunda ordem
na rede quadrada e transicao de fase de primeira ordem na rede triangular dependendo da
razado R = Ju,/Junn- Apesar dos grandes esforgos que tém sido empregados para estudar
estes sistemas magnéticos e outros com versoes ainda mais interessantes do modelo de
Ising, muitas questoes acerca de suas propriedades termodindmicas e diagrama de fases
ainda permanecem em aberto.

Nosso interesse aqui é abordar um sistema que tem sido objeto de estudo recente, o
modelo super antiferromagnético (SAF) de Ising com campo magnético uniforme. Em
duas dimensoes o sistema ¢é representado pelo modelo de Ising com acoplamentos entre
spins primeiros vizinhos que sao ferromagnéticos numa dada direcao e antiferromagnéti-
cos na direcao perpendicular. O estado fundamental deste modelo estd representado no
esquema apresentado na Fig.(1-1). O sistema apresenta uma estrutura de linhas (colu-
nas) de spins ordenados ferromagneticamente, cuja orientacao de ordenamento (42 ou
—z) alternam-se ao longo da dire¢ao y(z). Para campo magnético nulo, este sistema ap-

resenta uma transicao de fase de segunda ordem para um valor de temperatura dado por
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Figura 1-1: Estados fundamentais possiveis de um SAF

kB—JTC = 2.269[11]. Acima desta temperatua o sistema encontra-se na fase paramagnética.
Ao aplicarmos um campo magnético externo longitudinal (+2) no sistema, aparece uma
competicao entre as energias de interacao do Hamiltoniano, que sao, no caso, os acopla-
mentos entre os pares de spins e o campo magnético. Esta competicao leva o sistema a
um comportamento critico que tem sido objeto de estudo e gerado algumas controvérsias
nos ultimos anos.

O diagrama de fases do modelo SAF no plano temperatura versus campo magnético
jé foi estudado por diversos autores. Uma linha critica separando duas fases distintas
pode ser observada. Uma fase é a mesma existente na auséncia do campo magnético, ou
seja, a SAF. A outra é a fase ferromagnética induzida pelo campo (FIC). Para o caso
especifico |J,| = |J,| = J, no qual concentraremos nossos estudos, os principais resul-
tados encontrados na literatura especializada estao mostrados no diagrama apresentado
na Fig(1-2) e s@o descritos a seguir. A teoria de campo médio convencional[12] (CM)
prediz a existéncia de um ponto tricritico conectando dois tipos de transicao entre a fase
SAF e a fase FIC (curva a): a transi¢ao é de primeira ordem a baixas temperaturas e

kgT.
Be o« 2.269) [11]. O resultado

campos altos e de segunda ordem & altas temperaturas
obtido com a aproximagao de cadeia linear (LCA)[13], uma mistura de resultados exatos
e teoria de campo médio, fornece uma linha de transicao de segunda ordem entre as

fases, SAF e FIC, e um comportamento reentrante a baixas temperaturas (curva b). No



comportamento reentrante um tnico valor de campo magnético induz a transicao para
dois valores diferentes de temperatura. Este iltimo resultado também foi encontrado
por outros autores que utilizaram diferentes técnicas da Mecénica Estatistica para tratar
este problema. Primeiramente, Wang e Kim[14] com uma aproximagao que envolve o
célculo de zeros da funcao de particao de Ising em uma dado ciclo elementar da rede
quadrada (curva c) e, em seguida, por Neto, dos Anjos e de Sousa[l5], considerando a
teoria de campo efetivo[16] e a aproximagdo de Bethe-Peierls[17], (curva d). Por outro
lado, Rottman[18] usando o método de interface obteve o diagrama similar ao diagrama
do modelo de Ising antiferromagnético isotrépico[19], ou seja, sem transigoes de primeira
ordem e sem comportamento reentrante a baixas temperaturas (curva e).

Todos esses resultados e controvérsias nos motivaram a realizar um estudo teérico
do sistema SAF em duas dimensoes, utilizando a técnica de grupo de renormalizagao no
espago real (GRER)[20]. Portanto, nosso interesse ao realizar este trabalho foi obter o
diagrama de fases deste modelo e acrescentar algum resultado novo a esta disussao acerca
da existéncia ou nao da reentrancia na linha critica observada por alguns autores. Para
este estudo utilizamos uma aproximagao de GRER denominada de transmissividade[21].
Esta aproximacao nos permite mapear todo o diagrama de fases do modelo.

A tese encontra-se organizada na seguinte forma. Iniciamos o capitulo 2 fazendo uma
breve apresentagao sobre fenémenos citicos. Utilizaremos o modelo de Ising para ilustrar
a transicao de fase ferromagnética-paramagnética.

No capitulo 3 faremos uma introducdo ao GRER. A visao que apresentaremos é
bastante simples e mostra a vantagem de utilizar esta técnica para calcular a funcao de
particao de um sistema de muitas particulas. Ao final iremos introduzir o método de GR
denominado de transmissividade e que serd utilizado no capitulo 4.

No capitulo 4 descrevemos nosso estudo para o sistema SAF com campo uniforme.
Apresentamos o diagrama de fases no plano temperatura versus campo magnético e
fazemos a comparagao com os resultados obtidos por outros autores.

No capitulo 5 apresentamos as conclusoes e perspectivas de trabalhos futuros.



r---.-_-.--.-..'u.!..;
e
....

e,
~.

kT /J

AF

0 . ! . L . ! : ! : )
0,0 0,4 0,8 1,2 1,6 2,0

H/J

Figura 1-2: Diagrama de fases do SAF no plano H/J x kgT/J. (a) Aproximacao de
Campo Médio (b) Aproximagao de Cadeia Linear (¢) Aproximagao de Bethe-Peierls (d)
Resultado de Wang e Kim (e) Linha critica obtida pelo método da inteface.



Capitulo 2

Transicoes de fases e Expoentes

Criticos

Numa transicao de fase observamos uma mudanca abrupta das propriedades termod-
indmicas de um sistema em decorréncia da variacao de um ou mais de seus parametros
externos. Essas transicoes podem ser estudadas pela termodindmica e sao caracterizadas
por singularidades em algumas grandezas termodinamicas, tais como calor especifico e
susceptibilidade, no ponto de transicao.

Neste capitulo abordaremos as transicoes de fases cldssicas, ou seja, movidas pelo

efeito térmico. Ilustraremos esta abordagem com o exemplo do ferromagnetismo.

2.1 O ferromagneto de Ising

Em nossa abordagem sobre transi¢oes de fases utilizaremos o modelo de ferromagneto
mostrado esquematicamente na Fig.(2-1). Este modelo consiste de d&tomos com momentos
magnéticos de spin = 1/2 (representados por setas), arranjados em uma rede de dimensao
d. Este modelo é por natureza um modelo quantico e requer que sejam observadas todas
as regras da mecénica quéantica para lidar com momento angular de spin. Entretanto,

iremos considerar um modelo mais simplificado e que captura toda a esséncia da fisica



Figura 2-1: Esquema do modelo de spins para um ferromagneto

do ferromagnetismo.

Consideramos que cada spin pode somente ter duas orientagoes, +z ou —z e portanto,
0 i-ésimo spin desta rede pode assumir somente dois valores, S; = +1. Cada um destes
spins interage com seus vizinhos mais préximos da rede, ji4 que em um magneto real
as interagoes decaem rapidamente com o aumento da distadncia entre dois spins. Este

modelo ¢é descrito pelo Hamiltoniano de Ising [1] e tem a forma,
H=-7Y 85, (2.1)
(.9)

onde a soma é sobre todos os pares de spins primeiros vizinhos, e J > 0 é a interacao
de troca. Se dois spins vizinhos na rede possuem a mesma orientacao, teremos uma
energia de interagao —.J, se sao antiparalelos a energia é +.J. Como J é positivo, a
interagdo de troca favorece o alinhamento paralelo dos spins vizinhos. A Eq.(2.1) rep-
resenta, portanto, a energia F, de um estado particular o de todo o sistema, devido a
um determinado arranjo dos spins na rede, ou de outro modo, devido aos valores par-
ticulares das varidveis de spin S; naquele estado particular a. Estes estados particulares

sao denominados de microestados do sistema. Para um sistema de N spins teremos 2V



possiveis microestados diferentes. Se a maioria dos spins da rede estiverem paralelos ter-
emos um momento magnético nao nulo para o sistema dando origem a um ferromagneto.
Um sistema apresenta magnetizagao espontinea quando possui momento magnético na
auséncia de campo magnético.

Para introduzirmos os efeitos da desordem causados pela temperatura assumiremos
que o sistema de spin estd em equilibrio com um reservatério de calor a temperatura 7.
O comportamento do sistema serd descrito pelo ensemble canonico. A probabilidade P,

de encontrarmos o sistema no estado «, de energia F, e a& temperatura 1" é dada por

E.
P, = exp(——=)/Z (2.2)
kg
onde kg é a constante de Boltzmann e
E,
7 = ga erp T T (2.3)

O contato do sistema com o reservatério de calor faz com que o sistema sofra transicoes de
um microestado para outro. Cada spin pode transicionar entre os dois estados possiveis
+1 ou -1 a medida que ganha ou perde energia para o reservatorio de calor. A medida
de uma grandeza macroscopica é obtida por uma média sobre todos os microestados
visitados durante a medigao. Considerando m,, a magnetizacao de um microestado a do

sistema,

Mo = Y _Si, (2.4)

onde os S; desta soma representam os valores das varidveis de spin no microestado a. A

magnetizagao do sistema serd

m = ZmaPa. (2.5)

Similarmente, outras grandezas termodindmicas podem ser obtidas em termos das
probabilidades P,. Um magneto real, como por exemplo, um pedaco de ferro contém um

grande niimero de spins (cerca de 10%?) e como estamos interessados no comportamento



de um sistema real, temos que considerar sistemas para os quais N — oo possuindo assim
um grande nimero de microestados.

O modelo de Ising apresentado acima serd a base do estudo que apresentaremos
aqui. Este modelo captura muitas das caracteristicas essenciais da transicao de fase para
o estado ferromagnético o que, aliado a sua simplicidade, o torna ideal para estudar
transicoes de fases.

Existem outros modelos para tratar o ferromagnetismo que sao bastantes conhecidos
e ja foram exaustivamente estudados. Por exemplo, modelos nos quais as interacoes
entre os spins se dao ao longo de cada uma das trés dimensoes espaciais, conhecido como
modelo de Heisenberg[22], ou em duas direges, modelo XY [23]. Os spins também podem
ser inteiros (S =1,2,...) ou semi-inteiros (S = 1,3, ...). Podemos ter ainda modelos nos
quais as interagoes entre os spins podem ter um maior alcance, ou seja, modelos com
interagoes de segundos, terceiros ou ainda mais distantes vizinhos da rede[10],[24]. Todos
estes modelos exibem propriedades interessantes e tém sido muito estudados nos tltimos

50 anos.

2.2 Transicoes de Fase

O comportamento termodindmico do ferromagneto de Ising é determinado pela com-
peticao entre a energia de troca e a temperatura. Para dimensoes maiores que um
(d > 1), o sistema pode se apresentar, a T' > 0, em duas fases distintas; paramagnética
e ferromagnética (ver Fig.2-2). Para temperaturas altas, comparadas com .J, a entropia
domina a energia livre e os spins flutuam praticamente independentemente, caracteri-
zando a fase paramagnética. Por outro lado, para baixas temperaturas, quase todos os
spins permanecem alinhados em uma das duas diregoes possiveis, dando origem a uma
ordem magnética de longo alcance. Nesta fase ferromagnética cada spin apresenta um
valor médio < .S; > diferente de zero, onde <> denota a média termodinamica sobre o

ensemble candnico. A magnetizacao espontanea assume diferentes valores em cada fase
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Figura 2-2: Diagrama de fases no plano campo versus temperatura (em unidades de J)
para um ferromagneto.

e é utilizada como parametro de ordem, uma quantidade termodindmica que serve para
caracterizar a natureza de uma fase (ver Fig.(2-3)). Em toda a fase paramagnética, en-
contrada na regiao de temperatura 7' > 7., sendo 1. a temperatura critica da transigao,
a magnetizacao assume o valor zero. Na fase ferromagnética, na regiao de temperatura
T < T. a magnetizacao assume um valor nao nulo. Para 7T logo acima de 7, existem
grandes regioes ou dominios nos quais uma certa porcao dos spins estao alinhados parale-
lamente. Existe ordem nestes dominios mas nao é possivel que uma fragao finita destes
concordem em alinhamento. Para T logo abaixo de T, a grande maioria dos dominios
estao com o mesmo alinhamento e observa-se o ordenamento de longo alcance. Quando
os tamanhos dos dominios tornam-se grandes, o tempo requerido para o ordenamento ou
desordenamento torna-se longo. Dizemos que o tempo de relaxagao (equilibrio térmico)
proximo a T, é longo. Este tipo de transi¢ao descrita acima é chamada de transicao de
segunda ordem.

Para o caso unidimensional os spins estao conectados entre si por apenas duas ligagoes,
favorecendo que as flutuacoes térmicas destruam qualquer alinhamento ferromagnético.
Neste caso, ocorre ordem apenas em 7" = 0. Em qualquer temperatura finita, a entropia
sempre domina a energia interna impedindo o surgimento de uma fase ordenada. Assim,

diz-se que a dimensao critica inferior do modelo de Ising, isto é, a dimensao acima da
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Figura 2-3: Parametro de ordem (magnetizagdo espontanea) em fungao da temperatura
para um ferromagneto.

qual pode-se ter uma fase ordenada para 7' # 0 é entao d; = 1.

Uma outra quantidade termodindmica de interesse na descricao das transicoes de se-
gunda ordem é o comprimento de correlacao ¢&. O comprimento de correlagdo mede o
tamanho linear de uma regiao sobre a qual as flutuacoes de spins estao correlacionadas.
Podemos também dizer que é o comprimento médio dos dominios com uma porgao finita
de spins alinhados na mesma direcao. No caso de uma transicao de segunda ordem,
como aquela observada na transicao ferromagnética-paramagnética descrita acima, as
flutuacoes estao correlacionadas em todas as escalas de distancia, de modo que o com-
primento de correlacao torna-se infinito.

Na fase ferromagnética existem dois estados de equilibrio equivalentes que estao rela-
cionados pela simetria de inversdo de spins exibida pela Hamiltoniana da Eq.(2.1). O
sistema apresenta uma quebra de simetria espontdnea ao escolher um dos dois estados
possiveis de equilibrio. O diagrama de fases no plano m — H, (ver Fig.(2-4)), apresenta
uma descontinuidade na magnetizacao, quando H — 0, com valor +my e H — 0_ com
valor —my. Esta descontinuidade caracteriza uma transicao de primeira ordem. Algumas

quantidades termodinamicas sofrem descontinuidades ao passar pela linha de transicao,
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Figura 2-4: Curva da magnetizacao m em funcao do campo magnético H

H=0eT < T, (ver Fig.(2-4)), e o comprimento de correla¢do permanece finito.

2.3 Expoentes criticos

O comportamento singular ou divergente de certas funcoes termodindmicas numa
transicao de fase ¢ descrito em termos de expoentes criticos[25]. Estas transi¢oes sao
caracterizadas por uma temperatura de transicao, ou temperatura critica 7,.. Portanto,
préximo a uma transicao de fase descrevemos o comportamento singular das grandezas

fisicas do sistema através de comportamentos assintéticos em fungao da varidvel térmica,

Para o calor especifico, o comportamento assintético é dado por

C~ |t H=0. (2.6)

De forma andloga, para a magnetizacao espontanea m, a susceptibilidade y e a magne-

tizacao M em funcao do campo magnético H, temos:
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m ~ |tP, T < T, H=0; (2.7)
X~ [t H=0; (2.8)
M~ H3 T=T. (2.9)

O comprimento de correlagao ¢ e as fungoes de correlagao se comportam como

¢~ ItV H=0. (2.10)
G(r) ~r= W20 7 =T, H=0. (2.11)

As defini¢oes acima referem-se a parte singular destas quantidades e, salvo quando ex-
plicito, as singularidades sao as mesmas para 7' se aproximando de 7, por cima ou por
baixo. Os expoentes «, 3,7,0,v e n sao denominados expoentes criticos. Observamos
que de forma geral o expoente critico associado ao comportamento assintético de uma

grandeza F' ¢é denifido por
In|F(t

/N (2.12)
Os expoentes criticos nao sao independentes e estao relacionados entre si por algumas
desigualdades obtidas através de consideracoes fundamentadas na Termodindmica e na
Mecéanica Estatistica. Na criticalidade, essas desigualdades sao satisfeitas como igual-
dades e sao conhecidas como leis de escala. Veremos a seguir algumas das desigualdades
mais conhecidas entre estes expoentes.
Para tanto, iniciemos por lembrar de um lema, que pode ser encontrado em qualquer

livro de célculo, de particular utilidade & demostracao que faremos.

LEMA: Sejam f(x) e g(x) duas fungoes tais que
fz) =2* (2.13)

g(x) =¥ (2.14)



e consideremos

f(z) < g(x) (2.15)

para x > 0, porém suficientemente préximo da origem z = 0. Entao podemos afirmar
que

A> . (2.16)

onde A e ¢ podem assumir quaisquer valores reais, positivos ou nao.
Comecemos demostrando a desigualdade de Rushbrooke. Partiremos da seguinte
relagao:

Xr(Cu —Cy) =T K%—%)H] 2 : (2.17)

onde X, denota a susceptibilidade magnética & temperatura constante e é definida por

Xp = (g—]\lj)T. (2.18)

Cy e Cy em (2.17) sdo respectivamente, os calores especificos a campo (H) e magneti-

zagao (M) constantes, e que sdo definidos por:

9°G
Cy=-T (—) (2.19)
" ar? ),
82 A
Cyv =T (—) (2.20)
M ar? ),

sendo G o potencial de Gibbs e A o potencial de Helmholtz. E facil verificar que tanto

Cy como Cy; sao positivos se os definimos em funcao da entropia S do sistema,

Cy=T (%)H (2.21)

Cy=T (%)M (2.22)
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visto que a entropia do sistema cresce quando cresce a temperatura. Considerando o fato

de C' ser um nimero positivo, a relagao, (Eq.(2.17)), pode ser reduzida a

cus L](20) ] -

Usando as relagoes que definem expoentes criticos do calor especifico C' (EQ.(2.6)),
da magnetizacao m (Eq.(2.7)) e da susceptibilidade x(Eq.(2.8)), podemos entao, através

do lema anteriormente destacado, obter a relagao:
a+28+v>2 (2.24)

que é a desigualdade de Rushbrook.
Apresentaremos agora, sem qualquer demostracao, algumas outras desigualdades que

podem ser encontradas nos livros textos usuais de Mecéanica Estatistica:

Grif fths:v > B(6 — 1), (2.25)
Griffths:v(6+1) > (2—-a)(6 —1), (2.26)
Fisher :v<v(2-mn), (2.27)
Josephson : vd > 2 — « (2.28)

onde, na iltima expressao, d é a dimensionalidade do sistema.

2.4 Leis de escala

Na regiao critica as relagoes de desigualdade entre os expoentes criticos sao satisfeitas
como igualdades e sao conhecidas como leis de escala. Estas leis sao obtidas a partir de
uma conjectura acerca de como algumas quantidades se transformam quando o sistema

sofre uma transformacao de escala. A idéia bdsica é que préoximo ao ponto critico as
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correlacoes de longo alcance das flutuacoes de spins sao responsdveis por todos os com-
portamentos singulares das grandezas fisicas. Portanto, o comprimento de correlacao £
¢ o lnico comprimento caracteristico do sistema, e todos os demais serao medidos em
termos dele. Esta conjectura juntamente com a afirmacao de que, préximo ao ponto
critico, as fungoes termodindmicas sao fungoes homogéneas generalizadas levam-nos as

conhecidas leis de escala,

(2.29
Y0+1) = (2-a)(6-1), (
v = v(2-n), (

(

[\
w

)
0)
1)

)

[\
w

vD = 2—« 2.32

Estas relacoes sio de grande importancia na teoria de fenémenos criticos. E con-
hecido experimentalmente que os expoentes criticos que governam o comportamento das
quantidades termodindmicas nas vizinhancas de um dado ponto critico tém os mesmos
valores para vérios sistemas. Quando sistemas diferentes possuem o mesmo conjunto de

expoentes criticos dizemos que eles pertencem a uma mesma classe de universalidade.
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Capitulo 3

Introducao ao Grupo de

Renormalizacao no Espaco Real

O GR, introduzido por K. Wilson[26] desempenha papel de grande relevancia nos
diversos contextos da fisica, especialmente no estudo de fendémenos criticos. No ambito
dos fendmenos criticos, um dos objetivos principais do GR é determinar expoentes criticos
e obter diagramas de fases. Portanto, a énfase da teoria do GR estd na obtencao da fungao
de particao no ponto critico. O desenvolvimento do GR é bastante complexo e baseia-se
em conceitos como escalonamento, universalidade e correlacoes na regiao critica. Por
outro lado, podemos, de uma forma mais simplista, ver o GR como uma ferramenta
préatica e aproximada para calcular as somas envolvidas em uma funcao de particao de

um sistema de muitas particulas[27]. E esta a visdo que apresentaremos a seguir.

3.1 Equacoes de GR para o modelo de Ising

Vamos considerar um ferromagneto de Ising em uma dimensao. Na Fig.(3-1) temos uma
porcao de uma cadeia de spins. A fungao de particao da cadeia de spins que queremos

calcular tem a forma,
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Figura 3-1: Segmento de uma cadeia de spins. Os circulos abertos representam os spins
que serao dizimados. Os circulos fechados representam os spins remanescentes na cadeia..

Z = exp[K(...515, + 8255 + S35 + ...)] (3.1)

onde a soma é sobre todos os valores possiveis para S1,5,... e usamos K = J/kgT.

Vamos reescrever Z agrupando termos na seguinte forma
Z = Z ... €Xp K(5152 + SQS?,) exp K(S3S4 + S4S5)] (32)

A seguir iremos eliminar o spin S, que aparece somente na primeira exponencial. Fazemos

isso realizando a soma sobre Sy = +1. A funcao de particao toma a forma,
Z = Z eXp K Sl + 53) + exp( (Sl + Sg)] - exXp K(SgS4 + 5455) (33)

onde a soma agora é sobre todos os spins remanescentes na cadeia, exceto o spin Ss.
Nosso préximo objetivo é somar sobre todos os spins pares restantes, ou seja, S4,5g,...

(Fig.3-1). Ap6s a dizimagao de todos estes spins podemos reescrever Z como,

Z =Y ..lexp K(Sy + S5) + exp(—K(Sy + 93)]-x [exp K (S5 + Ss) + exp(—K (S5 + S5)] ...
(3.4)

18



onde agora o somatdrio inclui apenas os spins fmpares da cadeia. O préximo passo é

achar uma funcao G, tal que, independemente de S; e S3 forneca

exp K (S1 + S3) + exp(—K (S + S3) = G(K) exp K'(51.53) (3.5)

onde K’ representa o acoplamento entre S; e S3. A solugdo para a Eq.(3.5) é facilmente
obtida substituindo todos os valores possiveis para S; e S;. Para S; = S3 = +1 ou —1,
temos

exp 2K + exp(—2K) = G(K) exp K’ (3.6)

Para S;=1e S3=—1ouS;=—-1e S3=1,

2=G(K)exp K, (3.7)
que resulta em
, 1
K' = 5 In[cos(2K)] (3.8)
G(K) = cosh(2K)z. (3.9)

Logo, podemos escrever

Z = Y ..G(K)exp K'S S G(K)exp K'S55s...
= [GE)]TD expK'(..5185 + 8355 + .. (3.10)

Note que nés ainda nao realizamos a soma da funcao de particao, mas, agora temos que
realizar esta tarefa apenas para um sistema com N/2 spins acoplados pela interacao K,
ou seja,

Z(N,K) = G(K)* Z'(N/2, K" (3.11)
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e mostramos, portanto, que a funcao de particio Z(N, K) para N spins esta relacionada
a fungao de particao Z'(N’, K') de um sistema de N’ = N/2 spins.
Para um sistema de muitas particulas sabemos como Z depende de N. Sendo a

energia livre proporcional ao tamanho do sistema, podemos escrever

InZ = N¢ (3.12)

onde ¢ é funcdo de K mas é independente do tamanho do sistema. Usando as Eq.(3.11)

e (3.12) podemos escrever,

§(K) = % [m G(K)* +1In Z’] . (3.13)
’ 1 1
f(K):§lnG(K)+Nan. (3.14)
E(K) = 3 InG(K) +€ (K), (3.15)
logo
¢(K') = 2¢(K) — In[cosh(2K)"/2). (3.16)

Essas equagoes acima sao os resultados essenciais do GRER. Analisando-as podemos
concluir que conhecendo a fungao de partigdo para um certo valor de K (ou equiva-
lentemente de T'), estas equagoes fornecem uma relagao de recorréncia para obtermos a
funcao de particao para outro valor de acoplamento ou temperatura. Usando a relagao
de recorréncia (Eq.(3.8)) obtemos um fluxo na dire¢do K — 0. Esta equagcao foi obtida
para d = 1 e possui apenas dois pontos fixos triviais localizados em K = 0 e K = oo (ver
Fig.(3-2)).

O mesmo procedimento pode ser realizado para dimensoes maiores. Na tentativa
de facilitar a obtencao das equacoes de GR dos mais variados sistemas fisicos, diversas

outras aproximacgoes vém sendo adotadas. Apresentaremos a seguir a aproximacao que
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Figura 3-2: Diagrama de fluxo para o ferromagneto de Ising em d=1.

utilizamos para obter as relacoes de recorréncia do GR para o estudo que realizamos no
SAF com campo uniforme. Esta aproximacao ¢ denominada de método da transmissivi-

dade.

3.2 A transmissividade

Sabe-se atualmente que a transmissividade, grandeza formalmente introduzida em
1981 por Tsallis e Levy[21], é a funcao de correlagao entre dois spins na auséncia de campo
externo[28]. Mostraremos, como utilizar a transmissividade ao tratarmos o modelo de
Ising e apresentaremos os resultados desta grandeza para obter a relagao de recorréncia
do GR.

Vamos considerar um sistema unidimensional. A partir da cadeia de spins defini-
mos duas células de tamanhos diferentes: A célula maior possui 4 sitios e seus spins
estao acoplados pela interacao de troca J. A célula menor, que chamaremos de célula
renormalizada, possui dois sitios cujo acoplamento é J' (ver Fig.(3-3)).

O Hamiltoniano de Ising para a célula de 4 spins é dada por,

H = —JS1Ss — JS,S5 — J S35, (3.17)

e para a célula renormalizada temos,

H=-J515+G (3.18)
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Figura 3-3: Células utilizadas na renormalizacao do ferromagneto de Ising em d = 1.

onde G’ é gerada no processo de renormalizacao. A funcao de particao para a célula

maior é

Z= > expK(515:+ 5255+ 535). (3.19)

S1,52,53,54

Para a célula renormalizada temos

7' = exp G exp (K'S18,), (3.20)
51,54

onde usamos K = 3.J e K’ = (J)". Definimos a transmissividade a partir da preservacio

de parcelas da funcao de particdo nas quais os spins terminais estao fixos. Assim, para

er+ = exXp (K/ + ﬁG/) = Z exXp K(SQ + SQS?, + Sg) = Z++ (321)
S2,53
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epara S;=1e Sy = —1,

Z_/|__ = exp (—K, + 6G/) = Z exp K(SQ + SQS?, - S3> = Z+_ (322)

S2,53
onde os somatdrios agora sao somente sobre as varidveis de spin S e S5 da célula maior.
Estas duas expressoes, Eq. (3.21) e Eq.(3.22), fornecem a relagao de recorréncia para a
varidvel K’. Dividindo as duas expressoes e realizando a soma sobre os spins Ss e S3,
obtemos

1 {e“( + 3e—K} (3.23)

K=gh | cmser

O fluxo desta esquacao é sempre em direcao ao atrator da fase paramagnética K’ = 0
como ¢é esperado para d = 1.

O mesmo procedimento pode ser realizado em duas dimensdes. Para isto considere a

porgao extraida da rede quadrada apresentada na Fig.(3-4). Novamente iremos calcular

parcelas da funcao de particao, nas quais os spins S; e S4 sao mantidos fixos. Usando os

grafos (b) e (c) da Fig. (3-4) temos,

Z', =exp(K'+ pG") = Z exp K(2Sy + 255 + 5253) = Z4 (3.24)
S2,53
7\ =exp(—K'+BG) = expK(S:S3) = Z4_ (3.25)
52,53
1 K 4 2eK 4 73K
K ==1 2
o { 2eK + 2K } (3.26)

Esta equacao possui dois pontos fixos triviais localizados em K = 0 (fase ordenada)
e K = oo (fase paramagnética). O terceiro ponto fixo, K, = 0,44, é um ponto critico
repulsor que separa a fase ordenada da fase paramagnética. Este resultado deve ser
comparado com o resultado exato de Onsager para o modelo de Ising em d = 2[11].

A escolha da célula desempenha um papel crucial dentro desta aproximacgao. Como o
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Figura 3-4: Grafos utilizados na transformacao de GR na rede quadrada (a) Cluster da
rede quadrada. (b) Célula com os spins terminais colapsados. (c) Célula renormalizada.

método envolve o colapso de spins da rede, deve-se tomar o cuidado para que a célula
preserve o estado fundamental do sistema que serd estudado.

O método da transmissividade ja foi utilizado para tratar véarios modelos de spins
classicos. Em geral, os resultados podem ser aprimorados aumentando-se o tamanho das
células usadas no processo de renormalizacao. Entretanto, quando usamos um tratamento
de GRER nossa maior expectativa é quanto ao resultado qualitativo que serd obtido.

No préximo capitulo empregaremos o método da transmissividade para estudar o

SAF de Ising com campo magnético.
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Capitulo 4

Estudo do Super antiferromagneto

de Ising com campo uniforme

Neste capitulo iremos apresentar o estudo que desenvolvemos sobre o SAF de Ising
com campo uniforme utilizando como método de renormalizacao a transmissividade.
Faremos inicialmente uma breve apresentacao de alguns dos resultados mais importantes
para o modelo de Ising. Ao final discutiremos os principais resultados que obtivemos

neste estudo.

4.1 Modelo de Ising com campo magnético uniforme

O modelo de Ising foi proposto por Lenz[29] em 1920 para o seu aluno Ising. Este
obteve uma solugao exata para o caso unidimensional e constatou nao haver transicao de
fase em temperatura finita (ver Apéndice B). O modelo de Ising tem sido usado também
na descrigao de sistemas nao fisicos, como modelo de aprendizagem[30], armazenamento
de informacao em redes neurais[31], biologia molecular[32],[33] e sociologia[34].

Na presenca de campo uniforme H o modelo de Ising pode ser escrito na forma

H=—JY SiS;—HY 5, (4.1)
(8.5) i
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onde a primeira soma refere-se as configuragoes de spin e a outra cobre todos os sitios da

rede. A funcao de particao para este problema é entao,

Z(B,H) =exp |B(J > _SiSi+HY S7)|. (4.2)
{i,i} i
Em duas dimensoes e na auséncia de campo magnético, o modelo de Ising apresenta
uma transicao de fase ferro-paramagnética e pode ser resolvido exatamente. Em 1941,
Kramers e Wannier[35], determinaram a temperatura critica do sistema usando a du-
alidade entre sitios e ligagdes de uma rede quadrada. Em 1944, Onsager[11],resolveu
exatamente o modelo de Ising na auséncia de campo e obteve uma expressao analitica
para a energia livre, de onde se obtém uma singularidade logarftimica para o calor es-
pecifico. Outros tratamentos visando simplificar a solucao foram dados posteriormente
por Kaufmann[36], Schultz, Mattis e Lieb[37]. Solugoes did4ticas deste problema podem
ser encontradas nas Refs.[38] e [39], seguindo o tratamento de matrizes de transferéncia,
e Refs.[40], [41], via método combinatorial.

A temperatura critica do modelo é dada por

2J
sinh (KBTC) =1, (4.3)

ou
kgT. 2

J In(1++/2)

O calor especifico apresenta uma singularidade logaritmica em T,

2
C’z—NKBZ( 2J ) In

~ 2,269 (4.4)

T
1— —
T

C

. (T'=T,). 4.
A\t + const. e) (4.5)

A magnetizac¢ao por spin, obtida por Yang[42], pode ser expressa como
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0 T>T,
178
(p[gm(ﬁ)] ) T<T,.

revelando uma transicao de fase em T' = T...

m(T) =

Na presenca de um campo magnético, a solugao exata para o modelo em d = 2
nao é conhecida. A questao entdo consiste em obtermos uma idéia do comportamento
critico sem que seja preciso recorrer diretamente & soma em (4.2). Para evitar o ataque
frontal, é conveniente transformar o problema original num outro mais tratdvel, onde, a
singularidade ocorra naturalmente quando o ponto critico é atingido. Esta ¢é a tarefa que
o GR se propoe a realizar.

Para o sistema ferromagnético (F), a presenga do campo destréi a transi¢ao existente
a campo nulo. Neste caso, qualquer valor de H # 0 fard com que os spins do sistema
orientem-se na direcao do campo e, para qualquer valor de T, teremos apenas a fase FIC,
também denominada de fase paramagnética com campo.

Para o sistema antiferromagnético (AF) a presenga do campo magnético nao é sufi-
ciente para destruir a transicao observada a campo nulo. Podemos observar através do
esquema mostrado na Fig.(4-1) que o valor do campo critico necessério para destruir a
ordem em T'=0 ¢ H. = 4J. O método da transmissividade foi utilizado por [19] para
estudar o AF de Ising bidimensional. N6s refizemos este estudo e apresentamos a seguir
um resumo com os principais resultados.

A célula utilizada na transformagdo de GR é apresentada na Fig.(4-2a). A célula
hierdrquica (4-2b) é adequada para tratar o AF pois preserva a simetria do estado fun-

damental. O Hamiltoniano usado na transformacao tem a forma,

H=1J> SiS;— %Zzi&-
(@.5) ‘

onde J > 0 é o acoplamento antiferromagnético, H é o campo magnético e z; é chamado

de niimero de coordenacao do sitio i. No sistema AF, o nimero de coordenagao coincide
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Figura 4-1: Estado fundamental do AF em d = 2.

O

2
(a) (b) ()

Figura 4-2: Células utilizadas na renormalizagdo do antiferromagneto em d = 2 (a)
Cluster da rede quadrada (b) Células com spins colapsados (c) célula renormalizada.
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com o nimero de ligagoes que convergem para um dado sitio. A transformagao de GRER
é definida por
7' = exp (—5/ '12) = ZGXP(_5H1,2,...,6) =7 (4.7)

A Eq.(4.7) indica que a soma serd realizada apenas sobre os spins internos da célula
maior(ver Fig.(4-2b)). Preservando parcelas da fungao de partigdo obtemos as relagoes

de recorréncia na forma,

J' = f(BJ,pH)
H' = g(BJ,BH)

A iteracao das equacgoes acima fornece uma linha critica de segunda ordem separando as
fases AF e FIC (ver Fig.4-3). Em temperatura zero o campo magnético critico obtido
foi H = 4J que é o valor esperado para a rede quadrada. O fluxo das equacoes do GR
ao longo da linha critica é em direcao ao ponto critico do sistema de Ising sem campo
(Te = 2.26, H = 0). Neste caso temos que o comportamento do sistema AF nao foi

aletrado pela presenca do campo magnético.

4.2 O SAF de Ising em duas dimensoes

Embora o modelo de Ising tenha sido exaustivamente estudado, muitas questoes sobre
propriedades magnéticas e diagrama de fases de versoes mais gerais ainda estao abertas.
Entre os casos interessantes, recentemente estudados, estd o modelo SAF de Ising com
campo uniforme. Em duas dimensoes o sistema é representado pelo modelo de Ising com
um tipo de anisotropia particular: o acoplamento entre os sftios primeiros vizinhos na
diregao z(y) é ferromagnético enquanto que na dire¢ao y(x) é antiferromagnético (Fig.4-
4). Estas interagoes d@o origem a um estado fundamental com linhas (colunas) de spins
no estado ferromagnético e colunas (linhas) de spins alinhados antiferromagneticamente.
A introducao de um campo magnético no modelo induz competicao entre as energias de

interacao do Hamiltoniano e leva o sistema a um comportamento critico que tem sido
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Figura 4-3: Diagrama de fases do sistema AF no plano campo versus tempertura (em
unidades de J).
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Figura 4-4: Esquema da rede bidimensional para o modelo SAF.

objeto de estudo e controvérsias nos tltimos anos. O modelo Hamiltoniano mais geral

para descrever o SAF de Ising com campo magnético tem a forma,

N
H=—Joy Si;Sijun+Jy) SiiSin,; —HY Si; (4.8)
(i) (i) %

onde 7 é para ser tomado fixo ao longo do eixo = e j ao longo do eixo y. As interacoes
J: >0 e J, > 0 sdo os acoplamentos de troca, 57, ¢ a matriz de spin de Paulie H > 0 &
o campo magnético uniforme que atua em cada spin da rede quadrada.

O Hamiltoniano (Eq.4.8) tem solucao exata para o caso H = 0 e uma temperatura

2J. 2J,
inh — ) sinh L) =1 4.
sin ( o Tc) sin ( o Tc) , (4.9)

separa uma fase de baixas temperaturas com ordenamento SAF de outra fase, de tem-

critica dada por

peraturas mais altas, dita paramagnética. Em particular, se |J,| = |J,| = J, temos
kgT.

que = 2.269. Para valores finitos de campo existe uma linha critica separando o
estado fundamental SAF do estado FIC induzido pelo campo magnético. Em T = 0,
encontramos o valor de campo critico, H, = 2.J, destruindo a fase SAF.

Como mencionamos na Introducao, este sistema foi estudado por diversos autores que
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utilizaram-se de vérias técnicas disponiveis na mecénica estatistica. Vdrios diagramas de
fases no plano, 7' versus H, foram propostos para o modelo SAF com |J,| = |J,| =
J, levando a algumas controvérsias. A primeira controvérsia levantada foi acerca da
existéncia de pontos tricriticos e de transi¢oes de primeira ordem no SAF. Estas questoes
estao hoje bem sedimentadas e sabe-se que toda a regiao da linha critica é de 2% ordem.
Outra controvérsia que surgiu mais recentemente é sobre a presenca ou nao de uma
reentrancia na linha de transicao a baixas temperaturas.

Neste trabalho aplicamos a aproximagao do GRER para discutir o diagrama de fases
do modelo SAF de Ising em duas dimensoes. A transformacao usada para tratar este
problema j& provou ser uma poderosa ferramenta para obter informacoes qualitativas
sobre problemas envolvendo fendmenos criticos e é aplicada com sucesso em sistemas de
spin cléssicos e quanticos[10][43]. A aproximagao que usamos serve para tratar transi¢oes
de primeira e segunda ordem, para determinar classes de universalidade, pontos multi-
criticos, etc. O comportamento incomum da linha critica observado por alguns autores
foi obtido para o caso |.J,| = |J,| = J. Portanto, por simplicidade, estaremos tratando

aqui apenas este caso particular e daremos énfase a discussao acerca da existéncia ou nao

deste comportamento reentrante no diagrama de fases do modelo SAF.

4.3 Formalismo do GRER

Para estudar o modelo SAF em duas dimensoes propomos uma rede retangular com in-
teragoes de primeiros vizinhos conforme aquela esquematizada na Fig.(4-5). Para aplicar
a transformacdo do GRER ¢é necessério transformar um cluster de 12 sitios (Fig.4-5- a)
em uma célula hierdrquica apropriada (Fig.(4-5b)). Na Fig.(4-5¢) é mostrada a célula
renormalizada. Os sitios 1 e 2 representam os sitios terminais em ambas as células, orig-
inal e renormalizada. Estes grafos sao adequados para estudar o modelo SAF pois eles
preservam a estrutura de linhas e colunas, no ordenamento do estado fundamental, que

sao cruciais para descrever o sistema. Ressaltamos que os célculos foram realizados com
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Figura 4-5: Grafos usados na transformacao de GR para o modelo SAF com |J,| = |J,| =

J. (a) Cluster em d = 2 (b) Célula original. (c) Célula renormalizada.

células de diferentes tamanhos e nao foi observado mudancas qualitativas nos resultados
obtidos pelo GRER.

Vamos reescrever o Hamiltoniano do modelo, Eq. (4.8) na forma equivalente,
H=—JY S;S5—HY aSi+HY aS;, (4.10)
i j 1 k

onde J > 0 é a interacao de troca ferromagnética, S7 é a matriz de spin de Pauli e
H ¢é o campo magnético externo. Os indices [ e k referem-se aos sitios pertencentes as
subredes com campo magnético apontando para cima e para baixo, respectivamente. Os
pardmetros ¢; e ¢ sao incluidos para que seja realizado um correto balanceamento dos

campos nos sitios das células utilizadas. Note que, em temperatura zero, o campo H tera
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que vencer apenas a energia de interacao dos spins vizinhos que estao situados em linhas
distintas. Spins pertencentes a mesma linha possuem acoplamentos ferromagnéticos e
estas interacoes nao oferecem oposicao a tentativa de alinhamento imposta pelo campo.
Neste caso, os nimeros de coordenacao ¢; e ¢, nao correspondem ao nimero de ligacoes
que convergem para um dado sitio como acontece no sistema AF[19].

Obtemos as relagoes de recorréncia impondo que parcelas das fungoes de particao,
nas quais fixamos os sftios terminais dos grafos, original e renormalizado, sejam preser-
vadas. Considerando H e H’' os Hamiltonianos dos sistemas original e renormalizado,

respectivamente, a transformacao de GRER ¢é definida por

7' = exp(—f"H5) = Y exp(—BHia,. 10) = Z, (4.11)

3-10

onde somamos apenas sobre os sitios internos (de 3 até 10), da Fig.(4-5-b) e fixamos os
spins terminais de ambos os grafos. O Hamiltoniano para a célula renormalizada é escrito

como uma soma de termos de energia,
lo=—J'S{S; —H'S; + H'S; + G, (4.12)

sendo G’ é a fungao gerada pelo procedimento de renormalizagao. O fator 8’ = 1/kgT"

foi absorvido nos parametros J' e H'. Portanto, para o cluster de dois spins obtemos

!

A
er_ =exp(2J' +2H')

O mesmo procedimento deve ser executado na célula original. O Hamiltoniano neste
caso também pode ser escrito como uma soma de termos de interagao e, por ser uma

expressao muito longa, serd omitida aqui. As equagOes que conectam os parametros
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originais e renormalizados sao facilmente obtidas e tém a forma
1 AR/
J=-In(=2% 4.13
i (Z++ 7 (4.13)

1 Z
r_ = ++
H' = 1 In (_Z) : (4.14)

Devido ao grande tamanho das células usadas na transformacao de GRER, o lado direito
de ambas as equacgoes (4.13) e (4.14) é obtido numericamente. Para H = 0 temos que,

Z.y = Z__, e neste caso recaimos em uma Unica equacao e a interacao de troca é dada

1 /e
'=-In (== 4.1
J 2n(Z++> (4.15)

A iteragdo numérica das relagoes de recorréncia, Eqgs.(4.13)-(4.15) fornecem o diagrama

por

de fluxo no plano (k:3§, %) Os pontos criticos sao obtidos pela procura dos pontos

fixos nao triviais destas equacoes. As fases sao identificadas de acordo com o seus pontos
atratores. No apéndice B apresentamos o cédigo numérico que foi desenvolvido para este

trabalho.

4.4 Resultados e discussoes

Na Fig.(4-6) mostramos o diagrama obtido com o GRER para o sistema SAF bidimen-
sional no plano temperatura versus campo magnético (curva a). Para H = 0, o sistema
exibe duas fases: a fase SAF com uma estrutura de ordenamento de linhas ferromagnéti-
cas e colunas antiferromagnéticas e a fase paramagnética sem campo. Os atratores das
fases SAF e paramagnéticas sao (T =0,H =0) e (T = oo, H = 0), respectivamente. A
transicao de segunda ordem entre as duas fases é governada pelo ponto critico repulsor
T,. = 2.07. Este resultado é ligeiramente menor do que o resultado exato obtido por On-
sager T, = 2.269[11]. Aqui enfatizamos que os resultados que obtivemos através do uso

de GR em células pequenas sao somente aproximados na rede quadrada. Nao obstante,
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Figura 4-6: Diagrama de fases esquemético do modelo SAF bidimensional no plano (H//J,
kgT/J). (a) nosso resultado para o SAF (b) o resultado da aproximacao de Campo Médio
[12]. (c) resultado de Wang e Kim [14] (d) linha critica obtida com o método da interface
[18].

as propriedades criticas dos sistemas magnéticos sao quase sempre muito bem descritas,
do ponto de vista qualitativo, através da aproximagao do GRER, particularmente no caso
bidimensional.

Na presenca de um campo magnético H, uma linha critica de segunda ordem sep-
ara a fase SAF (T' = 0,H = 0) da fase FIC (T = oo, H = o0). A trajetéria do
fluxo das equagoes do GRER ao longo de toda a linha critica tende para o ponto fixo,
(H=0,T=2.07), que é o mesmo do modelo de Ising original. Portanto, este ponto

critico controla a transicao de fase SAF-FIF e conseqiientemente, a presenca do campo
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magnético nao muda a classe de universalidade do sistema. De outra forma, o sistema
SAF possui os mesmos expoentes criticos do sistema de Ising original.

Investigamos cuidadosamente o diagrama de fases na regiao de baixas temperaturas
com o objetivo de procurar alguma evidéncia de pontos tricriticos ou transicao de fase
com comportamento reentrante como o que tém sido sugerido por alguns autores. Para
uma melhor comparagao de resultados ¢ mostrado também na Fig.(4-6) os diagramas
obtidos por outros autores. A teoria de CM prediz a existéncia de um ponto tricritico
nas coordenadas (2.667,1.756) enquanto que nos resultados de Wang e Kim[14], a linha
critica apresenta um comportamento reentrante com a presenca de duas temperaturas
criticas para o mesmo valor de campo acima de H/J = 2. Como pode ser visto no
diagrama apresentado na Fig. (4-6-a) nossos resultados nao sugerem a presenga de pontos
tricriticos nem do comportamento reentrante mostrado em trabalhos anteriores. Nosso
resultado foi obtido com células pequenas com as quais nao é esperado um excelente
resultado quantitativo. Diante disto nao foi nosso objetivo calcular expoentes criticos.
Entretanto, acreditamos que o método utilizado é bastante confidvel para descrever o

comportamento qualitativo de sistemas simples como este estudado aqui.
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Capitulo 5

Conclusao

Investigamos neste trabalho o efeito de um campo magnético longitudinal externo no
diagrama de fases do modelo SAF de Ising bidimensional. Utilizamos uma aproximagcao
de GRER, conhecida como método da transmissividade, que tem sido aplicada com muito
sucesso em diversos outros sistemas. Nesta transformagao usamos uma célula obtida
da rede quadrada que preserva a simetria do estado fundamental do sistema SAF. Esta
simetria deve-se a natureza ferromagnética das interacoes dentro das linhas e da natureza
antiferromagnética das interagoes entre as diferentes linhas de spin. Apresentamos o
diagrama de fases no plano temperatura versus campo magnético.

Para H = 0 obtivemos o valor 7. = 2.07 para o ponto critico repulsor, separando a
fase ordenada SAF da fase paramagnética, que deve ser comparado com o valor exato
T. = 2.269[11].

Na presenca do campo magnético as equagoes de GR fornecem uma linha critica
separando as fases SAF e FIC. O valor do campo magnético critico em 7' = 0 foi H, =
2J, que é o resultado esperado para este sistema na rede quadrada. Para obter este
valor foi necessdrio realizar um balanceamento correto dos campos nos sitios dos grafos
utilizados. Neste balanceamento levamos em conta que, para destruir a fase SAF em
T = 0 o campo magnético necessita vencer os acoplamentos entre spins vizinhos situados

em diferentes linhas da rede quadrada. Os acoplamentos dos spins vizinhos situados na
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mesma linha nao oferecem resisténcia a tentativa de alinhamento imposta pelo campo.
Contrariando resultados de outros autores, que podem ser encontrados na literatura,
obtivemos um comportamento critico descrito pela linha critica de segunda ordem sem
nenhuma evidéncia de comportamento reentrante. Esses resultados estao de acordo com
aquele encontrado anteriormente por Rottman[18] e é sustentado por resultados recentes
de simulagao de Monte Carlo obtidos por J. Roberto Viana et. al.[44] e que também
reproduzimos posteriormente[45].

Geralmente é possivel melhorar os resultados quantitativos de GRER em um dado
sistema, quando aumentamos o tamanho do grafo utilizado. Entretanto, concluimos que
nosso estudo foi bem sucedido ao fornecer os resultados qualitativos corretos para o
sistema SAF em duas dimensoes, alcancando nosso objetivo inicial..

Como sequéncia a este trabalho, demos inicio a um estudo do SAF em d = 2 com
acoplamento de segundos vizinhos, utilizando simulacao de Monte Carlo. Neste caso, o

modelo Hamiltoniano pode ser escrito na forma,

H=—Joy S5iSiia+ Jyy S7;Siay + ) (8785 a1 +554155,) — HY 5P
(i.5) (i.3) (i.3) i
onde J, > 0 e J, > 0 sao as interagoes de primeiros vizinhos ao longo das direcoes = e
1y, respectivamente, Jo > 0 é a interacao de segundos vizinhos e H é o campo magnético
longitudinal que atua em todos os sitios da rede. Iniciamos este estudo considerando o

caso |J;| = |J,| = J.Pretendemos estudar o sistema para diversas razoes %
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Apéndice A

Resolucao do Modelo de Ising

1.1 Resolucao Exata em Uma Dimensao

Consideremos uma cadeia ou rede linear com N sitios. O objetivo de nossos cdlculos é

obter, de forma fechada, a funcao de partigao.

1 1 N-1
Zn = Zn(J1y Jay Sy Inoa) = D ) Y exp (Zm SZ-SZ-H) (A1)

1
S1=—18=—1 Sy=-1 i=—1

onde J; = pBJ; = ij ¢ um termo de energia de troca e nao possui dimensao. kg é
a constante de Boltzmann e T' a temaperatura absoluta. As N somatorias se estendem
sobre as 2V configuracoes de estado para o sistema.

O método de solugao é calcular o efeito da adi¢gao de um spin a mais no fim da cadeia.
Isto é, pretendemos expressar a funcao de particao para a rede extensa, Zy 1 , em termos

da funcao de particao para a rede original Zy. Tendo feito isso, teremos uma relacao de

recorréncia com a qual poderemos encontrar a solugao.
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Da Equagao (A.1) fazemos:

1 1 1 N-1 1
ZN+1 = Z Z Z exp (Z$ SiSi—l—l) Z exXp (jN SNSN+1) (AQ)

S1=—1S,=—1 Sy=-1 i=—1 Snp1=—1

Observe que agora a ltima somatéria da equagao acima, (A.2), é:

1

Z exp(JIn SvSni1) = exp(TIn Sn) +exp(—Tn Sy) = 2cosh(Ty Sy)  (A.3)

Syy1=—1

A funcao cosseno hiperbdlico é positiva para qualquer valor real, o que nos leva a
perceber que o segundo termo da equagao (A.3) ndo depende de Sy jd que os valores

possiveis para Sy sdo +1 e —1, ou seja, cosh(Jy) = cosh(Jy). Entao
ZN+1 = ZN2 COSh(jN) (A4)

€ como OCoITe O Mesmo com as outras somatdérias e exponenciais para todos os 2%V estados

possiveis, resulta que
Zn+1 = Z12" (cosh J cosh J, cosh Js... cosh Jy) (A.5)

Agora é facil ver que Z; = 2, sendo que Z; é exatamente a funcao de particao
para um sistema simples de apenas um spin, de modo que a "soma sobre os estados" é

simplesmente o "nimeros de estados". Substituindo Zy 1 e Z; na equagao (A.5) teremos
Zn2 cosh(Jx) = 2.2" (cosh J; cosh J; cosh Js... cosh Jy) (A.6)
Eliminando os termos repetidos teremos de forma clara:

Zn = 2V (cosh J; cosh J, cosh Js... cosh Jn_1) (A.7)
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que pode ser reescrita assim:

(N-1)

Zyn =2 11 (coshJ;). (A.8)

1=1

No caso uniforme, ou seja, quando quaisquer dois spins tiverem sua energia de interacao

constante e igual a J, (J; = J), teremos:
Zy = 2N cosh™ =V 7 (A.9)

ou, de forma ainda mais explicita

J
Zn = 2" cosh®™ Y T (A.10)
Voltemos agora para a expressao mais geral da funcao de partigao,
(N-1)
Zn =2 11 (coshJ;), (A.11)

i=1

cuja forma nos sugere uma relacao com a ordem de temperatura 7. Por esta razao

vamos calcular a funcao de correlagao entre dois spins

N—-1
Ti(r) = (SkSkir) = Zy' Y SkSksr exp <Z$Si5i+1> (A.12)

(s} i=1

onde a somatéria Y Sy Sk, ¢ feita sobre todos os 2V estados, S representa os spins da
{s}

rede, k é o valor que localiza o spin S e r é a distancia de separagao entre dois spins,

cujo valor é dado em unidades de uma rede constante. A funcao de correlacao para o

primeiro vizinho é simplesmente I'x(1), o que satisfaz a relagao

N-1 N—-1
0
ZNFk;(’I") = E SkSk+r exp( E .ZSllerl) = a_\Tk E eXp( E .ZS,LS,LJA) (A13)
=1

{5} {s} i=1
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Claramente o argumento que nos levou a equagao acima pode ser generalizado para um

r arbitrari, resultando em

R 9
OTe OTkr1 OTptr—1

ZnTx(r) Zn (A.14)

com isso, poderemos obter, a partir da diferenciacao da equacao geral para Zy, o seguinte

resultado:

I'x(1) = tanh (Jk)

Ck(r) = (tan ghJy)(tan ghJyy1)...(tan ghJyrr—1) = i1:11 tan ghJx1i—1

que é simplesmente o produto das fungoes de correlagao entre primeiros vizinhos. Para

um caso uniforme, esta equacao se reduz a
Fk(T) = <Sksk_|_7~> = tanh” j
ou, mais explicitamente,

i
Fk(T) = <Sk5k+r> = tanh (ij—T>

que se mostra independente do sitio k.

1.2 Solucao Exata em Uma Dimensao na Presenca
de um Campo

Para este caso o modelo de Ising pode ser escrito como

N N
H=-JY SS—HY_ S (A.15)
=1 =1
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Vamos comegar escrevendo entao a fungao de partigao
In = Z exp lﬂjzs Si1+ pH ZS] (A.16)
{Si} i=1

usando K = J e L = S H e escrevendo o segundo termo de uma forma mais simétrica,teremos:

(A.17)

Zy = exp [KZS Sip1 + ZS + Sis1

{Si} i=1

Por conveniéncia, vamos adotar condicoes periddicas de contorno Sy, = S;. Podemos

escrever a parte exponencial da fungao acima como um produto de exponenciais:

(A.18)

N P
exp [KZSiSz‘H] exp [52& + Sit1
=1

i=1

ou, de forma mais explicita:
exp K (515,) exp K (5553)... exp K (SnSni1) exp ( Zsl + 52> (A.19)

L& L&
exp (5232 + S3> ... EXP <§ZSN + SN+1> . (A.20)
i=1 i=1

Obtemos assim um produtério, que vamos representar por

H (T(S;, Siv1) = exp [KZS Sis1 + ZS +Si (A.21)
=1
de modo que a Eq.(A.17) possa ser escrita de forma simplificada:
N
Ty = ZiIZIIT(SZ», Sis1). (A.22)

{Si}
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observe agora que cada fator do produtério
N 1N
T(Si, Sip1) = exp | K ;Sism + 5;5} + Siiy (A.23)

pode assumir quatro valores, pois S; = £1 e S;.1 = £1, independentemente do valor de

i,

exp [K(1-1)] + g(l +1) = exp(K+1L) (A.24)

exp [K(1-—1)] + 5(1 —1) = exp(—K) (A.25)
exp[K(—1-1)] + §<—1 +1) = exp(—K) (A.26)
exp [K(—1-—1)] + §<—1 —1) = exp(K —L). (A.27)

Se colocarmos estes valores em forma de matriz,

- T(H+,+) T(+,-) _ exp(K + L) exp(—K) | (A.28)
T(—,+) T(+—,-) exp(—K) exp(K — L)

onde T ¢ a matriz transferéncia, podemos notar que o produtério da Eq.(A.22) pode
ser representado como um produto de N matrizes 2 x 2 idénticas. Por conseguinte, se
diagonalizarmos esta matriz, a Eq.(A.22) como um todo pode ser interpretada como o
trago (T'r), ou seja, a soma dos elementos da diagonal principal, do produto de N matrizes

(de transferéncia) idénticas,

Zn =Tr(T)N. (A.29)

Aplicando a equacdo secular (T' — Al = 0), onde [ é a matriz identidade, podemos

encontrar as raizes a partir de uma matriz diagonalizada D :

Zn =Tr(D)N = XN + AL, (A.30)
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onde as raizes A\; + As sao

1 1
Ao = 3 lexp(K + L) + exp(K — L)] + 5\/(641{ — 2e4K 2L 4 edK—4L 4 fe—2L) e—2K+2L
(A.31)

ou

Ao = eX cosh(L) £ /e cosh® L — senh(2K) (A.32)

E facil perceber que esses autovalores sao sempre positivos e que A; > Ay, exceto no

ponto trivial T'= H = 0. A campo nulo essas expressoes ficam mais simples,
A =2cosh K > Ay =2 sinh K| (A.33)

com a degenerescéncia (A\; = A2) no limite X — 0 (ou seja, 7' — 0).

Para obter a energia livre no limite termodindmico, é conveniente escrever

N
Zn =\ |1+ (%) ] : (A.34)
2

Como Ay < A1, temos o limite
f(T,H) = lim l——anN} , (A.35)

fazendo com que na Eq. (A.34) tenhamos
N
(%) 0
2

F(T,H) = —%mxl

e dai:

46



ou seja,

f(T,H) = —% In [eﬁ‘] cosh(BH) + \/ €287 cosh?(BH) — 2senh(25.J)

que é uma funcao analitica, de onde vém todas as propriedades termodinamicas do sis-
tema.

A magnetizacao por spin, por exemplo, é dada por
m= 2]
- \oH ),

o senh(GH)
V/senh2(BH) + exp(—43J)

que se anula para H = 0, servindo apenas para a explicacao do paramagnetismo e nao o

onde:

ferromagnetismo, pois sabemos que m # 0 quando H = 0 em um material ferromagnético.

1.3 Resultados exatos na rede quadrada

O modelo de Ising em d = 2 foi resolvido exatamente por Onsager em 1944[11]
quando determinou a energia livre do sistema no limite termodinamico. A partir da
energia livre podem-se ser derivadas todas as propriedades de equilibrio. Esta solucao
¢ de grande importéncia pois possibilita que varios métodos aproximativos possam ser
testados. Desde a solucao de Onsager vérios autores utilizaram diversos outros métodos
para reproduzir esta solucao. Os detalhes da solugao sao bastante longos e remeteremos
os leitores aos autores originais[36],[37]. Vamos nesta se¢do nos limitar ao registro de
alguns resultados de Onsager.

A energia livre para um sistema de Ising bidimensional na auséncia do campo mag-
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nético pode ser escrita na forma,
1 ™ ™
—Bf(T) =In2+ 92 /o /0 In [cosh? 2K — senh2K (cos 61 + cos 05)] df1df,,  (A.36)
onde K = J. Portanto, temos a energia interna

J senh?2K —1 [™ [T df,db,
_ 1+ o - . (A.37
“ tanh K [ 2 /0 /0 cosh? 2K — senh2K (cos ), + cos 0) ( )

A integral aparecendo nessa iltima expressao diverge logaritmicamente quando

cosh? 2K = 2senh2K, (A.38)

ou seja,

senh2K =1, (A.39)
que define a temperatura critica do modelo,

kT, 2

K 1= =
¢ J  In(1++?2)

= 2,269.... (A.40)
Nas vizinhancas da temperatura critica, é conveniente definir o parametro pequeno
§ = (senh2K — 1) (A41)

Entao, em ordem dominante para ¢ — 0, temos

/7T /7r df,df
o Jo cosh?2K — senh2K (cos )y + cos )

/” /’f b -
o Jo 0+ isenh2K (07 +63) B

rdr
2 ~ —2rlnd A.42
7T/05 + 3r2senh2K e (A42)
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onde foram utilizadas coordenadas polares para simplificar a integral da etapa inter-
medidria. A partir dessa forma assintética, a energia nas vizinhancgas da temperatura

critica é dada por

J
tanh K

~S —

1+ A(K — K.)In|K — K., (A.43)

onde A é uma constante. Tomando a derivada em relacao a temperatura, obtemos a

férmula para o calor especifico a campo nulo,

cy—o ~ BIn|K — K|, (A.44)

com K — K. e onde B é uam constante.
Uma expressao analitica para a energia interna dada pela Eq. (A.37) pode ser escrita

em termos de uma integral eliptica,

J 2
= — 14 (2tanh®2K — 1) =K A4
u — + ( tan ) = (k)| , (A.45)
onde
2senh(2K
y = 2senhK) (A.46)
cosh” 2K
e K(k;) ¢ uma integral eliptica completa de primeiro grau,
H 2.2 —1/2
K(ky) = / [1 — kfsen®d] do. (A.47)
0
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Apéndice B
Programa

Programa utilizado para estudar a transicao de fase do modelo SAF de Ising com
campo magnético externo na rede quadrada.

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)

INTEGER*4 DIM

INTEGER*4 VEC

PARAMETER (VEC=10)

PARAMETER (DIM=2**VEC)

COMMON/DADOS/xj,xh

—— DESCRICAO DAS VARIAVEIS E PARAMETROS ——

VEC —> Quantidade de spins.Ex.: |S1 S2 S3 S4> => VEC = 4.

DIM —> Dimensao de matrizes e vetores em uma base comum dos VEC

spins. Ex.: |S1 S2 S3 S4> => DIM = 16.

write(*,*)’entre com o valor de 1/xj,xh/xj’

read (*,*)xk1,xhl

xj=1.0d0/xk1

xh=xh1*xj

DO id=1,10

CALL MATRIX2(DIM,VEC,xt1,xt2)
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write(2,%)xt1:="xt1,":" "xt2:=" xt2," 'xt3:=" xt3,”:’
if(xh.eq.0.0) then

xj=0.5d0*dlog(xt1)

xh=0.0d0

goto 40

end if

valores renormalizados
xj=0.25d0*dlog(xt1*xt2)
xh=0.5d0*dlog(xt2/xt1)

40 write(*,*)1.0d0/xj,xh/xj

end do

STOP

END

SUBROTINAS

SUBROUTINE MATRIX2(DIM,VEC,xt1,xt2)
Subrotina que constréi e diagonaliza o Hamiltoniano
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)
INTEGER*4 DIM

INTEGER*4 VEC

DIMENSION n(vec)
COMMON/DADOS/xj,xh

rhopp=0.0d0

rhopm=0.0d0

rhomp=0.0d0

rhomm=0.0d0

rho=0.0d0

do i=1,dim

call ketbin(VEC,i,n)
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ligacoes na diregao x
h12=2.0d0*n(1)*n(2)

h34=n(3)*n(4)

h45=n(4)*n(5)

h67=n(6)*n(7)

h78=n(7)*n(8)

1h910=2.0d0*n(9)*n(10)
hx=xj*(h12+h34+h454+h67+h78+h910)
ligacoes na direcao y

h13=n(1)*n(3)

h15=n(1)*n(5)
h24=n(2)*n(4)
h36=n(3)*n(6)
h47=n(4)*n(7)
h58=n(5)*n(8)
h610=n(6)*n(10)

h79=n(7)*n(9)

h810=n(8)*n(10)

hy=xj*(h13+h15+h24-+h36+h474+h58+h610+h79+h810)

termo do campo
hbt=(xh)*(n(1)40.5d0*n(2)+n(3)+n(4)+n(5)+n(6)+n(7)+n(8)+0.5d0*n(9)+n(10))
Elemento de matriz (energia)

A = -hx+hy-hbt

if((n(1).eq.1).and.(n(10).eq.1))then

rhopp=rhopp+dexp(-A)

end if

if((n(1).eq.1).and.(n(10).eq.-1))then

rhopm=rhopm-+dexp(-A)
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end if

if((n(1).eq.-1).and.(n(10).eq.1))then

rhomp=rhomp+dexp(-A)

end if

if((n(1).eq.-1).and.(n(10).eq.-1))then

rhomm=rhomm-+dexp(-A)

end if

rho=rho+dexp(-A)

end do

xt1=rhopm/rhopp

xt2=rhopm/rhomm

write(*,*)xt1,xt2

RETURN

END

SUBROUTINE ketbin(VEC,idec,n)

idec —> um numero inteiro (1<=idec<=DIM) rotulando um vetor de base na repre-
sentacao decimal.

Ex.:idec =1=> (1 ... 0),idec =3 => (0010 ... 0), etc.

Visto que idec representa um vetor de base, ele esta associado a um vetor de dimensao
DIM com um tnico 1 em alguma linha

e com todos as outras linhas contendo 0.

Essa subrotina retorna um vetor de dimensao VEC contendo como entradas 0 (cor-
respondentes a +) e 1(correspondentes a -).

Esses 0’s e/ou 1’s correspondem ‘a representagao bindria do (numero-1) que é passado
como argumento ao procedimento.

Exs.: VEC=4 e idec = 1 => ifarray = (0 0 0 0) = |0000>

VEC=4 e idec = 15 => ifarray = (111 0) = |1110>

VEC=4 ¢ idec = 16 => ifarray = (111 1) = |1111>
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IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)
INTEGER*4 VEC

INTEGER i,idec,inum

DIMENSION ifarray(VEC),n(vec)
inum=idec-1

doi= VEC,1-1

ifarray (i) = mod(inum,2)

inum=inum/2

end do

Depois da base gerada em termos de 0 e 1 eu a mudo para +1 e -1.
do i2=1,vec

if(ifarray(i2).eq.0) then

n(i2)=1

else

n(i2)=-

end if

end do

return

end
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