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Resumo

Nos tltimos 20 anos a comunidade cientifica tem estudado bastante o modelo
de Heisenberg spin-1/2 com interagoes de troca antiferromagnéticas entre primeiros
e segundos vizinhos na rede quadrada (o modelo J; — J3) ideal, onde as interagoes
J1 e Jy sao tomadas, respectivamente ao longo dos lados e da diagonal de uma
rede quadrada. O diagrama de fase no estado fundamental desse modelo apresenta
duas fases ordenadas: antiferromagnética-AF e colinear-CAF para o = i—f < Qe €
a > s, respectivamente. Enquanto que para valores de « intermediarios aq. <
a < g, temos a fase paramagnética quantica-PQ (liquido-spin). Neste trabalho
generalizammos o modelo J; — J,, considerando a inequivaléncia dos acoplamentos
de primeiros vizinhos J; e J{ (interagoes ao longo dos lados da estrutura quadrada),
onde eles se relacionam através do parametro de competicao entre cadeias lineares
de spin () da seguinte forma: J; = A\J;. O diagrama de fase em 7" = 0 no plano
a — A do modelo J; — J] — Jy na rede quadrada é estudada através da técnica
do operador diferencial via teoria de campo efetivo em aglomerados com N = 2
spins. Propomos um funcional para a energia livre como uma expassao em série de
poténcia do parametro de ordem (expansao de Landau), e as linhas de transi¢oes
entre as fases AF-PQ, CAF-PQ e CAF-AF foram obtidas numericamente. As linhas
de transigao emergem para um ponto triplo quantico (PTQ) com coordenadas (oy =~
0.50, \; = 0.52), que a baixo temos uma transi¢ao direta de fase entre os estados
CAF e AF, e acima, existe um estado intermediario desordenado PQ. A transicao
entre as fases AF e PQ é de segunda ordem quando analisamos o comportamento

do parametro de ordem, enquanto entre as fases CAF e PQ é de primeira ordem



Abstract

Over the last 20 years or so much theoretical effort has been expended on
the two-dimensional quantum spin-1/2 Heisenberg model with competing nearest-
neighbor (nn) and next-nearest-neighbor(nnn) antiferromagnetic exchange interac-
tions on square lattice (the ideal J; — Jo model). The ideal J; — Jo model con-
sists of a quantum spin-1/2 Heisenberg Hamiltonian with nn interaction J; running
along the side of the diagonal the square lattice and nnn interactions J; running
the diagonal the square lattice. The two interactions (J; and Jy) are equivalent
along of all direction. The ground-state phase diagram reveals two ordered phases
antiferromagnetc-AF and collinear-CAF for a = % < a1, and a > qg,, respectively,
and an intermediate quantum paramagnetic (spin-liquid) phase without magnetic
long-range order in the region a;. < a < ag.. In this work, we will consider the
inequivalence nn couplings J; and J; = AJ; in the two orthogonal spatial lattice
dimensions with all the two orthogonal spatial dimensions with all the nnn bonds
across the diagonals to have the same strength Jo(J; — J| — J; model). This spatial
anisotropy tends to narrow the critical region and to destroy it completedy at a
certain value of the interchain parameter A\. The Hamiltonian is solved by effective
field theory (EFT) in cluster with two spins. We propose a functional for the free
energy to obtain the phase diagram in the (a, A) plane. We found a result that there
exists a quantum triple point (QTP) with coordinate at (o =~ 0.50, \; =~ 0.52) below
which there is a first-order phase transition between the AF and CAF phases, while
above this QTP are these two ordered phases separated by the intermediate mag-
netically disordered phase. The transition between the AF and intermediate phase

is of second-order, while between the intermediate and CAF phases is of first-order.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Consideracoes (zerais

Desde muito tempo, o estudo das propriedades magnéticas da matéria tem
chamado bastante atencao da comunidade cientifica e em particular os fisicos de
matéria condensada. Este interesse é justificado pela ampla aplicagao das proprie-
dades magnéticas no desenvolvimento tecnolégico. Diversos materiais da natureza
(universo) exibem propriedades magnéticas, ou seja, sdo capazes de atrair ou influen-
ciar outros materiais magnéticos. Entre os materiais que exibem estas propriedades,
pode-se destacar o MnSb, CrTe, CrO,, CrBrs, Ferro (Fe), Niquel (Ni), Cobalto
(Co) e algumas de suas ligas.

Os primeiros relatos acerca do conhecimento humano desses materiais sao
comumente associados aos gregos, por volta de 800 a.c., embora, a primeira meng¢ao
escrita a existéncia de imas esteja atribuida a um chinés chamado Guanzhong, que
morreu em 645 a.c. Objetos feitos de materiais magnéticos foram recuperados em
sitios arqueolégicos muito mais antigos.

J& nos ultimos séculos a.c os chineses conheciam o direcionamento dos imas
em relacao aos polos geograficos terrestres, e por esta razao atribui-se a invencao

da bussola (primeiro artefato tecnolégico baseado no magnetismo construido pelo



homem) aos chineses, por volta de 1000 d.c.

Embora o magnetismo seja um dos fenomenos fisico mais antigos conhecidos
pelo homem, e talvez o primeiro a chamar a atencao do homem para o interior da
matéria, a primeira explicacao qualitativa atribuida ao magnetismo é relativamente
nova e data do inicio do século XX.

Pierre Wiess [1] em 1907 foi o primeiro a tentar explicar qualitativamente as
propriedades dos materiais magnéticos que possuiam a propriedade de magnetizagao
espontanea, ou seja, materiais classificados como Ferromagnéticos (abaixo de uma
temperatura caracteristica 7., conhecida como temperatura de Curie) E|

A figura 1.1 mostra que esses materiais s6 possuem magnetizacao espontanea
para valores de temperaturas menores que uma dada temperatura critica 7T, (carac-
teristica do material), e para temperaturas maiores que a temperatura critica 7" > T,
o material perde sua magnetizagao tornando-se um material paramagnético, ou seja,
sem magnetizagdo espontanea (o parametro J mostrado na figura 1.1 representa o
momento magnético total (spin)).

A teoria de Pierre Weiss propoem que um tinico momento magnético asso-
ciado a um fon da rede cristalina do material interage através de um campo com
todos os demais fons da rede. Pierre chamou este campo de campo molecular, de-
finido como sendo proporcional a média dos momentos magnéticos da rede, ou seja
a magnetizacao. Apesar da teoria de Pierre levar em conta aspectos microscépicos
da matéria, a teoria de campo molecular proposta por ele nao se baseia na mecanica
quantica que se originou a partir dos estudos de Bohr, dessa forma, é perfeitamente
natural que esteja sujeita a inconsisténcias fisicas.

A teoria de Pierre prevé qualitativamente bem a temperatura critica 7T, de
compostos ferromagnéticos que apresentam temperatura critica baiza, como por

ezemplo MnSb, CrTe, CrOy, CrBrs, FuO, EuS, enquanto que para materiais que

! Pierre obteve sua teoria fazendo uso de argumentos fenomenolégicos, ou seja, uma teoria cujas
proposigoes se refiram exclusivamente a propriedades e relacoes baseadas apenas em experiéncias

(fenomenologicamente) acessiveis entre os fenémenos
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Figura 1.1: Magnetizacao como fungao da temperatura. Curvas obtidas para alguns

valores de J. [2]

apresentem altas temperaturas criticas como; Fe, Ni e Co, a teoria falha completa-
mente. A falha descrita acima estd diretamente relacionada com as consideragoes
fisica basica da teoria. Fisicamente, para explicar as propriedades de compostos fer-
romagnéticos Pierre considerou que apenas a energia de interagao entre os momentos
de dipolo magnéticos dos ions do composto contribuiam para a formacao dos ordena-
mentos, no caso ferromagnético. Esta consideracao supoe uma energia de interacao
tipo dipolos magnéticos da ordem de AE = ’;—i = 10~%eV, onde p é o momento
magnético (magnéton de bohr) dos fons e a = 107'%n é o parametro de rede, ou
seja a distancia entre fons. Baseado na energia de interagao entre os ions, podemos
estimar um valor para T, para isso, igualamos a energia térmica kg1 (energia adqui-
rida pelos ions do material no processo de aumento de temperatura) com a energia
de interagao entre seu fons (energia responséavel para manter o ordenamento estével).
Fazendo isso, obtém-se um valor da ordem de 7, = 107! K. Este valor para a tem-
peratura critica nao esta consistente com a realidade observada, uma vez que ex-
periéncias mostram que alguns materiais como Fe, Ni e Co apresentam temperatura
critica muito mais elevadas (i.e. To(Fe) = 543K, T.(Ni) = 731K, T.(Co) = 1395K).

Essas temperaturas nos permitem concluir que o magnetismo no interior da matéria



é capaz de resistir a altos valores de energia térmica.

A inconsisténcia acima entre a teoria de Pierre Weiss e a experiéncia mos-
tra que a origem do forte magnetismo da matéria nao se deve exclusivamente as
interagoes entre os fons. Sendo assim, deve existir outro tipo de energia proveni-
ente de uma interacao mais forte que a interacao entre momentos de dipolos. Esta
especulacao so seria respondida apods a formulacao da mecanica quantica.

A mecanica quantica aliada as modernas técnicas experimentais, permitiram
que o homem interpretasse de forma mais consistente o interior da matéria. Os
conceitos proveniente da mecanica quantica permitiram a descoberta de uma pro-
priedade quantica e intrinseca dos elétrons, chamada de spin. Diferentemente da
interagao entre os fons, que da origem a uma energia que nao explica os altos valores
de temperatura critica, a interagao entre os spins produz uma energia representada
pelo simbolo (J) que é suficientemente forte para explicar altos valores de T,.. A
energia J é de natureza eletrostatica e é conhecida como energia de troca, energia
de intercambio ou do termo em inglés exchange [3]. Essa interagao microscépica é
a principal responsavel pelo forte magnetismo da matéria. Numa estimativa temos
que J ~ % (e = 1,6.1071% é a carga do elétron) e que comparada com a energia
térmica kg7, obtemos T, ~ 10K em concordancia com a experiéncia.

O ferromagnetismo F nao é o tnico tipo de manifestacao magnética da
matéria, Além dos materiais F' existem ainda os materiais antiferromagnéticos AF,
ferrimagnéticos, diamagnéticos e paramagnéticos P. Neste trabalho, deteremo-nos
no estudo do ordenamento AF, inicialmente estudado por L. Néel em 1936 [4]. O
ordenamento AF nao apresenta magnetizacao na auséncia de campo externo. A
principal diferenca (macroscépica) entre os ordenamentos magnéticos F e AF estd
na magnetizacao total de cada um, pois na auséncia de campo magnético externo,
o ordenamento F possui magnetizacao total diferente de zero.

O comportamento dos materiais AF é explicado pelo fato de que nesses ma-
teriais, abaixo da temperatura critica T conhecida como temperatura de Néel, os

atomos magnéticos interagem de forma a alinhar antiparalelamente a diregao de



Figura 1.2: Célula unitaria do composto isolante antiferromagnético La;C'uO,4 numa

rede ortorrobica [5]

seus momentos magnéticos (spins), resultando assim numa magnetizacao total nula.
Sabe-se ainda que do ponto de vista microscépico os materiais AF sao constituidos
por duas sub-redes que se interpenetram formando momentos magnéticos nao nulo
em cada uma delas, mas de tal forma que suas magnitudes se cancelam resultando
numa magnetizacao total nula em qualquer temperatura. E|

Essencialmente, a interacao que cria os ordenamentos magnéticos AF e F tém
origem na energia de troca J entre seus momentos de spins. Os compostos F e AF
sao modelados através de um Hamiltoniano, proposto por Heisenberg em 1926 [3],

e expresso matematicamente por.

H=— > J;S.5; (1.1)

<i,j>
onde J;; > 0 (J;; < 0) é a interacao de troca F(AF) entre os dois sitios i e j na rede

cristalina, a soma é feita entre primeiros, segundos, etc vizinhos mais proximos e

gi = (S7,57,S7) é o operador de spin no sitio i,

2Esse tipo de descricdo s6 é valido para T < T, acima de Ty o material torna-se paramagnético

sem ordenamento



Nas tltimas trés décadas, o modelo de Heisenberg antiferromagnético de
spin — 1/2 na rede quadrada tem sido muito explorado na literatura [6], motivado,
sobretudo, pela possibilidade de ser aplicado para tratar os compostos supercondu-
tores em altas temperaturas formados por planos de C'u0,y, por exemplo, o composto
Lay_,(Sr, Ba),CuOy4. Este composto puro (x = 0), i.e, LasCuO, (ver figura 1.2,
célula unitaria da rede ortorrémbica) é um isolante quase bidimensional descrito
pelo modelo Heisenberg antiferromagnético, onde os fons de Cu*2 no plano a-c in-
teragem antiferromagneticamente com uma interagao de troca J e entre os planos
de CuO, com uma interacao A\J onde X\ ~ 1075. Acontece que através do processo
de dopagem, por meio de elementos alcalinos, como (Ba, Sr), sao formados buracos
no atomo de oxigénio criando um spin efetivo S = % entre os dois atomos de cobre
no plano de C'uO,. Estes buracos, aleatoriamente distribuidos neste plano, intera-
gem ferromagneticamente com os dois atomos de cobre vizinhos, introduzindo assim
uma frustragado magnética fazendo com que a ordem antiferromagnética AF seja des-
truida para certo valor de concentracao critica x1.. A destruicao da ordem AF (fase
isolante) é acompanhada pelo surgimento da fase supercondutora em temperaturas
inferior a 36K. Nestes Cupratos, o antiferromagnetismo e supercondutividade sao
separados através de um regime de pseudogap

Nos ultimos anos, tém sido conjecturado que este regime de pseudogap esta
conectado através de um ponto critico quantico nao usual. Em particular, a ordem
AF pode ser destruida dando origem a um estado liquido de spin (LS) sem ordem de
longo-alcance e que pode ser a responsavel pelo acoplamento dos pares de Cooper.
Por esse motivo, os pontos criticos quanticos, presentes no estado liquido de spin
(LS), tém sido muito explorados na literatura, tanto do ponto de vista tedrico como
experimental [7]. Esta conjectura tém sido muito discutida porque em particular,
este estado (LS) é caracterizado pela existéncia de estados singletos que podem
ser formados por dimeros ou plaquetas distribuidos aleatoriamente sobre uma rede
cristalina. A Fig.(1.3) esquematiza este estado LS para o caso de dimeros, onde a

funcao de onda do estado fundamental ¢ uma superposicao de varias configuracoes



Figura 1.3: Esquema do estado liquido de spin LS numa rede quadrada formado por
estados singletos de dimero LS, onde ao invés de existir ordem magnética de longo-
alcance, existe na verdade uma ordem local de estado singletos. Em outro aspecto
pode-se dizer que surgi uma ordem de longo-alcance formada por estes dimeros

(correlagao entre dimeros).

destes estados singletos de dimeros, representado esquematicamente na Fig.(1.4).
Os primeiros estudos sobre este tipo de ordenamento foi feito na década de
oitenta por Shastry e Sutherland [§], e somente em 1989 este estado LS foi estudado
usando teoria ondas de spin [7].
Uma grande motivacao para estudar este estado LS deve-se ao fato de que o
gap-A é proporcional a interagao de troca (i.e A & J), logo ele pode ser o responsavel

pelo emparelhamento dos pares de Cooper nos compostos supercondutores de altas

Figura 1.4: Funcao de onda para os estados (LS).
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Figura 1.5: Diagrama de fase do composto supercondutor Lay_, Ba,CuO, [7].

temperaturas formados por planos de CuOs, tipo Las_, Ba,CuO,, o que a principio
explica os altos valores de T, nestes compostos, nao compreendidos através da teoria
BCS, que associa o valor do gap a interacao fonon (hw) . Na Fig.(1.5) temos o
diagrama de fase deste composto supercondutor, que para baixas concentracoes de
buracos o sistema é um isolante com ordenamento AF e para zi. < x < x9. temos
um estado metalico supercondutor, e acima x > x5, um condutor normal.
Teoricamente, o modelo de Heisenberg s = 1/2 numa rede quadrada com
interagoes entre primeiros (.J;) e segundos (J2) vizinhos (denotado de modelo J; —.J5)
¢ modelado pelo seguinte Hamiltoniano:
H=—> 75S.5 - Y 15S.S (1.2)
<iyj> <<iyj>>
onde a primeira soma ¢é feita sobre os primeiros vizinhos e a segunda sobre o segundos
vizinhos.
O modelo J; — J; tem sido usado na descri¢ao das propriedades magnéticas dos

compostos de vanadio quase-2d, como, por exemplo, o LisVOSiOy, que através de
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medidas experimentais de ressonancia magnética nuclear (RMN) foi observado que
este composto apresenta um ordenamento colinear e estimaram que J, = 1.1J;. Ou-
tros compostos formados por vanadio tipo LisVOGeO,, VOMoO, e BaCdV O(POy),
sao bem descritos teoricamente pelo modelo J; — Js e o seu estado fundamental é
colinear [9].

Numa rede quadrada em 7" = 0, o Hamiltoniano (1.2) apresenta dois tipos de
ordenamentos dependendo do raio a = i—f No caso Jo > 0 (AF) e J; arbitrario,
os spins na rede nao satisfazem as orientacoes presentes no Hamiltoniano, ou seja,
se J1 > 0 entao todos os primeiros vizinhos tendem a se orientarem, antiparalela-
mente, provocando assim um conflito de orientagao dos spins na rede quadrada. A
este conflito de orientagao dos spins na rede cristalina denominamos de frustragao
magnética. Note que a frustracdo no Hamiltoniano (1.2) é induzida pela competigao
entre interagoes, porém, o conceito foi inicialmente introduzido por Thoulouse [10]
para descrever o conflito de confuguracao do modelo de Ising AF numa rede triangu-
lar; neste caso dizemos ter uma frustracao induzida pela topologia da rede. Outras
topologiais de redes que tém como uma célula unitaria um triangulo sao frustradas
quando um dado Hamiltoniano é AF, por exemplo, as redes kagomé e ctibica de faces
centradas (fcc). Uma consequéncia dessa frustracao (infinitos estados fundamentais)
estd associada a existéncia de uma entropia residual em 7' = 0 (S(0) # 0), contrario
ao resultado da rede ferromagnética que apresenta uma tnica configuracao dos spins
apresentando S(0) = 0.

A presenca de frustragdo magnética pode induzir o sistema a evoluir para
estados magnéticos complexos, como, por exemplo, estado vidro de spin, helimagne-
tismo, etc. No caso do Hamiltoniano (1.2), que descreve as propriedades magnéticas
dos compostos formados por planos de vanadios, para pequenos valores do parametro
de frustracao a <<< 1 o estado fundamental é AF se J; < 0, ou F se J > 0. Para
a >> 1, o estado é denominado colinear, onde os spins sao orientados ferromagne-
ticamente ao longo de uma cadeia e alternada em dire¢oes opostas dos spins entre

cadeias. No caso de spin cléssico, existe um ponto critico a. = 1/2 que delimita



estes dois estados ordenados, ou seja, para o < a. temos uma ordem AF(F) e o > a,
uma ordem colinear (ou superantiferromagnética-SAF). Adotamos a nomenclatura
CAF para o estado colinear AF quando J; > 0 no Hamiltoniano (1.2) e CF para o
estado colinear F quando J; < 0. Por outro lado, no caso de spin quantico, em par-
ticular s=1/2, existe um estado intermediério desordenado (liquido spin) na regiao
1. < a < age, onde para a < aj. temos uma ordem AF(F) e para a > ay. uma
ordem CAF(CF). A natureza do estado LS, assim como a ordem de transicao de
fase nos pontos @ = ay. € a = g, constitui tema de muita investigacao tedrica
e sera objeto de estudo deste trabalho de dissertacao de mestrado. Do ponto de
vista experimental, o composto LisVOGeO, apresenta um ordenamento CAF 3d
com «a =~ 1. Recentemente, este composto colocado sob a agao de pressao na direcao
do eixo de facil magnetizacao reduz em até 40% do valor do parametro de frustracao
a(p), o que de certa forma pode obter o diagrama de fase em 7' = 0 e analisar a
estrutura dos aglomerados no estado LS a ser obtido experimentalmente. Os da-
dos experimentais [11] ainda nao foram capazes de estabilizar o cristal sob pressao
e obter o estado LS, mas pesquisas em andamento tem-se mostrado promissoras
e motivadoras para o real entendimento deste estado quantico desordenado, bem

como, as ordens de transicao de fases em «q. € aq,

1.2 Interacao entre Spins: Modelo de Heisenberg

Com advento da mecanica quantica a partir da segunda metade da década de
20, surgiram novos conceitos fisicos e foram descobertas muitas propriedades da
matéria. Na drea do magnetismo, em especial, o conceito de spin desempenhou
um papel preponderante para o entendimento, do ponto de vista microscopico do
magnetismo. Para explicar o forte magnetismo capaz de manter o ordenamento
magnético a altos valores de temperatura, Heisenberg propos em 1928 um modelo
baseado na interagao de troca entre spins [3].

Basicamente o modelo consiste de um sistema de spins localizados nos sitios
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de uma rede cristalina e acoplados via uma interacao de origem eletrostatica. A
descricao do modelo acima pode ser aplicado a um cristal que consiste de N atomos
idénticos localizados nos sitios da rede. Para aplicar o modelo de Heisenberg a sis-
temas ferromagnéticos, antiferromagnéticos ou ferrimagnaticos, devemos fazer algu-
mas consideracoes. Primeiramente, fisicamente devemos considerar que os elétrons
das camadas mais cheias e os da banda de valéncia (ou conducao) interagem fraca-
mente entre si, e dessa maneira podem ser considerados como dois sistemas inde-
pendentes.

As propriedades magnéticas da matéria podem ser estudadas levando em conta
somente os elétrons das camadas mais internas (elétrons tipo d e elétrons tipo f).
Para isso, vamos supor que cada atomo tem um elétron tipo d, onde o momento
orbital e a interacao entre o momento magnético e orbital podem ser desprezados.
Nestas circunstancias, estamos considerando somente a interacao entre o elétron tipo
d e o tipo s dos atomos dos sitios da rede. Nestas consideracoes estao presentes os
argumentos fisicos que permitem estudar os ordenamentos magnéticos numa rede
constituida de atomos em que cada atomo tem um elétron tipo s de valéncia como
sendo o responsavel pelo magnetismo.

A necessidade de estudar os sistemas magnéticos por meio do modelo de Hei-
senberg esta no fato de que o magnetismo é um fenomeno quantico.

A energia de troca introduzida por Heisenberg, Frenkel e Dorfman [3] corres-
ponde fisicamente a diferenga de energia entre os ordenamentos de spins paralelos e

antiparalelos, ou seja
J = E(IT) - (1)

Para entendermos a natureza da interagao de troca entre spins, vamos consi-
derar um sistema de dois elétrons descrito pelo seguite Halmiltoniano:
no.
H=_—"—+ "+ Vi(r1,r2) + Via(r1 — r2), 1.3
P+ VL) + Vialri — ) (13)

onde as duas primeiras partes da soma correspondem a energia cinética dos elétrons,
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e o restante a energia potencial ao qual os elétrons estao submetidos. O primeiro
termo da energia potencial Vi (r7,73) é simplesmente a energia de ligagao (coulom-
biana) de cada elétrons com seu nucleo e Vi5(r] — r3) é o potencial coulombiano de
interagao entre os elétrons.

O Hamiltoniano da equacao acima nao contém termos que envolvam explici-
tamente os operadores de spin, sendo assim, a funcao de onda espacial é obtida por

meio da equagao de Schrodinger independente do tempo
HY(r7,75) = E(1,2)¥(r1, r3), (1.4)

onde ¥(71,73) é a auto funcdo e E(1,2) a auto-energia dos dois elétrons. Como
os elétrons sao férmions, a funcao de onda total ¥, composta do produto entre a
solugao espacial W(71,73) e spinorial x(1,2) precisa ser antisimétrica com respeito
a troca de coordenadas espaciais e spinoriais dos elétrons. O termo de spin pode
ter duas configuragoes spinoriais, uma para o spins total S = 1, representada pelo

estado tripleto (fungao de onda simétrica)

[ T1), M =1
LD = (1) 4] 11), M =0 (1.5
| ll)?M = -1

e outra para o spin total S = 0, representada pelo estado singleto(funcao de onda

antisimétrica)

xa(1,2) = 5(1 1) = | 1)), M =0, (1.6

onde x(my,ms) é o spinor dos dois elétrons com componente m; e msy representadas
pelos simbolos T (up) e | (down) respectivamentes.

Para obter a solucao espacial devemos recorrer a teoria de perturbagao es-
taciondria, uma vez que o termo de potencial entre os elétrons, Vis(r] — 73), nao
permiti uma solugao tratamento analitica exata. O tripleto (%) e o singleto (xa)

de spin correspondem a um tripleto e um singleto para as func¢oées de onda total:
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tripteto( 1 2) = ®a(1,2)x5(1, 2) (1.7)

Wsingteto(1,2) = ®s(1,2)x4(1,2) (1.8)

onde as fungdes P4(1,2) e Pg(1,2) devem ser, respectivamente, antisimétricas e
simétricas frente a troca, para que as fungoes totais sejam sempre antisimétricas.

A escolha mais simples que permite tratar Vis(r] — r3) em primeira ordem

de perturbacao, consiste em escolher

1

Us(1,2) = 7 [0a(1)$5(2) + ¢a(2)ds(1)] (1.9)
1
Wu(l,2) = ﬁ[%(l)d)a(?) — ¢a(2)9(1)]; (1.10)
onde ¢, e ¢g sao autofuncoes de H; e Hy.  Conhecidas as fungoes de onda, pode-

mos calcular as energias dos estados singletos e tripleto que serao, respectivamente,

_ (Us|H|Vg)

E= i (1.11)
(UL H[Wy)

Ba= g g’ (1.12)

Lembrando que H; eH, sao idénticos, constituindo o Hamiltoniano atomico de
um unico elétron, e V' (1, 2) é a repulsao coulombiana entre os dois elétrons, temos que
®a € ¢p pertencem ao mesmo conjunto de autofungoes ortogonais. Se a subcamada

¢ degenerada, usando teoria de perturbagao em primeira ordem temos que

E, :€a+65+Ka/g+Ja5 (1.13)

Et :5a+€ﬁ+Kaﬁ — Jaﬁ, (114)

onde Ey = €, + €3 + K3 ¢ a energia na auséncia da perturbacao Coulombiana,

sendo

K.5= /dh/d?“2|¢a(1)|2|¢a(2)|2v(1,2) (1.15)
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Ja,@ = /d?ﬁl/d'f’2¢2(1)¢2(2)‘/<1,2)¢a(2)¢5(1) (116)

representa a diferenca da energia entre os estado singleto e tripleto, ou seja, Ji5 =

E; (S =0)— E;(S =1), e é chamada de integral de troca.

e2

47T8()’r‘12 ’

Da equacgao (1.16) podemos substituir o valor do potencial V' (1,2) =
e verificar que J,p < 0, o que indica que E; < FE,. Assim, esta energia pode
ser entendida como a quantidade de energia necessaria para trocar os elétrons dos
atomos.

Quando Jio > 0, o estado de menor energia é o tripleto, e assim prevalece
a orientacdo dos spins paralelos (estado ferromagnético) e se Ji3 < 0 o estado de
menor energia é o singleto, prevalecendo a orientacao anti-paralela (estado antiferro-
magnético). A energia de troca Jio tem a propriedade fisica de decrescer rapidamente
com a distancia entre os fons (exponencialmente), uma vez que a defini¢ao de Jio
contém o produto das funcoes de onda dos elétrons de atomos diferentes, e dependera
assim do overlap das fungoes de onda envolvidas. Como o overlap varia exponenci-
almente com a distancia, dizemos que a energia .Ji» € uma interacao de curto alcance.
Considerando as relagoes dos operadores de spin, 52 — gf + 57;2 + 25715_"2 e com
base nas autofungoes correspondentes as auto-energias E; e Es, Dirac [12] mostrou

o seguinte Hamiltoniano efetivo de spins

J -
Hiy = Ey — f(l +45,.55) (1.17)

que pode ainda ser generalizado para a rede cristalina de N spins localiazados, e o

Hamiltoniano de interacao entre spins é escrito como

H=— > JySiS), (1.18)
<i,j>

onde }-_; i~ denota uma somatéria sobre todos os pares de spins 7, j com interagao

Ji; de troca entre primeiros, segundos, terceiros,... vizinhos. e S; = (57,57,57) é o
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operador de spin no sitio i. Para os casos em que J;; > 0 e J;; < 0 temos o Hamil-
toniano de Dirac-Heisenberg ferromagnético e antiferromagnético respectivamente.

O Hamiltoniano de Heisenberg na forma da Eq.(1.18) independe da orientagao
dos spin, e desta maneira é o mesmo em qualquer rotacao de spins. No entanto,
quando consideramos outros tipos de interagao no modelo, como, por exemplo, spin-
orbita, introduzimos anisotropia. O efeito da anisotropia no modelo de Heisenberg
se manifesta através da dependéncia da energia de troca J com a dire¢ao. O modelo

anisotropico é escrito como

H=-> > Jses (1.19)

t,j a8
onde a quantidade J{;‘-ﬁ ¢ a interacao entre os sitio i e j associados as diregoes o (3
dos spins.

E importante notar que o Hamiltoniano generalizado Eq.(1.19) contém a parte
simétrica do Hamiltoniano (1.18), caso em que a = (e Jij = J5; e antissimétrica o #
Be J # J5 . Fisicamente, o termo antisimétrico surge em redes com baixa simetria
e é o responsavel por uma baixa magnetizacao em materiais antiferromagnético.
Este resultado é conhecido como a interagdo de Dzyaloshinski- Moriya [13],[14]. A
maioria dos materiais isolantes na natureza sao antiferromagnéticos.

As autofungoes do operador Hamiltoniano de Heisenberg sao muito impor-
tantes para o estudo do magnetismo da matéria. Para o caso ferromagnético HT',
a autofuncao para o estado fundamental corresponde a todos os spins em paralelo
estado (singleto), enquanto para o Heisenberg antiferromagnético HA a autofuncao
nao corresponde aquela que leve em conta todos os spins antiparalelos (estado de
Néel). Isso ocorre porque o estado de Néel nao é um auto-estado do Hamiltoniano.
Na realidade, existem um quantidade muito grande de combinagoes cujo valor de
S = 0, e que devem ser combinadas para gerar a autofungao do operador Heisenberg
antiferromagnético.

Embora o estado de Néel ndo seja um auto-estado do Hamiltoniano HAF,
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nesta tese vamos utiliza-lo como tal. No fundo estd consideracao constitui uma
primeira aproximacao, necessaria, pois até o presente momento nao sabemos como
é este estado.

O modelo de Heisenbeg, Eq.(1.19), comporta ainda, dependendo da interagao
JZ‘-B , alguns modelos de spins, a saber modelo de Ising, modelo XY e o modelo de

Heisenberg isotropico. Vejamos esses casos:

1.2.1 Modelo de Ising

Este modelo corresponde ao caso em que a interagao Ji; em uma das diregoes €
mais forte que as outras diregoes. por exemplo a interagao na direcao de S*. Se
considerarmos que J5 >>> J e Jiyj podemos desprezar as outras componentes para
escrever o Hamiltoniano de Ising, dado por

H=— > J;S:5; (1.20)

g~
<i,7>

O modelo de Ising [I5] descreve muito bem os materiais magnéticos que apre-
sentam simetria axial, como, por exemplo, os compostos DyAlOs , DyPO, , FeCl,
, FeBry , Rby CoF}.

Wilhelm Lenz propds esse modelo como parte da tese de doutorado para o seu
estudante Ernest Ising, em 1920. O modelo proposto por Wilhelm tinha como ob-
jetivo estudar as propriedades termodinamicas de uma rede unidimensional. Para a
frustracao de Ising, com base nos caculos das grandezas termodinamicas, verificou-se
a auséncia de ordem de longo-alcance, sendo assim, Ising nao obteve magnetizacao
espontanea M (T, H = 0) = 0. Somente em 1936 Peierls apresentou estudos basea-
dos em idéias fenomenoldgica provando que o modelo de Ising em duas dimensoes
apresenta ordem de longo-alcance para T" < T.. Este resultado trouxe de volta o
interesse em estudar o modelo de Ising.

Em 1941, os fisicos holandeses Kramers e Wannier conseguiram determinar

de forma exata a temperatura critica T, do modelo de Ising numa rede quadrada.
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Em 28 de Fevereiro de 1942, numa reuniao da Academia de Ciéncias de Nova
York, o quimico noruegués- norte-americano Lars Onsager [16], obteve de forma
exata a equacao que expressa a dependéncia da magnetizagao espontanea com a
temperatura, Fig(1.1), resolvendo o Modelo de Ising numa rede quadrada. Esse fato
representou um marco significativo na histéria da mecanica estatistica, em especial
no estudo de fenomenos criticos e transicoes de fases. Para uma vasta aplicacao do
modelo de Ising em materiais reais, incluindo dinamica, frustragao, comportamento
tricritico, etc, ver trabalho de Wolf [I7] comemorativo ao centenario do modelo de

Ising, e também as diversas referéncias do vol.30 do Brazilian Journal of Physical.

1.2.2 Modelo XY

O modelo XY ou modelo planar, por si tratar de um modelo que estd essenci-
almente em um plano, corresponde ao caso em que apenas uma das interagoes Jj
pode ser desprezada, por exemplo, a interacao entre as componentes z do operador
de spins. Desta forma, se considerarmos que J7; <<< Jj’ e Jiyj o Hamiltonino para

este modelo é escrito como

May = — X (J585+ J4SY) (1.21)

<iyj>

Matsubara e Matsuda[I8] foram os primeiros a introduzir o modelo planar
na literatura. O modelo apresenta solucao exata apenas para uma dimessao [19].
Esse modelo apresenta ainda a caracteristica de nao ter temperatura critica diferente
de zero em duas dimensoes, ou seja, em outras palavras nao possui magnetizagao
espontanea.

A existéncia de ordem de longo-alcance estd associada & magnetizacao es-
pontanea nao nula. Assim sendo, o composto ferromagnético tipo (Fe,Ni,Co) di-
zemos que para 1" < T, temos uma ordem de longo-alcance e 7" > T, o sistema
estd desordenado (paramagnético) apresentando uma configuracao de spins orienta-

dos em todas as diregoes aleatorias. O caso de simetria axial Ising, as orientagoes
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possiveis aleatorias dos spins sao restritas na direcao z, enquanto que no modelo XY
os spins estam restritos as suas posicoes no plano XY, 571 = (S7,57,0).

No caso do modelo Ising, a ordem de longo alcance é estabelecida em dimensao
espacial d > 2, entdo dizemos que a dimensdo critica inferior (lower) para este
modelo é d; = 2. Por outro lado, no caso do modelo XY foi verificado que em duas
dimensoes nao existe ordem de longo alcance em temperatura nao nula, e dizemos
que T, = 0. Apesar de nao existir ordem de longo-alcance, Kosteilitz e Thouless [20]
perceberam que existe uma ordem topoldgica dos spins formando uma estrutura de
vortices abaixo da temperatura Tkx7, onde a funcao de correlacao decai segundo uma
lei de poténcia da distancia. Um vértice (antivértice) é uma excitacao topolégica
no qual os spins em um caminho fechado ao redor do centro da excitacao giram
por 2m(—27) no mesmo sentido. Experimentalmente tem sido usado o modelo XY
para descrever as propriedades magnéticas dos compostos 3d CoBry e CoCly, e um
superfluido de H?.

O modelo de Heisenberg isotrépico também nao apresenta ordem de longo-
alcande em duas dimensoes, e é expressa matematicamente através do teorema de

Mermin e Wagner [21], através da seguinte desigualdade:

3
W .
tanh—l\/7725(s+1)‘/V] S(8+1>H37d_1

IM(H,T)| < HIM T, D)) (1.22)
2
47 W _
—F"——| s(s+1),d=2
Log<1+w>] ey
onde W = Y5 |F — 73]2|J(F— 73)| < 00, s é a magnitude de spin, [ = lm% e

H o campo externo. No limite de campo nulo, das desigualdades acima, obtemos
M(T,0) =0paraT > 0. O teorema de Mermin e Wagner é aplicado para interagoes
J(7— 73) variando entre os primeiros vizinhos ou decaindo exponencialmente, tipo
J(r) = e, desta maneira W < co. Este teorema tem sido generalizado por Bruno
[22] para incluir interacdo de longo-alcance do tipo J(r) ~ TJ—p Bruno concluiu que
para T' > 0 o modelo de Heisenberg apresenta ordem magnética em d = 1 quando

p>1,d:2quandop>g.
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1.3 Aspectos da Teoria de Fendmenos Criticos e

Trasicoes de Fase

A partir da década de 60, comecaram a surgir na literatura alguns trabalhos
que introduziram as idéias basicas sobre classes de universalidade, invariancia de
escala e criticalidade para as fungoes termodinamicas. Estas defini¢oes surgiram no
contexto da teoria de fenomenos criticos. A teoria de fenomenos criticos foi desenvol-
vida para tratar fenomenos que ocorrem geralmente em sistemas que se encontram
fora do equilibrio. Geralmente, esses fendmenos ocorrem em processos nos quais
a historia é importante. Diversas grandezas termodinamicas, tais como calor es-
pecifico e susceptibilidade magnética, apresentam comportamento singular na regiao
critica, ou em outras palavras, regioes onde proximas a transicoes de fase. Nestas
regioes, as grandezas termodinamicas acima exibem divergéncias (descontinuidades)
assintoticas caracterizadas por expoentes criticos. Em termodinamica, transicao de
fase ou mudancga de fase é a transformacao de um sistema termodinamico de uma
fase para outra.

As transicoes de fase sao classificadas através das descontinuidades das deri-
vadas parciais da energia livre g(7, H). Denota-se uma transigao de fase de primeira
ordem, aquela que esta vinculada a uma descontinuidade na primeira derivada da
energia livre. Este tipo de transigao esta associada as grandezas termodinamicas
como magnetizagao e/ou entropia M = _% ou S = —g—%.

Existem ainda as transicoes de segunda ordem, ou ditas continuas, vinculadas
a descontinuidade da segunda derivada da energia livre, ou seja, ao calor especifico

e/ou susceptibilidade, respectivamente xy = — 29 Cy = Algumas grande-

_ %
oH?> oT?
zas termodinamicas, como o caso da susceptibilidade, pode eventualmente sofrer
divergéncia na temperatura critica 7T, mesmo passando por uma transicoes de pri-
meira ordem, contrastando com o fato de que em transicoes de segunda ordem a
magnetizacao espontanea vai a zero continuamente quando 7' =T, . Além da mag-

netizagao, outras grandezas podem apresentar singularidades no ponto critico T..
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Vale apena salientar que denominamos de ponto critico, aquele que indica o término
de uma linha de transicao de segunda ordem, enquanto os pontos que indicam o
término de linhas de primeira ordem sao classificados como pontos de transicao. A
medida que T' — T, o sistema comeca a se ajustar sobre uma escala microscopica.
Estes ajustes sao identificados e relacionados sob a forma de flutuacoes térmicas que
se tornam muito grandes nas vizinhancas desses pontos. Por exemplo, a susceptibi-
lidade esta associada as flutuagoes da magnetizagao, o calor especifico a flutuagao

da energia interna do sistema.

1.3.1 Expoentes Criticos e a Hipotese da Universalidade

Para caracterizar uma transicao de fase é necessario observar a existéncia de
singularidades nos potenciais termodinamicos e em suas derivadas. Uma das ma-
neiras de verificar se o sistema sofreu uma trasicao de fase ou nao, é analisando o
parametro de ordem. Esta grandeza é definida de modo que a partir da transicao de
fase continua, o parametro se torna nulo. Por exemplo, para um sistema antiferro-
magnético, o parametro de ordem é a diferenca das magnetizacoes das subredes A
e B, mg = mA5EE,

Na secao anterior, destacamos que diversas grandezas termodinamicas, tais
como calor especifico, compressibilidade e susceptibilidade magnética, podem apre-
sentar comportamento singular na regiao critica (préxima a transi¢ao de fase). Esse
comportamento singular é verificado por meio de divergéncias assintoticas carac-
terizadas por ezxpoentes criticos. O comportamento das grandezas termodinamicas
préximas a um ponto critico apresenta carater universal. E interessante também
notar que a teoria das perturbacoes, geralmente 1til na andlise de problemas de
muitos corpos, nao funciona na vizinhanca dos pontos criticos. Fora da criticali-
dade, um sistema contendo muitos corpos apresenta correlacoes de curto alcance,

com decaimento exponencial. Na criticalidade, no entanto, as correlagoes decaem

lentamente, sem escala caracteristica, temporal ou espacial. A universalidade
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e o carater peculiar da criticalidade sao fatos bem conhecidos da fisica ha mais
de um século, apesar de que somente as teorias mais recentes fornecem, em geral,
valores corretos para os expoentes criticos. Em um estado critico, nao ha razao
para buscar causas especificas para grandes eventos. Pequenas forcas podem ter
efeitos enormes e até mesmo eventos raros, inesperados, podem se manifestar. A
freqiiéncia de tais eventos raros pode ser estimada, mas nao a sua intensidade ou a
data de sua ocorréncia [23]. Um exemplo é o comportamento anomalo das derivadas
termodinamicas. As flutuacoes no estado critico nao podem ser consideradas genui-
namente aleatorias, e nem previsiveis. E muito importante e motivador entender os
estados criticos (expoentes criticos) de um sistema que pertencente a uma determi-
nada classe de fenomenos, uma vez que sua comprensao nos leva ao entedimento de
todos os demais sistemas que pertencam a essa classe. Com base em todos esses
argumentos, a seguir apresentaremos alguns comportamentos assintoticos de gran-
dezas relacionadas a sistemas magnéticos, bem como os expoentes criticos. Para
um sistema geral que passe por uma transicao de fase de segunda ordem, nas vi-
zinhagas do ponto critico (H = 0,7 = T,.), os comportamentos assintéticos das

grandezas termodinamicas sao:

1. Magnetizagao

dg | (=), (t =07, H=0)

M(T, H) ~ —29.
ST H, (H — 0+, t =0),

(1.23)

onde t = (T'—1T.)/T. e g(t, H) é a energia livre de Gibbs. A rela¢ao acima
indica que M (T, H) é a grandeza canonicamente conjugada ao campo H, assim
sendo, para o antiferromagnético mg estd conjugada com o campo staggered

H;

2. Susceptibilidade

0%g _
Xo(t) = _(8H2)H:0 ~ [t (1.24)
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3. Calor especifico

ety = —1(T9y i
o(t) = — (ﬁ)H:orv It] (1.25)
4. Funcao de Correlacao
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onde £ ~ [t|7 é o comprimento de correlacdo que mede o tamanho médio dos
aglomerados correlacionados.

Fisicamente, podemos compreender a transicao de fase continua no ferromagneto
analisando a competicao entre a energia de troca J que tende a orientar os spins
paralelamente, e a energia térmica kg1, que desestabiliza a ordem magnética, orien-
tando os spins em ordem aleatérias. Na regiao de altas temperaturas kg1 >> J, o
sistema se comporta como se nao existisse a interagao entre os momentos magnéticos,
de tal modo que a ordem de longo-alcance é nula (m = 0). Por outro lado, na regiao
de baixas temperatura, kgT << J, a energia de troca J é predominante fazendo
que os momentos magnéticos apontem em média ao longo de uma direcao do espaco
(eixo de facil magnetizagao). Por conseguinte, a magnetiza¢do é nao nula na regiao
de baixas temperaturas. Para kgT =~ .J, os momentos magnéticos estao correlacio-
nados sofrendo flutuagoes cada vez maiores a medida que a temperatura se aproxima
do valor critico T,. Definimos o comprimento de correlagao & como sendo uma me-
dida média caracteristica do tamanho de aglomerados correlacionados. No limite
critico T' = T, observamos que, devido as fortes flutuagaoes £(T" = T,.) — oo, todos
os momentos magnéticos da rede se correlacionam, e o sistema sofre uma transicao
de fase. A divergéncia do comprimento de correlacao £ explica o aparecimento do
fenémeno da opalescéncia critica nos fluidos no ponto critico (V,, P., T.).

Do ponto de vista experimental, a determinacdo dos expoentes criticos (3, d, -,

T-Te

a, 1,v) dependem da escolha do intervalo para a varidvel t = T,

Nessa regiao
t << 1, o expoente critico de uma dada grandeza termodinamica ¥ = |t|®, onde © é

o expoente critico desta grandeza, é obtido através da inclinacao da curva In W versus
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Figura 1.6: Comportamento assint6tico In(M) versus In(—e¢), In(x ™) versus In(e) e
In(M) versus In(H) para uma liga metélica Fe;_,Al, com concentragao = 0.10

[24]

In(t). Teoricamente o problema é simples, uma vez que © = £ lim;_ .o {[lnl‘nl‘l'} Para

os valores fisicos experimentais, o primeiro problema ¢ identificar a regiao critica,
ou seja, o quanto t é pequeno, na regiao onde temos fortes flutuacoes térmicas.
Para sistemas magnéticos escolhe-se |t| & 1073, enquanto que para supercondutores
[t| &~ 10710, transicao lambda H? |t| ~ 1077, e assim por diante. Esta escolha da
regiao critica é feita baseada no fato de que a medida do expoente critico nao é
afetada por esta escolha.

Na Fig.(1.6), apresentamos os comportamentos assintoticos das grandezas ter-
modinamica, magnetizagao espontanea e susceptibilidade magnética, e de seus ex-

poentes criticos § = 0.409, 6 = 4.280 e v = 1.325 da liga metélica Fe;_,Al, obtidos
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experimentalmente por Salazar [24] para a concentragao x = 0.10, notando-se ainda
que eles pouco variam com a concentracao. Com este indicio pode-se concluir que
esta liga é descrita por um Hamiltoniano tipo Heisenberg.

No caso do calor especifico, Eq.(1.25), podemos ter uma singularidade lo-
garitmica e a = 0 (log), como ocorre com o modelo de Ising 2d (solugdo exata) :
Co =~ 0.49451n |t|. Este modelo na auséncia de campo magnético (H=0) apresenta
solugdo exata, onde temos os seguintes expoentes criticos : [ = 1/8, v = 7/4,
=15, =0 (log),v=1,n=1/4.

No caso do modelo de Ising 3d, o comportamento critico das grandezas termo-
dinamicas é conhecido com alta precisao através de técnicas de grupo de renorma-
lizacao [25] e simulacao de Monte Carlo [26].

Recentemente, a criticalidade do modelo de Ising numa rede ortorrombica foi
estudada de forma exata por Zhang [27] que obteve : = 3/8, v =5/4, 6 = 13/3,
a =0 (log), v =2/3,n =1/8. O valor exato do expoente v = 5/4 = 1.25 estd no
intervalo dos valores obtidos numericamente entre 1.244 e 1.250, com um erro da
ordem de 0.48%. Os expoentes criticos « =1/8, =5/16, vy =5/4, 6 =5, v =5/8
e n = 0 sugeridos por Fisher [2§] ¢ Domb [29],foram estabelecidos como base em uma
conjectura dos resultados de expansao em séries, esses expoentes forao bem aceitos
pela comunidade cientifica por mais de quarenta anos. No entanto, esses resultados
apresentam discrepancias com os resultados numéricos, por exemplo,  ~ 1/8 que
difere do valor n = 0 conjecturado por Fisher e Domb. Valores precisos de simulagao
de Monte Carlo [26] estimaram: [ = 0.3265(3), v = 1.2372(5), § = 4.789(2),
a = 0.110(1), v = 0.6301(4), n = 0.0364(5), o que mostra a conjectura de Zhang
[27] ser mesmo a solugao exata.

Na Tabela (1.1) apresentamos, resumidamente, os valores dos expoentes criticos
(tedricos e experimentais) de modelos tedricos que apresentam transicao de fase de
segunda ordem. Os resultados dos expoentes obtidos via aproximagao de campo
médio sao universais e independem da dimensao e simetria do Hamiltoniano. Este

resultado teorico pode ser visto da seguinte forma: Para a simetria Ising os expo-
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Resultados tedricos

Modelo 1G] y 4] a v n
Ising 2d s | T ] 15 0 1|
Ising 3d g % 13—3 0 % %
XY 3d 0341130 | 48 | 0.01 |0.66 | 0.04
Heisenberg 3d || 0.36 | 1.39 | 4.8 | -0.012 | 0.71 | 0.04
Campo médio % 1 3 0 % 0
Resultados experimentais
Materiais 16 ~y ) o v n
Fe 0.39 | 1.33 | 4.35| -0.11 — —
Co 0441123 |3.35|-0.09 | — —
Ni 0.38 | 1.31 | 4.48 | 0.10 — —
H'e 0.36 | 1.24 | 4.44 - — —
FeqgAlyo 042 1.35|4.26| -0.20 | — —
Gdy.67C 0033 0.411{1.16 | 3.60 | 0.02 — —
GdysCop2 0441129 |39 | -0.17 | — —

Tabela 1.1: Valores tedricos e experimentais dos expoentes criticos [2]
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entes criticos apresentam distingdes para dimensoes diferentes (2d e 3d). Porém,
quando se usa topologias diferentes numa mesma dimensao, os expoentes criticos
ficam invariantes, ou seja, sao os mesmos. Os expoentes criticos do modelo de Ising
3d numa rede cubica simples e numa rede ciibica de corpo centrado sao os mesmos,
pis trata-se do uso de topologias diferentes numa mesma dimensao. Outro resultado
tedrico, interessante observado na Tabela (1.1), estd relacionado com as universa-
lidades dos expoentes § e n para os trés modelos exibidos. Os expoentes criticos
mostrados na tabela (1.1) sdo independentes entre si, e satisfazem as igualdades das

relacaoes abaixo.

a+28+v=2
a+p6+1)=2
vy=0(00—-1rd=2—«

(1.27)

(2—=ny =~

A aproximagao de campo médio despreza as flutuagoes térmicas, que sao rele-
vantes na criticalidade, e foi argumentado por Ginzburg [30] (critério Ginzburg) que
para d > 4 os expoentes criticos sao universais, independem da simetria do Hamilto-
niano e assim os expoentes criticos de campo médio sao considerados exatos. Esses
expoentes criticos pertencem ainda uma classe de universaliadde que é caracterizada

pelos critérios abaixo:

1. Dependéncia do nimero de componentes do Hamiltoniano (simetria), por
exemplo, para os modelos Ising, XY e Heisenberg sao caracterizados por n = 1,
n = 2, n = 3, respectivamente, onde esses nimeros de componentes do Ha-
miltoniano representa também o nimero de componentes do parametro de

ordem;

2. Dependéncia da dimensao espacial (d) do sistema, porém ndo depende da

topologia da rede;
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3. Alcance das interagoes. Para sistemas com interacoes de longo-alcance os

expoentes criticos sao universais e equivalentes aos de campo médio.

A priori, os expoentes criticos para valores definidos de d e n, bem como o
alcance das interacoes, sao independentes dos detalhes microscopicos do Hamiltoni-
ano. Pode-se verificar isso através dos expoentes criticos do modelo de Ising numa
rede quadrada anisotropica. Esses expoentes apresentam expoentes criticos inde-
pendentes dos valores de J, (interac@o entre primeiros vizinhos ao longo eixo-x) e
J,, (interacado entre primeiros vizinhos ao longodo eixo-y) Salazar [16].

As propriedades criticas associadas com classe de universalidade do modelo
com n-componentes tém sido exaustivamente bem efetuadas e estabelecidas com
certa precisao as grandezas criticas associadas. Do ponto de vista do grupo de
renormalizacdo, as criticalidades s@o governadas pelos chamados pontos fixos O(n)
de Wilson-Fisher. Por outro lado, existem certas classes de magnetos exibindo
transicoes de fase que apresentam classes de universalidade diferente do modelo
O(n). Um exemplo desta quebra de universalidade sdo os magnetos aleatérios com
presenca de frustragao, os vidro de spin. Um exemplo de modelo exatamente soltvel
é o modelo de oito vértices [31], que viola os critérios da universalidade. Este modelo
tem uma linha critica no diagrama de fase, definido pelo parametro p do modelo,

no qual os expoentes criticos variam continuamente, ou seja, « =2 — 2%, 3= T ¢
) ) ' 164

v = lu’ mas satisfazem as relagoes de escala.

A natureza das transicoes de fases dos magnetos frustrados é diferente das
transigoes de fase dos magnetos convencionais nao frustrados, guiados pelos pontos
fixos O(n). Frustracao pode ser introduzida através da geometria da rede ou por pre-
senga de competicao de interagoes. O exemplo tradicional de frustragao geométrica
é um antiferromagneto numa rede triangular (2d) ou numa rede triangular empi-
lhada (3d), que consiste em planos de redes triangulares empilhados ao longo de

uma diregao ortogonal. O tltimo tipo de frustragao pode ser realizado em helimag-

netos, onde uma ordem espiral é formada ao longo de uma certa direcao da rede.
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Figura 1.7: O estado fundamental de uma célula unitaria de uma rede triangular

do modelo de Ising-1/2 antiferromagnético.

A configuracao do estado fundamental depende fortemente do tipo de simetria dos
spins ou numero de componentes do spin (n). No caso do modelo de Ising (n=1), o
estado fundamental é infinitamente degenerado e esta ilustrado na figura (1.7).
Por outro lado, quando o spin tem simetria continua como nos casos dos veto-
res de spin com duas componentes-modelo XY (n = 2) e trés componentes-modelo
Heisenberg (n = 3), o estado fundamental das configuracoes dos spins sao nao-
colinear ( canted ou inclinados), como ilustrado na Fig. (1.8). Uma interessante
consequiéncia da estrutura dos spins inclinados ou obliquo é a aparéncia de um grau
de liberdade “chiral”. Consideremos, por exemplo, o caso de spins XY (n=2) como
mostrados na Fig.(1.8). Se as interagdes de de troca sdo iguais em magnitudes nas
trés ligagoes, o estado fundamental das configuracoes dos spins é denominado de
“estruturas de spins 120°”, no qual trés spins XY formam um angulo de 120° entre
primeiros vizinhos. Como mostrado na figura (1.8), o estado fundamental é dupla-
mente degenerado de acordo com a estrutura de spin nao-colinear ser para direita
(4) ou para esquerda (—) (degenerescéncia chiral). Um dado estado chiral nao pode

ser transformado no estado com ordem chiral oposta, via alguma rotacao de spin
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Figura 1.8: Estado fundamental de uma célula unitaria de uma rede triangular do

modelo XY antiferromagnético (vértices).

global no espaco de spin XY ou reflexao de spin global.
Para caracterizar os dois estados chiral na figura (1.8), é conveniente introduzir

uma quantidade escalar, chiralidade, definida por [32]:

7 & 2
(S; x S (SXSY — Sy Sh, 1.28
K= 57 <;> =37 Z ) (1.28)

onde a soma é feita sobre trés ligagdes diretas de uma plaqueta (triangulo). Na
figura (1.8) temos K, = %1 para as duas configuragoes de spins.

Historicamente, os estudos das propriedades criticas de magnetos nao-colineares
teve inicio a 30 anos atras com os helimagnetos de Terras-Rasas Ho, Dy e Th
[33]. Bak e Mukamel derivaram um Hamiltoniano efetivo, chamado de Hamiltoni-
ano Landau-Ginzburg-Wilson (LGW), para o modelo XY (n = 2) no estado heli-
magnético e efetuaram um grupo de renormalizagao numa expasao € = 4 — d. Eles
encontraram um ponto fixo tipo O(4) com expoentes criticos o ~ —0.17, 3 = 0.39,
v~ 1.39 e v = 0.70. Resultados experimentais nos helimagnetos Ho, Dy e Tb dao
algumas vezes resultados inconclusivos. Experimentos de espalhamentos de néutrons
[34] para Ho mostram o comportamento critico do modelo O(4), enquanto outros
experimentos, tais como, medida do calor especifico para Dy [35], medidas de Moss-

bauer para Dy [36] e difragdo de néutrons para TB [37], encontraram expoentes
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criticos diferentes dos valores do modelo O(4).

Na década de oitenta, o primeiro estudo tedrico das propriedades criticas de
antiferromagnetos numa rede triangular empilhada foi feita por Kawamura, para
os casos dos spins XY [38, [39, 40] e Heisenberg [3]. Por meio de simulagao de
Monte Carlo [38], mostrou que devido os graus de liberdade chiral, a transi¢do de
fase destes antiferromagnetos triangular empilhados, apresenta uma nova classe de
universalidade, chamada de classe de universalidade chiral, diferentemente do ponto
fixo O(4) dado pela classe de universalidade Wilson-Fisher.

Os valores dos expoentes criticos estimados pela simulagao de Monte Carlo [3§]
foram o = 0.34 £ 0.06, § = 0.253 £ 0.01, v = 1.13 £ 0.05 e v = 0.54 £ 0.02 para
ocaso XY, ea =024+£008, 8 =030+0.02 v=117+0.07 e v = 0.59 £
0.02 para o caso Heisenberg. dessa forma foi previsto que para antiferromagneto
XY triangular empilhado CsMnBr; (classe de universalidade chiral n = 2) [3§] e
para o antiferroamgneto Heisenberg triangular empilhado VCly e V Bry (classe de
universalidade chiral é n = 3) [38], enquanto que pédra os helimagnetos de Terra-
Rara Ho, Dy e Tb argumentou-se que estes materiais exibem uma nova classe de
universalidade chiral n = 2. Estes resultados mostram que sistemas frustrados
violam o critério de universalidade estabelecido nos anos 70, e dao origem a uma

nova classe de universalidade caracteristica para cada sistema.

1.4 Apresentacao da Tese

Nesta dissertacao de mestrado vamos apresentar alguns resultados obtidos do
ponto de vista tedrico que visam contribuir para o estudo do diagrama de fase
quantico (7" = 0) do modelo J; — J; — Jo (interagao entre primeiros e segundos
vizinhos). Inicialmente, no capitulo 2 apresentaremos a teoria de campo efetivo com
base nas aplicacbes no modelo de Ising e Heisenberg em aglomerados finitos. A
teoria de campo efetivo via a técnica do operador diferencial é importante para o

tratamento estatistico de problemas de muitos corpos em interacao. No capitulo 3,
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introduziremos a idéia de frustragao magnética que serd discutida a priori no modelo
J1 — Jo. Os primeiros resultados na literatura serao discutidos, em particular, o
obtido pela técnica do operador diferencial. Devido a distor¢ao da rede cristalina,
uma inequivaléncia das interagoes deve ser introduzida.

Motivado por este aspecto estrutural, generalizaremos o modelo .JJ; — Jy consi-

derando ligagoes J; e J{ ao longo das diregoes x e y respectivamente. Definindo os

J2

s obteremos o diagrama de fase no plano («, \) para o

. J}
parametros \ = Fea=
caso J; > 0. Finalmente, no capitulo 4 apresentamos as conclusoes e perspectivas

futuras.
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Capitulo 2

Teoria de Campo efetivo

2.1 Introducao

O modelo de Heisenberg tem sido muito aplicado no estudo de ligas metalicas que
dao origem a compostos supercondutores. A principal motivacao surgi do fato de que
existe uma conexao entre as flutuagoes antiferromagnéticas nos planos de CuOs e os
novos supercondutores de altas temperaturas, como o caso do Las_,Ba,CuQ,. Para
estudar o modelo de Heisenberg inevitavelmente nos deparamos com um problema
de muitos corpos em interacao, mas precisamente no total de N ~ 10?3 particulas em
interagoes. Seja qual for a técnica empregada, um problema com graus de liberdade
da ordem do nimero de Avogrado nao tem solucao exata.

Em problemas de muitos corpos, o mais importante é saber quais sao os
estados acessiveis das particulas, sem se preocupar com o que acontece com uma
particula em especial, ou seja, o problema deve ser tratado considerando as proprie-
dades comuns ao conjunto de particulas interagentes. Frequentemente na resolugao
desses tipo de problemas nos deparamos com sistemas de infinitas equagoes acopla-
das. Para contornar esta dificuldade existem na literatura varios desenvolvimentos
de técnicas aproximativas que visam desacoplar as equagoes. Dependendo do sis-

tema fisico, algumas técnicas aproximatvas permitem encontrar solucoes satisfatérias



(qualitativas). Um grande exemplo é a teoria BCS ( conferindo prémio Nobel de
1962 aos fisicos John Bardeen, Leon Cooper e Robert Schrieffer) que carrega na sua
solugao a aproximacao de campo médio. Em Mecanica Estatistica, as propriedades
termodinamicas relevantes nos sistemas quanticos sao obtidas mediante a funcao de
particio Z = Tre P onde o traco da exponencial de —3H ¢é fundamentalmente
uma soma sobre todos os estados acessiveis ao sistema. Alguns poucos modelos
apresentam solucao analitica, como o caso do modelo de Ising em uma e duas di-
mensoes e na auséncia de campo externo, por exemplo, a solugao para o modelo de
Ising-1/2 bidimensional & campo nulo, obtida por Onsager em 1944[]]

Os métodos computacionais como Monte Carlo, diagonalizacao exata e expansao
em série fornecem resultados ditos como exatos. Porém, esses métodos estao restritos
a sistemas simples, sendo de dificil aplicacao em problemas complexos, como o caso
de sistemas frustrados. Neste trabalho nao aplicaremos os métodos computaiconais
mencionados acima, ao invés disso utilizaremos a teoria de campo efetivo via técnica

do operador diferencial que foi desenvovida por Honmura e Kaneyoshi em 1979[2]

2.2 Meédia Estatistica em aglomerados finitos

A mecanica estatistica de equilibrio se baseia no calculo da média dos observaveis
em um ensemble conveniente. Por exemplo, no ensemble canonico a média de um

operador A é definida como [3]

(A) = Tr[Ae "M

= (2.1)

onde Z = Tr[e P"] ¢ a fungao de partigao, 3 = sendo ‘H o Hamiltoniano do

_1
KpT’
sistema em estudo. O simbolo T'r significa o traco da matriz.

Vamos considerar o Hamiltoniano de um sistema qualquer, compostos por
N particulas interagentes através do spin e por meio da interacao J;;, divididas

em duas partes. A primeira parte é representada pelo simbolo €2 (Aglomerado ou

Cluster), enquanto a segunda sera representada por € (Vizinhanca), como ilustra a
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Figura 2.1: Aglomerado () e vizinhanga '

Figura(2.1). Consideremos agora que a parte {2 contém n < N particulas, enquanto
Q' contém o reston’ = N —n.

A fim de estendermos a média dada pela Eq.(2.1) para aglomerados finitos,
devemos notar que o Hamiltoniano do sistema pode ser decomposto pela soma dos

Hamiltonianos das duas partes envolvidas, ou seja,

H =Hqo+ Ho. (2.2)

Seja O(£)) um observavel dependente das variaveis de spin que estao contidas no

aglomerado (2, a sua média no ensemble canoénico é obtida mediante a Eq(2.1), ou

seja,
Tr[O(Q2)e PHatHar)]
(0@) = =L (23)
Para o caso em que [Hq, Hg/] = 0, vale a igualdade e #" = e~ PPy Neste

caso, o trago presente na Eq.(2.3) poderd ser realizado primeiramente sobre o aglo-
merado finito T'rg, e posteriomente sobre os spins da vizinhanca 7'r,, dessa forma
ficaremos com a expressao

TroTrqlO(Q)e FHae=Fta]

(o) = TroTrole-PHae—fHa] (24)

que pode ser reescrita como
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_ Troe "M Tro[O(Q)e#Ma)

o)) = 2.5
(o) = 25
Se multiplicarmos a Eq.(2.5) por 1 = % chegaremos a
1 Tro{e Mo Troe P TroO(Q)e Mo}
(0Q) =~ : (2.6)

Z TroefHe

A partir das propriedades de separacao do traco, podemos chegar finalmente a
expressao.
1 [TroO(Q)e "M

<O<Q)> = ETT{ T?”Q@f'BHQ

que comparada com Eq.(2.1) nos fornece um resultado importante para o valor

e PHay (2.7)

médio de O(Q2) que é dado por

rQ e PHa
(0(Q)) = <T Tﬂf—)ﬁm ]>, (2.8)

A Eq.(2.28) esta evidenciando o fato de que o valor médio de O(2) sobre todo

o sistema pode ser reduzido ao calculo parcial no aglomerado finito de n spins.
Vale apena ressaltar que a Eq.(2.8) s6 é verdadeira para sistemas que apresentem
a comutacao exigida entre os Hamiltonianos do aglomerado e da vizinhanca. Esta
exigéncia sé é obedecida pelos sistemas classicos, pois no limite cldssico as variaveis
de spin comutam entre si. No caso de sistemas quanticos, a Eq.(2.8) é usada de

forma aproximada.

2.3 Campo Efetivo no Modelo de Ising

Aglomerado com um spin

Para ilustrar o desenvolvimento e implementagao da técnica do operador diferencial 2],
vamos aplicd-la em dois aglomerados distintos (£2), onde para o primeiro caso temos

um spin, e para o segundo dois spins. Estas situagoes correspondem respectivamente

as Fig.(2.2) e Fig.(2.3).
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Figura 2.2: Aglomerado €2 com um spin
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Figura 2.3: Aglomerado €2 com dois spins

Para aplicar a teoria de campo efetivo (EFT) no modelo de Ising de spin-1/2,
devemos utilizar o Hamiltoniano dado pela Eq.(1.20)
H=-> Jjoioj, (2.9)
<i,j>
onde J;; € a interacao de troca. Nesse modelo as interacoes entre os primeiros spins
sao todas iguais a J;; = J, e 0; = £1 é a varidvel de spin na direcao axial (z). O
caso antiferromagnético no modelo de Ising corresponde ao limite em que J < 0,

sendo assim, o Hamiltoniano assume a forma

H=J > o0 (2.10)

<,5>

O Hamiltoniano (2.10) pode ser aplicado para o aglomerado da Fig.(2.2), onde
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o spin 04 do aglomerado €2, chamado de spin central, interage com todos os demais
spins da sua vizinhanga (primeiros vizinhos). Essas interac¢oes sdo denotadas por
>.50,,5 onde z é o nimero de coordenagao da rede e J sera definido como vetor

primeiro vizinho, ou seja,

Ho=Joa)y o5 (2.11)
5

A grandeza termodinamica de interesse serd a magnetizacao de sub-rede A, que
neste aglomerado, Fig.(2.2), serd representada por ma = (04), sendo assim, vamos
escolher o observavel O()) = 04 de tal forma que

1

ma = <7ATTGA [UAeiKUA ZEJHS]% (212)

_ —PHe o _J_
onde Z4 =T, e € BoF

Tomando o trago sobre as configuracoes de o; = £1, obtemos

ma = —(tanh(Ki:aHg)) = —(tanh(a)), (2.13)
5

onde a = K3 %0, ,5e K = (3J. A identidade acima para a magnetizacao ¢ conhe-
ciada como identidade de Callen e Suzukif4].

A equagao de estado Eq.(2.13) para a magnetizagao foi calculada de forma
exata, porém o desenvolvimento dessa equacao se torna muito dificil, devido as
variaveis de spins presentes no argumento da funcao hiperbdlica tanh(a). Como
saida para esta dificuldade, vamos utilizar a técnica do operador diferencial (ou
projecao). A técnica do operador diferencial consiste em remover as varidveis de
spin dos argumentos das fungoes através do operador de projecao[2], representado

pela realacao

P f(a) = f(z +a), (2.14)

onde D, = %.
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Aplicando a rela¢ao da Eq.(2.14) na Eq.(2.13), ficaremos com a seguinte equacao

para a magnetizagao

ma = — (X 2571802 tanh(2)] o, (2.15)

que combinada com a propriedade das funcdes exponenciais (et = e®.e’) resulta

em

ma = _<H GK‘71+§D“”> tanh(x”xzo' (216)
5=1

Neste ponto, para dar continuidade ao tratamento analitico do problema, vamos

considerar a identidade de Van der Waerden, ou seja,

¢4 = cosh(\) + o4 sinh(\). (2.17)
Desta maneira a Eq.(2.16) ficara reescrita na forma

z

ma = —([[ (0w + 0, 56:)) tanh(z)|,—o, (2.18)

5=1
onde o, = cosh(KD,) e f, = sinh(KD,). E importante considerar a seguinte
propriedade: Sendo f(x) = tanh(z) uma func¢ao impar, entao qualquer atuagao de
um operador par na fun¢ao em = = 0 tera resultado nulo, ou seja, OP*" f(x)|,=o = 0.
A fim de ilustrar o desenvolvimento da Eq.(2.18), usaremos o aglomerado com
um spin numa rede quadrada conforme mostra a Fig.(2.2). Assim sendo, a equagao

de estado fica escrita por

ma = (o4) = — Ay (K)mp — As(K)T, (2.19)

sendo A;(K) = f[tanh(4K)+2 tanh(2K)], A3(K) = i[tanh(4K)—tanh(2K)], mp =
(), 1 =1,2,3,4 e = (0,050;) i # j # | = 1,2,3,4 (simetria invariacional). A

Eq.(2.19) é exata e gera um conjunto infinito de equagoes de fungdes de correlagao,
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sendo muito dificil de ser tratada exatamente. Na aproximacao de primeira ordem

teremos

(0:00%...) = (0:)(0;){(0k).... (2.20)

Esta aproximacao despreza as correlacoes multi-spins em sitios diferentes. A
aproximacao RPA (random phase approximation) acima é diferente da aproximagao
de campo médio, no sentido de que RPA trata de maneira exata as médias das
ny =

propriedades cineméticas local de spin ({¢;") = 1), enquanto a teoria de campo

médio padrao fornece um tratamento de aproximagao (o?") = (0;)*" para as auto
correlacoes, desprezando dessa forma todas as flutuagoes.

Expandindo o produtério e aplicando a aproximacao Eq.(2.20) ficamos com

1— A (K)
= A(K Az(K)m? = | — 2.21
m = Ai(K)m + A3(K)m” — m LK) (2.21)
onde temos usado a condigao de contorno my = m e mp = —m para a obtengao

da equacgao de estado do modelo de Ising AF, que na auséncia de campo externo é
equivalente ao caso F (isomorfismo).

A Eq.(2.21) é muito importante para o estudo dos materiais magnéticos, é a partir
dessa equacao de estado que obtemos a criticalidade e a magnetizagao do sistema,
em especial, pode-se chegar a temperatura de Néel m; = 0, o que corresponde
a tomar a equagao A;(Tx) = 1, por exemplo, para a rede quadrada encontra-se
Te = kl’% = 3.09 (temperatura reduzida), e a solugao exata é 7, = 2.27.

Para uma rede arbitraria com ntimero de coordenacao z, aplicando o desa-

coplamento (2.20), obtemos

ma = —(a; + mpfB,;)” tanh(z)|,—o, (2.22)

utilizando a condigdo de contorno para a fase AF (i.e., ma = m e mp = —m), no

limite de m — 0 encontramos a temperatura critica 7, = K !

. através da seguinte

expressao:
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Ai(K,) = za27 ' 3, tanh(x) |,—0 = 1. (2.23)

Para a rede cubica simples (z=6), resolvendo numericamente a Eq.(2.23) obte-
mos K ! = 5.07 que pode ser comparada com o resultado da expansiao em série
K ' = 4.51. Note que a medida que o nimero de coordenagao cresce, a precisao
dos resultados aproximados (EFT-1) melhoram, de modo que no limite de z — oo
os resultados tendem para o valor de campo médio 7, = z. Verificamos nesta anélise
que, a medida que aumentamos o valor de z ( pensando na dimensionalidade (d)),
concluimos que as flutuagoes (térmicas) diminuem, mostrando que em baixa di-
mensionalidade temos fortes flutuacoes e as aproximacoes sao mais relevantes na
obtencao das grandezas criticas.

Outro resultado importante obtido pelo presente formalismo, no qual encontra-
se uma equagao de estado auto consistente do tipo m = W(m), se refere aos expoen-
tes criticos. Uma vez que expandindo o coeficiente A;(K) préximo da criticalidade
(T ~T.), da Eq.(2.21) podemos obter o comportamento assintético m ~ (T, —T)'/?,
indicando assim # = 1/2 equivalente ao de campo médio, como o esperado neste
tipo de aproximacao.

A fim de melhorar o valor de T,., mantendo a simplicidade da técnica do ope-
rador diferencial, Kaneyoshi e colaboradores[] propuseram uma nova aproximagao,
na qual as flutuacoes em um sitio sao proporcionais as flutuagoes de um sitio vizinho.
Considerando que as flutuagdes nas variaveis o; do spin no sitio ¢ valem o; — (0;),

externo ao spin do aglomerado, seja proporcional a flutuacao da variavel o4, isto é,

o, = (0:) + Moa — (04)), (2.24)

onde A representa uma reagdo de um spin devido a presenga do vizinho (campo de
reacao Onsager).

Substituindo a aproximacao (2.24) na Eq.(2.22), no limite m — 0 e apés

2
In(2)

algumas manipulagoes algébricas obtém-se K1 = equivalente ao resultado na
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aproximacao Bethe-Peierls. Para qualquer valor de z, temos

(2.25)

Ao = —— (2.26)

onde \. corresponde a funcao de correlagao de dois spins na temperatura critica 7..

Mantendo ainda o espirito da técnica do operador em aglomerado com N = 1
spin, citamos a aproximacao do tripleto médio desenvolvida por Taggart e Fittipaldi
[6], que para a rede quadrada K = 2.60. Combinando esta nova aproximacio e
introduzindo o campo de reagao de Onsager, Taggart[7] obteve uma melhora nos

resultados, com K ! = 2.49 para a rede quadrada (K, ! = 2.27, solucio exata).

Aglomerado com dois spins

A seguir aplicaremos a técnica do operador diferencial no modelo de Ising para
N = 2 sitios centrais, para o caso antiferromagnético J < 0. Para o caso de um
aglomerado com dois spins, figura (2.3), o procedimento é semelhante ao tomado
em um aglomerado com um spin, sendo que agora o Hamiltoniano é composto por
interagoes dos dois sitios centrais com os primeiros vizinhos, inclusive deve-se levar
em conta a interacao entre os sitios centrais, ou seja,

z—1 z—1

Ho = —Josop — Joa ZJHS'— Jop Z Oy s (2.27)
5 5

Temos usado o Hamiltoniano ferromagnético para evitar usar o formalismo de duas
subredes. Esta escolha é devida ao Hamiltoniano F ser equivalente ao caso AF
(isomorfismo).

Para o cédlculo da magnetizacao defini-se a grandeza m = (%), aplicando a

definigao (2.8) para m, podemos escrever
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1 1
m = < Try,opl=(0a+ 03)65H2]> : (2.28)
Zo 2

onde Zy = Ty, opre P12

Tomando o trago sobre as configuracoes de spins, obtemos

senh(ay + az)
= 2.29
" <cosh(a1 + as) + e2K cosh(a; — as) > (229)

onde a, = K Z;fl

Mais uma vez, como no caso do aglomerado de um spin, a solucao dessa
equacao é muito dificil, sendo assim, da mesma forma como feito para o caso anterior,
aplicaremos a técnica do operador diferencial. Dessa vez, ao invés da fungao f(z)
de uma unica variavel, deve-se definir uma fungao g(x,y) de duas varidveis, que
satisfaca a identidade matematica do operador de projecao. Em outras palavras,

essa funcao deve ser tal que

e Pt g (2, y) |40 = g(a, b), (2.30)

Aplicando esta relagao em (2.29), a magnetizagao média assume a forma

m = (P42 g (2, y) |1 =, (2.31)
onde g(x,y) = e :;)Tg,ji)sh(%y). Aplicando a identidade de Van der Waerden

z—1 z—1
m = <H(ax + 0(i+5;)ﬁx) H(Ocy + U(i+5;)5y)> 9(z,Y)]z,y=0- (2.32)
52

51
E importante notar que para o caso de aglomerados com mais de um spin
surge uma nova classe de vizinhos que antes nao existiam no modelo com um spin
central, pois dependendo da topologia da rede os spins centrais o4 e og podem
admitir vizinhos comuns que serdo denotados por z . Para incluir esta peculiaridade,

deve-se reescrever a Eq.(2.32) da seguite forma:
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Figura 2.4: Topologia de redes em aglomerados de dois spins: (a) Rede Kagomé,

(b) Rede quadrada, (c)Triangular e (d) Cibica simples.

! li
z—z —1

2—2 1 Z
m={ H (s + 0(1+6I)ﬁ””> H (o + U(2+6E)ﬁy> H clerttoitend) gz, Y)|zy=0
51 5 5
(2.33)
onde o, = cosh KD, B, = senhKD,,, ayy, = cosh K(D,+D,) e 3+, = senhK(D,+
D,).

A figura(2.4) ilustra a idéia de vizinhos comuns, mostrando algumas redes no
aglomerado com dois spins, por exemplo, kagomé (z =4 e Z = 1), quadrada (z =4
e 2 =0), triangular (z = 6 e ' = 2) e ctibica simples (z =6 e 2’ = 0).

Considerando a rede quadrada (2 = 0), podemos aplicar a aproximacio RPA

na Eq.(2.32), para escrever uma expressao para a magnetizagao.

m = (0496 + mﬁx)z_Z/_l(ay + mﬁyy_Z/_l(ax—&-y + mﬁx+y)2,g<x> y)‘x,y=0' (2'34)

A equagao acima pode ser reduzida a sua forma polinomial, num processo

semelhante ao caso de um spin. No entanto, o produto dos termos que contém a
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Resultados tedricos
Rede z |2 | EFT—1| EFT -2 | MONTE CARLO
Kagomé 411 3.089 2.923 2.143
Quadrada 410 3.089 3.025 2.269
Triangular 6| 2 5.073 4.950 3.641
Cubica simples || 6 | 0 5.073 5.039 4.511

Tabela 2.1: Valores de temperaturas criticas para varias redes 2d e 3d no modelo
de Ising—%. Resultados obtidos via teoria de campo efetivo com aglomerados de 1
spin (EFT-1) e dois spins (EFT-2). Na ultima coluna apresentamos os resultados

via simulagao de Monte-Carlo.[§]

magnetizagao do lado direito torna a equacao acima muito extensa. Para auxiliar no
tratamento algébrico, devemos recorrer a algumas propriedades importantes. Por
exemplo, apenas as combinacoes de funcionais fmpares sobrevivem na expressao
acima. (i.e. QP f(z)™Por|,_).

Tomando esta propriedade pode-se resolver esta equagao com auxilios compu-
tacionais (i.e Maple, fortran etc..). No limite de m — 0 podemos determinar 7, a
partir da Eq.(2.34), baseada na teoria de campo efetivo EFT-2. Os resultados para
os valores de temperatura critica para EFT-1 e EFT-2 sao comparados na tabela
2-1.

De acordo com a tabela 1.2 podemos verificar que o crescimento do ntimero de
spins no aglomerado tende a melhorar os resultados do ponto de vista quantitativo,
quando comparados com resultados mais rigorosos obtidos via simulagao de Monte
Carlo. Por outro lado, a convergéncia é muito lenta no uso de EFT o que certa-
mente nao é encorajador para encontrar resultados quantitativos precisos para as
grandezas criticas, mas é motivador para estudar sistemas mais complexos de forma

qualitativos como veremos a seguir no caso do modelo de Heisenberg quantico.
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2.4 Modelo de Heisenberg

O proximo sistema no qual vamos aplicar a teoria de campo efetivo, via técnica do
operador diferencial, é o modelo de Heisenberg Isotrépico Antiferromagnético
composto por duas sub-redes interpenetrantes[] O Hamiltoniano efetivo desse tipo

de rede é dado por

HY =T Y 6.7, (2.35)
<i,j>
Yy

onde ¢; = (07,07,07) é o operador de spin de Pauli no sitio ¢, e a soma sobre os
primeiros vizinhos.

A teoria de campo efetivo que serd empregada neste exemplo é tomada para
um aglomerado de dois spins ("Cluster’ dois spins na aproximacao axial), portanto,
seguindo a nomenclatura, estamos nos referindo a EFT-2. O Hamiltoniano (2.35)
para o aglomerado de dois spins seguindo a aproximagao axial (considera-se a diregao

z como privilegiada para interagdes fora do cluster )é dado por
— PHy = —Kop.0p+ aso0? +apoy, (2.36)

onde a, = —K Y5 ' 025, K = 3J e z é o ntimero de coordenagao.

A magnetizacdo m 4 da sub-rede A pode ser obtida a partir da Eq.(2.9), ou seja,

8ang
= 2.
ma < 8@,4 > y ( 37)
sendo a funcao de particao
Zy = Trype M2, (2.38)

A funcao de particao para o sistema é obtida através da diagonalizacao do Hamil-
toniano (2.36). Para escrever a fungao de partigao, devemos escrever o trago do

operador e M2 e com este intuito, devemos escolher uma base. A base escolhida é

! Assumidas neste trabalho, aproximacao, como sendo o estado fundamental do Hamiltoniano

de Heisenberg
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formada pelos autovetores (|++) = |1) |[+—) = [2),| —+) = [3) e | ——) = |4)). Po-
demos diagonalizar Hs encontrando seus autos-valores \;, uma vez que para calcular
a exponencial de uma matriz necessitaremos da sua forma diagonal. A matriz Hs
pode ser obtida mediante o Hamiltoniano (2.36) reescrito em termos dos operadores

x Yy z 3
0A,B» 9A,B © 04, OU SEJA,

— R = —Ko%io} + ohol + 0i0p] + aaoh + apos, (2.39)

onde os elementos de matriz sao

Hi; = (ij|Hali §), (2.40)

obtendo finalmente a forma matricial

| K +ai+ap 0 0 0 _
0 —K+a,—ap —2K 0
- 67_‘2 = )
0 —2K K —ay+ag 0
I 0 0 0 —K —a4—ag |
(2.41)
Diagonalizando (2.41) e substituindo os autovalores na Eq.(2.38), obtemos
Zy = e X cosh(aa + ap) + e cosh(W (aa,ap)), (2.42)

onde W(a,ap) = \/(aA —ap)?+4K?.  Utilizando a Eq.(2.42) na Eq.(2.37), a

magnetizacao toma a seguinte forma

_— <senh(aA + ag) + I'(aa, ap)senh(W(aa, aB))> ’ (2.43)

cosh(aa +ap) + '(aa, ap)cosh(W(aa,ap))

2K( (CLA‘;/CLB) )

onde I'(aa,ap) = e Utilizando a técnica do operador diferencial,

obtemos a magnetizagao da subrede A.

my = < f[ (v + 07 83:) ﬁ (o + ajﬂy)3> 9(2, )| zy—0, (2.44)

i#1,2 j#£1,2
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senh(xz +y) + I'(x,y)senh(W(z,y))
cosh(z +y) + I'(z,y)cosh(W (z,y))

O primeiro produtoério se refere aos primeiros vizinhos que estao interagindo

g(x,y) = (2.45)

com o spin localizado na sub-rede A, enquanto o segundo se refere a interagao entre
os primeiros vizinhos e o spin da sub-rede B.

Tomando como base o desenvolvimento da magnetizacao do modelo de Ising
para 2 spins centrais, vamos calcular a Eq.(2.44), tomando também a aproximagao

RPA

(o70%...07) = (o7)(07)...{0}), (2.46)

i\
que despreza as correlacoes dos spins entre os primeiros vizinhos fora do cluster, e
considera as correlagoes dos spins nos mesmos sitios de forma exata. A expressao
(2.46) pode ser aplicada para o caso z = 6, que consiste numa rede ctibica simples,
onde a magnetizacao média my = —mp = m. Aplicando as condi¢bes de contorno

de uma rede cubica obtemos

ma =m = (a; — mﬂx)5(ay + mﬁy)%(% Y)|y=0- (2.47)
Expandindo esta equacao em poténcias de m, obtemos uma expressao para a

magnetizagao com a seguinte forma polinomial

m = Alm + A3m3 + A5m5 + A7m7 + Agmg, (248)

que para uma caso geral (sem campo externo) pode ser escrita como

2p+1
m = Z A2p+1m2p+1, (249)

p=0
onde o0s Ayt sao coeficientes que dependem da temperatura.

A temperatura de Néel T é obtida numericamente, via métodos computaci-
onais numéricos. Para isso, deve-se fazer o limite m — 0, o que se resume a resolver

uma para o primeiro coeficiente de Eq.(2.49)
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Heisenberg

Técnica T.(K) | Ty(K)

EFT-2 4.891 | 4.947
Aprox. de Pares || 3.640 | 4.071

Monte Carlo 3.340 3784

Tabela 2.2: Temperaturas criticas reduzidas para o modelo de Heisenberg numa
rede cubia simples obtidos por vérias técnicas, EFT-2[9], Aproximacao de Pares[10]

e Monte Carlo[11],[12].

Ou seja, para A(Ty) = 1 temos Ty = 4,95K maior do que T, = 4.89K
obtido na ref.[9] para uma rede cibica simples. Agora nos deparamos com um
resultado muito importante, contrariamente ao modelo de Ising, o modelo de Hein-
senberg obtém resultados diferentes para as temperaturas criticas nos casos Ferro
e Antiferromagnético. Isso decorre fundamentalmente da diferenga entre as fungoes
de particao, que no modelo de Ising sao idénticas fazendo com que para sistemas
classicos Ty = T.. A tabela (1.3) apresenta os valores da temperatura critica redu-
zida para o modelo de Heisenberg com interacoes AF e F, onde os calculos de EFT-2

nos modelos de Heisenberg quantico foram realizados por[13].
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Capitulo 3

Modelos Frustrados e Resultados

Tedricos

3.1 Introducao

O modelo de Heisenberg com frustragao tem sido muito estudado nos ltimos 20
anos por véarios métodos. O conceito de frustragao introduzido por Thoulosse[l]
estd associado ao conflito de ordenamento de um dado ion magnético distribuido
sobre a matriz de um cristal magnético. Na rede quadrada, as interacoes de troca
Jo < 0 ao longo da diagonal, introduz uma competi¢ao entre as interagoes de pri-
meiros e segundos vizinhos. Essa competicao cria frustracao no sistema. A figura
3.1 ilustra o conceito de frustragao. Nesta figura podemos observar que os spins se-
gundos vizinhos do sitio central (i.e., 1), nao satisfaz simultaneamente as interagoes
antiferromagnética Jo com o4 e J; com o5, E] entre o sitio central o4 e seus primeiros
vizinhos.

Em particular, os diagramas de fases obtidos para este modelo sao muitos pro-

missores para o entendimento dos novos supercondutores de alta temperatura. Foi

L J; pode ser menor ou maior que zero, ou seja, essa interaciao pode ser antiferromagnética ou
ferromagnética, ao passo que para haver frustracao na rede quadrada, Jo é necessariamente uma

interacao antiferromagnética



-
N
.
N

Figura 3.1: Frustracoes na rede quadrada

com a descoberta desses novos compostos supercondutores, formados por planos de
CuQOs, que incentivou o estudo das frustracoes quanticas no modelo de Heisenberg.
O entendimento desses supercondutores através desse modelo foi conjecturado por
Anderson [2], que imaginava que as frustragdes quanticas, nesse materiais, seriam
capazes de destruir a ordem de longo-alcance, criando uma ordem de curto-alcance
responsavel pela formagao de pares de elétrons em estados singletos. Essa idéia
ganhou muitos adeptos depois da descobertas da fase de liquido de spin (LS) no
modelo de Heisenberg frustrado.

A ligacao fisica entre as frustragoes quanticas e os supercondutores de alta tem-
peratura estaria no fato de que essas frustracoes criam uma ordem de curto-alcance,
formada por dimeros ou plaquetas ( estado LS). Esse estado, em tese, é o responsavel
pela formagao dos novos pares de Cooper para esses compostos. Essa teoria é fisi-
camente bastante atraente, pois a energia de acoplamento J é suficientemente forte

para suportar altas energias térmica (em comparagdo com a energia térmica que os
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compostos supercondutores de alta temperatura estao sujeitos), o que nao pode ser
explicado pela teoria (BCS) dos supercondutores convencionais em baixa tempera-

tura.

3.2 Heisenberg Quantico Frustrado em 2D

Nesta secao vamos introduzir os aspectos estruturais do modelo de Heisenberg
frustrado em 2D. Para isso vamos nos basear no composto LisVOSi0,. A estrutura
microscopica[3] desse composto é mostrada na Fig. (3.2).

A parte superior da Fig.(3.2) mostra um corte paralelo as camadas, enquanto a
parte inferior retrata uma visao perpendicular as camadas e na direcao do eixo c.
Este composto apresenta uma estrutura tetragonal altamente simétrica em que as
camadas sao separadas somente por uma tnica camada de dtomos de Li, onde estas
camadas sao completamente planas e sem distor¢cao. Do ponto de vista fisico, nos
compostos VOAQ, (com A = P5 de Si*" ou de Ge'™") as camadas sao compostas
de V4 magnético, S = % cujos primeiros vizinhos sdo quatro V4t localizados nas
piramides que apontam no sentido oposto. Os segundos vizinhos sao mais quatro
V4 localizados em piramides ver Fig(3.2). Desta topologia tém-se duas interagoes
de troca entre o V4 competindo para ser dominante: um entre os primeiros vizinhos,

depnotado por J; e uma entre segundos vizinhos J,

3.2.1 Modelagem Teoérica dos Compostos de Vanadio

As propriedade termodinamicas, por exemplo, a magnetizacao, de modelos de
spins frustrados sao fortemente afetadas pela toplologia da rede. A topologia da
rede cria frustragoes que de certa forma estao por traz de algumas caracteristicas
das transigoes de fases, por exempo, o tipo de linha de transi¢ao (primeira ou segunda
ordem).

O modelo de Heisenberg frustrado é descrito pelo seguinte Hamiltoniano
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Figura 3.2: Estrutura do composto LisVOSiO,. a) Vista paralela as camadas
[VOPO,]. b) Vista paralela a linha central de c¢. Os cations de Li sao mostrados
como esferas cinzas. O quadrado tracejado indica a estrutura 2D-quadrada dada
forma pela interacao J; — Jy que é frustrada pela interagao Jo representada pelas

linhas pontilhadas.
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Figura 3.3: Aglomerado com dois spins modelando as interagoes J; —J, entre primei-
ros e segundos vizinho, respectivamente uma rede quadrada no modelo de Heisenberg

quantico frustrado.

H=J1 Y cu.oj+J >, 7.0 (3.1)

<ij> <<ii>>
onde os simbolos (<,>) e (<<,>>) indicam somas sobre primeiros e segundos
vizinhos, respectivamente.

Dependendo do valor do parametro de frustracao o = %, em T = 0 (estado
fundamental), teremos dois tipos de ordenamentos. Abaixo de um determinado
valor critico oy, (o < ay.), o estado fundamental corresponde ao ordenamento fer-
romagnético-F (ou antiferromagnético-AF) cujo os spins estao orientados paralela-
mente (antiparalelamente) sob toda a rede cristalina, dependendo do sinal J; < 0
(J1 > 0).

Para o > ap. temos um ordenamento colinear ou superantiferromagnético, que
corresponde aos spins orientados ferromagneticamente ao longo da direcao vertical
(ou horizontal) e interagindo antiferromagneticamente entre cadeias. Na Fig.(3.4)
temos os esquemas das ordens antiferromagnética e colinear numa rede quadrada.

Experimentalmente, os compostos éxidos de vanadio LisVO(Si, Ge)O, sdo can-

didatos para serem descritos pelo modelo de Heisenberg de spin 1/2 com interagoes
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Ordem de Néel Ordem colinear

Figura 3.4: Diagrama de fase esquematico do modelo de Heisenberg quantico de

spinl/2 frustrado numa rede quadradal4]

o Q@ @ @ .- o
o J} ------- I J} »»»»» J,-©
LA dy, | A Ay,
& & 8 & . - g &
a) b)

Figura 3.5: Ordenamento magnético do modelo frustrado numa rede quadrada. (a)

ordem de Néel ou antiferromagnética, (b) ordem colinear.
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Figura 3.6: Esquema de uma rede pyrochlore. Os sitios sao localizados nos vértices

dos tetraedros.[3]

entre primeiros e segundos vizinhos (modelo J; — Jy ) numa rede quadrada[s].
Através de medidas experimentais de ressonancia magnética nuclear (RMN), Melzi
e colaboradores [0] encontraram evidéncia para o estado ordenado dos spins na fase
colinear, e estimaram o parametro de frustracao como sendo da ordem de a = 1.1,
onde para estes 6xidos de vanadio sao caracterizados por apresentar estruturas de
camadas contendo fons V** com spin localizado de valor S = 1/2. Na Fig.(3.5)
apresentamos a estrutura destes 6xidos, que sao formados por fons V4T numa rede
quadrada.

No caso quantico com spin-1/2, existe um estado intermedidrio entre ;. ~
0.40 e ag. ~ 0.60 com auséncia de ordem de longo alcance (fase paramagnética
quantica-PQ), conhecido na literatura como estado liquido de spin (LS). Este estado
LS é caracterizado pela existéncia de estados singletos (dimeros, plaquetas, etc)
distribuidos aleatoriamente sob a rede quadrada, assemelhando-se com o estado
liquido da agua, que apresenta momentos de dipolos distribuidos aleatoriamente
sobre todo o volume. O diagrama de fase em T" = 0 do modelo J; — Js com spin
s = 1/2, esquematizado na Fig.(3.4), tem sido amplamente discutido por diversas
técnicas [7-25], onde qualitativamente os resultados sao todos equivalentes. Porém,
alguns problemas ainda estao em aberto e necessitam de mais investigagoes, como,

por exemplo, a natureza do estado LS e a ordem de transicao de fase nos pontos
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a = oy, (entre AF-LS) e a = ay. (entre LS-CAF, onde CAF representa o estado
colinear antiferromagnético). De uma maneira geral, acredita-se que o ponto o =
corresponde a uma transigao de fase continua (segunda ordem) e no ponto o = s,
uma transi¢ao de primeira ordem. No estado LS temos presenca de gap [I8], T', que se
manifesta com um comportamento assintético com uma lei exponencial no limite de
baixa temperatura, por exemplo, x,(7 — 0) ~ e%r, onde préximo do ponto critico
a = aq. temos que I' &= I'y(a — aq.)?” (2 e v sdo os expoentes criticos dinamicos e
do comprimento de correlacdo, respectivamente). A extensao deste modelo, usando
o grupo de renomarlizagdo com matriz densidade (DMRG), para o caso de spin
s =1 foi recentemente tratado por Moukouri|25], no qual o estado LS nao tem sido
observado, apenas existe uma transicao entre as fases AF e CAF. A ordem desta
transicao em o = «, nao foi devidamente esclarecida, acredita-se ser de primeira
ordem. Assim sendo, este modelo J; — J, na rede quadrada com spin semi-inteiro
(s = 1/2,3/2,...) apresenta o estado LS com gap, enquanto o caso de spin inteiro
(s =1,2,...) ndo tem gap (estado LS inexistente). Esta afirmacao sobre a existéncia
ou nao do estado LS como uma funcao do valor spin é uma conjectura nossa, que
estd sendo investigado por diversos grupos. No caso da cadeia de Heisenberg AF, a
conjectura de Haldane[20] indica que o sistema tem gap (I') quando o sistema tem
spin inteiro, oposto ao resultado do modelo J; — J; na rede quadrada que tem gap
(fase LS) para o caso de spin semi-inteiro.

O limite do modelo J; — Jo, Eq.(3.1), com spin cldssico (s — o0) ocorre
uma transi¢ao direta (primeira ordem) entre as fases AF e CAF que é observada
em a = a, = 1/2. Flutuagoes quanticas modificam este valor a., que dependendo
do spin (inteiro ou semi-inteiro) o sistema pode apresentar o estado intermediario
LS entre as fases AF e CAF (spin semi-interio). Uma maneira de tratar o modelo
J1— Js classicamente, consiste em trocar a variavel de spin 07 por spin Ising of. Este
modelo J; — Js com simetria Ising na rede quadrada foi discutido intensamente por
vérios autores [27-35]. As propriedades magnéticas quanticas dependem fortemente

da dimensionalidade [30]. A tendéncia para o ordenamento é mais pronunciada em
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sistemas tridimensionais (d = 3) do que em duas dimensdes (d=2), mas uma fase
magneticamente desordenada pode também ser observada em sistemas frustrados 3-
d, como, por exemplo, no modelo de Heisenberg-1/2 AF na rede Kagomé empilhada
[34] ou na rede Pirocloro[38]. Recentemente, tem sido mostrado que o modelo J; —J,
quantico 3d nas redes cibica simples [33] e ciibica de corpo centrado [34]-[45] nao
apresenta o estado intermediario LS.

Em sistemas reais, desvios do modelo J; — J; ideal na rede quadrada tem
de ser introduzidos, tais como, anisotropia de exchange [36-41] e interagao entre
planos [42,43], a fim de modelar adequadamente as propriedades magnéticas dos
compostos formados por planos de vanadios. Medidas experimentais [44] no com-
posto LisVOSi0,4 tem estimado que j—ll ~0.07ea= i—f ~ 1.0 (J' é a interagao de
exchange AF entre planos), mostrando que este material pode ser descrito por um
modelo J; — Jo quase-2d.

Do ponto de vista experimental, simular o diagrama de fase tedrico esque-
matizado na Fig.(3.4) ¢ bastante motivante, sobretudo para entender fisicamente
a natureza do estado LS. Uma maneira que se tem conseguido variar o parametro
de frustracao o no monocristal LisVOSi1O4 é através da aplicacao de alta pressao,
que evidéncia uma compressibilidade anisotropica e uma significante contracao das
ligagoes Li—O. O célculo da estrutura eletronica por processo ab initio [45] tem indi-
cado que o parametro de frustracao a sob acao da pressao no composto LisVOSi0Oy
é reduzido de até 40% do seu valor original (sem pressao) quando a pressdo varia de
0 até 7.6 GPa. Porém, nessa experiencia, a reducao do parametro a ,sob pressao,
nao foi suficiente para destruir o estado colinear, obrigando o sistema a passar por
uma transicao de fase para o estado LS, ou seja, o diagrama de fase esquematizado
na Fig.(3.4) ainda continua um enigma do ponto de vista expermental.

O modelo J; — Js ideal assume duas interacoes competitivas: a interacao J;
dos primeiros vizinhos ao longo das arestas da rede quadrada e a interacao Jo dos
segundos vizinhos ao longo das diagonais (ver a Fig.(3.3)). A frustracao magnética

existe somente quando Jy > 0 (J; > 0 ou J; < 0, correspondente ao sistema anti-
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ferromagnético-AF ou ferromagnético-F, respectivamente). Portanto, o parametro
de frustragdo a age no sistema como agente destruidor do estado AF (ou F) para
induzir no estado colinear AF (CAF) ou F (CF), separados entre si pelo estado
desordenado LS. Desvios deste modelo J; — J; ideal na rede quadrada é esperado,
uma vez que materiais frustrados nao sao ideais. Anteriormente comentamos a pre-
senc¢a da anisotropia de exchange como sendo um fator para mudar o aspecto ideal
do modelo J; — Jp, mas este parametro nao é tao acessivel experimentalmente. O
composto magnético quase-2d (CuCl) LaNbyO7 foi recentemente sintetizado [40]
como um promissor sistema descrito pelo modelo J; — J5, onde estudos indicam
certa distorgao da rede [49], que claramente muda o aspecto ideal e é importante na
descricao fisica de suas propriedades magnéticas. Foi mostrado através de calculo de
estruturas de banda [51], analisando as interagoes de ezchange, a modelagem teérica
realistica para os compostos de camadas de vanadios formados com fésforo, tipo
AA'VO(POy4)s (AA" = Pby, SrZn e BaCd), deve incluir interagoes de exchange
inequivalentes sobre a rede quadrada, isto é, J1, J'1, J2 e J'2. Por exemplo, para

a

7+ ~07e % ~ (.4, enquanto

o composto STZnVO(POy), foi estimado os valores
para o composto BaCdVO(POy)y Ji = Jy e J) = Jy. Motivado por estes calculos
de estrutura de banda, estudaremos neste trabalho a transicao de fase quantica do
modelo de Heisenberg quantico frustrado com ligagao J; inequivalente, e consedera-

mos Jj = Jy. Denotaremos este Hamiltoniano de modelo J; — J| — J; que ¢é descrito

por

H=J Y, co;+J;7 Y, 005+ 755 (3.2)

<ipj> <iy> <<iyi>>
Observando a Fig.(3.7) pode-se verificar que o primeiro termo da Eq.(3.2) indica
a interagdo ao longo da dire¢ao horizontal (x), a segunda parcela representa as
interagoes ao longo da diregao vertical (y) e o tltimo termo intruduz as frustragoes
nas interagoes (antiferromagnéticas) entre segundos vizinhos .

O modelo J; — J] — Jo numa rede quadrada foi primeiramente estudado por
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Figura 3.7: Modelagem do modelo J;, — J; — Jo; a) Fase antiferromagnética, b)

colinear

Figura 3.8: Diagrama de fase em T=0 do modelo J; — J{ — J; na rede quadrada no

plano J, — J; ( J1 =1, J;{ = J') obtido por Sindzinger[53]
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Figura 3.9: Diagrama de fase em T=0 do modelo J; — J; — J, numa rede quandrada

no plano Jo — Jj (J1 = 1) obtido po Bishop e colaboradores

Nersesyam e Tsvelik [52], onde o diagrama de fase em T'= 0 no plano a— X\ (A = %)
¢ alvo de muito estudo e discussao na comunidade de Fisica da matria condensada.
Usando a diagonalizagao exata para aglomerado de tamanho N < 36 (6X6) spins,
Sindzingre [53] obteve duas linhas criticas, uma entre a transicao de fase CAF e

LS aj. = o + 22 e a outra AF e LS ag, = a, + 2

8 5=, onde a, = 2 corresponde

2
ao ponto de transi¢ao cldssica. No diagrama de fase da Fig.(3.9) observamos que
estas duas linhas criticas emergem para o ponto (o = 0, \; = 0), mostrando que
para qualquer valor de 0 < A < 1 existe o estado intermediario LS. Durante alguns
anos acreditava-se ser este diagrama de fase, do modelo J; — Ji — Jy, correto [54,55].
Somente recentemente, Bishop e colaboradores[43] tém estudado este modelo usando
a técnica do cluster acoplado [56]. Para o caso de spin-1/2 eles obtiveram um novo
diagrama de fase no plano a — A, onde existe um ponto triplo quantico (PTQ) com
coordenadas (o = 0.33 +£0.02, A\; = 0.60 £ 0.03), onde abaixo existe uma transi¢ao
continua entre as fases CAF e AF, enquanto que, acima estas duas fases ordenadas
(CAF e AF) sao separadas por uma fase intermedidria, magneticamente desordenada

(LS), semelhante ao caso ideal do modelo J; — J; na rede quadrada. Desta andlise

preliminar, este grupo, também, associaram que entre as fases CAF e LS, e entre
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as fases AF e LS, temos uma transigdo de fase continua. Na Fig.(3.9) temos os
resultados obtidos por Bishop e colaboradores [43].

Os resultados discutidos acima estao claramente em conflitos, haja vista que
discordam sobre a existéncia de um ponto triplo quantico. Um estudo experimental
poderia a priori responder quais resultados citados acima se aproximam da reali-
dade. No entanto, do ponto de vista experimental ainda nao existe um estudo do
diagrama de fase quantico (T=0), bem como do valor da magnetizagao na transigao
de fase, impossibilitando assim uma prova experimental que encerre a discussao.

Motivados por estes resultados conflitantes do diagrama de fase do modelo
Jy — Jj — Ja, a seguir desenvolveremos a técnica do operador diferencial em aglome-
rado com dois spins. No limite ideal (A = 1) esta técnica foi aplicada, apresentando
resultados satisfatorios, portanto, espera-se que para o caso anisotrépico A # 1 ela

apresente resultados complementares aos ja obtidos anteriormente.

3.2.2 Técnica do Operador Diferencial

O Hamiltoniano (3.1), classicamente, tem dois estados fundamentais, o estado Néel
(AF) e os estados CAF coluna (CAF1) e linha (CAF2), com as seguintes energias

por spin:

EAF = —Jl—J{—QJQ
ECAF1 = —Jl + J{ — 2J2

ECAF2 = Jl — J{ — 2J2 (33)

Considerando J; < Ji, o minimo de energia do estado CAF corresponde a energia
CAF1, portanto, teremos um ponto de transicao de primeira ordem em o, = %, onde
para a > a, e a < a, temos os estados classicos Néel (AF) e colinear coluna. Neste
trabalho usaremos a notacao CAF para representar o estado colinear coluna, que é
caracterizado por spins ordenados ferromagneticamente em colunas alternadas em

diregoes opostas ao longo da dire¢ao horizontal. Neste caso anisotrépico (A # 1),
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Figura 3.10: Condigoes de contorno da fase antiferromagnética

os dois estados colinear (CAF1 E CAF2) sao energeticamente diferentes conforme
mostra a Eq.(3.2). No limite ideal com A = 1 temos um estado duplamemnte
degenerado, isto é, CAF1 e CAF2 apresentam mesma energia ecap = —2.Js.

A seguir vamos aplicar a técnica do operador diferencial na teoria de campo

efetivo em aglomerado com N = 2 spins (04 € 0p).

3.2.3 Estado Antiferromagnético

Na Fig.(3.10) temos apresentado o aglomerado com dois spins na fase AF, o Hamil-
toniano H ¢é entao escrito na forma (aproximacao axial):
H = Joyop
10405 4+ Jiohos — +J10%05 + Joio
Jo0505 + Joohoi + Jooio;

10506 + Jiogo] + Jioj0i + Ja0h0]

+ o+ 4+

z z z z z z
Joogog + Joogos + Jao07
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onde procurou-se destacar uma a uma as interacoes de troca entre os spins do
aglomerado {2 com a vizinhanca, e o fato do par do spin o4 e o ser na vertical
deve-se ao fato da minima energia para J; < J; (A < 1).

Multiplicando ambos os lados de (3.4) pelo fator —f3, podemos escrever,

— OH = —Kjoa.0p — acy — bog, (3.5)

onde a = K{of + K (0§ + 03) + Ky(0%, + 05 + 0% + o} ) (interagoes de o4 com a sua
vizinhanga) , b = Kio§ + Ki(0f + 0§) + Ks(05 + 0§ + 0Z + 0%), com K| = (J],
K, = (J; (interagoes de 0% coma vizinhanca) e Ky = [3.J5.

A média da magnetizagdo no sitio A é determinada pela Eq (2.8) ou (2.9)

listadas abaixo:
B Traloie M)

(04) = W>
ou
OlnZAY
=)
onde ZAF é a funcdo de particdo obtida através da diagonalizacdo do Hamiltoni-

ano (3.4). Note que o Hamiltoniano (3.4) é semelhante ao aspecto funcional do
Hamiltoniano da Eq.(2.40), onde a4 estd para a, assim como ap estd para b (a di-
ferenca estda no desenvolvimento desses coeficientes, pois agora devemos levar em
consideragao os segundos vizinhos). Portanto, o Hamiltoniano (3.4) é semelhante

(2.8), que mediante as devidas consideragaoes sao escritos na forma matricial

—K,—a—b 0 0 0
0 Kl —a+b —2K] 0
— BH = ' ! (3.6)
0 —2K!  Kl+a-b 0
i 0 0 0 K| +a+b |

Esta matriz terd os mesmos auto valores (aspecto funcional) que a matriz (2.41).
Sendo assim, o traco da sua forma diagonal dara origem a uma funcao de particao

semelhante a (2.42), e dada por
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ZAF = 7K1 cosh(a + b) + €51 cosh(W (a, b)), (3.7)

onde W(a,b) = \/(a +0)2 + 4K
Substituindo Z4r em (2.9) ficamos com a seguinte magnetizacdo (c4) = ma na

subrede A:

(3.8)

onde I'(a,b) = 2% (1%-2),
Utilizando a técnica do operador diferencial, Eq.(2.30), chegaremos a seguinte

relagao:

ean—&-bDy >

ma = ( 9(2,Y) |zy=0, (3.9)

sinh(z+y)+I(z,y) sinh(W(z,y))

onde g(m, y) - cosh(z+y)+I(z,y) cosh(W(z,y)) *

Neste ponto devemos analizar melhor a média da exponencial acima, com o
intuito de introduzir o parametro de frustacao a e o parametro de competicao de
cadeias lineares de spin A. Para isso, vejamos que o termo exponencial pode ser

tratado como:

my = —(exp[Kjo] + Ki(0§ + 03) + Ky(05y + 05 + 05 + 05)] D
exp [K1o§ + Ki(0f + 03) + Ky(o5 + 05 + 0% + 07)|Dy 1) 9(2, y) |2.y=0-

(3.10)

Observando a Fig.(3.6) notamos a presenca de vizinhos em comum entre % e
0%, a saber, os vizinhos (07) ¢ = 8,4,9,3. Os vizinhos comuns exigem um cuidado

especial na hora de aplicar a identidade (2.17),0u seja,

A A
ma = —(exp ?O'f + %(afe + 05)] D, exp [tag + %(O’é +o0%)| D, (3.11)
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exp [(yt)(ds + 04)] exp [(ty)(ag +03))9(x, Y)|ey=0,
onde A\ =, a=2et="l,

Aplicando a identidade e*%?7 = cosh(¢) 4 o7 sinh(¢) ficaremos

my = ((cosh()\th) + o0y sinh()\?x)> (3.12)

- )+ 07 smh(a

t
Dy D,
cosh(@T) + 05 sinh(a

cosh(

(

( )

<cosh()\f Yy 4 o2 sinh()\? y))

(cosh( L) — o sinh(Mt) y))

<cosh(w vy _ gz 51nh(>\? y)) (3.13)
(Cosh (D, Jtr 0D2) | o AP Jtr aD,) >>

<Cosh (D, Jtr 0D:) | Ay Jtr aD,) )>

<cosh( (AD. Jtr aDy) 0§ sinh( (AD: Jtr oDy) ))

(com( AP AL) 4 oy AP 0P )

Considerando as condigoes de contorno da Fig.(3.6), a saber (o;) = ma =
m,i=2,4,6,8,10 e (0;) = mp = —m,i = 1,3,5,7,9, e a aproximacao RPA (2.20)

ficaremos com a seguinte equagao de estado para (m4) = m:

AD

m = (cosh(Ath)—msenh(tm) (3.14)

N——

aD

(cosh(ath) + msenh(tx)>2
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D D
cosh()\t YY) + msenh()\t y))

AD AD, .\
cosh(Ty) - msenh(ﬁ))

P
msenh(M)>
t t
AD, + aD AD, +aD,).\"
cosh((tw — msenh(uy))> 9(2,Y)|zy=0-

Por meio de auxilios computacionais(Maple) é possivel escrever (3.14) na forma

polinomial

m = AMm + AT mB AL M + AN T 4 AMTm?, (3.15)

onde AAE (o, A\, t) sdo coeficientes dependentes dos parametros de frustragio e
competicao entre cadeias de spin e da temperatura reduzida t. Temos obtido ana-
liticamente estes coeficientes através de recurso do software MAPLE 11, e sao de-
masiadamente grandes para serem expressos neste trabalho, sio da ordem de 103

linhas

Estado Colinear

Seguindo os mesmos procedimentos anteriores da fase AF, mais agora usando as
condigoes de contorno: (o;) =my =me, i =2,3,4,5,7,8,9,10 e (0;) = —m¢, i =

1,6, a funcao de estado, para a subrede m 4 sera, portanto, dada por

me = AYme + ASmE + ASmE, + ASmL + ATm2, (3.16)

onde A (a, A, t) se refere aos coeficientes da fase colinear, que assim como os da fase

AF, dependem dos parametros de frustracao e competicao entre cadeias de spin.
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Figura 3.11: Condigoes de contorno da fase colinear
3.3 Funcional de Energia Livre

Termodinamicamente, a equagao de estado Eq.(3.15) deve ser obtida a partir do
processo de minimizagao de uma energia livre ¥,, , ou seja,

av _

dm

0. (3.17)

A energia livre W(m) é importante para uma anélise mais precisa do tipo de transigao
de fase existente entre os estados AF e paramagnético (P)/colinear. A importancia
fica clara quando utilizamos a construcao de Maxwell. Através da construcao de
Maxwell da Termodinamica (igualdade entre as energias livres das fases envolvi-
das na transigao de fase), podemos resolver, simultaneamente, a Eq.(3.15) com a

expresao gerada pela imposigao fisica sobre a linha de transicao de fase.

A (AR = WP (mP = 0) (3.18)
ou considerando a transi¢ao direta da fase AF para Coliner
TAF (mAFY = W (m¢) (3.19)
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Deste conjunto de duas equacoes poderemos obter a temperatura de transicao
como funcao do parametro de frustracao o e competicao entre cadeias A, ou seja,
te(a, N).

Se a transi¢ao de fase for de segunda ordem (continua), o parametro de ordem
magnética m se torna nulo quando a temperatura critica 7.(a, A) for atingida. Por
outro lado, caso m # 0 teremos uma transicao de fase de primeira ordem e o valor
obtido m,. da solu¢ao numérica das Eqs.(3.15) e (3.18), correspondera a descontinui-
dade da magnetizacao em T' = T.(a, \).

Vamos propor entao um funcional para a energia livre de tal forma que com base
na equagao de minimizacao (3.17) seja possivel obter a equagao de estado (3.15).

Integrado a equacao (3.17) obtemos:

1 50A
\D(mw T> «, ’7) = (Oé, )\7 T) + 77<047 )‘7 T)Q 7m12/ - Z Zan m12/p+2 ) (320)
27" =op+2

onde 7,-12(a, A, T') é uma funcdo arbitréria e irrelevante na analise da transicao de
fase, e m, é a magnetizacao da fase em questao.
Igualando as energias livres das fases AF e P (construgao de Maxwell), fica-

remos com a seguinte expressao:

3

3 Ar 20y (3.21)

p:0p+1

Igualando as energias livres das fases AF e C (construgao de Maxwell), fica-

remos com a seguinte expressao:

1
mip —mg = (AFmie — AYmi) + §(A?mel4F — ASm¢) (3.22)
1 1
+ g(A?FmZF — AYm¢) + Z(A?FmsAF — AYmi)
1
b LAt At
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As equagoes (3.21) e (3.22) devem ser resolvidas simultaneamente com a
equagoes de estado (3.20) e (3.23) para determinamos os valores de T, m,. sobre

a linha de coexisténcia de fase.

3.3.1 Resultados

Com base nas equagoes de estados (3.20),(3.23) e nos funcionais de energia livre
(3.28) (3.29), podemos resolver os seguintes sistemas de equagoes para a transigao

AF-Paramagnética e AF- colinear.

mAr = A‘f‘FmAF + A?Fm?’AF + A?FmiF + A?szp + A{;‘Fm%F (3.23)
m> m? mb mB
1 = A LoAgF QAF + As f + Ay é‘F + Ag—g‘F
e
mAr = A‘meAF + ASAFmiF + A?FmiF + A?szm + AéFm%F(S.QZL)
m® = AYme + ASmd + ASmY, + ASmD + AmY,
1
mip —mg = (ANmie = ATmé) + S (AF i — Ame)
1 1
+ g(A?Fm%F — A{m{) + Z(A?szgw — Afm¢,)
1

ATl ASmY)

Para resolver estes sistemas de equagoes, recorremos a métodos numéricos
para encontrar raizes (algoritmo de Newton-Rapson). O diagrama de fase é obtido
em T = 0, portanto, por exemplo, no sistema de duas equagoes (3.30), terd 3
varidveis, a saber, o, A e map, enquanto para o sistema (3.31), além dessas, temos
me. A metodologia empregada consistiu em variar o parametro A no intervalo [0, 1],

e encontrar valores «, mupr € me solucoes dos sistemas. Os dois sistemas foram
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resolvidos separadamente. Com os valores de a e A podemos montar o diagramas
de fase.

O diagrama de fase apresentado a Fig.(3.12), a transigao de fase entre os estados
AF e PQ foi analisada através do comportamento do parametro de ordem map.
No limite mar — 0 encontramos uma linha critica (segunda ordem) resolvendo a
equacao A =1 em T = 0. Entre as fase AF-CAF e CAF-PQ as transicoes sao
de primeira ordem, caracterizada por uma descontinuidade no parametro de ordem.
Todas as linhas emergem para um ponto triplo quantico (PTQ) com coordenadas
(o ~ 0.31,\; ~ 0.52). Acima deste ponto temos o estado intermedidrio PQ, e
abaixo este estado desordenado é destruido devido a redugao da dimensionalidade
(valor \) e o efeito de frustragao (valor ), apresentando apenas uma transigao direta
(primeira ordem) entre as fases CAF e AF.

Por outro lado, analisando o sistema via constru¢ao de Maxwell temos observado
uma transicao de primeira ordem entre as fases AF e PQ, contraditério ao obtido
na Fig.(3.12). Na Fig.(3.13) temos apresentado este novo resultado do diagrama de
fase. Baseado no resultado na literatura no limite ideal A = 1, onde a transicao
entre as fases AF e PQ é de segunda ordem, esperamos que o correto diagrama
de fase encontrado por EFT-2 seja o apresentado na Fig.(3.12). Uma andlise de
estabilidade esta impossibilitada através do funcional aqui proposto, por causa do
nao conhecimento dos parametros 7,.. Um estudo preliminar em um aglomerado N=4
spins resolve esta ambiguidade de transicao, mostrando ser realmente a transi¢ao de

segunda ordem entre as fases AF e PQ.,
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Figura 3.12: Diagrama de fase em T=0 no plano o — A do modelo J; — J| — J,
na rede quadrada obtido por EFT-2 analizando a transicao continua entre as fases
AF e PQ. As linhas tracejadas e continua correspondem as transicoes de primeira
a segunda ordem, respectivamente. As notagoes CAF, AF e PQ correspondem,
respectivamente os estado colinear antiferromagnética coluna, antiferromagnética e

paramagnética quantica, PTQ indica o ponto triplo quantico.
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Figura 3.13: A figura do lado superior esquerdo corresponde a comparacao da
transicao de fase entre AF-P(Q obtida pelos dois métodos. As linhas tracejadas
correspondem as transigoes de primeira ordem. As notagoes CAF, AF e PQ cor-
respondem, respectivamente os estado colinear antiferromagnética coluna, antifer-

romagnética e paramagnética quantica, PTQ indica o ponto triplo quantico.
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Capitulo 4

Consideracoes finais e Perspectivas

Futuras

Nesta dissertacao de mestrado desenvolvemos a técnica do opeador diferencial
via teoria de campo efetivo em aglomerado com N = 2 spins para estudar a transicao
de fase quantica do modelo J; — J{ — J5 de spin 1/2 numa rede quandrada. Em
T=0, o diagrama de fase foi obtido no plano oo — A, onde o = %, A= %, Ji(J]) é a
interagao dos primeiros vizinhos na dire¢ao horizontal (vertical) e J, é a interagao
dos segundos vizinhos. Escolhendo a regiao 0 < A > 1, duas fase ordenadas foram
identificadas, nomeadas como antiferromanatica (AF) e colinear (CAF). Uma fase
paramagnética quantica (PQ) foi também prevista no diagrama de fase, como um
possivel candidato ao estado liquido de spin (LS) que é caracterzado pela presenca
de esados singletos (dimeros, plaquetas,...) distribuidos aleatoriamentes sobre a rede
quadrada. Um possivel parametro de ordem para o estado LS seria as fungoes de
correlagoes entre os dimeros (ou plaquetas) no limite n — co. A equagoes foram re-
solvidas numericamente (Algoritmo Newton-Rapson) via fortran, e resultaram num
conjunto de solugoes para os paramentros de frustracao e competicao entre cadeias
de spins.

No diagrama de fase (T' = 0) para o plano o — X temos trés fases: AF, PQ e



CAF. Aravés da construgao de Maxwell (igualdade entre as energias livre nas fases)
e com as equacaoes de estados identificamos as linhas de transgoes entre as fases
AF-PQ (primeira ordem), AF-CAF (primeira ordem) e CAF-PQ (primeira ordem).
Baseado no resultado de A = 1, no qual a transicao de fase AF-PQ é de segunda
ordem, analisamos a equacao de estado da fase AF e com o limite m4r_o obtemos
uma linha critica resolvendo numericamente a equalgao nao linear A9 (o, \) = 1.
As duas metodologias apresentam diferentes linhas entre as fases AF-P(Q, mais o
limite A = 1 (isotrépico) obtém o mesmo valor oy, ~ 0.25. As linha de transigao
emergem para um triplo quantico (PTQ), no qual abaixo dele temos uma transigao
de primeira ordem entre as fases CAF e AF, e acima existe um estado desordenado
intermedidrio (PQ). Nossos resultados discordam dos obtidos via diagonalizagao
exata de rede N < 36 (6 x 6), onde o estado PQ foi previsto para todo intervalo de
A € [0,1]. No caso da existéncia do PTQ, nossos resultados estao de acordo com o
obtido recentimente através do método de cluster acoplado, sendo que este método
prevé linhas de segunda ordem em todo o diagrama de fase, enquanto que neste
presente trabalho temos observado linhas de primeira ordem entre as fases CAF-AF
e CAF-PQ, que a priore é o resultado esperado se analisarmos o limite \ = 1.

A analise da estabilidade das transicoes de fase nao é possivel através do fun-
cional da energia livre, uma vez que existem dois parametros desconhecidos, que
impossibilita tal investigacao. Resultados preliminares em aglomnerado com N=4
spins tem eliminado esta ambiguidade em A = 1 no tipo de transi¢ao de fase entre
CAF-PQ, mostrando claramente uma tnica transicao continua. Portanto, acredita-
mos que o resultado obtido neste trabalho para a linha de transicao entre as fases
AF e PQ, como sendo de segunda ordem, é a sulu¢ao correta (minima energia).

Como perspectivas futuras, e que estao em andamento de pesquisa no grupo

liderado por de Sousa na UFAM, citamos:
1. Introduzir impurezas a fim de investigar a influéncia sobre o estado PQ);

2. Fazer uma anélise de tamanho finito, para eliminar a ambiguidade de resulta-
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dos na ordem da transicao entre as fases AF e PQ;

3. Estudar este modelo J; — J{ — Jy com spin s = 1 e investigar a possivel
existéncia de um ponto tricritico no diagrama de fase, bem como a auséncia do
estado intermediario PQ, que foi recentemente analisado através dos métodos

de cluster acoplado e grupo de renormalizacao (DMRG);

4. Analisar a influéncia da anisotropia de exchange.
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