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Márcio Gomes, Robson e Dilcelino, pelas piadas que Dênis contava e fazia a graça da
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Resumo

Muitas séries temporais exibem propriedades de escala multifractais com importantes

implicações f́ısicas. Neste trabalho usamos o método para a caracterização multifractal

MF-DFA para calcular o expoente de Hurst generalizado [11], das séries de ńıveis de água

de dezesseis estações hidrológicas dos principais rios brasileiros, sediadas nas cidades de

Manaus, Óbidos, Porto Velho, Fonte Boa, Tucurúı, Marabá, Santarém, Cruzeiro do Sul,

Xambioá, Conceição do Araguaia, Guáıra, Altamira, Cáceres, Ladário, Barra e Piran-

has. Essas estações estão localizadas em cidades de diferentes zonas climáticas do Brasil.

Dessa análise, pudemos constatar que todas as séries exibem multifractalidade e compor-

tamento não estacionário. Mostramos ainda, que o tipo de multifractalidade envolvido

nesse processo é devido, essencialmente, a presença de diferentes tipos de correlações nas

séries hidrológicas. Conseguimos exibir, de modo anaĺıtico, uma equação que gera todos

os espectros multifractais nas estações trabalhadas, com erros máximos de 1%, a par-

tir da generalização do d-Processo Multiplicativo Multinomial, sugerindo a existência de

uma multifractalidade universal no ciclo hidrológico dos rios brasileiros e por que não do

planeta? Este trabalho mostra que é posśıvel tratar as séries dos ńıveis de água dos rios

brasileiros a partir da perspectiva multifractal e, disso, compreender melhor os aspectos

complexos das propriedades de escalas que essas séries apresentam.

Palavras-chave: Séries temporais; Nı́veis de água ; Multifractalidade; Expoente de Hurst.
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Abstract

Many time series exihibit multifractal scale properties with important physical implica-

tions. We use the method for the multifractal characterization the MF-DFA (Mutifractal-

Detrended Fluctuation Analysis) to calculate the generalized Hurst exponent [11] of water

levels series of sixteen hydrological stations of the main Brazilian rivers, located in the

cities of Manaus, Óbidos, Ladário, Porto Velho, Fonte Boa, Tucurúı, Marabá, Santarém,

Cruzeiro do Sul, Xambioá, Conceição do Araguaia, Guáıra, Altamira, Cáceres, Barra e

Piranhas. These stations are placed in cities with different climate zones in Brazil. From

this analysis, we concluded that all series exhibit multifractality and non-stationary be-

havior. We also show that the type of multifractality involved in this process is mainly

due to the presence of different types of correlations in hydrological time series. We derive

an analytic equation that generates the multifractal spectra for all the stations studied,

with maximum errors of 1%, from the generalization of the d-Process Multiplied Multino-

mial. It suggests the existence of a universal multifractality in the hydrologic cycle of the

Brazilian rivers and why not of the planet? This work shows that it is possible to treat

the time series of water levels of the Brazilian rivers from a multifractal perspective, and

therewith to have a better understanding of the complex aspects of the scale properties

that these series exhibit.

Keywords: Time series; Water levels; Multifractality; Hurst exponent.
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B́ıblia Sagrada, 1Cor 12-14.27 “...Como o

corpo é um, embora tenha muitos membros,

e como todos os membros do corpo, embora

sejam muitos, formam um só corpo...”

Celso Ricardo Caldeira Rêgo, 2005. O princi-

pio do conhecimento reside na base dos ques-

tionamentos feito aos conceitos já arraigados

na ciência e na sociedade.
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e variância σ2
a = 1. As retas são ajustes polinomiais de primeira ordem

para a escala de s = 500. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

5.1 Medida µ da célula para o processo multiplicativo binomial: (a) n = 1, (b)

n = 2, (c) n = 5 e (d) n = 12, com p = 0, 25. O eixo x representa o ı́ndice

de alocação do valor de µ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

5.2 Processo multiplicativo binomial com probabilidade p = 0, 25 e n máximo
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7.4 DFA1 das séries de ńıveis de águas em escala log-log de F2(s) versus s

das estações de: (a) Xambioá (b) Conceição do Araguaia, (c) Guáıra, (d)
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0, 3, (b) H = 0, 4. Séries exibindo apenas a parte senoidal (sazonal) (c).
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Caṕıtulo 1

Introdução

O fluxo dos rios representa um valioso registro histórico para o entendimento f́ısico

da hidrologia das bacias, tendo um importante papel na compreensão do clima, dos efeitos

antropogênicos em ecossistemas de escala global, na f́ısica dos oceanos, incluindo os efeitos

na circulação e salinidade próximo a sua foz [1, 2]. Como exemplo temos a circulação

termohalina, que está intimamente relacionada ao equiĺıbrio de água doce da bacia do

Oceano Ártico [3]. Além disso, os rios são os maiores controladores da qúımica e biologia

dos grandes estuários e costas pesqueiras do planeta [2].

Um dos principais componente do ciclo hidrológico é o escoamento, o qual percola e

liga a bacia desde pequenos canais até a foz dos grandes rios. O escoamento em algumas

bacias apresenta comportamento de escala no espaço e tempo [4]. Husrt1 (1951) [5]

mostrou que o fluxo de vários rios exibe uma correlação de longo alcance, que segue uma

equação do tipo lei de potência. Outros cientistas também mostraram que caracteŕısticas

do escoamento como quantis e momentos estat́ısticos de enchentes seguem a mesma relação

matemática encontrada por Hurst [6]. Dessa forma, é razoável esperar que os ńıveis de

água dos rios, também, exibam um comportamento de escala do tipo lei de potência.

O domı́nio das propriedades de escala de séries hidrometeorológicas pode fornecer

1Harold Edwin Hurst (1880-1978) foi hidrólogo britânico que dedicou parte da sua vida estudando

o fluxo de água do Rio Nilo e seus afluentes. Hurst se deparou com o problema de como construir um

reservatório ideal, o qual nunca transbordaria ou secaria. Para resolver isto, estudou uma série de dados

de mais de 800 anos de registros das cheias anuais do Nilo. Desse estudo, Hurst desenvolveu um novo

método estat́ıstico para analisar a entrada e sáıda de água de reservatórios, o que lhe permitiu quantificar

correlações de longo alcance em séries temporais, atualmente denominado de Análise de Reescalonamento

ou expoente de Hurst.
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uma melhor compreensão dos mecanismos f́ısicos envolvidos nos fenômenos de chuva e

escoamento, propiciando dessa forma subśıdio para uma melhor modelagem de enchentes

e secas em sistemas de grandes rios, como a bacia Amazônica.

Nas últimas décadas, cientistas têm se debruçado e dado considerável atenção em

compreender melhor os aspectos do comportamento de escala na natureza nas mais di-

versas áreas como: sequência de DNA [7, 8], batimentos card́ıacos [9], manchas solares

[10] e séries temporais de fenômenos climatológicos [11, 12, 13, 4, 15]. O comportamento

complexo das séries estudadas nas áreas citadas acima pode ser caracterizado pelo con-

hecido expoente de Hurst, que essencialmente captura as propriedades de correlação dessas

séries. Isso é útil para tratar os mais variados fenômenos, identificando similaridades entre

diferentes sistemas [16].

O método da Análise da Flutuação Destendenciada (Detrended Fluctuation Analysis-

DFA), desenvolvido por Peng et al., (1994) [7], tem sido uma técnica largamente usada

na determinação de propriedades de escala e detectação de correlação de longo alcance

em séries temporais monofractais não estacionárias. Este método foi aplicado com bas-

tante êxito nas mais diversas áreas do conhecimento. Kantelhardt et al., (2002) [11],

generalizou o método DFA, denominando-o de Multifractal Detrended Fluctuation Anal-

ysis (MF-DFA). Através dele foi posśıvel detectar as propriedades multifractais de uma

infinidade de séries temporais relacionadas a fenômenos geof́ısicos, em particular na carc-

terização multifractal de séries hidrológicas.

A América do Sul é o continente mais rico do planeta em recursos h́ıdricos, sendo

o Brasil o páıs que possui a rede hidrográfica mais extensa do globo, com 55457km2,

totalizando 12% dos recursos h́ıdricos do planeta. Muitos de seus rios destacam-se pela

profundidade, largura e extensão, o que constitui um importante recurso natural. O páıs

ainda abriga a maior parte da bacia Amazônica [17], a qual é a maior fonte de água doce da

Terra, além de constituir o maior bioma de florestas tropicais do mundo. Sua dinâmica

está diretamente relacionada às atividades tais como: pesca, agricultura, transporte e

economia o que causa grande impacto na vida dos 25 milhões de habitantes que vivem

nessa região. O regime do seu escoamento é relativamente impactado pelas atividades

humanas e está sujeito a variabilidade anual das chuvas tropicais. Nascendo nos Andes

Peruano, os rios da Amazônia drenam uma área de 6.2 × 106 km2 e têm uma descarga

média de 6300 km3 de água anualmente no oceano Atlântico [18]. A inundação periódica
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realizada pelo complexo Amazonas/Solimões causa uma elevação no ńıvel de água que

varia em média de 10 a 12 metros todos os anos, atingindo, na Amazônia Central, sua

máxima inundação nos meses de junho-julho. Já a vazão mı́nima ocorre, em média, nos

meses de outubro-novembro [19].

Nos últimos anos, a parte brasileira da bacia Amazônica vem exibindo uma maior

variação na amplitude dos ńıveis de água, como as secas de 2005 e 2010 e a enchente de

2009, toda essa alteração é atribuida ao aquecimento global [14]. Isso tem causado sérios

problemas, principalmente nas cidades que são banhadas pelos rios amazônicos. No médio

Solimões alguns exemplos são Fonte Boa e Manaus, a maior metrópole da Amazônia; no

alto Rio Juruá a cidade de Cruzeiro do Sul; Porto Velho no médio Rio Madeira e Santarém

e Óbidos no baixo e médio Amazonas, respectivamente, (ver Figura 1.1). O Brasil ainda

possui outros importantes rios para a América do Sul, tais como: São Francisco, Paraguai,

Xingu, Tocantins e Araguaia, que juntamente com os rios Amazônicos têm os seus regimes

hidrológicos afetado pelas variações de temperaturas da superf́ıcie dos Oceanos Atlântico

e Paćıfico [20, 18, 21]. A conexão dos rios brasileiros com a variabilidade das temperaturas

na superf́ıcies dos oceanos torna o Brasil um dos mais importantes páıses no cenário de

recursos h́ıdricos do planeta.

Baseado na análise do espectro de potência, Tessier et al., (1996) [22] e Pandey et al.,

(1998) [4] fizeram tratamentos multifractais de séries hidrológicas para vazões de rios da

França e USA, obtendo resultados semelhantes ao observado na Figura 1.2. Note que os

padrões dos gráficos em (a) e (b) são muito semelhantes. Anos depois, já utilizando o MF-

DFA, Kantelhardt et al., (2003) [12] e Zhang et al., (2008) [15], calcularam os espectros

multifractais para as séries de vazão de rios da Europa, África, USA e China, obtendo

resultados análogos, como pode ser visto na Figura 1.3. Observe que o comportamento dos

gráficos (a) e (b) são qualitativamente semelhantes, pois conforme q aumenta, os valores

de h(q) diminuem em ambos os gráficos. O comportamento multifractal do escoamento

de um rio pode ser considerado como sua impressão digital, o que, entre outras coisas,

pode servir como parâmetro para a melhor compreensão de sua dinâmica [12].

Motivado pela importância dos rios brasileiros para o planeta e pelos trabalho de

Kantelhardt et al., 2003 [12] e Zhang et al., (2008) [15], tomamos como objetivo principal

deste trabalho, investigar o comportamento complexo das propriedades de escala das séries

de ńıveis de água a partir da perspectiva multifractal, usando o método MF-DFA, para
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dezesseis estações brasileiras, sediadas nas cidades de Manaus, Óbidos, Porto Velho, Fonte

Boa, Tucurúı, Marabá, Santarém, Cruzeiro do Sul, Xambioá, Conceição do Araguaia,

Guáıra, Altamira, Cáceres, Ladário, Barra e Piranhas. Na Figura 1.1 mostramos as

localizações das cidades que abrigam as estações, bem como os rios onde estão situadas.

O trabalho está organizado em oito Caṕıtulos. No Caṕıtulo 2, abordamos os con-

ceitos de autossililaridade e autoafinidade, os quais são fundamentais para o entendimento

das idéias de fractais e multifractais também tratadas neste caṕıtulo, bem como um breve

apanhado sobre Leis de Potência. No Caṕıtulo 3, apresentamos algumas noções sobre

séries temporais, assim como a caracterização do expoente de Hurst para o movimento

browniano fracionário, que é imprescind́ıvel para a compreensão dos conceitos de per-

sistência e antipersistência. No Caṕıtulo 4 consta a descrição do método MF-DFA, e sua

relação com formalismo multifractal. Este método será o caracterizador da multifractali-

dade dos ńıveis de água das estações em estudo. No Caṕıtulo 5, apresentamos com uma

demonstração sobre o Processo Multiplicativo Binomial, posteriormente incluimos uma

generalização para o d-Processo Multiplicativo Multinomial, a partir do qual exibimos

uma posśıvel generalização para entropia. No Caṕıtulo 6, são citados alguns aspectos

hidrológicos sobre as bacias hidrográficas que abrigam os rios estudados. Os resultados

são mostrados no Caṕıtulo 7. Finalmente no Caṕıtulo 8, apresentamos nossas conclusões,

impressões e perspectiva futuras sobre este estudo.
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Figura 1.1: Localização geográfica das cidades que abrigam as estações hidrométricas dos

principais rios do Brasil.
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Figura 1.2: Espectro de potência das séries de vazões diárias de: (a) três rios da França

[22]; (b) diferentes rios da bacia continetal do USA: a- Rio Missippi, b- Rio Susquehanna,

c- Rio Arkansas, d- Rio Osage, e- Rio Colorado, f- Rio McCloud, g- Rio North Nashua,

h- Rio Mill, i- Rio Pendleton Hill e j- Rio Rocky Brook [4].
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Figura 1.3: Expoente de Hurst generalizado h(q) para séries de vazões diárias de rios. (a)

a- Rio Amper, Alemanha, b- Rio Weser, Alemanha e c- Rio Susquehanna, USA, [12]. (b)

das estações de Cuntan, Yichang, Hankou e Datong, estações situadas no Rio Yangtze,

China [15]. Todos os valores de h(q) nas figuras (a) e (b) foram obtidos via MF-DFA.
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Caṕıtulo 2

Fractal e Multifractal

A geometria de muitos objetos na natureza como montanhas, nuvens, rios, furacões, vales,

florestas, sistemas biológicos e etc não podem ser representados por retas, planos ou cubos,

isto é, a geometria Euclidiana não é suficiente para caracterizá-los. A fim de sanar essa

dificuldade, Benôıt Mandelbrot1 e outros cientistas desenvolveram a geometria fractal.

Dentro dessa nova geometria, o fractal é um objeto que tem suas partes semelhante

ao todo. Com isso, a geometria fractal passou a ser a principal linguagem usada para

descrever, modelar e analisar as formas complexas encontradas na natureza.

Neste Caṕıtulo, vamos conceituar conjuntos autossililares e autoafins. Abordaremos,

também, as diferenças entre fractais e multifractais a partir do fractal denominado de

curva de Koch. Finalizaremos o Caṕıtulo com um exemplo que mostra o surgimento de

leis de potência (ou escala) através de um fenômeno dito complexo.

2.1 Autossimilaridade e Autoafinidade

A autossimilaridade descreve a geometria de objetos, que quando tem uma pequena

parte aumentada é similar ao objeto inteiro. Além disso, ela se apresenta em objetos e/ou

fenômenos de diferentes formas, algumas são cont́ınuas outras são discretas. Diariamente,

observamos objetos e/ou fenômenos que exibem autossimilaridade, e nem nos damos conta

disso, alguns exemplos como o brócolis, a samambaia e as árvores são mostrados na Figura

2.1.

1Benôıt B. Mandelbrot (Varsóvia 1924 — Cambridge 2010) foi um matemático francês de origem

judaico-polonês. O objetivo dos fractal de Mandelbrot, foi minimizar as lacunas deixadas pela geometria

Euclidiana no que diz respeito às formas existentes na natureza.
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Figura 2.1: Exemplos de objetos autossimilares: (a) samambaia, (b) brócolis, (c) árvore

Amazônica e (d) uma segmento de reta constrúıdo com segmentos menores de fator de

escala ρ.

Para caracterizarmos a autossimilaridade, vamos considerar um segmento de reta

unitário S, análogo ao mostrado no quadro (d) da Figura 2.1. Multiplicando o segmento

S por um raio ou fator de escala ρ menor que 1, teremos um novo segmento S ′ = ρS,

que na realidade é um pedaço menor do segmento de reta unitário. O novo segmento S ′

pode ser transladado para cobrir uma parte do segmento original S. Escolhendo de forma

correta o valor do fator ρ, podemos cobrir totalmente a reta original S, com N segmentos

S ′ não sobrepostos, como mostrado no quadro (d) da Figura 2.1. Assim, podemos dizer

que o segmento S é invariante pelo fator de escala ρ, ou seja, ele é autossimilar.

No caso do segmento de reta, podemos escolher ρ = 1/N , onde N é um número de
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divisões que se pretende fazer. Um pedaço de um plano retangular pode ser coberto com

um fator de escala ρ = (1/N)1/2. Similarmente, um paraleleṕıpedo pode ser coberto com

ρ = (1/N)1/3. Em geral, temos que o fator de escala é dado por ρ = (1/N)1/d, onde d é a

dimensão de similaridade, 1 para as retas, 2 para os planos e 3 para os cubos [25]. Uma

definição para um conjunto autossimilar é dada por:

Definição 2.1 (Autossimilaridade) Um conjunto de pontos S é dito autossimilar com

respeito ao raio de escala ρ se S for a união de N subconjuntos não sobrepostos S1, ..., SN ,

onde cada um é obtido de S a partir da transformação Si = ρS com i = 1, ..., N .

Em vários fenômenos de interesse f́ısico surgem conjuntos que não exibem autossi-

milaridade, quando isso ocorre lançamos mão do conceito de autoafinidade. Na Figura

2.2 são apresentados alguns sistemas que exibem caracteŕısticas autoafins. Mas antes

de definir conjuntos autoafins, vamos entender a ideia de transformação autoafim. Uma

transformação é autoafim quando esta leva um ponto X = (x1, ..., xN) em um novo ponto

X ′ = (ρ1x1, ..., ρNxN), onde os raios de escala ρ1, ..., ρN não são todos iguais.

Definição 2.2 (Autoafinidade) Um conjunto de pontos S é dito autoafim com respeito

ao vetor raio de escala ρ = (ρ1, ..., ρN) se S for a união de N subconjuntos não sobre-

postos S1, ..., SN , onde cada Si = ρiS, com i = 1, ..., N , é obtido de S a partir de um

transformação autoafim.

As ideias de autossimilaridade e autoafinidade podem ser resumidas assim, quando

um objeto e/ou fenômeno exigir apenas um fator de escala ρ para sua caracterização, como

no caso do segmento de reta do quadro (d) da Figura 2.1, teremos autossimilaridade, caso

ele exija mais de um fator teremos a autoafinidade. Na Seção 2.3, que trata sobre leis de

potência, apresentaremos um exemplo de um conjunto autoafim.

2.2 Fractal e Multifractal

As geometrias dos objetos da natureza variam de tamanhos que vão desde es-

calas atômicas até a imensidão do universo, então, compreender essas geometrias é im-

prescind́ıvel para um melhor entendimento da natureza. Tradicionalmente, a geometria

Euclidiana tem servido como base na tentativa de descrever a natureza, porém essa abor-

dagem tem falhado para uma série de fenômenos. No sentido de suprimir essa dificuldade,
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Mandelbrot introduziu o conceito de fractal, o qual tem servido para descrever nuvens,

montanhas, rios, crescimento biológico, fluxo hidrodinâmico, séries temporais e outros

entes [25].

Para compreendermos a natureza multifractal, devemos antes entender o que é um

fractal. Uma primeira tentativa de conceituar fractal foi dado, em 1982, por Benôıt

Mandelbrot, que o definiu como:

Definição 2.3 (Fractal) Um fractal é por definição um conjunto para o qual a dimensão

de Hausdorff-Besicovitch excede estritamente a dimensão topológica ( dimensão do espaço

Euclidiano).

A Definição 2.3 exige uma caracterização em termos de conjunto, dimensão de

Hausdorff-Besicovitch D e dimensão topológica DT , que é sempre um inteiro. Contudo,

em 1986, Mandelbrot considerou que os termos desta definição eram demasiadamente

excessivos, então ele propôs uma definição mais relaxada de fractal, dada por:

Definição 2.4 (Fractal) Um fractal é uma forma constitúıda de partes similares ao

todo.

Comparando as duas definições, temos que a primeira, apesar de correta e precisa é

restritiva, pois deixa de fora fractais que são de interesse f́ısico, como o fluxo turbulento

de fluidos e séries temporais de medidas f́ısicas. A segunda apresenta caracteŕısticas que

são facilmente identificáveis na natureza fractal, como a similaridade ou invariância por

escala [25].

Como ilustração de fractal, podemos citar qualquer objeto da Figura 2.1. A seguir,

mostraremos como construir e calcular a dimensão fractal ou dimensão de Hausdorff-

Besicovitch D da curva de Koch2, exibida na Figura 2.3.

A construção da curva de Koch inicia com uma reta de comprimento unitário, que

vamos representar por L(1) = 1, chamado de iniciador, o qual é representado como ńıvel

n = 0 na Figura 2.3. No ńıvel n = 1, substitúımos o iniciador pelo gerador mostrado

na mesma imagem. Note que o gerador tem 4 segmentos de tamanho 1/3 do iniciador,

sendo o comprimento da curva L(1/3) = 4/3. A próxima geração é obtida substituindo

2Niels Fabian Helge von Koch (Estocolmo, 1870-1924) foi um matemático sueco, que deu seu nome

ao famoso fractal conhecido como floco de neve de Koch ou curva de Koch, é uma curva cont́ınua e não

diferenciável.
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Figura 2.2: Exemplos de objetos que apresentam autoafinidade: (a) tempestade com

raios, (b) teia de aranha, (c) pelagem de zebra e (d) furacão Catarina.

cada segmento de linha por uma versão do gerador. Assim, no ńıvel n = 2, temos 42 = 16

segmentos, cada um tendo comprimento ρ = 3−2 = 1/9. Neste ńıvel, o comprimento

da curva é L(1/9) = (4/3)2. Seguindo esse racioćınio, no n-ésimo ńıvel, a curva terá

comprimento de

L(ρ) = (4/3)n. (2.1)

Empiricamente, a dimensão de qualquer objeto fractal D é dada pela relação [25],

L(ρ) ≈ ρ1−D. (2.2)
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Figura 2.3: Fractal curva de Koch, com dimensão de Hausdorff-Besicovitch D = 1, 2619:

(a) iniciador, n = 0, (b) gerador ou primeira geração, n = 1, (c) segunda geração, n = 2,

(d) terceira geração, n = 3.

Sendo o comprimento dos segmentos do n-ésimo ńıvel dado por ρ = (1/3)n, temos que

n = − ln(ρ)/ ln(3). (2.3)

A dimensão fractal D da curva de Koch é obtida tomando o logaritmo de L(ρ)

na Eq.(2.1) e igualando ao logaritmo da relação emṕırica, Eq.(2.2), e neste resultado é
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substitúıdo a Eq.(2.3), isto é,

ln (L(ρ)) = n ln(4/3) = (1−D) ln(ρ)

D =
ln(4)

ln(3)
= 1, 2619. (2.4)

Com os conceitos de fractal e dimensão fractal já bem estabelecidos, fica fácil ca-

racterizar um multifractal. Observe que o parâmetro caracterizador de um fractal é o

expoente D da lei de potência L(ρ) = ρ1−D. Para a curva de Koch apenas um valor para

o expoente D é suficiente para determinar a natureza fractal do objeto. Um multifractal,

como o nome sugere, é um objeto que necessita de pelo menos dois expoentes de escala para

caracterizar a sua forma, ou seja, é na realidade uma coleção de fractais (monofractais)

com dimensões distintas. Todos os objetos da Figura 2.2 são exemplos de multifractais.

A natureza fractal não se apresenta apenas em estruturas geométricas, podendo ocorrer

tanto em notas musicais como em séries temporais.

2.3 Lei de Potência ou Escala

As leis de escala são propriedades que surgem em vários fenômenos naturais, geral-

mente são representadas por uma relação matemática do tipo

f(x) = bxα, (2.5)

onde α e b são constantes de calibração, sendo b normalmente denominada de constante

de normalização. Os termos f(x) e x da equação são duas variáveis que podem ser as

medidas de um dado ente f́ısico, econômico, biológico ou qualquer outro que se pretenda

estudar [28]. Por exemplo, para α = 1 e b = −k, obtemos a conhecida força de restauração

de uma mola com constante elástica k. Quando α = −2, temos a famosa lei da atração

gravitacional de Newton. Para α = 2 recuperamos a equação da energia cinética de

uma part́ıcula com velocidade x. Como se pode notar, não faltam exemplos de leis de

escala na f́ısica, porém esta não é uma exclusividade da f́ısica, e surge, também, no

crescimento biológico, no comportamento populacional, nas séries temporais e em outros

fenômenos da natureza. Frequentemente, as propriedades de leis de escala se manifestam

em sistemas fractais e/ou multifractais. Tais sistemas evoluem longe do equiĺıbrio e exibem

caracteŕısticas denominadas de autossimilaridade e autoafinidade.
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Outra interessante propriedade das leis de potência é a relação de homogeneidade,

dada por

f(λx) = λαf(x). (2.6)

A equação f(x) = bxα é um exemplo de lei de potência que satisfaz esta relação. Caso

f(x) seja a função geradora do fractal de Koch, Figura 2.3, então isto torna essa curva

um importante exemplo de fractal que obedece a relação de homogeneidade, pois fazendo

λ = ρ = (1/3)n e α = 1 podemos constatar que a Eq.(2.6) é satisfeita. Funções que

satisfazem essa relação são denominadas de funções de escala e essas são muito importantes

na descrição de transicão de fase de fenômenos cŕıticos [25].

Como ilustração de um fenômeno que apresenta lei de escala, vamos analisar a

curva de crescimento de uma pessoa. Os humanos crescem por diferentes leis de potência,

ou seja, um adulto não é um simples bebê aumentado. Na fase de crescimento de um

bebê para um adulto, partes do corpo seguem leis de escalas diferentes. Por exemplo,

o tamanho da cabeça relativo ao corpo de um bebê é muito maior que de um adulto.

Inclusive, as caracteŕısticas faciais são desproporcionais. Comparando a altura do corpo

com o tamanho da cabeça de uma pessoa em diferentes idades, verificamos que os humanos

não crescem segundo um conjunto autossimilar, mas sim segundo um conjunto autoafim.

Quando o crescimento é proporcional, dizemos que o crescimento é isométrico, caso

contrário dizemos que o crescimento é alométrico. Pelo gráfico da Figura 2.4, observamos

que o corpo cresce mais rápido que a cabeça até a idade de três anos, ou seja, até essa

idade ocorre um crescimento alométrico, a partir dáı o crescimento passa a ser isométrico

[27]. Ainda da Figura 2.4, notamos que a reta A segue a lei de potência y ≈ x3/2, enquanto

que a reta B segue y ≈ x1/2, mostrando que existe dois estágios de crescimento para uma

pessoa, portanto, a cabeça de um bebê e de um adulto não são autossimilares. Isso tudo

sugere que a natureza parece seguir leis de potência conforme suas necessidades, quando

determinados fenômenos apresentam tais caracteŕısticas são ditos complexos [27].

Note que, no exemplo do fractal de Koch, a Definição 2.1 surge naturalmente como

uma propriedade do fractal, propriedade essa que leva a uma invariância de escala, pois

apresenta apenas um fator de escala e naturalmente uma lei de potência. No caso do

exemplo sobre crescimento humano, é percept́ıvel que se trata de um conjunto autoafim,

pois tal exemplo satisfaz a Definição 2.2 exibindo dois fatores de escala distintos e duas leis

de potência, o que nos leva a supor que se trata de uma estrutura multifractal. Conclui-se

15



que os fractais são sempre conjuntos autossimilares que exibem uma única lei de potência,

enquanto que os multifractais são conjuntos autoafins que apresentam no mı́nimo duas

leis de potências para sua plena caracterização.

As ideias de fractais, multifractais e leis de escalas, apresentadas aqui, são muito

importantes para o entendimento dos Caṕıtulos posteriores, principalmente do Caṕıtulo

4 no qual abordaremos um método numérico para a caracterização da multifractalidade

presente em séries temporais.

Figura 2.4: Gráfico log-log do tamanho da cabeça versus a altura do corpo. O eixo x cresce

conforme a idade do indiv́ıduo aumenta. As retas A e B, indicam, respectivamente, o

primeiro e segundo estágio do crescimento dos humanos. Após três anos, a criança passa

a crescer segunda a lei de potência da reta B
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Caṕıtulo 3

Expoente de Hurst

Muitas observações da natureza são constitúıdas de vários registros no decorrer do

tempo. Por exemplo, existem um grande número de registros de temperatura, chuva,

altura das maré, ńıveis de água de rios e outras variáveis de interesse f́ısico, que são me-

didas diariamente. A sequência de todas essas medidas constituem uma série temporal.

Essas séries periodicamente exibem flutuações, por exemplo, séries temporais de tem-

peratura apresentam comportamento errático em grandes e pequenas escalas de tempo.

Tais flutuações geralmente são analisadas a partir do cálculo da correlação entre os da-

dos. O expoente de Hurst da série temporal é um expoente de escala capaz de fornecer

informações sobre o tipo correlação presente na série.

A erraticidade ou randomicidade presente na série de temperatura, também se evi-

dencia em cristais sob a forma de impurezas colocadas de maneira randômica no mate-

rial. Isso mostra que a aleatoriedade é uma caracteŕıstica inerente da natureza. Um dos

mais conhecidos fenômenos que exibe aleatoriedade, e que é extensivamente estudado na

f́ısica, qúımica e biologia, é chamado de Movimento Browniano Fracionário (MBF). Neste

Caṕıtulo, este fenômeno é utilizado como exemplo de aplicação do expoente de Hurst.

3.1 Histórico do Expoente de Hurst

Harold E. Hurst foi um hidrólogo que trabalhou no projeto de construção de uma represa

no Rio Nilo, chegou nesta região por volta de 1907, permanecendo lá durante 40 anos.

Seu objetivo era construir uma represa de tal sorte que esta não transbordasse e nem

ficasse muito vazia. Seus estudos sobre o Nilo, o levou a analisar décadas de registros de
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cheias e secas. A partir dessa análise, Hurst notou correlações nas séries de dados e seus

estudos deram origem à análise do alcance reescalado (análise R/S) que levou ao cálculo

do expoente de Hurst, H.

À analise R/S é um método de base emṕırica, e consiste na determinação do volume

de um reservatório que tem influxo de água ξ(t) e descarga anual de 〈ξ(t)〉τ , onde t =

1, ..., τ. A Figura 3.1 ilustra bem esse processo. O volume médio, que deve ser liberado

por um ano ou um peŕıodo de τ anos, é dado por:

〈ξ(t)〉τ =
1

τ

τ∑
t=1

ξ(t). (3.1)

Figura 3.1: Esboço de um reservatório de água com um fluxo de entrada ξ(t) e uma

descarga média anual 〈ξ(t)〉τ , cuja diferença acumulada é X(t, τ) =
∑t

1[ξ(u) − 〈ξ〉τ ]. O

alcance R, é a diferença entre o máximo, Xmax, e o mı́nimo, Xmin, conteúdo do reservatório

[25].

Seja X(t) a diferença acumulada entre o fluxo de entrada e sua média dada por

X(t, τ) =
t∑

u=1

[ξ(u)− 〈ξ(t)〉τ ], 1 ≤ t ≤ τ, (3.2)

então o valor máximo e mı́nimo da Eq.(3.2) representa o volume máximo é mı́nimo que

o reservatório poderá assumir no peŕıodo τ . Portanto, considerando um reservatório

suficientemente grande que nunca transborde ou seque, a representação da diferença entre

o máximo e o mı́nimo da água contida no reservatório é expresso por,

R(τ) = max1≤t≤τX(t, τ)−min1≤t≤τX(t, τ). (3.3)
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O alcance, R, depende do peŕıodo τ considerado, e esperamos que aumente com o cresci-

mento de τ . Na Figura 3.2 apresentamos as variáveis X(t), ξ(t) e R para o Lago Albert

(Africa).

Figura 3.2: Descarga anual do Lago Albert (linha pontilhada) e a diferença da vazão

média acumulada (linha cheia). O alcance é indicado por R [25].

Hurst investigou vários fenômenos, tais como: vazão de rios, chuvas, crescimento de

anéis de árvores e outros. Ele usou a razão adimensional dado por R/S, onde S é o desvio

padrão dado pela equação

S =

(
1

τ

τ∑
t=1

[ξ(t)− 〈ξ(t)〉τ ]
2

)1/2

. (3.4)

Esta razão permitiu comparar fenômenos de naturezas distintas, levando Hurst a encontrar

que a relação R/S de muitas séries temporais seguem uma relação do tipo de lei potência

descrita, empiricamente, por:

R/S = (τ/2)H . (3.5)

H é conhecido como expoente de Hurst e varia entre 0 < H < 1. Quando H = 0, 5,

os dados da série são ditos aleatórios ou descorrelacionados. Para 0 < H < 0, 5, a série

apresenta antipersistência, ou seja, existe uma probabilidade maior do que 50% de que um

valor negativo seja seguido de um valor positivo. E para 0, 5 < H < 1, a série é tida como
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persistente, ou seja, existe uma probabilidade maior do que 50% que um valor positivo ou

negativo seja precedido por um positivo ou negativo [25]. Portanto, o expoente de Hurst,

H, é um importante parâmetro para a análise de séries temporais.

3.2 Noções sobre Séries Temporais

O conceito de séries temporais está relacionado a um conjunto de medidas ordenadas

no tempo. Como exemplo, podemos citar as observações dos ńıveis de água dos rios do

Brasil, o número de alunos aprovados por semestre e o ı́ndice da bolsa de valores Bovespa.

Os principais interesses da análise de séries temporais são: descrever propriedades da série,

construir modelos que permitam explicar o seu comportamento e prever valores futuros

com base em medidas passadas.

De modo geral, uma série temporal, x(t), pode ser escrita como a soma de três

componentes não observáveis,

x(t) = T (t) + S(t) + a(t), (3.6)

onde T (t), S(t) e a(t) são, respectivamente, as componentes tendência e sazonalidade, en-

quanto a(t) é a componente aleatória de média zero e variância constante σ2
a. Quando a(t)

é descorrelacionada, dizemos que esta caracteriza uma série rúıdo branco. Comumente,

denotada por uma distribuição (média, variância) = (0; σ2
a) [30].

A componente tendência tem a função de dar a informação sobre como e para onde

a série está evoluindo, isto é, se a série cresce ou decresce com o passar do tempo. Já a

componente sazonal é a repetição de um dado fenômeno em determinado peŕıodo, como

exemplo temos as cheias e secas que ocorrem todos os anos na Amazônia. A componente

aleatória está relacionada com a correlação presente na série. O nosso interesse neste

trabalho será apenas na componente tendência. A Figura 3.3 ilustra uma série e suas

respectivas componentes.

Uma maneira de estimar a tendência, T (t), é através do ajuste polinomial dos dados

existentes. Suponha que a componente tendência possa ser escrita como uma série de

potência, isto é,

T (t) = β0 + β1t+ β2t
2 + . . .+ βmt

m, (3.7)

onde m é o grau do polinômio. Para estimar os parâmetros βm, utilizamos o método dos
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Figura 3.3: Série x(t) em (a) e suas componentes: Sazonal S(t) (b), Tendência T (t) (c),

aleatória a(t) (d).

mı́nimos quadrados, que consiste na minimização da equação em relação a cada parâmetro

βm

f(β0, . . . , βm) =
N∑
t=1

(x(t)− β0 − β1t− β2t
2 − . . .− βmtm)2. (3.8)

Uma part́ıcula que se movimenta em uma linha (no eixo x, por exemplo), e dá

passos aleatórios de comprimento +ξ ou −ξ em τ intervalos regulares de tempo é um

interessante fenômeno f́ısico que exibe tendência em sua série temporal da posição. Tal

fenômeno é denominado de Movimento Browniano (MB) ou caminhada aleatória e será

melhor detalhado na próxima Seção (veja Figura 3.4).

3.3 Expoente de Hurst do Movimento Browniano Fra-

cionário

Em 1882, Robert Brown foi a primeira pessoa a notar que o movimento errático do

pólen microscópico era de natureza f́ısica e não biológica, como se acreditava na época.
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Ocorria que as micropart́ıculas de pólen estavam sujeitas a flutuações térmicas, e colidiam

de maneira randômica umas com as outras caracterizando um movimento errático. Tal

fenômeno ficou conhecido como movimento browniano ou caminhada aleatória.

É importante ressaltar que neste movimento não é a posição da part́ıcula em um

tempo que é independente da posição dela em outro tempo, e sim o deslocamento da

part́ıcula em um intervalo de tempo que é independente de outro deslocamente em outro

intervalo de tempo [25].

Para caracterizar o MB ordinário em uma dimensão, vamos considerar uma part́ıcula

que se movimenta em uma linha (no eixo x, por exemplo) e dá passos aleatórios de

comprimento +ξ ou −ξ em τ intervalos regulares de tempo. O conjunto formado por

ξ1, ξ2, ... é uma sequência de passos aleatório do tipo rúıdo branco, enquanto a posição

X(t) da part́ıcula no eixo x é dada por:

X(t = nτ) =
n∑
i=1

ξi. (3.9)

Assume-se que a distribuição de probabilidades do deslocamento da part́ıcula, X(t)−

X(t0), é dada por uma Gaussiana,

P (X(t)−X(t0)) =
1√

4πD|t− t0|
exp

(
− [X(t)−X(t0)]

2

4D|t− t0|

)
, (3.10)

onde o parâmetro D é o coeficiente de difusão. Observe que a Eq.(3.10) apresenta in-

variância de escala,

P (b1/2[X(bt)−X(bt0)]) = b−1/2P (X(t)−X(t0)), (3.11)

conforme descreve a Eq.(2.6). A Eq.(3.11) mostra que a distribuição do deslocamento do

MB é invariante por uma transformação que muda a escala temporal por um fator b e

o tamanho do deslocamento por um fator b1/2. Na Figura 3.4, mostramos a sequência

ξ1, ξ2, ... dos passos da part́ıcula, bem como sua posição X(t) para um dado tempo t [25].

Com esta distribuição de probabilidade para o deslocamento da part́ıcula, segue que

a média e variância são dadas por

〈X(t)−X(t0)〉 =

∫ ∞
−∞

∆XP (∆X, t− t0)d∆X = 0 (3.12)

e 〈
(X(t)−X(t0))

2
〉

=

∫ ∞
−∞

∆X2P (∆X, t− t0)d∆X

= 2D|t− t0| (3.13)
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Figura 3.4: (a) A sequência de passos de uma particula executando MB unidimensional

(b) Posição da part́ıcula em um dado tempo t. A a reta T (t) representa a tendência

presente na série da posição X(t), onde β0 = 10, 7 e β1 = 0, 005.

Em 1923, Wiener apresentou um formalismo para o MB, no qual considerou que

uma part́ıcula executando MB tem incrementos na posição dados por:

X(t)−X(t0) ≈ ξ|t− t0|1/2, t ≥ t0. (3.14)

Mandelbrot, em 1982, introduziu o conceito de Movimento Browniano Fracionáro (MBF)

trocando o expoente H = 1/2 da Eq.(3.14) por um número real no intervalo 0 < H < 1.

O objetivo dele era caracterizar as correlações presentes em sistemas descritos a partir do

MBF em termos de H, onde H é o expoente de Hurst discutido na primeira Seção deste

Caṕıtulo [25].

Baseado na Eq.(3.10), foi proposto uma distribuição de probabilidade para a o deslo-

camento da part́ıcula, X(t)−X(t0) [25], dada por:

P (X(t)−X(t0)) =
1√

4πD |t− t0|2H
exp

(
− [X(t)−X(t0)]

2

4D |t− t0|2H

)
. (3.15)

Observe que para H = 1/2, recuperamos a distribuição dada pela Eq.(3.10) do MB

ordinário.
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Através da distribuição de probabilidade para o deslocamento da part́ıcula, Eq.(3.15),

obtemos a média e a variância do deslocamento da part́ıcula, dados por:

〈X(t)−X(t0)〉 =

∫ ∞
−∞

∆XP (∆X, t− t0)d∆X = 0, (3.16)

〈
[X(t)−X(t0)]

2〉 =

∫ ∞
−∞

∆X2P (∆X, t− t0)d∆X ≈ 2 |t− t0|2H , (3.17)

onde foi utilizado a integral
∫∞
−∞ x

2 exp (−ax2)dx = 1
2a

(
π
a

)1/2
, sendo que X(t0) é a posição

da part́ıcula em algum tempo de referência t0 e ∆X é o incremento nesta posição.

No MBF incrementos passados são correlacionados com incrementos futuros. As

correlações são medidas pela função de correlação C(t), definida como a probabilidade da

part́ıcula ter um deslocamento X(t)−X(0) quando o tempo evolui de −t para 0, mediada

sobre a distribuição no incremento passado X(0)−X(−t),

C(t) =
〈[X(0)−X(−t)] [X(t)−X(0)]〉

〈X(t)2〉
. (3.18)

Assumindo que X(0) = 0, então a Eq.(3.18) fica

C(t) =
〈−X(−t)X(t)〉
〈X(t)2〉

. (3.19)

Pela Eq.(3.17), temos

〈
X(t)2

〉
=
〈
X(−t)2

〉
= 2t2H , (3.20)

〈
[X(t)−X(−t)]2

〉
= 2(2t)2H . (3.21)

O valor médio 〈−X(−t)X(t)〉 pode ser reescrito como:

〈−X(−t)X(t)〉 =
1

2

[〈
[X(t)−X(−t)]2

〉
−
〈
X(t)2

〉
−
〈
X(−t)2

〉]
. (3.22)

Substituindo este resultado e as equações (3.20) e (3.21) na Eq.(3.19), temos

C(t) =
2t2H(22H−1 − 1)

2t2H
= (22H−1 − 1). (3.23)

Podemos observar da Eq.(3.23) que para H = 1/2 não existe correlação entre os

incrementos passados e futuros, como é exigido para um conjunto de variáveis aleatórias

descorrelacionadas. Contudo, se H 6= 1/2 teremos C(t) 6= 0, surgindo assim a possibili-

dade do movimento browniano ser persistente ou antipersistente. Para H > 1/2, temos
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a persistência, ou seja, se em dado t temos um aumento (diminuição) do incremento,

então em um tempo t+1 teremos uma tendência de aumento (diminuição) do incremento

futuro. Para o caso de H < 1/2, temos a antipersistência, nessa situação se ocorrer um au-

mento (diminuição) do incremento em um tempo t, teremos uma tendência de diminuição

(aumento) do incremento futuro.

As noções sobre séries temporais e a caracterização do expoente de Hurst do MBF,

tratadas neste Caṕıtulo, serão de grande importância para o entendimento dos Caṕıtulos

posteriores, em particular do Caṕıtulo 4 onde apresentamos um método numérico de

caracterização da multifractalidade presente em séries temporais.
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Caṕıtulo 4

Método MF-DFA

Nas últimas décadas do século XX, parte da comunidade dos f́ısicos passou a se

interessar pela dinâmica de sistemas ditos complexos, cujas partes interagem de forma

não-linear. Uma das propriedades marcantes de tais sistemas é a presença de efeitos de

escala em suas séries de dados.

Nos últimos anos, a Análise da Flutuação Destendenciada (Detrended Fluctuation

Analysis-DFA), desenvolvida por Peng et al., (1994) [7], foi um método largamente uti-

lizado na determinação das propriedades de escala de séries temporais monofractais não

estacionárias. Contudo, muitas séries não exibem um simples comportamento fractal,

tornando o DFA um método impreciso na caracterização das propriedades de escala de

séries temporais multifractais. Kantelhardt et al., (2002) [11], generalizaram o método

DFA, denominando-o de Análise Multifractal da Flutuação Destendenciada (Multifractal

Detrended Fluctuation Analysis-(MF-DFA)). Através dele foi posśıvel detectar as pro-

priedades multifractais de uma infinidade de séries temporais.

Neste Caṕıtulo, apresentamos o método MF-DFA, bem como as suas relações com

o formalismo multifractal padrão. O MF-DFA é método utilizado para caracterizar a

multifractalidade das séries de ńıveis de água das estações estudadas neste trabalho. Na

Figura 1.1 apresentamos as localizações dessas estações. Essencialmente, o MF-DFA serve

para determinar o expoente de Hurst generalizado, h(q), de uma série temporal, xk, não

estacionária, que no presente estudo são as séries temporais de ńıveis de água.
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4.1 MF-DFA

Considere que xk seja uma série de suporte compacto, com k = 1, ..., N , sendo N

seu tamanho, onde o suporte é definido como o conjunto de ı́ndices k com valores de xk

diferentes de zero. O suporte é compacto se xk = 0 para uma fração insignificante da

série, quando xk = 0 estes são considerados como não tendo valor no ı́ndice k.

Kantelhardt et al., (2002) [11], descrevem o procedimento MF-DFA, dividindo-o em

cinco passos dados a seguir, onde os três primeiros são os mesmos do DFA padrão:

• Passo 1: Determine o “perfil”

Y (i) =
i∑

k=1

[xk − 〈x〉], i = 1, ..., N, (4.1)

onde 〈x〉 é a média de xk. O procedimento realizado pela Eq.(4.1) é comumente

chamado de integração da série. Na Figura 4.1, vemos uma série integrada para

uma variável aleatória descorrelacionada de média zero e variância σ2
a = 1, obtida

pelo ambiente Matlab 7.0 usando a função randn(5000, 1).

Figura 4.1: Série integrada de uma variável aleatória descorrelacionada de média zero e

variância σ2
a = 1. As retas são ajustes polinomiais de primeira ordem para a escala de

s = 500.
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• Passo 2: Divide-se o perfil Y (i) em Ns = int(N/s) segmentos não sobrepostos

de igual tamanho s, aqui int(N/s) é um número inteiro. Uma vez que N não é

frequentemente um múltiplo da escala s, uma pequena parte da série sobra. A fim

de não descartar esta parte da série, o mesmo procedimento é repetido iniciando

pelo fim da série, dessa forma, obtém-se 2Ns segmentos de tamanho s.

• Passo 3: Calcule a tendência local para cada um dos 2Ns segmentos por um ajuste

polinomial da série. Feito isso, determine a variância pela equação abaixo:

F 2(ν, s) =
1

s

s∑
i=1

{Y [(ν − 1)s+ i]− γν(i)}2 (4.2)

para cada segmento ν, onde ν = 1, ..., Ns e

F 2(ν, s) =
1

s

s∑
i=1

{Y [N − (ν −Ns)s+ i]− γν(i)}2 (4.3)

para ν = Ns + 1, ..., 2Ns, sendo que γν(i) é o ajuste polinomial no segmento ν, que

pode ser linear, quadrático, cúbico ou de ordem superior, comumente chamado de

DFA1, DFA2, DFA3..., DFAm, onde m é a ordem do polinômio usado no ajuste

[31].

• Passo 4: Calcule a média sobre todos os segmentos, de modo que se obtenha a

q-ésima ordem da função de flutuação dada por

Fq(s) =
{ 1

2Ns

2Ns∑
ν=1

[F 2(ν, s)]q/2
}1/q

. (4.4)

Neste trabalho, utilizamos q 6= 0 e q > 0, sendo s ≥ m+ 2.

• Passo 5: Determine o comportamento da função de flutuação analisando o gráfico

log-log de Fq(s) versus s para cada valor de q. Se a série xk apresentar correlação de

longo alcance, Fq(s) aumentará para valores maiores de s, na forma de uma equação

tipo lei de potência,

Fq(s) ∼ sh(q). (4.5)

Escalas com s ≥ N/4 devem ser exclúıdas do processo de médias do Passo 4, pois

Fq(s) fica, estatisticamente, não confiável, dado que existirá poucos segmentos para o

cálculo das médias feitas pela Eq.(4.4). Em séries estacionárias, o expoente h(2) é idêntico
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ao bem conhecido expoente de Hurst H [25], por isso, diz-se que h(q) é o expoente de

Hurst generalizado [11].

Em séries não estacionárias, a relação entre H e h(2) para pequenas escalas, que

denominaremos de h1(2), é dada por H = h1(2) − 1. Quando o efeito da tendência

sinusoidal não é pronunciado, temos h1(2) > 1 indicando que a série temporal é não

estacionária [10].

Uma série temporal que apresenta expoente H = 0, 5 é dita descorrelacionada.

Quando 0, 5 < H < 1 diz-se que ela exibe correlação de longo alcance ou persistência e

para 0 < H < 0, 5 temos uma série com correlação de curto alcance ou anti-persistência,

conforme o explanado na Seção 3.3 do Caṕıtulo 3 [25].

Quando o espectro de h(q) depende de q, dizemos que a série estudada apresenta

multifractalidade, caso h(q) seja independente de q, diz-se que a série não exibe multifrac-

talidade. Frequentemente, uma série temporal exibe dois tipos de multifractalidade: (i)

Multifractalidade devido a um alargamento da função densidade de probabilidade (PDF)

para valores da série; (ii) Multifractalidade devido a diferentes flutuações de correlações

para pequenas e grandes escalas. Uma maneira fácil de distingui-las é analisando a corre-

spondente série temporal embaralhada [11]. No processo de embaralhamento, os valores

da série são colocados de forma randômica, assim, todas as correlações são destrúıdas. Se

a série embaralhada apresentar somente multifractalidade do tipo (ii), então ela exibirá

um comportamento aleatório, ou seja, hshuf (q) = 0, 5, onde hshuf (q) é o expoente de Hurst

generalizado para a série embaralhada. Caso a série tenha somente multifractalidade do

tipo (i), então, h(q) = hshuf , não sendo a série afetada pelo procedimento de embaral-

hamento. Caso a série em estudo exiba multifractalidade de ambos os tipos, então a série

embaralhada irá mostrar uma fraca multifractalidade em relação à série original [11].

4.2 Relação entre o Formalismo Multifractal Padrão

e o MF-DFA

Na Seção anterior, apresentamos um método numérico que caracteriza a multifrac-

talidade de uma dada série temporal a partir o expoente de Hurst generalizado, h(q). Con-

tudo, segundo o formalismo multifractal padrão, existem outros expoentes que também

são usados para caracterizar a multifractalidade, e nesta Seção vamos mostrar a relação
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desses expoentes com o h(q).

Quando existe uma série normalizada e estacionária, o expoente h(q), definido na

Eq.(4.5), está diretamente relacionado com um expoente de escala τ(q), definido via função

de partição do formalismo multifractal, como veremos a seguir [11, 25, 26].

Supondo que a série xk de tamanho N seja estacionária, normalizada e positiva,

isto é, xk ≥ 0 e
∑N

k=1 xk = 1. Então, o procedimento do Passo 3 do método MF-DFA,

Secão 4.1, é desnecessário, uma vez que não existe tendência para ser eliminada na série.

Assim, o DFA pode ser substitúıdo pela Análise de Flutuação (Fluctuation Analysis-FA)

padrão, que é equivalente ao DFA exceto pela simplificada definição da variância em cada

segmento ν, ν = 1, . . . , Ns, que é

F 2
FA(ν, s) ≡ [Y (νs)− Y ((ν − 1)s)]2. (4.6)

Inserindo a Eq.(4.6) na Eq.(4.4) e usando a Eq.(4.5), obtemos{
1

2Ns

2Ns∑
ν=1

|Y (νs)− Y ((ν − 1)s)|q
}1/q

∼ sh(q). (4.7)

Considerando que o tamanho N da série é um múltiplo inteiro da escala s, temos

Ns = N/s e dessa forma a Eq.(4.7) fica

N/s∑
ν=1

|Y (νs)− Y ((ν − 1)s)|q ∼ sqh(q)−1. (4.8)

Esta equação corresponde ao formalismo multifractal padrão usado nas referências [32],

[25] e [27].

Para relacionarmos o MF-DFA com o formalismo da contagem de caixa [25, 27],

vamos empregar a definição do perfil dado pela Eq.(4.1). O termo Y (νs) − Y ((ν − 1)s)

na Eq.(4.6) é idêntico à soma dos números xk dentro de cada segmento ν de tamanho s.

Esta soma é conhecida no formalismo multifractal padrão como caixa de probabilidade,

ps(ν),

ps(ν) ≡
νs∑

k=(ν−1)s+1

xk = Y (νs)− Y ((ν − 1)s). (4.9)

O expoente de escala τ(q) no formalismo padrão é definido via função de partição,

Zq(s), como:

Zq(s) ≡
N/s∑
ν=1

|ps(ν)|q ∼ sτ(q), (4.10)
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onde q é um parâmetro real como no MF-DFA [25]. Substituindo a Eq.(4.9) na Eq.(4.10),

notamos que esse resultado é idêntico ao da Eq.(4.8). Portanto, obtemos analiticamente

a relação entre os dois conjuntos de expoentes de escala multifractais,

τ(q) = qh(q)− 1. (4.11)

Dessa forma, mostramos que h(q), definido na Eq.(4.5) do MF-DFA, está diretamente

relacionado com o expoente de escala do formalismo multifractal padrão, τ(q).

A dimensão fractal D, calculada para a curva de Koch no Caṕıtulo 2, ganha aqui

uma generalização D(q) [25, 26], e está relaciona com τ(q) pela equação

D(q) =
τ(q)

q − 1
=
qh(q)− 1

q − 1
. (4.12)

Note que h(q) é independente de q para séries monofractais, enquanto D(q) depende de

q neste caso.

Outra forma de caracterizar a multifractalidade em séries temporais é através do

espectro de singularidade, denotado por f(α), que está relacionado com τ(q) via trans-

formada de Legendre [25, 27, 26] pela equação

α(q) =
dτ(q)

dq
(4.13a)

f(α) = qα− τ(q). (4.13b)

Aqui, α é denominado de força da singularidade ou expoente de Holder, enquanto f(α)

denota a dimensão do subconjunto da série que é caracterizado por α. Usando a Eq.(4.11),

podemos relacionar diretamente α(q) e f(α) com h(q),

α(q) = h(q) + qh′(q) (4.14a)

f(α) = q[α− h(q)] + 1. (4.14b)

Como exemplo de caracterização multifractal, vamos mostrar na Seção abaixo como

obter analiticamente os coeficientes h(q), τ(q), D(q), f(q) e α(q) para o Modelo Multi-

fractal Binomial.

4.3 Modelo Multifractal Binomial

No modelo multifractal binomial [11, 25, 32, 27], a série de tamanho N = 2nmax é

dada por

xk = an(k−1)(1− a)nmax−n(k−1), (4.15)
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com k = 1, ..., N , onde a pode ser uma medida de probabilidade que varia 0, 5 < a < 1 e

n(k) é o número de d́ıgitos iguais a 1 na representação binária do ı́ndice k, por exemplo,

n(15) = 4, já que 15 corresponde ao binário 1111.

A partir das Eq.(4.15) e Eq.(4.9), obtemos a caixa de probabilidade p2s(ν) no ν-ésimo

segmento de tamanho 2s, dado por

p2s(ν) = ps(2ν − 1) + ps(2ν) = [(1− a)/a+ 1]ps(2ν) = ps(2ν)/a. (4.16)

Separando os termos pares e ı́mpares da Eq.(4.10) e substituindo a Eq.(4.15) nesse

resultado, temos:

Zq(s) =

N/s∑
ν=1

[ps(ν)]q =

N/2s∑
ν=1

{[ps(2ν − 1)]q + [ps(2ν)]q}

Zq(s) =
[(1− a)q

aq
+ 1
]N/2s∑
ν=1

[ps(2ν)]q

Zq(s) = [(1− a)q + aq]

N/2s∑
ν=1

[p2s(ν)]q = [(1− a)q + aq]Zq(2s). (4.17)

Agora, substituindo a Eq.(4.10) na Eq.(4.17) encontramos o expoente de escala τ(q),

τ(q) = − ln[aq + (1− a)q]

ln(2)
, (4.18)

ou pela Eq.(4.11) temos

h(q) =
1

q
− ln[aq + (1− a)q]

q ln(2)
. (4.19)

Substituindo a Eq.(4.19) nas Eqs.(4.14a), (4.14b) e (4.12), obtemos α(q), f(α(q)) e

a dimensão fractal generalizada, D(q),

α(q) = −a
q ln(a) + (1− a)q ln(1− a)

(aq + (1− p)q) ln(2)
, (4.20)

f(α) = −

[∑2
i=1 p

q
i ln(pqi )−

∑2
i=1 p

q
i ln(

∑2
i=1 p

q
i )

(
∑2

i=1 p
q
i ) ln(2)

]
, (4.21)

onde p1 = a e p2 = 1− a,

D(q) = − ln(aq + (1− a)d)

(q − 1) ln(2)
. (4.22)

Analisando as equações (4.18), (4.19), (4.20), (4.21) e (4.22), facilmente se observa

que todas exibem uma dependência não linear em q indicando, a existência de multifrac-

talidade na série binomial xk [11, 25].

32



O método MF-DFA apresentado neste Caṕıtulo é a principal fonte geradora de

resultados deste trabalho. Na Seção 4.3, do Caṕıtulo 7, são apresentados os espectros

multifractais h(q) obtidos via MF-DFA para a série do Modelo Multifractal Binomial,

bem como os expoentes τ(q), D(q), α(q) e f(q), os quais são relacionados com h(q)

conforme mostramos acima. Além disso, também são apresentados no Caṕıtulo 7 os h(q)

dos ńıveis de água dos rios estudados neste trabalho.
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Caṕıtulo 5

Processos Multiplicativos

Neste Caṕıtulo, demonstramos como obter o expoente de Holder, α, para o Pro-

cesso Multiplicativo Binomial, em seguida, fizemos uma d-generelização para Processo

Multiplicativo Multinomial, obtendo assim um d-expoente de Holder, o qual relaciona a

multifractalidade com uma posśıvel d-entropia S(d, q) = f(d, q). Mostramos que para

q = 1, esta equação recupera uma famosa relação da f́ısica, a entropia de Boltzmann-

Gibbs-Shannon.

5.1 Processo Multiplicativo Binomial

Nesta Seção vamos caracterizar o processo multiplicativo binomial, e obter dele o

expoente de Holder de forma anaĺıtica.

As populações ou distribuições geradas por um processo multiplicativo têm muitas

aplicações e a vantagem de que várias propriedades dessas distribuições podem ser facil-

mente analisadas. Consideremos uma população com η elementos distribúıdos sobre o

segmento de linha L = [0, 1]. Para caracterizar essa distribuição, vamos dividir o segmento

de linha em células de comprimento δ = 2−n, tal que N = 2n células são necessárias para

cobrir o segmento L, onde n é número de geração na subdivisão binária do segmento.

Cada célula é indiciada por i = 0, 1, 2, ..., N − 1. A distribuição da população sobre o

segmento de reta é especificada por ηi membros na i-ésima célula com uma resolução δ.

A fração da população total contida nesta i-ésima célula é µi = ηi/η. Um tratamento

mais profundo sobre o processo multiplicativo binomial pode ser obtido nas referências

[25, 27, 32].
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O conjunto Mn, dado por

Mn = {µi}N−1
i=0 , (5.1)

dá uma completa descrição da população na resolução δ. A medida M(x) de uma parte,

ou subregião x, do segmento de linha L é dada por

M(x) =
∑
i∈x

µi. (5.2)

Em geral este é o fim da história, pois a única forma de descrever a distribuição dos mem-

bros ao longo do segmento L é dada por M. No entanto, quando Mn exibe propriedade

de escala, novas informações surgem da distribuição, como ilustrado no exemplo a seguir.

Consideremos o seguinte processo multiplicativo, o qual gera as medidas µ(Lx) no

intervalo espećıfico Lx, onde Lx ∈ L. Denotaremos o intervalo unitário [0, 1] por L0. No

gerador temos µ(L0) = 1, pois não houve nenhuma divisão do segmento L. Na primeira

geração, n = 1, dividimos L0 em duas partes de tamanhos iguais L0,0 e L0,1 e multiplicamos

o lado esquerdo, L0,0 = [0, 1/2], por uma probabilidade p, onde 0 ≤ p ≤ 1, e o lado direito,

L0,1 = [1/2, 1], por 1 − p, conforme a Figura 5.1 (a). Denotaremos as medidas para o

primeiro e segundo intervalo, respectivamente, por m0 = p e m1 = 1−p. A medida inicial

de L0 é mantida constante, dado que m1 +m0 = 1.

Na segunda geração, n = 2, cada subintervalo L0,0 e L0,1 é dividido em duas partes

de forma similar, assim temos quatro subconjuntos indiciados por L0,00, L0,01, L0,10 e L0,11,

com frações da população em células dado por

M2 = {µi}4−1
i=0 = m0m0,m0m1,m1m0,m1m1. (5.3)

Note que, a medida inicial é mantida a mesma, isto é, µ(L0,00) + µ(L0,01) + µ(L0,10) +

µ(L0,11) = m0m0 +m0m1 +m1m0 +m1m1 = 1, veja Figura 5.1 (b). Nesta mesma figura,

mostramos também o processo multiplicativo binomial para n = 5 e n = 12. É importante

frisar que em cada geração do processo a medida é preservada.

A fração da população total na i-ésima célula é µi = mn0
0 m

n1
1 , onde n0 e n1 são,

respectivamente, os números de zeros e uns na representação da fração binária do número

x = i/2n. Por exemplo, na segunda geração n = 2, na célula i = 2, temos x = 0, 10 na

representação da fração binária, portanto, n0 = 1 e n1 = 1, logo µ2 = m0m1. Observe

que n0 + n1 = n. Assim, são necessárias frações binárias tendo n d́ıgitos para representar
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Figura 5.1: Medida µ da célula para o processo multiplicativo binomial: (a) n = 1, (b)

n = 2, (c) n = 5 e (d) n = 12, com p = 0, 25. O eixo x representa o ı́ndice de alocação do

valor de µ.

todas as células na n-ésima geração. Na Figura 5.2, mostramos as medidas µ(x) da célula

localizada em x e M(x) para a região de [0, x], para n = 12, onde

M(x) =
x.2n∑
i=0

µi. (5.4)

O processo multiplicativo binomial é, essencialmente, caracterizado por apresentar dois

tipos diferentes de probabilidade p e 1−p, que vamos representar aqui por b = 2. Portanto,

podemos escrever um relação mais geral para a medida µ(x) da i-ésima célula, como:

µ(x) =
n−1∏
i=0

mi =
b−1∏
i=0

mni
i = mn0

0 m
n1
1 . (5.5)

Note que esta relação, além de recuperar o caso binomial, vale para qualquer conjunto de

probabilidades. Como consequência da generalização, temos n =
∑b−1

i=0 ni. Observe que se

fizermos µ = xk, m0 = a, m1 = 1−a e n1 = n−n0, a Eq.(5.5) fica xk = an0(1−a)n−n0 . Esta

é a Eq.(4.15) dada no Modelo Multifractal Binomial do Caṕıtulo 4, isto é, as propriedades

multifractais do processo multiplicativo binomial são as mesmas do Modelo Multifractal
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Binomial.

Figura 5.2: Processo multiplicativo binomial com probabilidade p = 0, 25 e n máximo

n = 12, em (a) temos µ(x) da células como função de x = i.2−12, (b) M(x) para o

intervalo [0, x] como função de x.

Para caracterizarmos as propriedades de escala do processo multifractal binomial,

vamos tomar um ponto x, próximo da origem no intervalo unitário. A medida desse

intervalo na n-ésima geração é

µ([0, 2−n]) = mn
0 = (2−n)α

α = − log2(m0). (5.6)

Isso que dizer que próximo de zero, µ apresenta a propriedade de escala, µ([0, ρ]) ≈ ρα.

Dividindo essa equação por ρ, ficamos com

µ[0, ρ]

ρ
≈ ρ(α−1). (5.7)

Note que a Eq.(5.7) tende para 0 ou ∞, se α 6= 1. Isso evidencia que a medida µ próximo

de zero, segue uma relação governada por uma lei de potência, conforme tratamos no

Caṕıtulo 2. O expoente de escala α é denominado de expoente de Holder e é a medida
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da força da singularidade. Este expoente é definido como:

α(x0) = lim
ρ→0

log µ(Bx0(ρ))

log(ρ)
, (5.8)

onde Bx0 = {x : |x− x0| < ρ} é o conjunto de pontos em torno de x0 que estão a uma

distância menor que ρ [25]. Para um i-ésimo intervalo, de tamanho 2−n, a Eq.(5.8) fica

α(x) =
log(µ(x))

log(2−n)
=

log[mno
0 m

n1
1 ]

−n log(2)

α(x) = −n0

n
log2m0 −

n1

n
log2m1. (5.9)

Por enquanto, vamos nos dar por satisfeitos, pois conseguimos caracterizar o ex-

poente de Holder para o caso do processo multiplicativo binomial. Na Seção seguinte,

vamos caracterizar o expoente de Holder fazendo uma d-generalização para o processo

multifractal multinomial.

5.2 d-Processo Multiplicativo Multinomial

Para generalizar o processo multiplicativo binomial, deve-se dividir o intervalo

unitário L em b partes, e multiplicar cada uma pelos multiplicadores m0,m1,m2, ...,mb−1,

onde mi é uma probabilidade. Assim, na n-ésima geração, teremos bn células de tamanho

δ = b−n. Então, da Eq.(5.5) temos que uma d-medida é dada por

[µ(Lnb )]d =
[
mn0

0 m
n1
1 ...m

nb−1

b−1

]d
=

[
b−1∏
i=0

mni
i

]d
=

[
b−1∏
i=0

mhin
i

]d
, (5.10)

onde d é um parâmetro que estamos inserindo no expoente, e que será melhor detalhado

no Caṕıtulo de resultados e discussões. O valor de hi = ni/n é a porcentagem do número

de vezes que o i-ésimo multiplicador é repetido no processo, onde ni é o número de

multiplicadoresmi. Observe que para d = 1 e b = 2, recuperamos o processo multiplicativo

binomial. Um tratamento mais aprofundado sobre Processo Multiplicativo Multinomial

pode ser encontrado na referência [52].

A fim de observarmos os efeitos da d-generalização no expoente de Holder, substi-

tuiremos a Eq.(5.10) na Eq.(5.8),

α(d) = −d logb(
∏b−1

i=0 m
hin
i )

n
= −d

b−1∑
i=0

hi logb(mi). (5.11)
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Com a finalidade de facilitar a análise do expoente de Holder, α(d), definimos o

número de células que tem α(d) como seu expoente de Holder na n-ésima geração por

Nn(α(d)). Nesta geração do d-processo existem n! formas dos multiplicadores serem

arranjados nas células. Os multiplicadores podem ser arranjados de ni! maneiras, onde

i = 0, 1, ..., N−1. Nn(α(d)) é análogo ao número de estados de uma caminhada aleatória,

só que em vez de o caminhante ir para o sentindo da direita ou esquerda, ele poderá ir

para ni sentidos. Assim, temos que Nn(α(d)) pode ser escrito como

Nn(α(d)) =
n!∏b−1
i=0 ni!

. (5.12)

Tirando o log na base b da Eq.(5.12), e utilizando a expansão de Stirling, log(n!) =

n log(n)− n, obtemos,

logbNn(α(d)) = n logb(n)− n−
b−1∑
i=0

ni logb(ni) +
b−1∑
i=0

ni

ou

logbNn(αd) = n logb(n)−
b−1∑
i=0

ni logb(ni), (5.13)

onde
∑b−1

i=0 ni = n. Substituindo ni = hin na Eq.(5.13), ficamos com

logbNn(α(d)) = n log n− n
b−1∑
i=0

hi logb hi − n logb n
b−1∑
i=0

hi

logbNn(α(d)) = −n
b−1∑
i=0

hi logb(hi). (5.14)

Lembrando que
∑b−1

i=0 hi = 1, pois hi é uma porcentagem. Esta equação pode ser reescrita

como:

Nn(α(d)) =
(
b−n
)−ω

, onde ω = −
b−1∑
i=0

hi logb hi. (5.15)

Para um dado α(d), notamos que o problema da Eq.(5.15) consiste em encontrar

o hi que maximiza a função −
∑b−1

i=0 hi logb hi, a qual está sujeita aos seguintes v́ınculos∑b−1
i=0 hi = 1 e α(d) = −d

∑b−1
i=0 hi logb(mi). Para resolver esse problema, foi lançado mão

dos multiplicadores de Lagrange.

Definindo G como segue:

G = −
b−1∑
i=0

hi logb hi + q

[
α(d) + d

b−1∑
i=0

hi logbmi

]
, (5.16)
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e fazendo ∂G
∂hi

= 0 para obter os pontos cŕıticos, temos

∂G

∂hi
= − (logb hi + 1) + qd logbmi = 0

logb hi =
(

logbm
qd
i − 1

)
hi = b(logb m

qd
i −1), (5.17)

e usando o v́ınculo
∑b−1

i=0 hi = 1, temos

b−1∑
i=0

b(logb m
qd
i −1) = 1,

ou ainda,

b−1∑
i=0

mqd
i = b. (5.18)

Portanto, substituindo a Eq.(5.18) na Eq.(5.17), temos

hi =

(
b−1∑
i=0

mqd
i

)(logb m
qd
i −1)

hi =

(∑b−1
i=0 m

qd
i

)logb m
qd
i∑b−1

i=0 m
qd
i

=
blogb m

qd
i∑b−1

i=0 m
qd
i

=
mqd
i∑b−1

i=0 m
qd
i

. (5.19)

Substituindo este resultado para hi na Eq.(5.11), obtemos

α(d, q) = −d
b−1∑
i=0

mqd
i logbmi∑b−1
i=0 m

qd
i

ou

α(d, q) = −k
b−1∑
i=0

mqd
i ln(md

i )∑b−1
i=0 m

qd
i

. (5.20)

Nesta última equação usamos a propriedade logaritma logb(P ) = ln(P )/ ln(b), onde k =

1/ ln(b). Vale lembrar que o multiplicador mi é uma medida de probabilidade, conforme já

mencionamos anteriormente. Note que fazendo d = 1 e b = 2 na Eq.(5.20), recuperamos

a Eq.(4.20) e, consequentemente, a Eq.(4.21), o que é esperado para qualquer proposta

de generalização.

A fim de tornar a notação mais familiar com a termodinâmica, vamos adotar a

seguinte notação: mi = pi e b = W . Para caracterizar o espectro de singularidade,
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f(d, q), em termos de α(d, q), devemos primeiro obter um expoente de escala do formalismo

multifractal padrão, τ(d, q). Então, usando as Eqs.(4.13a) e (5.20), obtemos

τ(d, q) =

∫
α(d, q)dq = −k ln(

W∑
i=1

pqdi ), (5.21)

e substituindo as Eqs.(5.20) e (5.21) na Eq.(4.13b), ficamos com

f(d, q) = −k

[
W∑
i=1

pqdi ln(pqdi )∑W
i=1 p

qd
i

− ln(
W∑
i=1

pqdi )

]
. (5.22)

Tomando τ(q) = τ(d, q) a Eq.(4.11) torna-se,

h(d, q) =
τ(d, q) + 1

q
. (5.23)

Substituindo nesta relação a Eq.(5.21) obtemos,

h(d, q) =
− ln(

∑W
i=1 p

qd
i )

q ln(W )
+

1

q
. (5.24)

Fazendo d = 1, W = 2, p1 = a, p2 = 1− a na equação acima, temos

h(q) =
1

q
− ln(aq + (1− a)q)

q ln(2)
, (5.25)

que é o expoente de Hurst generalizado do Modelo Multifractal Binomial, Eq.(4.19), ou

seja, a proposta de generalização do expoente de Holder, α(d, q), é capaz de recuperar

resultados já conhecidos.

Outra importante observação é que a Eq.(5.22) para d = q = 1 recupera a equação

da entropia de Boltzmann-Gibbs-Shannon, SBG = −k
∑W

i=1 pi log pi [43]. Por esse forte

motivo, vamos a partir daqui considerar que f(d, q) seja uma posśıvel entropia que depende

de (d, q), ou seja,

S(d, q) = f(d, q) = −k

[
W∑
i=1

pqdi ln(pqdi )∑W
i=1 p

qd
i

− ln(
W∑
i=1

pqdi )

]
. (5.26)

A ideia de caracterizar a entropia a partir do formalismo multifractal não é nova,

pois existe na literatura trabalhos que estabelecem que f(α(q)) e α(q) são os análogos

da entropia, S(q), e energia interna, u(q), da termodinâmica, isto é, S(q) = f(α(q)) e

u(q) = α(q) [51].

Uma outra caracteŕıstica interessante de S(q, d) é que para sistemas equiprováveis,

os seus valores são idênticos aos de SBG. Para demonstrar essa peculiaridade, iremos
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assumir que pi = p, então da Eq.(5.26) temos

S(d, q) = −k

[∑W
i=1 p

dq ln(pdq)∑W
i=1 p

dq
− ln(

W∑
i=1

pdq)

]

S(d, q) = −k
[
Wpdq ln(pdq)

Wpdq
− ln(Wpdq)

]
S(d, q) = k ln(W ), (5.27)

onde W é o número de estados.

Nas últimas décadas, a proposta de Tsallis, (1988) [44] para uma generalização da

entropia, veja Tabela 5.1, tem sido amplamente usada na caracterização de vários sistemas

f́ısicos. Contudo, a ideia de uma entropia geral não é nova, antes mesmo da entropia de

Tsallis, já existiam posśıveis generalizações da mesma. Tais generalizações remontam de

no mı́nimo desde 1960, quando Rényi e, posteriormente, outros pesquisadores propuseram

suas generalizações de entropia. Na Tabela 5.1 exibimos as equações das entropias com

seus respectivos autores.

Tabela 5.1: Ordem cronológica das propostas de entropias e seus autores.

Autor Equação Ano

Rényi [45] SRq = 1
q−1

ln(
∑W

i=1 p
q
i ) 1960

Sharma-Mitall [50] SSMq,r = −
∑W

i=1 p
r
i
pq

i−p
−q
i

2q
1975

Tsallis [44] STq = k
1−
∑W

i pq
i

q−1
1988

Abe [48] SAq = −
∑W

i=1
pq

i−p
−q
i

q−p−q
i

1997

Landsberg-Vetral [47] SLq = 1
q−1

(
1∑W

i=1 p
q
i

− 1
)

1998

Kaniadakis [49] SKq =
∑W

i=1
p1+q

i −p1−q
i

2q
2002

Este Caṕıtulo é uma importante fonte geradora de resultados deste trabalho, pois

foi a partir deste que relacionamos a posśıvel entropia S(d, q) , Eq.(5.26), com a mul-

tifractalidade, h(q), das séries temporais. Além disso, conseguimos exibir uma equação

geral para a multifractalidade h(d, q), Eq.(5.24). No Caṕıtulo 7 mostraremos as equações

S(d, q) e h(d, q) aplicadas as séries de ńıveis de água dos rios estudados.
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Caṕıtulo 6

Hidrologia Básica das Principais

Bacias Brasileiras

Diariamente, os ńıveis de água das estações hidrométricas dos rios brasileiros são

medidos pelos técnicos do Serviço Geológico do Brasil (CPRM) e repassados à Agência Na-

cional de Águas (ANA). Para este trabalho, escolhemos dezesseis estações hidrométricas

da ANA, que apresentavam a maior quantidade de medidas cont́ınuas no tempo, situadas

em diferentes rios e zonas climáticas.

Para se ter ideia do comportamento temporal dos ńıveis de água, apresentamos nas

Figuras 6.1, 6.2, 6.3 e 6.4 intervalos das séries hidrológicas de cada estação. O tamanho

dessas séries varia entre 32 e 109 anos, com dados medidos até o ano de 2009. A loca-

lização geográfica das estações estão apresentadas na Figura 1.1 e algumas informações

hidrológicas das mesmas são dadas na Tabela 6.1.

Neste Caṕıtulo, apresentamos uma breve discussão sobre a hidrologia básica das

bacias hidrográficas que abrigam os rios estudados. Com exceção da Figura 1.1, as demais

figuras e tabelas usadas neste Caṕıtulo se encontram no final do mesmo.

6.1 Hidrológia Básica das Principais Bacias Brasileiras

Nesta Seção fazemos uma breve explanação sobre a hidrologia das bacias hidrográficas

que tem pelo menos um dos rios estudado neste trabalho.
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6.1.1 Bacia do Prata

A bacia que abriga os rios Paraná e Paraguai, denominada de Bacia do Prata, é a

segunda maior bacia hidrográfica da América do Sul. Os dois rios juntos tem uma área de

drenagem de 3, 2 milhões km2, sendo que desse total 1, 4 minlhões de km2 estão em solo

brasileiro, o que corresponde a 10, 5% do território do páıs. A Bacia do Prata se estende

pelo Brasil, Uruguai, Boĺıvia, Paraguai e Argentina. Possui cerca de 61% das hidrelétricas

em operação ou construção do Brasil [38].

O rio Paraná possui cerca de 4.900 km de extensão e é o segundo em extensão

na América. É formado pela junção dos rios Grande e Parnáıba. Apresenta o maior

aproveitamento hidrelétrico do Brasil, abrigando a Usina de Itaipu, entre outras. Os aflu-

entes do Paraná, como o Tietê e o Paranapanema, também apresentam grande potencial

hidrelétrico. Sua navegabilidade e a de seus afluentes vem aumentando devido a cons-

trução da hidrovia Tietê-Paraná. A hidrovia serve para o transporte de cargas, pessoas e

véıculos, tornando-se uma importante ligação com os páıses do Mercosul. São 2.400 km

de percurso navegável ligando as localidades de Anhembi e Foz do Iguaçu. Em função de

suas diversas quedas, o rio Paraná possui navegação de porte até a cidade argentina de

Rosário, sendo o quarto do mundo em drenagem, drenando todo o centro-sul da América

do Sul, desde as encostas dos Andes até a Serra do Mar.

O rio Paraguai possui cerca de 2.550 km de extensão ao longo dos territórios brasileiro

e paraguaio. Tem sua origem na serra de Araporé, a 100 km de Cuiabá (MT). Seus prin-

cipais afluentes são os rios Miranda, Taquari, Apa e São Lourenço. Antes de se juntar ao

rio Paraná para formarem o rio da Prata, o rio Paraguai banha o Paraguai e a Argentina,

além disso, ele drena o Pantanal Mato-Grossense que é uma área de grande interesse

ecológico [38].

6.1.2 Bacia do São Francisco

A Bacia do São Francisco, com área de drenagem de 640.000 km2, estende-se pelos

Estados de Minas Gerais, Bahia, Goiás, Pernambuco, Sergipe e Alagoas, além do Distrito

Federal, representando 7, 5% do território nacional e, devido a sua extensão e aos dife-

rentes ambientes percorridos, ela se divide em quatro unidades fisiográficas: na região do

Alto São Francisco, correspondente a 19% da área da bacia, que vai da nascente até a

cidade de Pirapora, MG; no Médio São Francisco, que se estende de Pirapora a Remanso,
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BA, correspondente a 50% da bacia; no Submédio São Francisco, de Remanso até Paulo

Afonso, BA correspondente a 24% da bacia e no Baixo São Francisco, que vai de Paulo

Afonso até a foz correspondente a 7% da bacia [39].

O rio São Francisco nasce em Minas Gerais, na serra da Canastra, e atravessa o sertão

semi-árido mineiro e baiano, o que possibilita a sobrevivência da população ribeirinha de

baixa renda, a irrigação de pequenas propriedades e a criação de gado. Possui grande

aproveitamento hidrelétrico, abastecendo não só a região Nordeste, como também parte da

região Sudeste. Até a sua foz, na divisa dos estados de Alagoas e Sergipe, o São Francisco

percorre 3.160 km. Seus principais afluentes são os rios Paracatu, Carinhanha e Grande

na margem esquerda e os rios Salitre, das Velhas e Verde Grande na margem direita.

Embora atravesse um longo trecho em clima semi-árido, é um rio perene e navegável por

cerca de 1.800 km, desde Pirapora (MG) até a cachoeira de Paulo Afonso. Apresenta

fortes quedas em alguns trechos, e tem seu potencial hidrelétrico aproveitado através das

Usinas de Paulo Afonso, Sobradinho, Três Marias e Moxotó, entre outras. O rio São

Francisco liga as duas regiões mais populosas e de mais antigo povoamento: Sudeste e

Nordeste.

6.1.3 Bacia dos Rios Tocantins e Araguaia

A bacia dos rios Tocantins-Araguaia tem área de drenagem de 767.164 km2, e

constitui a maior bacia hidrográfica inteiramente situada em território brasileiro (9% do

território nacional), abrangendo os estados de Goiás (25, 7%), Tocantins (36, 3%), Pará

(16, 5%), Maranhão (3, 8%), Mato Grosso (17, 6%) e o Distrito Federal (0, 1%). Na região

da bacia estão presentes os biomas Floresta Amazônica, ao norte e noroeste, e Cerrado

nas demais áreas, incluindo a transição Floresta-Cerrado [40, 41].

Seu rio principal, o Tocantins, nasce na confluência dos rios Maranhão e Paraná, em

Goiás, percorrendo 2.640 km até desembocar na foz do Amazonas. Durante o peŕıodo de

cheias, seu trecho navegável é de 1.900 km, entre as cidades de Belém (PA) e Peixe (GO).

Em seu curso inferior, situa-se a Hidrelétrica de Tucurúı, a segunda maior do páıs, que

abastece os projetos de mineração da Serra do Carajás e da Albrás.

O rio Araguaia nasce na serra das Araras, no Mato Grosso, na fronteira com Goiás.

Tem cerca de 2.600 km de extensão e desemboca no rio Tocantins em São João do

Araguaia, logo antes de Marabá (Pa). No extremo Nordeste de Mato Grosso, o rio divide-
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se em dois braços, pela margem esquerda o rio Araguaia e pela margem direita o rio

Javaés, por aproximadamente 320 km, formando a ilha do Bananal, maior ilha fluvial do

mundo. O rio é navegável por cerca de 1.100 km, entre São João do Araguaia e Beleza,

porém, não possui nenhum centro urbano de destaque ao longo desse trecho.

O regime hidrológico da bacia é bem definido. No Tocantins, a época de cheia

estende-se de outubro a abril, com pico em fevereiro, no curso superior, e março, nos

cursos médio e inferior. No Araguaia, as cheias são maiores e um mês atrasadas com

relação ao Tocantins, isso em decorrência do extravasamento da plańıcie do Bananal. Os

dois rios secam entre maio e setembro, com picos de seca em setembro [38].

6.1.4 Bacia Amazônica

A bacia Amazônica abriga o sistema fluvial mais extenso e de maior massa ĺıquida

da Terra, sendo coberta pela maior floresta tropical do planeta. É delimitada ao norte

e ao sul, respectivamente, pelos maciços das Guianas e do Brasil Central, a oeste pela

Cordilheira dos Andes e aberta a leste, onde é acesśıvel a plena entrada dos ventos aĺısios.

O sistema Amazonas/Solimões, principal hidrovia da região tem uma área de drenagem

em torno de 7 milhões de km2 de terras e possui uma vazão anual média de cerca de

176.000 m3/s, sendo responsável por em torno de 15% de toda água doce despejada an-

ualmente nos oceanos[42]. Tem extensão de 6.868 km de comprimento, tornando o sistema

Amazonas/Solimões o maior rio em volume de água e extensão do planeta. Experimentos

recentes comprovam que durante o peŕıodo de águas altas, as larguras médias deste rio

variam de 1 km em Tabatinga a 7 km em Almeirim (Pará) para profundidades que vão

de 30 m em Tefé (Amazonas) até 100 m em Itacoatiara (Amazonas) [38, 17].

A parte brasileira da Amazônia abrange os estados do Amazonas, Pará, Amapá,

Acre, Roraima, Rondônia e Mato Grosso. O sistema Amazonas/Solimões é atravessado

pela linha do Equador, portanto possui afluentes nos dois hemisférios. Os principais

afluentes da margem esquerda são o Japurá, o Negro e o Trombetas e da margem di-

reita o Juruá, o Purus, o Madeira, o Xingu e o Tapajós. Esses rios são de grande

importância econômica, agropecuária, pesqueira e transporte, pois navios oceânicos de

grande porte podem navegar até Manaus, capital do Estado do Amazonas, enquanto em-

barcações menores com até seis metros de calado, podem alcançar a cidade de Iquitos no

Peru, distante 3.700 km do Oceano Atlântico [38].
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No cenário global, a Amazônia tem um importante papel na manutenção do clima

do planeta, pois sequestra carbono da atmosfera diminuindo assim o efeito estufa, o que

nos faz pensar a Amazônia como o ar condicionado do planeta. Existe, também, uma

interessante relação da região com a variação da temperatura na superf́ıcie do mar dos

Oceanos Atlântico e Paćıfico, em particular com os eventos El-Nino e La-Nina, que causam

respectivamente, peŕıodos de poucas e muitas chuvas na Amazônia [24].

O Brasil é sem dúvida um dos mais importantes, se não a mais importante nação,

no âmbito de recursos naturais do globo, pois o seu pujante sistema h́ıdrico, aliado as

suas imensas florestas tem importante papel para a manutenção da vida na Terra. Cada

cidadão que vive nesse páıs é responsável, mesmo que indiretamente, pela qualidade de

vida dos outros habitantes do planeta, pois cada brasileiro tem a responsabilidade de

preservar todo esses imenso patrimonio natural que o Brasil abriga.

As informações sobre a hidrologia básica das bacias apresentadas neste Caṕıtulo,

mostram a importância do sistema h́ıdrico brasileiro para o mundo.

Figura 6.1: Nı́veis de água em metros das estações de: (a) Manaus, (b) Óbidos, (c) Porto

Velho e (d) Fonte Boa no peŕıodo de 2005-2009.
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Tabela 6.1: Informações das estações hidrométricas situadas nos principais rios brasileiros.

Rio Estação Área de Drenagem (103km2) Peŕıodo

Negro Manaus 696,808 1903-2009

Amazonas Óbidos 4680 1968-2009

Madeira Porto Velho 954,285 1967-2009

Solimões Fonte Boa 1227,819 1977-2009

Tocantins Tucurúı 764 1970-2009

Tocantins Marabá 703 1972-2009

Tapajós Santarém 493 1976-2009

Juruá Cruzeiro do Sul 38,537 1968-2009

Araguaia Xambioá 377 1970-2009

Araguaia Conceição do Araguaia 332 1970-2009

Paraná Guáıra 802,150 1921-2009

Paraguai Ladário 459,990 1900-2009

Xingu Altamira 446,203 1969-2009

Paraguai Cáceres 32,774 1966-2009

São Francisco Barra 425 1926-2009

São Francisco Piranhas 610 1927-2009
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Figura 6.2: Nı́veis de água em metros das estações de: (a) Tucurúı, (b) Marabá, (c)

Santarém e (d) Cruzeiro do Sul no peŕıodo de 2005-2009.

Figura 6.3: Nı́veis de água em metros das estações de: (a) Xambioá, (b) Conceição do

Araguaia, (c) Guáıra e (d) Ladário no peŕıodo de 2005-2009.
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Figura 6.4: Nı́veis de água em metros das estações de: (a) Altamira, (b) Cáceres, (c)

Barra e (d) Piranhas no peŕıodo de 2005-2009.
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Caṕıtulo 7

Resultados e Discussões

Neste Caṕıtulo, calculamos via método MF-DFA, a multifractalidade das séries

de ńıveis de água das estações de Manaus, Óbidos, Porto Velho, Fonte Boa, Santarém,

Cruzeiro do Sul, Xambioá, Conceição do Araguaia, Tucurúı, Marabá, Ladário, Altamira,

Cáceres, Barra, Piranhas e Guáıra, as quais podem ser localizadas na Figura 1.1. Exibimos

ainda, uma expressão anaĺıtica para o expoente de Hurst generalizado. Comparamos,

também, a posśıvel entropia S(d, q), Eq.(5.26), com a conhecida entropia de Tsallis [44].

Para a obtenção dos espectros multifractais das séries de ńıveis de água das estações

hidrométricas estudadas, desenvolvemos um programa em linguagem MatLab 7.0, que

segue o conjunto de equações que compõem o MF-DFA, exposto na Seção 4.1. O com-

putador usado para rodar o programa foi um Acer TravelMate 2480− 2779, processador

Intel Celeron com 1, 73 GHz. O tempo médio de execução do programa para as séries

supracitadas foi de, aproximadamente, 20 minutos. A validação do programa foi feita

através dos resultados anaĺıticos da multifractalidade do Modelo Multifractal Binomial.

7.1 Validação do Programa

Nesta Seção, comparamos os resultados anaĺıticos obtidos para a multifractalidade

do Modelo Multifractal Binomial com os resultados númericos via MF-DFA, objetivando

validar o nosso programa em linguagem Matlab 7.0.

Na validação do programa, geramos três séries temporais do modelo binomial mul-

tifractal, Eq.(4.15). Os valores do parâmetro a deste modelo foram (0, 60; 0, 75; 0, 90).

Calculamos os espectros de h(q) através do método MF-DFA e comparamos com valores
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anaĺıticos, Eq.(4.19). Comparamos, ainda, os valores simulados e anaĺıticos dos expoentes

τ(q), Eq.(4.18) e D(q), Eq.(4.22). O expoente f(α), Eq.(4.21), foi calculado apenas para

a = 0, 75. Os resultados podem ser observados nas Figuras 7.1 e 7.2, onde notamos uma

boa concordância, com erros em torno de ±1%, entre os valores anaĺıticos e os simulados

via MF-DFA.

Nos limitaremos apenas ao cálculo do expoente h(q) das séries de ńıveis de água,

visto que os expoente τ(q), D(q) e f(α) medem a mesma propriedade das séries temporais.

Uma vez demonstrada a confiabilidade do programa, utilizamos as séries de ńıveis

de água como dados de entrada, e assim obtivemos os expoentes de Hurst generalizados.

Figura 7.1: Expoentes multifractais (a) h(q), (b) τ(q) e (c) D(q) para as séries do modelo

multifractal binomial com parâmetros a = 0, 60; 0, 75 e 0, 90. As linhas cont́ınuas repre-

sentam os resultados anaĺıticos, enquanto que os pontos em forma ćırculo, triângulo e

quadrado são os valores simulados via MF-DFA.
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Figura 7.2: Espectro de singularidade f(α) versus α para a = 0, 75, determinado via

transformada de Legendre, Eq.(4.14b).
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7.2 Multifractalidade das Séries de Nı́veis de Água

7.2.1 Resultados

As Figuras 7.3, 7.4 e 7.5 mostram o DFA1 para os ńıveis de água das estações em

estudo neste trabalho. Da análise dos gráficos log-log de F2(s) versus s, observamos a

existência de uma mudança de inclinação, a qual ocorre entre 300 e 366 dias. Esse efeito

é devido ao ciclo hidrológico, ou seja, devido a componente sazonal presente nas séries

temporais. No Apêndice A mostramos detalhadamente o surgimento desse efeito.

Para caracterizar as propriedades estat́ısticas da flutuação dos ńıveis de água, calcu-

lamos os expoentes de Hurst para pequenas escalas temporais, H = h1(2)−1, até o ponto

da mudança de inclinação. Os valores de h1(2) e H para cada estação estão apresenta-

dos na Tabela 7.1. Como se pode notar, todas as séries tratadas apresentam h1(2) > 1,

portanto, são séries não estacionárias.

A existência de multifractalidade nas séries foi analisada a partir do MF-DFA através

da obtenção dos expoentes de Hurst generalizados, h(q), apresentados nas Figuras 7.6, 7.7

e 7.8. Outro interesse deste trabalho foi identificar o tipo de multifractalidade presente

nos dados. Para isso, embaralhamos as séries de ńıveis de água e calculamos os hshuf (q),

como pode ser observado nas figuras citadas acima.

7.2.2 Discussão

Das Figuras 7.6, 7.7 e 7.8, notamos que os h(q) dos ńıveis de água apresentam forte

dependência em q, indicando a presença de multifractalidade nas séries. Observamos ainda

que as linhas de h(q)shuf são, praticamente, independente de q, isto é, hshuf (q) ≈ 0, 5.

Portanto, o tipo de multifractalidade presente nas séries das estações é do tipo (ii), ou

seja, a multifractalidade, essencialmente, ocorre devido as diferentes correlações nas séries

hidrológicas (ver Seção 4.1).

Através dos expoentes de Hurst, H, mostrados na Tabela 7.1, observamos que as

séries das estações de Xambioá, Guáıra e Cruzeiro do Sul apresentam correlações de curto

alcance, isto é, antipersistência, pois H < 0, 5. Para as estações de Piranhas e Barra,

temos H ≈ 0, 5, caracterizando séries descorrelacionadas. Para as demais estações, as

séries exibem persistência, visto que H > 0, 5. Para as estações situadas em pontos

de confluência na Bacia Amazônica, os dados de ńıveis de água apresentam uma forte
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correlação tendo H ≈ 0, 85, isto quer dizer, que os ciclos hidrológicos passados da Bacia

Amazônica tem forte influência em seus ciclos atuais. É posśıvel, que essa caracteŕıstica

esteja relacionada com o fato da Amazônia ser considerada como um regular térmico do

planeta [17].

Tabela 7.1: Expoentes h1(2) e H para baixas escalas

Estação h1(2) H = h1(2)− 1

Ladário 1, 86± 0, 01 0, 86± 0, 01

Óbidos 1, 86± 0, 01 0, 86± 0, 01

Manaus 1, 85± 0, 01 0, 85± 0, 01

Santarém 1, 84± 0, 01 0, 84± 0, 01

Conceição do Araguaia 1, 80± 0, 01 0, 80± 0, 01

Altamira 1, 76± 0, 01 0, 76± 0, 01

Porto Velho 1, 73± 0, 01 0, 73± 0, 01

Marabá 1, 711± 0, 009 0, 711± 0, 009

Fonte Boa 1, 69± 0, 01 0, 69± 0, 01

Tucurúı 1, 663± 0, 008 0, 663± 0, 008

Cáceres 1, 652± 0, 006 0, 652± 0, 006

Piranhas 1, 527± 0, 006 0, 527± 0, 006

Barra 1, 514± 0, 006 0, 514± 0, 006

Xambioá 1, 419± 0, 005 0, 419± 0, 005

Guáıra 1, 385± 0, 007 0, 385± 0, 007

Cruzeiro do Sul 1, 323± 0, 005 0, 323± 0, 005
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Figura 7.3: DFA1 das séries de ńıveis de águas em escala log-log de F2(s) versus s das

estações de: (a) Manaus, (b) Óbidos, (c) Porto Velho, (d) Fonte Boa, (e) Santarém e (f)

Cruzeiro do Sul. A reta vertical indica o valor de s no ponto da mudança de inclinação.

h1 é coeficiente angular da reta antes do ponto de mudança de inclinação. O intervalo

usado foi de 10 ≤ s ≤ 2000 dias.
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Figura 7.4: DFA1 das séries de ńıveis de águas em escala log-log de F2(s) versus s das

estações de: (a) Xambioá (b) Conceição do Araguaia, (c) Guáıra, (d) Ladário, (e) Cáceres

e (f) Barra. A reta vertical indica o valor de s no ponto da mudança de inclinação. h1 é

coeficiente angular da reta antes do ponto de mudança de inclinação. O intervalo usado

foi de 10 ≤ s ≤ 2000 dias.
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Figura 7.5: DFA1 das séries de ńıveis de águas em escala log-log de F2(s) versus s das

estações de: (a) Piranhas, (b) Tucurúı, (c) Marabá e (d) Altamira. A reta vertical indica

o valor de s no ponto da mudança de inclinação. h1 é coeficiente angular da reta antes

do ponto de mudança de inclinação. O intervalo usado foi de 10 ≤ s ≤ 2000 dias.
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Figura 7.6: Expoente de Hurst generalizado h(q) para as séries originais e embaralhadas

das estações de: (a) Manaus, (b) Óbidos, (c) Porto Velho, (d) Fonte Boa, (e) Santarém

e (f) Cruzeiro do Sul. Os śımbolos (—) representam os pontos de h(q) obtidos a partir

da Eq.(7.1), onde a e b são parâmetros da mesma, (4) pontos de h(q)shuf , (◦) pontos de

h(q) simulados via MF-DFA, todos obtidos no intervalo de 10 ≤ s ≤ 2000 dias.
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Figura 7.7: Expoente de Hurst generalizado h(q) para as séries originais e embaralhadas

das estações de: (a) Xambioá, (b) Conceição do Araguaia, (c) Tucurúı, (d) Marabá, (e)

Ladário e (f) Altamira. Os śımbolos (—) representam os pontos de h(q) obtidos a partir

da Eq.(7.1), onde a e b são parâmetros da mesma, (4) pontos de h(q)shuf , (◦) pontos de

h(q) simulados via MF-DFA, todos obtidos no intervalo de 10 ≤ s ≤ 2000 dias.
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Figura 7.8: Expoente de Hurst generalizado h(q) para as séries originais e embaralhadas

das estações de: (a) Cáceres, (b) Barra, (c) Piranhas e (d) Guáıra. Os śımbolos (—)

representam os pontos de h(q) obtidos a partir da Eq.(7.1), onde a e b são parâmetros da

mesma, (4) pontos de h(q)shuf , (◦) pontos de h(q) simulados via MF-DFA, todos obtidos

no intervalo de 10 ≤ s ≤ 2000 dias.
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7.3 Expressão Anaĺıtica para o Expoente de Hurst

Na Seção 4.3, demonstramos como obter analiticamente o expoente de multifrac-

talidade para o modelo binomial, Eq.(4.15). Esta equação é análoga a de um sistema de

competição do tipo mapa loǵıstico [37]. Kantelhardt et al., (2003) [12], ao caracterizar

a multifractalidade de séries de vazão de rios na Europa, USA e África, propôs trocar

(1− a) por b na Eq.(4.19), isto é,

hmodf (q) =
1

q
− ln[aq + bq]

qln(2)
. (7.1)

Adotando esta proposta, assumimos também que o expoente de multifractalidade

das séries de ńıveis de água obedeça a Eq.(7.1). Os parâmetros a e b foram estimados

a partir de um ajuste por mı́nimos quadrados dos h(q) simulados via MF-DFA e estão

mostrados nas Figuras 7.6, 7.7 e 7.8. Para todas as séries tratadas, a referida equação

ajustou-se aos pontos simulados com erros de até 3%.

Apesar da Eq.(7.1) se ajustar aos pontos simulados via MF-DFA, verificamos que

a soma dos parâmetros a e b não é igual à unidade, o que contraria o Modelo Binomial

Multifractal. A fim de sanar esse problema, lançamos mão da Eq.(5.24). Esta equação

impõe a condição de que a soma dos coeficietes pi seja igual a unidade, visto que tais

parâmetros são probabilidades.

7.3.1 Resultados

Nas Figuras 7.9, 7.10 e 7.11, mostramos as curvas multifractais, h(d, q), geradas

a partir da Eq.(5.24), e h(q) simulados via MF-DFA, onde exibimos os valores de d e

os coeficientes pi. Obtivemos um excelente ajuste entre h(d, q) e a simulação via MF-

DFA com erros inferiores a 1%. Na Tabela 7.2 estão apresentados os valores da Soma

Quadrática dos Reśıduos, SQR =
∑

j(Fj−F(MF−DFA)j)
2, onde o F pode ser tanto hmodf (q)

do modelo binomial quanto h(d, q) e FMF−DFA são os pontos calculados via MF-DFA.

7.3.2 Discussão

Segundo vários estudos, o principal fator que influencia a variação anual dos ńıveis

de água dos rios brasileiros é a chuva, que cai sobre o páıs, oriunda e influenciada pelos

Oceanos Atlântico e Paćıfico [33, 34, 24, 35]. Em determinado peŕıodo do ano, o padrão
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de chuvas é controlado pelo Oceano Atlântico e no outro pelo Paćıfico, o que configura um

sistema de competição [36]. Quando o fenômeno atmosférico El Ninõ-Southern Oscilation

surge, ele força a componente precipitação e, com isso, a variação dos ńıveis de água pode

ser menor ou maior na América do Sul [20, 23]. Portanto, os ńıveis de água dos rios do

Brasil são resultados de uma complexa correlação entre as variáveis climáticas em escalas

locais, regionais e globais. Isso mostra que, se levarmos em conta apenas o sistemas

Atlântico/Paćıfico, é conveniente escolher o número de probabilidades da Eq.(5.24) como

W = 2. No entanto, as bacias brasileiras são grandes demais para terem o seu ciclo

hidrológico controlado apenas pelos oceanos supracitados. Devido a essa peculiaridade,

supomos que cada bacia deva ter outros mecanismos de controle das chuvas. Caso essa

suposição seja verdadeira, as chuvas na Ámerica do Sul e em particular no Brasil seguem

um sistema tŕıade composto por Atlântico-Bacia-Paćıfico. Esta suposição não significa um

número de termos W = 3 na Eq.(5.24), pois as bacias tem grandes dimensões e podem

possuir outros mecanismos intŕınsicos a cada bacia. Como exemplo, citamos a Bacia

Amazônica que em sua parte central se divide em duas grandes bacias, a do Rio Solimões

e a do Rio Negro. Na região do encontro das águas, próximo a estação hidrométrica de

Manaus, o ńıvel de água dessa estação sofre influência tanto do Rio Solimões quanto do

Rio Negro, o que nos permite inferir que W ≥ 3.

Na Tabela 7.3 exibimos as SQR de ajustes feitos pela Eq.(5.24) aumentado o número

de termos de probabilidade para W + 1. Quando comparamos os valores da SQR[h(d, q)]

da Tabela 7.2 com os SQR[h(d, q)]W+1 da Tabela 7.3, observamos o aumento desta medida

para W + 1 termos, o que mostra que a Eq.(5.24) não trata-se apenas de uma simples

expansão de termos. Ainda na Tabela 7.3, notamos que a SQR[h(1, q)] aumenta quando

d = 1, mostrando assim que o parâmetro d é importante na Eq.(5.24), pois possue valor

definido e diferente de 1 para cada estação.

Os valores do parâmetro d apresentados nas Figuras 7.9, 7.10 e 7.11 das estações

situadas em rios que possuem sazonalidade bem definida, flutuam em torno de um valor

médio, por exemplo: Manaus, Óbidos e Santarém, localizadas nas emediações do médio

Solimões/Amazonas, são em torno de 1, 46. As estações de Barra e Piranhas, situadas no

Rio São Francisco, apresentam valores de d próximos a 1, 25. As estações de Conceição do

Araguaia e Xambioá, situadas no Rio Araguaia, apresentam d ≈ 1, 45. Tucurúı e Marabá,

localizadas no Rio Tocantins, exibem valores de d ≈ 1, 40.
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Observe que, para as estações de Cáceres e Ladário no Rio Paraguai, os valores de

d são diferentes, isso parece contrariar o padrão observado em outras estações que estão

localizadas na mesma bacia. Na realidade isso reforça, haja vista que o parâmetro d

está relacionado com a variabilidade espaçial da sazonalidade dos ńıveis da água de cada

estação. No caso de Cáceres e Ladário, é posśıvel que essa diferença surja em virtude de

alguma anomalia climática ou geológicas na região dessas estações.

A amplitude sazonal1 das estações de Manaus, Óbidos e Santarém não apresenta

grande diferença de um ano para outro, conforme é mostrado nas Figuras 6.1 e 6.2.

Enquanto as estações de Cáceres e Ladário, o pulso sazonal apresenta tais diferenças,

observe as Figuras 6.3 e 6.4. A fim evidenciar a relação entre a sazonalidade e o parâmetro

d, calculamos a evolução temporal do parâmetro d e do desvio padrão da amplitude sazonal

no peŕıodo de 1995−2009 das estações de Manaus e Ladário, na Figura 7.12 notamos que

a estação de Manaus apresenta uma amplitude sazonal mais comportada que a estação

de Ladário. A evolução temporal de d foi efetuada, levando em conta as séries dos anos

anteriores mais a contribuição do respectivo ano. Por exemplo o valor de d de 1995 para

a estação de Manaus foi obtido a partir dos dados no peŕıodo de 1903− 1995, em 1996 o

peŕıodo mudou para 1903− 1996 e assim por diante. Para o cálculo do desvio padrão da

amplitude sazonal, procedemos de maneira análoga ao caso do parâmetro d.

De posse desses resultados, calculamos a correlação entre o parâmetro d e o desvio

padrão da amplitude sazonal. Na Figura 7.13, apresentamos a evolução temporal de d

normalizado2, bem como os valores das correlações. Nesta figura, notamos pelos valores

das correlações que realmente existe uma relação entre o parâmetro d e o desvio da am-

plitude sazonal dos ńıveis de água das respectivas estações. Na mesma figura, observamos

que em Manaus a sazonalidade é bem definida, uma vez que o valor anual de d varia na

terceira casa decimal. Em Ladário o parâmetro d varia na segunda casa decimal, o que

vamos tomar como sazonalidade não bem comportada. Isso evidência, que o parâmetro

d serve como uma espécie de assinatura em cada trecho de um determinado rio.

1Considere a amplitude sazonal como sendo a diferença entre o ńıvel máximo e mı́nimo em um ciclo

hidrológico
2A normalização foi efetuada dividindo todos os valores pelo máximo valor do peŕıodo.
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Figura 7.9: Expoente de Hurst generalizado para as séries de ńıveis de água das estações

de: (a) Manaus, (b) Óbidos, (c) Porto Velho, (d) Fonte Boa, (e) Santarém e (d) Cruzeiro

do Sul. Os śımbolos (—) representam os pontos de h(d, q) obtidos a partir da Eq.(5.24),

pi e d são parâmetros desta equação, o (◦) são os pontos de h(q) simulados via MF-DFA,

todos obtidos no intervalo de 10 ≤ s ≤ 2000 dias.
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Figura 7.10: Expoente de Hurst generalizado para as séries de ńıveis de água das estações

de (a) Xambioá, (b) Conceição do Araguaia, (c) Tucurúı, (d) Marabá, (e) Ladário e (d)

Altamira. Os śımbolos (—) representam os pontos de h(d, q) obtidos a partir da Eq.(5.24),

pi e d são parâmetros desta equação, o (◦) são os pontos de h(q) simulados via MF-DFA,

todos obtidos no intervalo de 10 ≤ s ≤ 2000 dias.
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Figura 7.11: Expoente de Hurst generalizado para as séries de ńıveis de água das estações

de (a) Cáceres, (b) Barra, (c) Piranhas e (d) Guáıra. Os śımbolos (—) representam os

pontos de h(d, q) obtidos a partir da Eq.(5.24), pi e d são parâmetros desta equação, o (◦)

são os pontos de h(q) simulados via MF-DFA, todos obtidos no intervalo de 10 ≤ s ≤ 2000

dias.
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Tabela 7.2: Soma Quadrática dos Reśıduos para os expoentes h(q)modf (q) e h(d, q).

Estação SQR[h(q)modf ] SQR[h(d,q)] SQR[h(q)modf ]/SQR[h(d,q)]

Manaus 1, 90× 10−3 1, 30× 10−5 1, 46× 102

Óbidos 1, 90× 10−3 1, 16× 10−5 1, 63× 102

Porto Velho 1, 51× 10−4 8, 28× 10−7 1, 83× 102

Fonte Boa 2, 10× 10−4 1, 50× 10−4 1, 40

Santarém 6, 11× 10−4 1, 74× 10−4 3, 51

Cruzeiro do Sul 7, 32× 10−4 6, 61× 10−5 1, 11× 101

Xambioá 4, 43× 10−4 2, 73× 10−4 1, 63

Conceição do Araguaia 48, 00× 10−4 2, 02× 10−6 2, 38× 103

Tucurúı 1, 00× 10−3 6, 16× 10−4 1, 62

Marabá 5, 06× 10−4 9, 00× 10−5 5, 62

Ladário 1, 90× 10−4 1, 1× 10−4 1, 73

Altamira 14, 30× 10−3 4, 0× 10−3 3, 50

Cáceres 4, 40× 10−3 8, 95× 10−4 4, 92

Barra 2, 85× 10−4 1, 19× 10−4 2, 39

Piranhas 2, 85× 10−4 3, 64× 10−5 7, 83

Guáıra 2, 43× 10−4 1, 59× 10−5 1, 53× 101
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Tabela 7.3: Soma Quadrática dos Residuos para h(d, q), SQR[h(d, q)]W+1, com W + 1

probabilidades e para h(1, q), SQR[h(1, q)]W , com W probabilidades. Os valores de d

usados na SQR[h(d, q)]W+1 são os mesmos mostrados nas Figuras 7.9, 7.10 e 7.11.

Estação W SQR[h(d,q)]W+1 SQR[h(1,q)]W

Manaus 5 0, 35 8, 71

Óbidos 4 0, 38 2, 52

Porto Velho 5 0, 29 9, 25

Fonte Boa 5 0, 28 5, 69

Santarém 5 0, 21 8, 92

Cruzeiro do Sul 5 0, 41 3, 41

Xambioá 4 0, 31 4, 32

Conceição do Araguaia 5 0, 29 10, 08

Tucurúı 4 0, 40 0, 91

Marabá 4 0, 18 1, 34

Ladário 5 0, 12 3, 54

Altamira 4 0, 31 1, 18

Cáceres 5 0, 31 5, 42

Barra 5 0, 27 3, 54

Piranhas 5 0, 27 4, 62

Guáıra 5 0, 39 4, 20
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Figura 7.12: Nı́veis de água em metros das estações de: (a) Manaus (1903-2009) e (b)

Ladário (1900-2009).
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Figura 7.13: Evolução temporal normalizada do parâmetro d para as estações de Manaus

(preto) e Ladário (vermelho) no peŕıodo de 1995 − 2009. Nos quadros são mostrados os

valores das correlações e significância (p-value) entre d e a evolução temporal do desvio

padrão da amplitude sazonal dos ńıveis de água de cada estação. A normalização foi

efetuada dividindo todos os valores de d pelo máximo valor no peŕıodo de cada estação.

71



7.4 Comparação Entrópica

Nesta Seção fazemos uma breve comparação entre as entropias de Boltzmann-Gibbs-

Shannon SBG, Tsallis STq [44] com a posśıvel entropia S(d, q), Eq.(5.26), veja Tabela

5.1. Na Figura 7.14, temos SBG, STq e S(d, q) para um sistema equiprovável em que o

número de estados aumenta conforme a relação pi = 1/Wi, por exemplo, se W = 2, então

p1 = p2 = 1/2, ou W = 3, então p1 = p2 = p3 = 1/3 e assim por diante.

Uma vez que a soma dos coeficientes pi na Eq.(5.24) é igual a unidade, podemos,

então, caracterizar S(d, q) em função do expoente de Holder, α(d, q), Eq.(5.20). Nas Fig-

uras 7.15, 7.16 e 7.17, apresentamos as entropias S(d, q) versus α(d, q), onde é observado

que para um determinado par (d, q) existe uma entropia máxima que é igual a unidade

para todas séries hidrológicas. Os valores de q variam no intervalo −40 ≤ q ≤ 40 e o

parâmetro d usado é o mesmo apresentado nas Figuras 7.9, 7.10 e 7.11.

Mostramos na Eq.(5.27), que para sistemas equiprováveis, temos S(d, q) = SBG,

o que é observado na Figura 7.14, ou seja, o comportamento de S(d, q) independe dos

valores de d e q, enquanto STq varia com q. Para q = 1 e d = 1, tanto S(d, q) quanto STq

aumentam conforme o valor W aumenta, tendo os seus valores idênticos a entropia SBG.

Este resultado é esperado, uma vez que a entropia de SBG estabelece que quanto maior o

número de estados acesśıveis, W , maior a desordem, ou seja, maior a entropia.

Em linhas gerais, mostramos que a posśıvel entropia S(d, q) recupera resultados

clássicos, tais como: a entropia de SBG e a independência de d e q para sistemas equiprováveis.

Esse último efeito não é observado na proposta STq . Além disso, a equação S(d, q) ≥ 0 é

côncava, isto é, é uma função que apresenta um só um máximo, o que é observado nas Fig-

uras 7.15, 7.16 e 7.17. Porém, a estimação da distribuição de probabilidade e os aspectos

de extensividade e aditividade não foram tratados por não ser o foco deste trabalho.
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Figura 7.14: Entropias para um sistema equiprovável, onde pi = 1/W , para três valores

de q = (0, 2; 1; 2): (a) S(d, q), (b) STq e (c) comparação entre SBG, STq e S(d, q) para q = 1.

W no eixo das abscissas representa o número de estados do sistema.

73



Figura 7.15: Entropia S(d, q) versus o expoente de Holder, α(d, q), para as séries de ńıveis

de água das estações de: (a) Manaus, (b) Óbidos, (c) Porto Velho, (d) Fonte Boa, (e)

Santarém e (d) Cruzeiro do Sul.
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Figura 7.16: Entropia S(d, q) versus o expoente de Holder, α(d, q), para as séries de

ńıveis de água das estações de (a) Xambioá, (b) Conceição do Araguaia, (c) Tucurúı, (d)

Marabá, (e) Ladário e (d) Altamira.
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Figura 7.17: Entropia S(d, q) versus o expoente de Holder, α(d, q), para as séries de ńıveis

de água das estações de (a) Cáceres, (b) Barra, (c) Piranhas e (d) Guáıra.
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Caṕıtulo 8

Conclusões e Perspectiva

Neste trabalho, usamos o método MF-DFA para investigar o comportamento com-

plexo das propriedades de escala das séries de ńıveis de água a partir da perspectiva

multifractal para dezesseis estações brasileiras. Estas estações se encontram sediadas

nas cidades de Manaus, Óbidos, Porto Velho, Fonte Boa, Tucurúı, Marabá, Santarém,

Cruzeiro do Sul, Xambioá, Conceição do Araguaia, Guáıra, Altamira, Cáceres, Barra e

Piranhas (veja Figura 1.1).

A análise multifractal via MF-DFA das séries dos ńıveis de água das estações hidroló-

gicas estudadas revelam que essas séries exibem multifractalidade, uma vez que os ex-

poentes de Hurst generalizados, h(q), dependem fortemente de q. Além disso, o tipo

de multifractalidade presente é devido essencialmente à existência de diferentes tipos de

correlações nas séries temporais. Nas Figuras 7.6, 7.7 e 7.8, observamos que o expoente

h(2) de todas as séries estudadas apresentam uma mudança de inclinação, a qual ocorre

entre os dias 330 e 360 de um ano, coincidindo com um peŕıodo do ciclo hidrológico, o

que está de acordo com trabalho de Zhang et al., (2008) [15]. Observamos ainda, que os

valores do expoente até o ponto da mudança de inclinação, h1(2), mostrados na Tabela

7.1, são próximos para as estações localizadas em Manaus, Óbidos e Santarém, que têm

como principal caracteŕıstica f́ısica comum o fato de serem pontos de confluência de rios e

pertencerem a mesma bacia, a bacia Amazônica. Vale ressaltar que apesar de Fonte Boa

na Figura 1.1 aparecer como localizada em um ponto de confluência, na realidade ela está

situada a aproximadamente 150 km deste ponto.

Verificamos que o tratamento multifractal, dispensado a cada série de ńıveis de

água, exibe famı́lias de expoentes de Hurst generalizados que são únicas de cada estação
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hidrológica (veja Figuras 7.6, 7.7 e 7.8). Este fato nos permite afirmar que o expoente de

Hurst é como uma impressão digital de cada estação hidrológica, o que corrobora com o

trabalho de Kantelhardt et al., (2003) [12].

O trabalho apresenta duas equações anaĺıticas capazes de fitar o espectro multifractal

das séries de ńıveis de água: a primeira foi obtida através do Modelo Multifractal Binomial,

Eq.(7.1), e a segunda a partir da generalização do d−Processo Multiplicativo Multinomial,

Eq.(5.24). Nas Figuras 7.6, 7.7 e 7.8, notamos que embora a Eq.(7.1) fite os pontos

simulados via MF-DFA, com erros em torno de 3%, esta apresenta o vies de não ter a

soma dos parâmetros igual a unidade, o que é um aspecto indesejável, haja vista que

a mesma tem origem no Modelo Multifractal Binomial, o qual preconiza que a soma

dos parâmetros seja igual a unidade. Contornamos esse problema usando a Eq.(5.24).

No decorrer da generalização do d−Processo Multiplicativo Multinomial deduzimos um

expoente de Holder, α(d, q), que depende dos parâmetros d e q, e não apenas de q como

é apresentado na literatura [25, 27]. A partir disso, exibimos um expoente de Hurst

generalizado h(d, q), Eq.(5.24), de tal sorte que além da soma dos coeficientes retornarem

à unidade, o ajuste dos espectros por essa equação em algumas estações, chega a ser

mais de cem vezes melhor que o realizado pela Eq.(7.1), como mostrado na Tabela (7.2).

Nas Figuras 7.9, 7.10 e 7.11, apresentamos os expoentes de Hurst simulados via MF-DFA

e anaĺıticos dados pela Eq.(5.24). Para esta equação, foi mostrado que aumentando o

número de probabilidade para W + 1 termos, temos uma piora na qualidade do ajuste.

Mostramos assim, que as séries dos ńıveis de água dos principais rios do Brasil seguem

uma mesma equação para a geração dos espectros multifractais, e que esta não é uma

simples expansão de termos.

A multifractalidade, gerada pela Eq.(5.24), mostrou um interessante padrão nos

valores de d das estações localizadas em rios que apresentam sazonalidade bem definida,

conforme explanamos no Caṕıtulo 7. A partir desses padrões, o nosso estudo sugere que

cada trecho de um determinado rio exibe um parâmetro d caracteŕıstico dele, ou seja,

o d serve como uma espécie de assinatura de estações com sazonalidade bem definida,

mostrando a importância desse parâmetro na Eq.(5.24).

A Eq.(5.24) sugere uma universalidade para a multifractalidade dos fenômenos de

escoamento de rios. Supomos que essa universalidade seja devida a existência de uma

invariância de escala espaço-tempo existente no ciclo hidrológico. A invariância espacial é
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proposta em virtude das séries estudadas serem provenientes de diversas regiões do Brasil

com zonas climáticas distintas. O fato das séries serem de tamanhos que variam entre 32

e 109 sugere uma invariância temporal. A proposta dessa universalidade é refoçada pelo

trabalho de Kantelhardt et al., (2003) [12], pois neste a Eq.(7.1), que é um caso particular

da Eq.(5.24), é usada para fitar os espectros multifractais de vários rios do globo. Por

isso, acreditamos que Eq.(5.24) represente a multifractalidade de ńıveis de água e vazões

dos principais sistemas hidrológicos do planeta.

Nesse trabalho, propomos uma posśıvel entropia S(d, q), Eq.(5.26), e comparamos

essa com a entropia STq de Tsallis para um sistema equiprovável (veja Tabela 5.1 e Figura

7.14). Um importante resultado de S(d, q) é que seu valor, em sistemas equiprováveis, é

idêntico ao conhecido resultado da entropia de Boltzmann-Gibbs-Shannon, ou seja, para

pi = p temos que S(d, q) independe de d e q. Este fato não ocorre para STq , pois esta

depende de q mesmo em sistemas equiprováveis.

Nas Figuras 7.15, 7.16 e 7.17, exibimos a posśıvel entropia S(d, q) versus o expoente

de Holder α(d, q). Todos os gráficos dessas figuras apresentam uma entropia máxima igual

a unidade para um par espećıfico de d e q, o que mostra que S(d, q) é côncava. Disso,

temos que a caracterização multifractal dos ńıveis de água está diretamente relacionada

com a posśıvel entropia S(d, q).

Esse trabalho se mostra útil do ponto de vista acadêmico, pois propõe uma posśıvel

entropia, que poderá ser explorada tanto no campo do formalismo multifractal, quanto

no termodinâmico. O trabalho colabora, também, para uma melhor compreenssão das

propriedades de escala dos processos hidrológicos dos rios brasileiros, propiciando assim

um entendimento f́ısico mais detalhado do comportamento sazonal dos ńıveis de água dos

rios. Os resultados do trabalho podem ainda ser usados nas questões relacionadas ao

gerenciamento h́ıdrico, dando a este uma significativa relevância social.

Como perspectiva futura, um estudo considerando o DFA2 ou de ordens superiores,

poderá ser feito com o objetivo de verificar se as propriedades de escala observadas no

DFA1 para as séries analisadas são mantidas. Outra parte desse trabalho que necessita

de atenção é a posśıvel entropia S(d, q), que deverá ser explorada quanto a caracterização

de sua distribuição de probabilidade, e os aspectos de extensividade e aditividade, que no

presente estudo não foram tratados por não ser o foco principal do trabalho.
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Apêndice A

Sazonalidade

Neste apêndice, mostramos de maneira emṕırica, que a sazonalidade presente em

séries temporais causa uma forte mudança de inclinação no gráfico gerado via DFA1.

Para a geração das série, usamos uma equação senoidal que simula a sazonalidade,

a esta adicionamos de um rúıdo com H pré determinado. Assim a equação é dada por,

Zi = xi +A sin(2πi/T ), onde T é o peŕıodo da série e i indica a posição de Zi na série de

tamanho N .

Todos as séries usadas neste trabalho são de tamanho N = 39162. Na Figura A.1

apresentamo a série geradas a partir da equação 0.5 sin(2πi/T ), onde i = 1, ..., N . Na

mesma figura mostramos, duas séries compostas pela função seno mais o rúıdo xi com H

pré determinado. No quadro (d) desta figura observamos que todas as séries tem uma

forte mudança de inclinação que ocorre exatamente no peŕıodo, T , da parte sazonal.

Testamos ainda várias séries do tipo Zi com valores de H variando no intervalo de

0 < H < 1, em todos os casos sempre observamos que a mudança de inclinação ocorria no

peŕıodo. Dessa maneira podemos afirmar categoricamente que a variação na inclinação é

devido a componente sazonal da série temporal, e assim deve ser em todos os casos.

85



Figura A.1: Séries compostas de uma parte senoidal (sazonal) mais rúıdo com (a)H = 0, 3,

(b) H = 0, 4. Séries exibindo apenas a parte senoidal (sazonal) (c). DFA1 das séries

geradas pela equação Zi = xi + 0.5 sin(2πi/T ) em escala log-log de F2(s) versus s. Na

legenda observamos os expoentes H de cada séries.
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