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Resumo

Por muito tempo procurou-se responder a questdao da validade (ou nao-validade)
do Teorema de Peano em espacos de Banach de dimensao infinita. Mas, em 1974,
Godunov mostrou que o Teorema de Peano é véilido em um espago de Banach X se,
e somente se, X tem dimensao finita (veja [13]|). Voltou-se, entdo, a atengao para a
Forma Fraca do Teorema de Peano no caso de dimensao infinita. Em 2003, Shkarin
mostrou que se X é um espago de Banach contendo um subespago complementado
com base de Schauder incondicional, entao a Forma Fraca do Teorema de Peano nao é
valida (veja [14]). Veremos os detelhes deste resultado ao longo deste trabalho.
Palavras-Chave: Forma Fraca do Teorema de Peano, espacos de Banach, subespago

complementado e base de Schauder incondicional.



Abstract

For a long time one was looking for an answer of Peano’s theorem in infinite-
dimensional Banach spaces. In 1974, Godunov proved that the Peano’s theorem holds
in a Banach space X if and only if X has finite dimension. In the following, he turned all
his attention to the weak form of Peano’s theorem in the infinite-dimensional case. In
2003, Shkarin proved that if X is a Banach space containing a complemented subspace
with an unconditional Schauder basis, then the weak form of Peano’s theorem does not
hold. In this work we try to show all details of the proof.

Key Words: Weak Form of Peano’s Theorem, Banach spaces, complemented subspace

and unconditional Schauder basis.
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Notacao

Q2 é o conjunto de fungoes continuas e crescentes w : [0, +00) — R tal que w(0) =0
e w(t+s) <w(t) + w(s) para todo t, s € [0,400).
Q={weQ:w diferencivel em (0, +00) ¢ sup tw'(t) < 400 para qualquer T > 0}.
L,(X) é o conjunto de fungdes continuas f :ﬁéog]X — X tal que ||f(t,x) — f(t,y)] <
w(||z — y||) para todos t € R e x,y € X, onde X é um espago de Banach e w € .
U ¢é a classe de espagos de Banach reais de dimensao infinita com base de Schauder
incondicional.

W é a classe de espacos de Banach contendo um espaco da classe U como um subespago

complementado.



Introducao

O Teorema de Peano afirma que se X é um espaco de Banach de dimensao fi-
nita e f : R x X — X é uma aplicacao continua entao o problema de Cauchy
'(t) = f(t,x),z(ty) = xo admite alguma solu¢ao em algum intervalo aberto I con-
tendo ty. Surgiu, entdao, uma pergunta natural: O teorema de Peano continua vélido
em espacos de Banach de dimensao infinita? Infelizmente, a resposta, em geral, é
nao. O primeiro a dar um contra-exemplo foi Jean Dieudonné, em 1950 (veja [12]).
Dieudonné construiu uma aplicacao continua no espago ¢y, para a qual o problema de
Cauchy nao admite solugao. A resposta definitiva veio em 1974: Godunov mostrou
que o Teorema de Peano é valido em um espaco de Banach X se, e somente se, X tem
dimensao finita (veja [13]). Voltou-se, entdo, a atencdo para a Forma Fraca do Teorema
de Peano que afirma o seguinte: Se X é um espac¢o de Banach de dimensao finita e
f:Rx X — X éuma aplicagdo continua entao a equacao diferencial 2'(t) = f(t, z)
admite alguma solugao em algum intervalo aberto da reta real. Novamente, veio a
pergunta natural: A Forma Fraca do Teorema de Peano continua valida em espagos de
Banach de dimensao infinita? Também, em geral, a resposta é nao. Em 2003, Shkarin
mostrou que se X é um espago de Banach contendo um subespago complementado
com base de Schauder incondicional, entao a Forma Fraca do Teorema de Peano nao é
valida neste caso (veja [14]). Este tltimo resultado constitui a "alma"deste trabalho e
veremos os detalhes de sua demonstragao no capitulo 4.

O presente trabalho esté estruturado da seguinte forma:
O capitulo 1 apresenta vérias defini¢oes e resultados da Analise Funcional, Topologia

Geral e EDO’s em espagos de Banach, tais como: espacos de sequéncias, Teorema de
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Hahn-Banach, subespaco complementado, base de Schauder incondicional, espago ve-
torial topologico, espaco localmente convexo, teorema de Peano e a Forma Fraca do
teorema de Peano. O principal objetivo deste capitulo é facilitar a leitura e o entendi-
mento dos principais resultados contidos neste trabalho.

O capitulo 2 apresenta seis lemas, intitulados de "Lemas Auxilares", que nos serao
muito tteis no desenvolvimento e demonstracao dos resultados principais. Na verdade,
estes lemas ja nos dao os detalhes da prova de que a Forma Fraca do teorema de Peano
nao é valida em espacos de Banach contendo um subespaco complementado com base
de Schauder incondicional.

O capitulo 3 apresenta trés lemas, intitulados de "Lemas Principais", pois estes serao
usados de uma forma "bem direta'"na demonstracao dos resultados principais. Neste
capitulo definimos um conjunto = formado por pares de fungdes (wq,ws), onde w; e wsy
sao fungdes continuas, crescentes e nao-negativas em [0, +00) tais que para qualquer
espaco de Banach X de dimensao infinita com base de Schauder incondicional e € > 0
existe um campo de vetores continuo f : R x X — X satisfazendo as seguintes condi-
coes:

(i) [|f(t,z)|| <1 para todo (t,z) € R x X;

(i) [[f (& 2) = f@&y)ll < willlz —yl) para todo z,y € X, t € R;

(iii) || f(t,z) — f(s,2)|| < wsa(]t — s|) para todo x € X, t,s € R;

(iv) Para to = 0 e qualquer 2y € X com ||zo|| < 1, o problema de Cauchy z'(t) =
f(t,z(t)), x(ty) = xo ndo possui solugdo em nenhuma vizinhanga do 0.

O capitulo 4 apresenta os resultados principais deste trabalho, provados em 2003 por
Stanislav Shkarin: Se X é um espaco de Banach contendo um subespago complemen-
tado com base de Schauder incondicional e f : R x X — X é um campo de vetores
continuo entao a equagao diferencial 2'(t) = f(t,x) ndo possui solu¢gdo em nenhum
intervalo da reta real. Apresentamos também um resultado similar para equagoes
autonomas, em que sob certas condigdes, a equagdo 2’ = f(z) ndo possui solu¢do em
nenhum intervalo da reta.

E por fim, no quinto e dltimo capitulo deste trabalho, apresentamos, com proposito de
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aplicacao direta do resultado de Shkarin, um resultado dos professores Cleon Barroso
(UFC), Marcus Marrocos (UFABC) e Michel Rebougas (UFAM), no qual vemos um
tipo de genericidade de solugoes relativo a Forma Fraca do Teorema de Peano para

campos auténomos em espagos de Banach (para mais detalhes veja [10]).



Capitulo 1

Preliminares

Ao escrever este capitulo, somos movidos por dois objetivos cruciais: o primeiro é
tornar nosso trabalho mais acessivel e interessante. O segundo é apresentar algumas
defini¢oes e resultados da Anélise Funcional, Topologia Geral e de EDO’s em espagos
de Banach, que serao necessarios para o desenvolver deste trabalho. Assim sendo, nao

incluiremos demonstrac¢oes, mas sempre daremos referéncia de onde encontra-las.

1.1 Espacos de sequéncias

Nesta se¢ao definiremos alguns espagos de sequéncias que sao exemplos classicos de

espacos normados. Todos estes espagos sao completos, isto €, sao espacos de Banach.
Definicao 1. Por ¢y denotamos o conjunto de todas as sequéncias de escalares que

convergem para zero, ou seja, fitado K =R ou C,

co = {(ar)2; : ar € Kparatodok € Neay, — 0}

12
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E claro que ¢y ¢ um espago vetorial com as operagoes usuais de sequéncias (operagoes

coordenada a coordenada). Também é facil comprovar que a expressao

[(@r)7Zs lloo = sup{|ax| - k € N}

torna ¢y um espago normado.

Definicao 2. Para cada nimero real p > 1, definimos
o0
ly={(a;)52, :a; €K ez |a;|P < oo}.
=1
O espaco [, ¢ um espaco normado com a seguinte norma
oo —_

a)32all, = ) la )P

j=1
Definicao 3. Para p = oo, definimos lo, como o espaco das sequéncias limitadas de

escalares, ou seja:
— e ) . .
lo = {(a;)72; : a; € Kesup [aj] < oo}
jeN
Temos que [, é um espaco normado com a norma

I(a;)321lloo = sup{lay| : j € N}.
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1.2 Operadores Lineares Continuos e Isomorfismo

Os morfismos entre espacos normados sao as func¢oes que sao simultaneamente li-
neares e continuas. Tais fung¢oes sao normalmente chamadas de operadores lineares

continuos. Temos entao a seguinte definicao:

Definicao 4. Um operador linear continuo do espaco normado E no espaco normado
F', ambos sobre o mesmo corpo K, € uma funcao T : E — F, que € linear, isto é

(i) T(x+y) =T(x)+ T(y) para quaisquer x,y € E e

(11) T(ax) = oT'(x) para todo o € K e qualquer x € E;

e continua, isto €, para todos vo € E e € > 0 existe § > 0 tal que |T(x) — T'(zo)]| < €

sempre que x € E e ||z — || < 4.

Denotamos por L(E, F) o conjunto de todos os operadores lineares continuos de
E em F. E claro que L(E,F) é um espaco vetorial sobre K com as operagoes usuais
de fungoes. Quando F é o corpo dos escalares, escrevemos E’ no lugar de L(F,K),
chamamos esse espago de dual topolégico de F, ou simplesmente dual de E, e dizemos
que seus elementos sao funcionais lineares continuos.

Uma classe especial de operadores lineares continuos sao os isomorfismos:

Definicao 5. Dizemos que dois espacos normados sao topologicamente isomorfos, ou
simplesmente isomorfos, se existir um operador linear continuo bijetor T : £ — F
cujo operador inverso T=' : F' — E - que € sempre linear - € também continuo. Tal

operador T" € chamado de isomorfismo topologico, ou simplesmente isomorfismo.

1.2.1 Caracterizagoes dos operadores lineares continuos

Teorema 1.1. Sejam E e F espacos normados sobre K e T : E — F linear. As
sequintes condigoes sao equivalentes:

(a) T é lipschitziano.

(b) T € uniformemente continuo.

(¢c) T é continuo.
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(d) T é continuo em algum ponto de E.

(e) T € continuo na origem.
(f) sup{[|T(z)[| : = € Ee []x]] < 1} < o0,

(g9) Existe uma constante C' > 0 tal que ||T(x)|| < C||z|| para todo z € E.
Demonstragao. Veja [1]|, Teorema 2.1.1., p. 33.

Proposicao 1.2. Sejam E e F espacos normados.

(a) A expressao
1T = sup{[[T(z)[| : = € E'e |[x]| <1}

define uma norma no espa¢o L(E, F).
() |IT(2)|| < |IT||.||z]] para todos T € L(E,F) ex € E.
(c) Se F for Banach, entao L(E, F) também é Banach.

Demonstragao. Veja [1], Proposi¢ao 2.1.4., p. 34.

1.3 Teorema de Hahn-Banach

A seguir apresentamos o Teorema de Hahn-Banach, cujo alcance ultrapassa os li-

mites da Matematica.

Teorema 1.3. (Teorema de Hahn-Banach)
Sejam E um espago vetorial sobre o corpo K =R ou C ep: E — R uma funcdo que

satisfaz

p(az) = |a|p(x) para todo a € K e todo x € E, e

p(z+y) < plz)+p(y) para quaisquer x,y € E.

Se G C E € um subespago vetorial e ¢ : G — K é um funcional linear tal que |p(z)| <
p(x) para todo x € G, entao existe um funcional linear ¢* : E — K que estende ¢ a E

e que satisfaz |p*(x)| < p(x) para todo x € E.

Demonstragao. Veja [1]|, Teorema 3.1.2., p. 58.
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Corolario 1.4. Seja E um espago normado. Para todo xy € E, xog # 0, existe um

funcional linear ¢ € E' tal que ||| =1 e ¢(xq) = ||z0o]|-

1.4 Projecao e Subespaco Complementado

Definicao 6. Seja E um espaco de Banach. Um operador linear continuo P : E — FE
¢ uma projecio se P? == Po P = P. E claro que se P # 0 é wma projecao, entdo

1Pl =1.
Temos a seguinte caracterizacao para projecoes:

Proposigao 1.5. Seja F' um subespago do espago de Banach E. As sequintes afirma-
coes sao equivalentes:

(i) Eziste uma projecao P : E — E cuja imagem coincide com F. Neste caso dizemos
que P € uma projecao de E sobre F'.

(ii) F € fechado e existe um subespaco fechado G de E tal que E = F @& G, isto é,
E=F+GeFnG={0}.

Neste caso F = {x € E: P(x) =x} e G = Ker(P).

Demonstragao. Veja [1], Proposi¢ao 3.2.2., p. 61.

Definicao 7. Um subespaco F' do espago de Banach E é complementado se satisfaz as
condigcoes equivalentes da Proposi¢ao 1.5. Dizemos que F' é A-complementado, X > 1,

se F' € complementado por uma projecao de norma igual a A.

Exemplo 1. Sejam E e F espagos de Banach. Por meio da projecio (x,y) € EX F

(z,0) € E X F, vemos que E = E x {0} é 1-complementado em E x F.
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1.5 Bases de Schauder

Antes de definir base de Schauder e base de Schauder incondicional, vamos apre-
sentar os conceitos de série incondicionalmente convergente e de base incondicional.

[o.¢]
Definicao 8. Uma série E Tn em um espaco de Banach E € incondicionalmente

n=1
[eS)

convergente se E €EnTy, converge para quaisquer escolhas de sinais €, = £1. Além
n=1

disso, uma sequéncia bdsica € dita incondicional se para cada x € Span{z, : n € N},
o

sua erpansao r = E a,T, converge incondicionalmente.

n=1
Na Analise Funcional, as bases algébricas dos espacos de Banach tém pouca utili-
dade pois, entre outros motivos, elas nunca sao enumeraveis (ver [1], Proposigao 10.3.1.,
p. 313). A seguir apresentamos o conceito que substitui as bases algébricas na Analise

Funcional:

Defini¢ao 9. Uma sequéncia (x,)22, no espa¢o de Banach E é chamada de base de

Schauder de E se cada © € E tem uma representacao inica sob a forma

[
r = E AnTy,
n=1

onde a, € K para todo n € N. A unicidade da representacao permite considerar os

funcionais lineares

o0

;B —K, x:‘L(Z a;r;) = ay

i=1
que sao chamados de funcionais coeficientes ou funcionais coordenadas. Uma base de
schauder € dita incondicional se, para cada x € E, a convergéncia da série é incondi-

cional.

Note que a unicidade da representacao também garante que os vetores de uma base

de Schauder sao linearmente independentes.



18

Exemplo 2. Os vetores unitdrios candnicos (e;)52, formam uma base de Schauder

incondicional para co e para l,, 1 < p < oo.
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1.6 Espaco Vetorial Topolégico e Espaco Localmente
Convexo

Nesta secao apresentaremos algumas nocoes basicas de Topologia Geral.

Definicao 10. Seja X um conjunto qualquer nao-vazio. Uma topologia em X € uma
familia T de subconjuntos de X com as sequintes propriedades:

(i) 0, X € T,

(ii) {Aa:a € A} CT = | JAa €T;

acA

(iii) Ay, ..., A, €T = ﬂAi eT.

i=1
Um conjunto X munido com uma topologia 7 sera denominado de espago topologico

e serda denotado por (X, 7). Os elementos de 7 sao chamados de abertos de (X, 7).

Defini¢ao 11. (Topologia Vetorial). Dado um espago vetorial real X, uma topologia
T em X € denominada topologia vetorial quando ela satisfaz as sequintes condigoes:
(i) A operagao adigio é continua, isto é, a aplicagio A : X x X — X, dada por
A(z,y) =z +y € continua.

(i) A operagao produto por escalar é continua, ou seja, a aplicacao P : R x X — X

dada P(a, x) = a.x € continua.

Defini¢ao 12. (Espago Vetorial topoldgico). Um espago vetorial X munido com uma

topologia vetorial T € denominado espago vetorial topoldgico e representado por (X,T).

Exemplo 3. (a) Espagos normados sao espacos vetoriais topoldgicos.
(b) Sejam X um espago vetorial e T, = {0, X} a topologia cadtica em X. Entao (X, T.)

€ um espago vetorial topoldgico.

Definigao 13. (Espaco Localmente Convezxo). Uma topologia T € dita ser uma topolo-
gia localmente convexa se ela possui uma base de vizinhancas convezras da origem. Um
espago topologico (X, T), em que T € uma topologia localmente convexa, é denominado

espaco localmente convexo.
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Exemplo 4. (a) Espacos normados sao espagos localmente convezos, pois, as bolas
abertas (B(0;€))eso formam uma base de vizinhangas convexas da origem.
(b) Se X € um espago vetorial e T. = {0, X} € a topologia cadtica em X, entao, (X, T.)

€ um espaco localmente convexo.
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1.7 Alguns Resultados de EDO’s em Espacos de Ba-
nach

Nesta secao apresentaremos alguns resultados de Equacoes Diferenciais Ordinérias
em espacos de Banach que sao o "alicerce"do nosso trabalho. As demonstragoes destes

resultados podem ser verificadas em [3], [5], [12] e [21].

Teorema 1.6. (Peano - 1886).
Sejam X um espaco de Banach de dimensao finita, f : R x X — X uma aplicagcao

continua, to € R e xg € X. Entao o problema de Cauchy

v (t) = fta(t))

x(to) = Zo
admite uma solugao em algum intervalo aberto I contendo t.

Teorema 1.7. (Forma Fraca do Teorema de Peano).
Se X € um espaco de Banach de dimensao finita ¢ f : R x X — X wuma aplicagcao
continua, entao a equagao diferencial x'(t) = f(t,z(t)) possui uma solu¢ao em algum

intervalo aberto.

Teorema 1.8. (Teorema de Osgood).

1
dt
Se X € um espaco de Banach real de dimensao finita, f € continua, w € €2, / ﬁ =
0 w

+oo e f € L,(X), entao para qualquer (ty,z9) € R x X o problema de Cauchy

v(t) = f(ta(t)

ZL’(to) = i

possui uma unica solu¢iao em [to — T, tg + T para qualquer T > 0.
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O teorema de Osgood também é vélido em espagos de dimensao infinita. Isto segue

do Teorema de Osgood e do teorema 3.4.3. do livro [3].

Teorema 1.9. (Teorema de Osgood em espagos de dimensdo infinita).

1
dt

Seja X um espago de Banach de dimensao infinita, w € Q tal que / — = 400 €

0

w(t)
f € L,(X). Entao para qualquer (to,xo) € R x X e qualquer T > 0 o problema de
Cauchy
Z(t) = f(t,x(t)

Jf(to) = i

possui uma unica solu¢iao em [to — T, to+ T).



Capitulo 2

Lemas Auxiliares

Para qualquer ¢ > 0 denotaremos o conjunto de todas as fungoes f : Z — Y, onde
Z,Y sao espagos de Banach, tais que || f(z)— f(y)|| < ¢||z—y]| para quaisquer x,y € Z,
por Lip.(Z,Y), e o conjunto de todas as fungoes lipschitzianas de Z em Y por

Lip(2,Y) = | Lip.(2,Y)

c>0

Vamos considerar a seguinte funcao « : [0, +00] — R,

1, se t<1
aft) = 0, se t>2 (2.1)

2—1t, se 1<t<?2

Temos, entdo que a é lipschitziana com constante 1. De fato, |/ ()| < 1 para todo
t € [0, +o0].

Sejam {e, : n € N} uma base de Schauder incondicional de um espago de Banach
X tal que ||e,|| = 1 para todo n € N, f,, os funcionais-coordenadas da base e p a norma,

definida por:

px) = sup{ll Y _ taful@)enll : tn € R, [t,] < 1} < 00, (2.2)
n=1

23
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para qualquer z € X. E um fato conhecido que a norma p é equivalente a norma inicial
de X, isto é,

2] < p(z) < ] (2:3)

onde ¢ é uma contante e ¢ > 1. Temos que a norma p satisfaz a seguinte propriedade
util:

p(z) < ply) se | fu(r)] < [fnly)| para todon € N. (2.4)

Com efeito, sejam A = {|| Y~ tnfu(@)en]  ta € R, |ta] <1} <o0e B ={|| Y tnfu(y)enll :

2 2
b € B [ta] < 1} < o0, com [ £,(2)] < |u(y)]. Sejam € A. Entaom = |3 tufu(e)eal.
Note que: "~
0 ful) 0= 22
(i) f(4) = 0= fo(x) = 0.

Assim, m = |3 tuful@eall = IS fufulylenl], onde 7, =
tn = t, se fn(y)njo. =

Logo, m € B, ouseja, A C B. Como B ¢ limitado temos sup A < sup B .. p(z) < p(y).

fu(T)

| < 1. Entdo t,f(z)en =t fa(y)en.

()

fn—(y) se fa(y) # 0 e

Sejam também &, Q, : X — X,

Quw) =3 e =2 -3 fulw)er (2.5)
2(2) = 3 alp(@ula))) ful@en (2.6)

Como 0 < a(t) <1 e a base {e,} é incondicional, a fun¢ao ® esta bem definida.
Lema 2.1. A func¢ao ® definida em (2.6) € limitada e pertence ao conjunto Lip(X, X).

Prova. Para qualquer z € X seja k(z) = min{m € N : p(Q,,(z)) < 2}. Como a
norma p ¢ equivalente a norma inicial de X temos que p(Q,(z)) — 0 (n — 0). Portanto

k(x) estd bem definido. Usando (2.1), (2.4), (2.5) e (2.6) temos que

o0

O(x) = Y a(p(Qu())) fa(z)en:

n=k(x)
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De acordo com (2.3) ||®(z)| < p(P Z fo(@)en) = p(Qu@)(z)) < 2. Por-
ko

n=k(x)
tanto, ® ¢ limitada. Seja z,y € X e k(z) < k(y). Entéo usando (2.4) e a definicao de

k(z) obtemos

p(®(z) — ®(y))

IN

IN

IN

IN

IN

o g)m(p@n( 2) = ap@ulp)n()en)

o _i;j)m (@) () — Falw))en)

é)up(@n( 2)) = HQun(2)en)

(_i;:)(fn() fu®)en)

o g)p@n(x — ) alE)en) + Pl @iz 1)

Pl g)p(aﬁ —y) fa(®)en) + P(Qry) (z — )
o3 halen) +ple— )

n=k(x)

p(z — Y)p(Qr)(x)) + p(z —y)
2p(x —y) +p(r —y)

3p(x —y).

Como ||z]] < p(z) < c|lz||, para todo z € X, temos que ||P(x) — P(y)|| < p(P(x) —

®(y)) < 3p(r —y) < 3cllz —y].

Logo, ® € Lip(X, X). O

Agora consideremos o seguinte conjunto

E = G Ker@,. (2.7)
n=1

Temos que o conjunto E é um subespaco denso de X. Um célculo simples mostra que £
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é um subespaco de X. E E é denso em X pois dado z € X podemos escrevé-lo da forma
r = Qn(x)+yn, onde y, = Z fo(z)e,. Observamos que ¥y, € Ker@,, para todon € N

e que lim y, = x.
n—oo

Lema 2.2. Sejae > 0 ez : [0,¢] - X uma funcao continua, diferencidvel em (0, €|

x(t)

e tal que ' (t) = ®(=—=) para todo t € (0,€], onde ® € a funcdo definida em (2.6).
t

Entao x(0) € E.
Prova. Considere b = x(e) e escolha n € N tal que p(Q, (b)) < €. Seja

d=1inf{r € (0,€¢ : p(Qn(x(s))) < s paratodos € (r,¢)}.

Dessa forma, 0 < e. Usando (2.1) temos que para todo t € [d, €],

d /
E(in‘(t)) = Qn (t) = QP (

&
= S a@ DA
- Z e = 1 Qu(?).

Ou seja, temos o seguinte problema com dados iniciais:

d 1
SQu(®) = $Qur(t)
Qn(x(e)) = Qn(b)

(2.8)

Resolvendo (2.8) obtemos que Q,(z(t)) = tQn,(- ) para todo t € [d,¢€]. Suponhamos
que § > 0. Usando o fato de § ser infimo e x ser continua temos que p(Q,(x(J))) = 0.
Por outro lado, pela solugao de (2.8), temos que p(Q,(z(d)) < J. Contradi¢ao. Logo,
d =0. Assim, Q,(z(t)) = th( ) para todo t € [0, €.

Portanto, Q,(z(0)) = 0, isto ¢, ZL‘(O) e kb O
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Como E # X, sejaa € X \ E com |ja| < 1.
Seja T' o conjunto de todas as funcoes crescentes v € C*[0, +00) tais que v(0) = 7' (0) =

0e lim 7(t) = +o0.

t—+00

Lema 2.3. Para qualquer v € I, as fungoes

0, se t=0

folt,z) = 7’(t)¢’(%)7 se t>0 (2.9)
\ — (_t>®(7(—t))’ se t<0

fs(t,x) = a(lt)a(l|lz]]) f2(2, z) (2.10)

sao continuas. Além disso, para qualquer xo € X com ||zo|| < 1, os problemas

ml(t) = f2(t7x> :E/(t) = f3(t>x>
z(0) = o z(0) = To

(2.11)

nao possuem solugoes em nenhuma vizinhancga de 0.

Prova. A continuidade de f, em pontos (¢,2) com t # 0 segue do fato de 7' e ®
serem continuas e em pontos onde t = 0 segue do fato de v ser continua, v(0) =0 e ®
ser limitada. A continuidade de f3; segue do fato de «, |.|, .|| e fo serem continuas.
Passemos a segunda parte do lema. Suponhamos que z : [ — X é uma solugao de
2 (t) = fo(t,z),2(0) = 29 ou ' (t) = f3(t, ), 2(0) = 20, onde I é uma vizinhaga de 0,
o € X e ||zo] < 1.

Como v ¢ de classe C*, seja n : [0,+00) — [0,+00) a fungdo inversa de 7. En-
tao podemos escolher € € (0,7(1)) tal que [—n(e),n(e)] C I e ||z(t)|| < 1 para todo

t € [-n(e),n(e)]. Existem dois casos a considerar: zq € E ou xg & E.
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Caso 1: xg € F.

Considere a funcao y : [0,¢] = X, y(t) = z(n(t)). Como

folt,) = fy(t,x) = 7'@)@(%>
para ||z|| <1 et € (0,1], temos que para todo t € (0, €],
y(t) = @)
= o e
- o)
(1) ="

Pelo Lema 2.2, temos y(0) = zo € E. Contradigao, pois, consideramos = ¢ FE.
Caso 2: 2y € E.

Considere a fungao y : [0,¢] = X, y(t) = 2(—n(t)) — a. Como

alts ) = folt,2) = = (=)2(C )
para ||z|| < 1et € [—1,0), temos que para todo t € (0, €],
y(t) = —2' (=n(t)n'(t)
— o (eI
y(t)
= @(T)

(1) ="
Pelo Lema 2.2, temos y(0) = zo —a € E. Logo, a = o — y(0) € E. Contradicao, pois,
ac X\ E.

Entretanto, toda essa contradigao veio da suposi¢ao de que os problemas (2.11) admi-

tiam solugao. Portanto, esta provada a segunda parte do lema. [
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Lema 2.4. Sejaw € Q2 ee > 0. Entao

(2.12)

Prova. Seja t > e. Entao podemos escrever t da forma t = ke + p, onde kK € N e
0<p<e

Como w é crescente e w(t + s) < w(t) + w(s) temos
(k+ 1w(e) < 2w(e)

wit) _ rwle) +wlp) _
t KE - KE - €

~—

t 2
Portanto, sup i) < wie
t>e t €

. g

Lema 2.5. Seja w : [0 +00) — [O +00) uma fung¢ao continua, crescente e limitada,
dt
o w(t)

wo= [ 5

e :[0,+00) = [0,+00) a funcao inversa de . Entio v € I' e existe C > 0 tal que

satisfazendo (2.12), w(0) =0 e < 00. Seja também 1 : [0,400) — [0, +00)

dada por

12t )| < C e | fa(t,2) = fo(t,y)ll < Cw(llz —yl) para quaisquert € R, z,y € X,

onde a funcao fo € a definida em (2.9).

Prova. Como w(0) = 0 e w é crescente temos que w(t) > 0 para t > 0. Logo, v é
de classe C' em (0, +00). Resta analisarmos em ¢ = 0. Sabemos que vale a seguinte

relacao.

() =

onde y = ¥(z). Queremos saber o que acontece quando y — 0.

Quando y — 0 temos x — 0. Sabendo que w/(:v) = e w é continua, temos que

1
w(z)
Y’ (x) = 400 quando z — 0. Logo, 7' (y) — 0, ou seja, v é continuamente diferenciavel

em [0, +0o]. Portanto, v ¢ de classe C* em [0, +00].
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Pela regra da cadeia temos que

Logo, como 7 ¢é a inversa de 1), temos 7(0) = 4 (0) = 0. Portanto, v € T

A tltima relacdo também nos diz que 4 é limitada. Pelo Lema 2.1, ||®(z)|| < A e
|®(z) — O(y)|| < A|lx — y|| para quaisquer z,y € X, onde A = max{2,3c}. Portanto
fo € limitada.

Seja e >0, t € Rex,y € X tais que ||z — y|| < e. Temos que mostrar que || fo(¢,z) —
fa(t,y)|| < Cw(e) para alguma constante C' positiva. Existem trés casos a considerar:
1 < 0le), £ > (e) e t < —(e).

Caso 1: [t| < (e).

Usando as defini¢oes de f5 e 7 e a inequagao ||®(z)|| < A temos

z(

~
N—
<
<
S
~
SN—

1fat,2) = fa(t )l = Il ()2

2(
(¢l

~+
~—

IN

¥ ([t])]]@( )+ (1t @
247 ([t])

245 (1(e)) = 2Aw(e)

v(It)

IN

IN

S f2(t ) = fat, )| < 2Aw(e).
Caso 2: t > 1(e).



Usando as definigoes de fo, 7 e a inequagao || ®(z) — ®(y)|| < Allz — y|| temos

1f2(t,2) = oty = H’V'(t)@(,y—)—’/(t)@(i)\!

IN

IN

IN

Ae sup ——
t>1/;(e)

s>e

w(s
= Aesup —= )
s>e S

< 2Aw(e)

St x) = folt,y)l] < 24w(e).

Caso 3: t < —1(€). De modo andlogo ao Caso 2, temos:

T —a / y—a

ot ) = falt )l = |17 (—£)®(

IN
)
N

=

|
=

IN

IA
N
™
w
=
T
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Em qualquer caso, temos ||fao(t,2) — fo(t,y)|| < 2Aw(e). Como w ¢é crescente e
|z =yl <€, temos || f2(t, ) — fo(t,y)|| < 24w([lz —y]).
Portanto, || f2(t,2) — fa(t,y)|| < Cw(||x — y||), onde C =2A. O

dt

< 00. Seja também 9 : [0, +00) —
tw(t)

1
Lema 2.6. Seja w € Q, satisfazendo /
0

[0, +00)

bodr
o
0 \/Tw(7)
e :[0,+00) = [0,+00) a funcao inversa de . Entao v € ' e existe C > 0 tal que

Ifs(t.2)| < C, | fs(t,2) = fs(t,p)l < OVl = yllw(llz —yl) e 1 fa(t,2) — fa(s,2)]| <
Cw(|t — s|) para quaisquert,s € R, z,y € X, onde a fungao f3 é a definida em (2.10).

Prova. Seja wi(t) = \/tw(t), wa(t) = wy(t) para todo t € [0,2] e wy(t) = wi(2) para

t > 2. Entao, wy é limitada, pois, w é continua, [0,2] é compacto e para t > 2 wy é
dt

CUQ(T)

constante. Logo, wy é limitada e satisfaz / 1 < 00. Pelo Lema 2.4 temos que wo
satizfaz (2.12). i

De acordo com o Lema 2.5 existe Cy > 0 tal que || f5 (¢, z)|| < Cy, ||f5(t, z)— f3(t,y)] <
Ciws(||z—yl|) para quaisquer z,y € X,t € R, onde f; é definida em (2.9) com v* sendo

a funcao inversa de

vri) = / pet

Como ws(t) = wi(t) para todo t € [0, 2], temos que v*(t) = 7(t) para todo t € [0,2] e

a(s) = 0 para s > 2. Temos entdo

f3(t,x) = a(|[z]))a(lt]) f2(t, 2) = a(lz])allt]) f5 (E, ).
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para todo (t,z) € R x X, onde f5 é a fungao definida em (2.9). Como « ¢ limitada, f3

também ¢ limitada. Como « ¢ lipschitziana com constante 1, obtemos que

1fs(t,2) = fat, )l = lladlizlDadlt) f5 (¢ 2) — allzat) £ vl
= a([thlle(lz)f2 (¢ 2) = alllz]) f2 & y)

< ezl fs(t2) = allz)f2(E )l
< a(ll=DIIf(2) = f &l + ladlzl) = ally DI @ vl
< Crop([le = yl) + Cillz = yll

Como t = o(ws(t)) (t — 0) e f3 é limitada temos que existe Cy > 0 tal que

1fs(t,2) = f3(t, y)l| < Cows(flz = yll) < Cown((lx —yl)) para quaisquer ¢ € R, 2,y € X.

Portanto, || f3(t, ) — f3(t,y)]| < Cav/llz — yllw(llz — yl))-

De acordo com o Lema 2.1 existe A > 0 tal que | ®(z)|| < Ae||[P(z)—P(y)|| < Allz—y|
para quaisquer z,y € X.

Seja x € X, arbitréario, t,s € R, e € (0,1] e [t —s| < e. Como f3 é limitada, é suficiente
mostrar que existe uma constante C' positiva tal que ||f3(¢,z) — f5(s,z)| < Cw(e).
Pela definigao de v temos que 7' (¥)(t)) = y/tw(t). Como w € Q, w & diferenciavel em

(0, +00). Entéo v é duas vezes diferenciavel em (0, +00) e

1

¥ (W(1)) = %w(t) + %tw’(t). (2.13)



34

Como w € Q e 7" & continua, temos que 4" ¢ limitada em (0,T) para qualquer
T > 0. Portanto, v ¢é lipschitziana em [0, T] para qualquer T' > 0. Entao existe C3 > 0
tal que |y (u) — v (v)| < Cslu — v], para quaisquer u, v € [0, 3].
Como 7 & continua, existe Cy > 0 tal que |y (u)] < C4 para qualquer u € [0,3].
Existem quatros casos a considerar:
Caso 1: ||z]| > 2 ou max{|t|, |s|} > 3.

Entao a(||z|]) = 0 ou a(|t]) = a(|s]) = 0. Portanto, || f3(t,z) — f3(s,z)|| = 0.

Caso 2:
]l < 2 ] < 2
max{[t|,|s|]} < 3 ou max{|t|,[s|]} < 3 (2.14)
min{]], [s[} < () t.s <0
Usando as definigdes de f3 e a inequagao ||®(x)] < A, obtemos
Ifstt,2) = fos, ) = Nzl ()BT ~ adlelatshy (sha(-H )|
’ ’ (1¢]) (s

< AY(1t]) + AY (Js])

=A@ (th) +7/(Is]))

Como min{|t|, |s|} < ¢(e) e ¥ é crescente, temos

[t <€) +e
Y (It < 7' (W(e) +e)

Y (Isl) <7 (W(e) + )

Entao,

AC(th +7'(Ish) < 249 ((e) +¢)

S 214.&)1 (6) + 2AC3€

Como s + wi(s) = o(w(s)) (s — 0) e f3 é limitada, existe C5 > 0 tal que || f3(¢,x) —

f3(s,x)|| < Csw(e).
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Caso 3:
[Eal < 2

max{[t|,|s|} < 2 (2.15)
min{[t], |s|]} > (e)
Sem perda de generalidade vamos assumir que ¢t < s. Usando as defini¢oes de f3 e v, a

inequacao ||®(x) — ®(y)|| < Allz — v, a formula(2.12), e o fato de que 4 & crescente,

obtemos

| fa(t,2) = fals,z)]| =

= ||a<|rx||>a<t>v’<t>¢<%> - a<||xr|>a<s>v/<s>¢<%>n

< ||a(t)7'(t)¢(%) a(t)v/(t)Cb(%) - a(tn’(t)cb(%) - a(s)v%s)@(%))n

= ||a(t)7'(t)(¢’(%) - @(7%)» + @(%)(a(tw (t) = a(s)7 (s)]

= ||a<t>v’<t><q><ﬁ> - )+ (P(ﬁ)((““) —a(s)' (1) + a(siw’(t) A
< a(t)v'(t)AH@—@ll +9/ IR llat) =) +a@ B3 Ih (1) =7 ()
< Aw’(t)luxmm - 5| HACE = sl + ACs ]t =5

< QAV(Z)(QS) It — s sup Y (1) + A(Cy + Cy)e

< 2A%:((j)) e+ A(Cy + Cy)e

< 2A(sup %)26 + A(Cs + Cy)e

= 24(sup “Z’ W2 4 A(Cy+ Ci)e = 24 sup( “:(“>)26 + A(Cy + Cy)e

=24 ililfwiu Je + A(Cs3 4+ Cy)e 7

< 4Aw(e) + A(C5 + Cy)e
Como u = o(w(u)) (u — 0) e f3 é limitada, existe Cs > 0 tal que || f3(t, ) — f3(s,z)|| <

ng(e).
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Caso 4:

edl < 2
max{|t|,[s]} < 2 (2.16)
max{[t],[s|} < —i(e)
Sem perda de generalidade vamos assumir que t > s. De modo anélogo ao Caso 3,

obtemos

[fs(t, ) = fa(s, @)l =

= - a<||x||>a<—t>v’<—t><b<j(j;;> +a(HxH)a(—sw<—s><1><j<jj)>||

< | = a(=t)y (D% j@ g> +a(—t)y (~1) 8 j@jy +a(—t)y (~1)8( j(j j)>

- a(—s)v’<—s>@<j<jj;>||

= lla(=07y (=@ —5) = 2= ) + @ a1 (=) = al=9)7 (=)
= ||a<—t>v’<—t><<1><j(jf)>—<1><“f(j;>>+<1>< j(j$><<a< B—a(=5))7 (~t)+a(—s)(7 (~t)-
Y (=)l

< a(=07 (=0AlZ =5 = 25 17 (Ol = S)lla(=0) = a(=s)

+ a(—s)|[®( j(_ j)>r||z'<—t> - Z’(—sn

< Av'(—t?!\w —alll= g — gy + ACalt sl + AG

<34 (jt();f)— sl sw ¥ (7) + A(Cs + Cy)e

< 3A1((__f>)1(<:;> €+ A(Cs 4 Cy)e

< 3A(sup 77 <($(<Z)>) )2e + A(Cs + C)e

- 3A(ili[€) u: W )2e 4+ A(Cs + Cy)e

=34 i}ifj( u:(u) )2e 4+ A(Cy + Cy)e

=34 igg(wiu))e + A(C3 4 Cy)e

< 6Aw(e) + A(C5 + Cy)e
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Como u = o(w(u)) (v — 0) e f3 é limitada, existe C; > 0 tal que ||f3(t,z) —

f3(s,2)[| < Crw(e)

Portanto, em qualquer caso

1fs(t, ) = fa(s, )| < Cw(llz = yl])

onde C' = maX{C’5, Oﬁ, 07} [l



Capitulo 3

Lemas Principais

Por = denotaremos o conjunto de pares (wy,ws) de fungdes continuas, crescentes e
nao-negativas em [0, +00) tais que para qualquer X € U e qualquer € > 0 existe uma
funcao f : R x X — X satisfazendo as seguintes condicoes:

i) ||f(t,x)|| <1 para todo (t,z) € R x X;
i) £t x) = f(t,y)ll < wilellz —yll) para todo 2,y € X, t € R;

(

(

(iil) ||f(t,x) — f(s,2)]| < wa(]t — s|) para todo = € X, t,s € R;

(iv) Para t; = 0 e qualquer zo € X com ||zg| < 1, o problema de Cauchy ' (t) =

f(t,z(t)), z(ty) = xo ndo possui solu¢do em nenhuma vizinhanga do 0.

Lema 3.1. Seja X € W e (w1, ws) € Z. Entao existe uma fungao continua f : Rx X —
X tal que

(i) || f(t, x)|| <1 para todo (t,x) € R x X;

(i) [[f(t,2) = f(E,y)ll < wi(llz —yll) para todo z,y € X, t € R;

(153) || f(t,x) — f(s,2)|| < ws(|t — s|) para todo x € X, t,s € R;

(iv) A equacio diferencial x'(t) = f(t,z(t)) ndo possui solu¢io em nenhum intervalo

de R.

Prova. De acordo com a defini¢ao da classe W existe um subespaco complementado
Y C X com uma base de Schauder incondicional {e, : n € N}. Como Y ¢é comple-

mentado, existe uma projecao liner continua P : X — Y. Escolha conjuntos infinitos

38
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A, C N (k € N) dois a dois disjuntos e sejam Y}, e Z; os subespagos gerados, fechados,
dos conjuntos {e; : j € Ar} e {e; : j & Ax} respectivamente.

De acordo com a definicao de base de Schauder incondicional podemos escrever o con-
junto Y da forma Y =Y} & Z; para qualquer k e sup{||P|| : ¥ € N} < 400, onde as
Py, sao projecoes lineares sobrejetivas de Y ao longo de Z; em Y.

Escolha g > 0 tal que

1
| Pel|- || Pl Sa para qualquer k € N. (3.1)

Como {e, : n € A} é uma base de Schauder incondicional em Y}, temos que Y, € U.
De acordo com a defini¢ao de =, existem fungoes continuas g : R x Y, — Y} tal que
(1) gt )] < 1;

(ii) [lgr(t, 2) = gt y)I| < wrlallz — yl);

(i) |lgr(t, ) — gi(s, )| < wa(|t — s|) para quaisquer z,y € Yy, t, s € R;

(iv) para qualquer zy € Y; com ||zo|| < 1, o problema de Cauchy 2 (t) = gi(t, z), #(0) =
2o nao possui solucoes em nenhuma vizinhanga de 0.

Vamos definir a seguinte funcao f : R x X — X pela seguinte formula

22 ge(275(t — qi), PoP(x)) (3.2)

onde {qx : k € N} é uma sequéncia densa em R. Resta mostrar que f satisfaz todas as

propriedades do Lema 3.1

0) (¢, ) |—||Z2 9027 (t—qs). P ||<2|2 (2 (1 g0, BP()] <
S -

k=1

(i) 1/t 2) f tyn—uZz gu(2 (1 22 9127 (t—a), PeP())

Sejam t € R, z,y € X, e>OeH-’E—yH<6 Deacordocom(Bl)temos | P P(x) —

P < [Bl1IPllz -yl < =

LS

Como [|gx(t, ) — gi(t, y)|| < wilgllz = yl]), temos que
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127*ge (275 (t — ar), PuP(2)) — Q_kgk(Q_k(t — ), PP (y))]] < 27Fwi(e).

Entao || f(t,z) — f(t,y)]| < ZQ wi(€) = wi(e€), para ||z —y|| <e.

Logo, ||f(t,z) — f(t,y)| < w1(||x —y||), para quaisquer ¢ E R, z,y € X.

(iid) [[f (&, 2)=f (s, )] = |IZ2 g (27" (t—an), 22 gr(27"(s—qn), PeP(z))|

Sejam t,s € R, x € X, e>0e|t—s|<e

Como ||gr(t,z) — gr(s, )| < wa(|t — s|), temos que

127F gk (275 (t = ar), PeP(2)) — 27%ge(27%(s — qu), PuP(2))| < 27%wa(27%]t — s|) <

27Fwy(27%€) < 27Fwy(e).

Entao || f(t,z) — f(s,2)| < ZQ’ka(e) = woq(€), para |t — s| <.

Logo, || f(t,z) — f(s,2)| < ulj;(1|t — s|), para quaisquer t,s € R, = € X.

(iv) Resta mostrar que a equacdo « (t) = f(t,z(t)) nao possui solucdo em nenhum in-

tervalo de R. Suponha que b < ¢, z : [b,c] — X e 2'(t) = f(t,2(t)) para todo t € [b, d.

Aplicando P, P em ambos os membros da equagao e usando (3.2) obtemos que

%PkP( (1)) = 27k g (27%(t — qv), Pe P(x(t))) para todo t € (b, c).

Assim, y;, = gi(t, yx(t)) paratodo t € (27%(b—q1.),27%(c—qx)), onde yx(t) = Py P(x(2"t+

qr)). Como a sequéncia {q} é densa em R, o conjunto A = {n € N : ¢, € (b,c)} é

infinito.

Temos Sy = sup{||PeP(x(t))|| : t € [b,c]} — 0. De fato,

PP =l [y 2 e (t—an), PP (x(t))dt]| < [; 127 gu(27* (t—qr), PP (x(2)))lldt <
“He— b)

. 0< S, <27%(c —b). Quando k — 400 temos Sy, — 0.

Portanto, existe k € A tal que Sy < 1. Para este k a fungao y,(t) ¢ a solugao da equagao

Yy (t) = gr(t,y(t)) em alguma vizinhanca do zero e ||y(0)|| = |P.P(x(q))]| < Sk < 1, 0

que é uma contradigdo com a propriedade (iv) da defini¢ao de gy.

Portanto, a equagao 2’'(t) = f(¢,z(t)) nao possui solugdo em nenhum intervalo de R.

O
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Vot
0 w1 (t)

Lema 3.2. Seja X € U, wy € Q, com < 400, € wyo(t) = 2 para todo

t € [0,+00). Entio (wy,wy) € =.

Prova. Sem perda de generalidade vamos assumir que w; € limitada. Pelo Lema 2.4
temos que w; satisfaz as condi¢oes do Lema 2.5. Assim, pelos Lemas 2.3 e 2.5, existe
C > 0 e uma fungao continua f, : R x X — X tal que
(i) |1t 2)]| < €
(i) lf2(t, ) = f2(t, )| < Cwi(|lz — yl|) para quaisquer ¢ € R, 2,y € X;

(iii) O problema de Cauchy ' (t) = fo(t,z), 2(0) = ¢ ndo possui solucdo em nenhuma

vizinhanca do zero para qualquer zy € X, com ||| < 1.
1
nC"
Considere a fungao f: R x X — X definida por f(t,x) = efs(et, ).

1
Seja ¢ > 0, nENtalque—<cl,ee—

Entao, f é continua, pois fs é continua e valem as seguintes propriedades:
. 1
@) If & )|l = llefalet, 2)l| = ell folet, 2)]| < €C = — < 1;

() 1£(t.2) — £(t. )] = lealet.2) — efalet,0)| =l flet.x) — flet, )] < Clon ([~
o) = et — o) < T8 < e — gl
(8) 11(,2) = 6,9l = leflet ) —efles, 2] < el et ]+ el ess )] < 26C <

2
— < 2 = wy(t) para qualquer t € [0, +o0];

S

(iv) Além disso, x é uma solucdo da equacio ' (t) = f(t,z(t)) se, e somente se x(t) =

y(et), onde y é uma solucdo da equacdo y (t) = fo(t,y(t)). Logo, o problema de Cauchy

2'(t) = f(ta(t)
z(0) = xg

nao possui solugdo em nenhuma vizinhanga do zero para qualquer zo € X, com ||xo| <
1.

Portanto, (wy,ws) € =. O
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1
~ dt

Lema 3.3. Seja X € U, wy € Q, com/ \/t——t) < 400, € wi(t) = \/tws(t) para
%)

todo t € [0, +00). Entao (wy,wsy) € Z.

Prova. Seja w;(t) = \/twa(t). De acordo com os Lemas 2.3 e 2.6 existe C' > 0 e

uma func¢ao continua f3 : R x X — X tal que

D) st o)l < ¢

ii) || f5(t,x) — f3(t,y)|| < Cwi(||z —y||) para quaisquer t € R, z,y € X;

iii) [[fs(t, 2) = fs(s, 2)[| < Cwa(ft — s])

iv) O problema de Cauchy z'(t) = f3(t, ), (0) = 2 nio possui solucao em nenhuma

(
(
(
(

vizinhanca do zero para qualquer zy € X, com ||| < 1.
1
nC"
Considere a fungao f: R x X — X definida por f(t,x) = efs(et, ).

1
Seja ¢ > 0, nENtalque—<cl,ee—

Entao, f é continua, pois f3 é continua e valem as seguintes propriedades:
W) [ 2l = llefs(et, 2)|| = el fs(et, 2)|| < eC = % <L
(i) [1f(t, 2) = & y)ll = llefs(et, z) — efs(et, y)|| = ell f(et, z) — fs(et, y)|| < eCn(||z —
o) = 2n (e — o) < en (2 < e =y
(iid) £, 2) = f (s, 2) || = H€f3(6t,$)—€f3(68,37)\| < el fs(et, ) — fs(es, x)|| < eCwalelt —
51) = Tan(elt — ) < walelt )
Comoe:LeCZZAzél,temoseSl.

nC
Logo, || f(t,z) — f(s,2)|| < wa(|t — s|), para quaisquer t,s € R, z € X.

(iv) Além disso, z é uma solugao da equacao z'(t) = f(t,z(t)) se, e somente se x(t) =

y(et), onde y é uma solucdo da equacio y (t) = f5(t,y(t)). Logo, o problema de Cauchy

a(t) = f(ta(t)
z(0) = xg

nao possui solugdo em nenhuma vizinhanga do zero para qualquer oy € X, com ||zg|| <

1.

Portanto, (wy,ws) € 2. O



Capitulo 4

Resultados Principais

Teorema 4.1. (Shkarin - 2003) Seja X € W, w € Q e / —— < +o0. Entao
existe f € Ly, (X) tal que a equagio diferencial 2'(t) = f(t, z(t)) ndo possuz solugio em

nenhum intervalo da reta real.

Prova. Como X € W temos que X contém um espaco Y € U tal que Y é subespaco
complementado de X. Pelo Lema 3.2, o par (w,2) € =Z. Pelo Lema 3.1, existe uma
funcao continua f : R x X — X tal que

i) ||f(t,)|| <1 para todo (t,z) € R x X;

(
(i) [If(t, 2) = f(t, 9)|| < w(llz — yll) para todo =,y € X, t € R;
(iii) || f(t,x) — f(s,2)| < 2 para todo x € X, t,s € R;

(

iv) A equacdo diferencial 2'(t) = f(t,z(t)) nio possui solu¢do em nenhum intervalo
de R. [
Obs.: Os espacos L,, 1 < p < 400, sao exemplos de espagos de Banach contendo

subespago complementado com base de Schauder incondicional.

43
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dt
tw(t

< +00. Entao

1
Teorema 4.2. (Shkarin - 2003) Seja X € W, w € Q e /
0

g

exviste f : X — X tal que

(i) [1f(x) = fFW)l < w(lle = yll) para todo x,y € X;

(i1) A equacao x' = f(x) nao possui solugao em nenhum intervalo da reta real.

Prova. Seja e € X com |le|| = 1. De acordo com o Teorema de Hahn-Banach existe
um funcional linear continuo ¢ : X — R tal que ||p|| = 1 e ¢(e) = 1. E claro que
Y = Kerp € W. Escolha ¢ > 0 tal que 2w, (t) + wa(t) < w(t) para todo t > 0, onde

wo(t) = gmin{w(t), 1} e wi(t) = \/twa(t).

Claramente ws € €2 e para qualquer ¢ > 0 temos

w1 (2t) = 1/ QtWQ(Qt) S \/ 4tWQ(t) =2 th(t) = 20)1 (t) (41)

De acordo com o Lema 3.3 o par (wy,ws) € Z. Pelo Lema 3.1 existe uma fungao con-
tinua g : R x Y — Y tal que

) lgft, o)l < 15

(i) lg(t, 2) — g(t. »)|| < willlz —yl));

(iil) |lg(t, z) — g(s,x)|| < wa(|t — s|) para quaisquer z,y € Y e t,s € R;

(iv) A equagao diferencial y/(t) = g(t,y(t)) ndo possui solu¢do em nenhum intervalo da
reta real.

Considere a funcao f : X — X dada por

f(x) = e+ g(p(x), 2 — p(x)e) (4.2)

Seja e >0, z,y € X, ||z — y|| < e. Entao, usando (4.1) obtemos
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1f(@) = fWll = llgle(@),z = e(@)e) — g(e(y),y — e(y)e)|l
< lgle(x), 2 —o(x)e) — g(e(x),y — ey)e)]
+ llgle(x),y —e(y)e) — g(ey),y — e(ye)ll
< willlz —y = (e(@) —py))ell) +wale(z) — e(y)))
< willlz =yl + le(@) — ey)el]) + walllz = yll)
< wi(2flz = yll) + wa(llz = yll)
< 2wi(llz = yll) + wa(llz = yll)
< w(llz—yl)

S @) = FI < w(llz =yl

Resta verificar que a equagao ' = f(x) nao possui solugdo em nenhum intervalo real.
Suponha que = : (b,¢) — X é uma solu¢do da equagdo =’ = f(x). Aplicando ¢ em
ambos os membros da equagao, obtemos %gp(m(t}) = 1.

Portanto, ¢(z(t)) = t + a, para alguma constante a € R. Sejay : (b+a,c+a) = Y

dada por

y(t) = x(t —a) — p(x(t = a))e (4.3)

Entao,

= g(ty(?))

Yy (t) = g(t,y(t)). Porém, isto contraria o fato de que a equagao y' = ¢(¢,y) nao
possui solugao.
Portanto, a equagao diferencial 2’ = f(x) nao possui solugdo em nenhum intervalo da

reta real. [
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Corolario 4.3. Seja X € W, a € (0,1) e € > 0. Entao existe f : X — X tal que

(1) 1f (@) = FW)|l < elle = yll|* para quaisquer x,y € X;

(i1) A equagao ' = f(x) nao possui solugao em nenhum intervalo da reta real.

Prova. Considere w : [0, 400) — [0, +00) dada por w(t) = et®. Temos que w € Q.
Com efeito,
(i) w é continua e crescente em [0, +00);
(i) w(0) =0 ew(t+s) <w(t)+w(s);
(iii) w ¢ diferenciavel em (0, +00), pois, w'(t) = aet*!;
(iv) sup tw'(t) = a sup w(t) = aw(T) < +oo, para qualquer T > 0.

te(0,T] te(0,T)
2

dt
Viw(t)  (1—a)/e

Logo, pelo Teorema 4.2, existe uma funcao f : X — X tal que

1
Portanto, w € €2. Também temos que / < +00.
0

() [[f(2) = fW)Il < ellz = y[|* para quaisquer z,y € X;

(ii) A equagao 2’ = f(x) nao possui solu¢do em nenhum intervalo da reta real. [J



Capitulo 5

Aplicacao

Neste capitulo queremos estudar um tipo de genericidade de solugoes relativo a
Forma Fraca do Teorema de Peano para campos auténomos em espacos de Banach.
A fim de facilitar o entendimento, estabeleceremos algumas defini¢bes que serdao im-
portantes para o desenvolver deste capitulo.

Seja (C'(X), Tue) 0 espago localmente convexo de todos os campos vetoriais continuos
sobre X, munido com a topologia linear 7. da convergéncia uniforme sobre conjuntos
limitados.

Denote por K(X) o subconjunto de C(X) formado por todos os campos vetoriais con-
tinuos para os quais a equagao u/(t) = f(u(t)) ndo tem solu¢ao em qualquer instante.
Note que K(X) ndo é necessariamente um espago vetorial.

A questao central de nosso interesse é: Sera que K(X) U {0} contém algum espago
vetorial infinito-dimensional que seja T,.-fechado em C(X)? Isto nos leva a seguinte

definicao de genericidade algébrica

Definicao 14. Diremos que a propriedade de nao-validade da Forma Fraca do Teorema
de Peano é algebricamente genérica para K(X) quando K(X)U{0} contém um espago

vetorial L de dimensao infinita e T,.-fechado.

47
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O resultado principal deste capitulo é o seguinte:

Teorema 5.1. (Barroso, Marrocos e Rebougas (2012)).
Seja X um espag¢o de Banach contendo um subespag¢o complementado com base de
Schauder incondicional. Entao a propriedade da nao validade da Forma Fraca do Te-

orema de Peano € algebricamente genérica para K(X).

Prova. Esta prova utiliza um método conhecido como Técnica do Vetor Mae. Por
hipotese, X possui um subespago complementado Y com base de Schauder incondi-
cional {e,,e:}°,. Como Y ¢é complementado, existe uma projecdo linear limitada
P : X — Y. Decomponha N = UN“ onde cada N; tem cardinalidade |N;| = oo e
N;NN; =0 sei # j. Por convenc;?ii,l escrevemos Ny = N. Seja Y; = span{e, : n € N;}.

Defina para cada ¢ € N a i—ésima projecao m; : Y — Y; por

[e.9]

mi(z) = Z(egi)n(x)en,x ey (5.1)

n=1

onde (efy )n(7) = €5 (z) se n € Nj e (ef,)n(z) = 0se n ¢ N;. Como {e, : n € N;}
é uma base de Schauder incondicional para Y;, segue que 7;(z) estd bem definido e
sup ||m|| < oo para cada ¢ € N. Também note que Y; = m;(Y'). Cumpre-nos mencionar
que a construcao feita acima é padrao e pode ser encontrada, por exemplo, em [16].

Agora fixe o € (0,1). Pelo Corolario 4.3, para cada i € N, existe f; : Y; — Y, satisfa-

zendo as condigbes (i) e (ii). Seja h; : X — X um campo vetorial continuo dado por

hi(x) = fi(mi(P(z))),z € X (5.2)
Para cada (a,) € l1, defina o campo vetorial f,): X — X por

o0

flam (@) = Z ahi(z),r € X, (5.3)

=1

um célculo simples mostra que f(,,) = 0 se, e s6 se (a,) = 0.
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Além disso, temos a seguinte relagao

[ftan) (@) = flay Wl < Cllz —y||*, Yo,y € X (5.4)
onde €= (sup [l | PJ[)* [ (@)l
Assim, é valida a seguinte proposicao

Proposicao 5.2. A aplicagao linear T : 1, — C(X) dada por

T((an)) = fian) (5.5)

estd bem definida, € injetiva e continua.

Segue entao da Proposigao 5.2 que T'(l;) é algebricamente isomorfo a [;.
Afirmacao 1. T'(l;) € K(X)U{0}.
De fato, seja (a,) € l; \ {0}. Entdo a,, # 0 para algum inteiro m > 1. Suponha que

T((a,)) ¢ K(X). Entao existe um intervalo aberto I C R tal que a EDO

u'(t) = fan)(ult)) (5.6)

tem uma solu¢do u em I. Defina a funcdo vetorial v : I — Y, por v(t) = (m, o

P)(u(—)).

Am
Vamos mostrar que

V'(t) = fm(v(t)) para t € I.
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De fato, seja w(t) = P(u(i))) Entao v(t) = m,(w(t)), e assim

Am

V(t) = mm(W'(t))

_ wm(izﬂ(u%é)))

= o Pl ()
= o (a0l
_ if;aﬂmwu%m
= Tnlln(u())

— (hn(u(z-)

— fulma(Pu(-2))))

= he).

Assim, v'(t) = f,(v(t)) para todo t € I. Mas isto contradiz o fato de que para o campo
fm, a Forma Fraca do Teorema de Peano nao vale em Y,,.

Portanto, T'({;) C K(X)U{0}.

Agora vamos mostrar que a Afirmacao 1 pode ser mais refinada.

Afirmagao 2. T(ll)Tuc C K(X)U{0}.

[eS)
n=1

———Tuc - . .
De fato, se h € T(l;) ™ entdo existe uma sequéncia z, = (a¥) € [, tal que
o0

n

{Z a¥ fo(mn(P(2)))}32, Tae-converge para h em By. Do Corolario 4.3 (Shkarin) sa-
n=1

bemos que f;(0) # 0. Dai um célculo simples mostra que

v, Ti(P(R(0)))
a; — fZ(O)

para todo i.

mi(P(h(0)))
fi(0)

Seja a; = . Segue que

mi(P(h(x))) = a; f;(m;(P(z))) para todo z € X.
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Portanto, se (por contradigao) u/(t) = h(u(t)) em algum instante ¢ entao fixado um
t

inteiro ¢ > 1, v(t) = m(P(u(—))) satisfaz v'(t) = fi(v(t)). Porém, isto contradiz o
a;

Corolério 4.3 (Shkarin).
Portanto, T(ll)nc C K(X)u{0}.
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