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Resumo

O objetivo deste trabalho ¢ mostrarmos que se M é uma superficie analitica, orientada
e fechada do espaco euclideano E" com curvatura (zaussiana constante e vetor curvatura
médio normalizado paralelo, entao ou M estd em uma hiperesfera de E™ como uma
superficie minima ou M é uma superficie produto de dois circulos planos.
Palavras-chave: Superficie analitica, curvatura Gaussiana, curvatura média, superficie

minima



Abstract

The objective of this work is to show that if M is an analytic, oriented, closed surface
of the Eucliden space E™ with constant Gaussian curvature and parallel normalized mean
curvature vector , then either M is a hypersphere of E as a minimal surface or M is
product of two flat circles.

Keywords:Analytical surface, Gaussian curvature, mean curvature, minimal surfaces .
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Introducao

Para obtermos o resultado pretendido, primeiro estudaremos as superficies com vetor
curvatura média normalizado paralelo que sao superficies em que o vetor curvatura média
¢ nao nulo e o vetor unitario dado por esta direcao é paralelo no fibrado normal. Em
verdade, vamos mostrar o seguinte teorema auxiliar: "Seja M uma superficie analitica
em uma variedade Riemanniana R™(c), completa, simplesmente conexa e de curvatura
seccional constante igual a c. Se M tem vetor curvatura média normalizado paralelo, entao
ou M esta em uma hiperesfera de R™(c) como uma superficie minima ou M est4 em uma,
subvariedade totalmente geodésica de R™(c)".

Com referéncia ao teorema auxiliar, em [3] e [12] Chen e Yau provaram que uma
superficie M em um espaco m-euclidiano E™ tem vetor curvatura médio paralelo se,
e somente se, M é uma superficie minima em E™, ou uma superficie minima de uma
hiperesfera de E™ ou uma superficie em E* o qual est4 em E? ou uma hiperesfera de £*
com curvatura média constante.

Em [9] ,Leung diz que uma superficie M tem o vetor curvatura média H normalizado

H

G é paralelo e prova que existem muitas superfi-

paralelo se H nao se anula e se o campo
cies analiticas em uma variedade Riemanniana 4-dimensional cujo vetor curvatura médio
normalizado seja paralelo. Ainda com relagdo ao teorema auxiliar, em [8] Eschemburg e
Tribuzy mostram que se a variedade é homeomorfa & 2 — es fera o resultado é obtido sem
a hipotese de analiticidade.

Neste trabalho, é acrescentado ao teorema auxiliar a hipotese que M tem curvatura

Gaussiana constante. Mostraremos entao o seguinte

Teorema 0.1. Seja M uma superficie analitica, orientada e fechada do espaco euclidiano

E™. Se M tem curvatura Gaussiana constante e tem wvetor curvatura média normalizado
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paralelo, entao ou M ¢é uma superficie minima de uma hiperesfera de E™ ou M ¢é uma

superficie produto de dois circulos planos.



Capitulo 1

Generalidades

Neste capitulo vamos exibir definicoes, resultados e exemplos da teoria bésica geral
da Geometria Riemanniana, os quais serao utilizados no decorrer desta dissertagao. Es-
pecificamente, vamos disponibilizar os conceitos de variedades diferencidveis, métricas,
conexoes, geodésicas, curvaturas, fibrados e imersoes isométricas. As demonstracées omi-

tidas podem ser vistas nas referéncias [1] e |3].

1.1 Variedades Diferenciaveis

Definicao 1.1. Dizemos que um conjunto M e uma familia de aplicagoes injetivas x, :
U, CR* — M de abertos U, C R"™ é uma variedade diferencidvel de dimensao n, se

satisfazem as sequintes propriedades:
(1) Uxa(Ua) =M

(2) Para todo par a, B, com x,(Uy) Nxg(Us) = W # 0, 0s conjuntos z,* (W) e xgl(W)

sao abertos do R™ e as aplicacoes x;l 0 X SG0 diferencidveis.
(3) A familia {(Uy, o)} € mazimal relativamente as condigoes (1) e (2).

O par (U,,z,) com p € x,(U,) é chamado uma parametrizacio (ou sistemas de
coordenadas) de M em p; z,(U,) é entdo chamada uma wizinhanca coordenada em pj
Uma familia {(U,,z,)} satisfazendo (1) e (2) é chamada estrutura diferencidvel em M.
A condicao (3) aparece na defini¢do acima por razdes técnicas.

Vamos agora estender para variedades a nocao do Calculo Diferencial.
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Definicao 1.2. Sejam M7 e M3" variedades diferencidveis. Uma aplica¢ao ¢ : My — My
é diferencidvel em p € M, se dada uma parametrizacao y : V.C R™ — My em ¢(p)
existe uma parametrizacio v : U C R* — My em m tal que o(x(U)) C y(V) e a
aplicacao

ytopox:UCR" — R™
¢ diferencidvel em 7 1(p).

Pela condigao (2) da definigao 1 temos que a defini¢ao deda acima independe da esco-
lha das parametrizacoes e a aplicacao y 'opox : U C R® — R™ é chamada de expressao

de p nas parematrizacoes x e y.

Definicao 1.3. Seja M uma variedade de diferencidvel. Uma aplicagao diferecidvel o :
(—€,€) — M € chamada uma curva diferencidvel em M. Suponha que a(0) =p € M, e
seja D o conjunto das funcoes de M diferencidveis em p. O vetor tangente & curva o em

t=0 € a funcao o/(0) : D — R dada por

&/ (0)f = W . JeD

Um vetor tangente em p é o vetor tangente em t = 0 de alguma curva o : (—e, €) — M

com a(0) = p. O conjunto dos vetores tangentes a M em p serd indicado por T,M.

Proposicao 1.1. Sejam M e M3 variedades diferencidveis e seja ¢ : My — Mo
uma aplicagao diferencidvel. Para cada p € My e cada v € T,M;, escolha uma curva
diferencidvel o : (—e,€) — My com «(0) = p, &/(0) = v. Faca = poa. A aplicagio
dop  TyMy — T My dada por dp,(v) = 5(0) € uma aplicagdo linear que nao depende

da escolha de o.
Definicao 1.4. A aplicagao linear dyp, dada acima é chamada de diferencial de ¢ em p.

Definicao 1.5. Sejam M, e My variedades diferencidveis. Uma aplicacao ¢ : My — M,

¢ um difeomorfismo se é uma bijecio diferencidvel com inversa o' diferencidvel. ¢ €
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um difeomorfismo local em p € M se existem vizinhancas U de p e V' de ¢(p) tais que

p: U —V é um difeomorfismo.

Provavelmente, o teorema local mais importante mais no Calculo é o teorema da funcao

inversa. Sendo um teorema local, este se estende naturalmente a variedades diferenciaveis.

Teorema da Fungao Inversa. Suponha M e N wvariedades diferencidveis e o : M —
N wuma aplicacao diferencidvel. Se é invertivel em todo ponto p € M, entdo existem

vizinhangas U C M dep e V C N de p(p) tais que ¢ : U — N é um difeomorfismo.
Uma importante consequéncia do teorema da func¢ao inversa é o seguinte.

Proposicao 1.2. Suponha que M e N sejam variedades diferencidveis de mesma dimen-
sao e p: M — N um imersao. Entao ¢ € um difeomorfismo local. Se ¢ € bijetiva, entao

w € um difeomorfismo.

Definicao 1.6. Seja M uma variedade n-dimensional. O conjunto
TM = (p,v);p € M,veT,M

munido com a estrutura diferencidvel (U, X R™ v,) sendo 7y, : Uy X R™ — TM definida

por:

= 0
’ya(x(lxa s 71'%’“17 cee ,Un) = (Xa(x?a cee 7$g); Zuz%)

i
onde (U, Xa) € a estrutura diferencidvel de M, (z¢,...,2%) € Uy € (u1,...,u,) € R?, €

chamado fibrado tangente.

Defini¢ao 1.7. Um caminho em uma variedade M ¢ uma aplicacdo continua € : [0,1] —
M. Dizemos que & € um caminho fechado em p € M se £(0) = £(1) = p. Em particular
o caminho constante ¢, : [0,1] — M definido por c,(s) = p, para todo s € [0,1], € um

caminho fechado.

Definicao 1.8. Uma variedade M € dita conexa quando, dados dois pontos quaisquer

p,q € M, existe sempre um caminho ligando p e q, isto €, existe uma aplicacao continua

€:00,1] = M, tal que £(0) =p e &(1) =¢q
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Definicao 1.9. Uma variedade M ¢é chamada simplesmente conexa se todo caminho fe-

chado em M puder ser continuamente deformado em um ponto.

Definicao 1.10. Um campo de vetores X em uma variedade diferencidvel M é uma cor-
respondéncia p — X (p) que a cada ponto p € M associa um vetor tangente X (p) € T,M.
Em termos de aplicagoes, X ¢é uma aplicacao de M no fibrado tangente T M. Dizemos

que o campo X € diferencidvel se a aplicacio X : M — T M € diferencidvel.

Lema 1.1. Sejam X e Y campos diferencidveis de vetores em uma variedade diferencidvel
M. Entdo existe um tunico campo de vetores Z tal que, para todo f € D, Zf = (XY —
YX)f.

O campo de vetores Z = [X,Y]: D — D dado por [X,Y] = XY — Y X é chamado

de colchete de X e Y, o qual possui as seguintes propriedades:

Proposicao 1.3. Se X, Y e Z sao campos de vetores diferencidveis em M, o, sdo

numeros reais, e f,q sao funcoes diferencidveis, entao valem as sequintes propriedades:
(a) [X,Y] = —[Y, X] (anti-comutatividade)
(b) [aX + BY, Z] = o[ X, Z] + BlY, Z] (linearidade)
() [[X,Y],Z]+ Y, Z],X]|+ [[Z,X],Y] =0 (identidade de Jacobi)
(d) [fX,gY]= fglX, Y]+ fX(9)Y — gV (f)X.

1.2 Meétricas Riemannianas

Definicao 1.11. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferencidvel M é uma
correspondéncia que p — (| )p que associa a cada ponto p € M a um produto interno
(, >p, ou seja, uma forma bilinear simétrica positiva definida, no espago tangente T,M,

que varia diferenciavelmente no sequinte sentido: se x : U C R" — M ¢é um sistema

de coordenadas locais em p, com x(xq,...,2,) =q € z(U) e %(q) =dz(0,...,1,...,0),
entao <a%i(q), %(q)>q = gij(1,...,2,) € uma funcao diferencidvel em U.

Definicao 1.12. Sejam M e N variedade Riemannianas. Um difeomorfismo f : M — N

é chamado de isometria se:
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(©)  {u,v), = (dfy(u), dfp(v))f(p), para todo p € M e para todos u,v € T,M

Definicao 1.13. Sejam M e N wvariedades Riemannianas. Uma aplicacao diferencidvel
f: M — N € uma isometria local em p € M se existe uma vizinhanca U C M de p tal
que f:U — f(U) € um difeomorfismo satisfazendo (o).

Exemplo 1.1 (M = R"). Considere M = R" o espago euclideano de dimensio n com

0

5, identificado com e; = (0,...,0), entdo a métrica é dada por (e;, e;) = 6;j, chamada de

geometria metrica euclideana.

Exemplo 1.2. Sejam M, e M, variedades Riemannianas e considere o produto cartesiano
My x My com estrutura diferencidvel produto. Sejam m : My X My — My e m : My X
My — My as projecoes naturais. Vamos munir My X My com uma métrica Riemanniana
pondo:

(U, 0) () = (dm1(u), dm1(v)),, + (dma(u), dm2(v))

q

para todos (p,q) € My x My e u,v € T(pq (M1 x Ms). Como exemplo, temos que o toro
S x St = T? tem uma estrutura Riemannianna obtida escolhendo no circulo S* C R?
a métrica induzida por R? e tomando a métrica produto. O toro T? com tal métrica é

chamado toro plano.

Definicao 1.14. Uma aplicacao ¢ : I — M de um intervalo aberto I C R em uma
variedade diferencidvel M chama-se uma curva parametrizada. Observe que uma curva

parametrizada pode admitir auto-interseccoes ou pontas.

Definicao 1.15. Um campo vetorial V' ao longo de uma curva c : I — M € um aplicagao
t — V(t) que a cada t € I associa um vetor tangente V (t) € T, yM. Dizemos que V
é diferencidvel se para toda fun¢ao diferencidvel f em M, a funcdo t — V(t)f € uma
funcao diferencidvel em I.

dc

%> ¢ chamado campo velocidade ou tangente

O campo vetorial dc (%), indicado por
de c. A restri¢cdo de uma curva ¢ a um intervalo fechado [a,b] C I chama-se um segmento.

Se M é Riemanniana, definimos o comprimento de um segmento por

b
de dc
1 = — —\dt.
o /a\/<dt’dt>
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O teorema a seguir garante a existéncia de métrica Riemannianas.

Teorema 1.1. Uma variedade diferencidvel M, a qual satisfaz os axiomas de Hausdorff

e da base enumerdvel, possut uma métrica Riemanniana.

1.3 Conexoes

Nesta se¢ao vamos indicar por X(M) o conjunto dos campos de vetores de classe C'*

em M e por D(M) o anel das fungos reais de classe C'* definidas em M.

Definicao 1.16. Uma conezao afim V em uma variedade diferencidvel M é uma aplicacao
V:X(M)x X(M)— X(M)

indicada por (X,Y) -, VxY e que satisfaz as sequintes propriedades:
(i) VixigvZ = fVxZ 4+ gVy Z,
(11) Vx(Y +Z)=VxY +VxZ,
(ii)) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y,
onde X,Y,Z € X(M) e f,g € D(M).
A seguir, temos a seguinte proposicao.

Proposicao 1.4. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdao afim V. Entdo

eriste uma Unica correspondéncia

Vl—>%
dt

que associa a cada campo de vetores V ao longo de um curva diferencidvel ¢ : I — M

DV

=0 ao longo da curva ¢, denominado derivada covariante de

um outro campo de vetores

V' ao longo de c, tal que:

DV DW
(a) dt<v W=t a
D df ) )
(b) E(fV) o V+ f , onde V é um campo de vetores ao longo de ¢ e f € uma

funcao dzferenczavel em 1.



1.3. Conexoes 9

(¢) Se V' € induzido por um campo de vetores Y € X(M), ou seja, V(t) = Y(c(t)),

DV
tao —— = VaearY .
entao di dec/dt

Observacao 1.1. A Proposicao acima mostra que a escolha de uma conexao afim V em
M dd origem a uma derivada satisfazendo as condigoes (a) e (b) de campos de vetores ao
longo de curvas. A conexao, desta forma, fornece uma forma de derivar vetores ao longo

de curvas. Surge de maneira natural a nocao de paralelismo.

Definicao 1.17. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdao afim V. Um
campo vetorial V' ao longo de uma curva ¢ : I — M é chamado campo paralelo quando

DV _
S =0, para todo t € 1

Proposicao 1.5. Seja (M,V) uma variedade diferencidvel com uma conexao afim V.
Seja ¢ : I — M uma curva diferencidvel em M e Vo um vetor tangente a M em c(t),
t, € I, ou seja, Vo € Tyyo) M. Entao existe um iinico campo de vetores paralelo V' ao longo

de ¢, tal que V (to) = Vj.
A partir da proposicao acima podemos definir o seguinte:

Definicao 1.18. Seja M wuma variedade diferencidvel com uma conexdao afim V. Seja
c: I — M uma curva diferencidvel em M e Vo um vetor tangente a M em c(ty). O
campo de vetores paralelo V' ao longo de ¢ : I — M tal que V(ty) = Vi, € chamado o

transporte paralelo de V (ty) ao longo de c.

Definicao 1.19. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdo afim V e uma
métrica Riemanniana ( , ). A conexdo é dita ser compativel com a métrica { , ), quando
para toda curva diferencidvel o : I — M e quaisquer pares de campos de vetores paralelos

P e P' ao longo de a, tivermos (P, P') = constante.

Observacao 1.2. A proposi¢cdo a sequir garante que se a conexdo V em uma variedade
Riemanianna M € compativel com a métrica, entao podemos diferenciar produto interno

pela regra do produto usual, fato que justifica a definicao dada acima.

Proposicao 1.6. Seja M uma variedade Riemanianna. Uma conexao V em M é compa-

tivel com a métrica se, e somente se, para todo par'V e W de campos de vetores ao longo
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da curva diferencidvel o : [ — M tem-se:

d DV DW

Corolario 1.1. Uma conexao V em uma variedade Riemanniana M € compativel com a

métrica se, e somente se,
(2) X (Y, Z) = (VxV,Z) + (Y,VxZ), X,Y,Z € X(M),

Definicao 1.20. Uma conexao afim V em uma variedade diferencidvel M € dita ser

stmétrica quando:
(3) VxY =VyX = [X|Y] VXY € X(M).

Observacgao 1.3. Em um sistema de coordenadas (U, x), dizer que V € simétrica implica

que, para todo i,57 =1,...,n, tem-se

0

O teorema a seguir (teorema de Levi-Civita) é o principal resultado desta secdo.

Teorema 1.2 (Levi-Civita). Dada uma variedade Riemanianna M, existe um dnica co-

nexao afim V em M satisfazendo as condicoes:
(a) V € simétrica.
(b) V € compativel com a métrica

Tal conexao é chamada de conexao de Levi-Civita ou conexdo Riemanniana de M.

1.4 Geodésicas

Nesta secao, M sera uma variedade Riemanniana munida de sua conexao Riemanniana.

Definicao 1.21. Uma curva parametrizada v : I — M € uma geodésica em ty € I se

%(‘fl—f = 0) no ponto tg. Dizemos que vy é uma geodésica se 7y for geodésica para todo t € 1
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Observacao 1.4. O comprimento do vetor tangente de uma geodésica v : I — M €

d /dy d\ /D dy di\
dt \dt’dt/ " \dt'dt” dt/

O comprimento de arcos de vy de tg € [ at € I é dado por:

constante, pois:

s() :/t D) = et~ 1)

Portanto, o paramentro de uma geodésica é proporcional ao comprimrnto de arco.
Quando o paramentro é o préprio comprimento de arco, isto é, quando ¢ = 1, diremos

que vy estd normalizado.

Exemplo 1.3. Todas as geodésicas do R™ sao retas parametrizadas proporcionalmente ao
comprimento de arco, pois o espaco tangente a R"™ em p € identificado com o R™ e, neste

caso, a derwada covariante coincide com a deriwada usual.

Exemplo 1.4. Todas as geodésicas da esfera unitdria S™ C R sdo os circulos mdzimos
parametrizados proporcionalmente ao comprimento de arco. De fato, dados p € S™ e um
vetor unitdrio € T,S", a intersecao com S™ do plano que contém a origem de R"™, o
ponto p e o vetor v é um circulo mdzrimo que pode ser parametrizado como a geodésica

por p com velocidade v. A unicidade seque da proprosicao anterior.

Definigao 1.22. Uma variedade Riemanniana M € (geodesicamente) completa se as ge-

odésicas (t) que partem de p estio definidas para todos os valores do pardmetro t € R

Observacao 1.5. E possivel mostrar que toda variedade Riemanniana conexa e compacta

é completa (Teorema de Hopf-Rinow)

Proposicao 1.7. Dado p € M existem um aberto V. .C M, p € V, nimeros reais 0 > 0 e

e >0 e uma aplicacao C*°
v:(=90,0) x U U = (¢q,v);q € v,v € T,M,|v] <e

tais que a curvat — y(t,q,v),t € (—1,1), € a inica geodésica de M que no instantet =0

passa por q com velocidade v, para cada ¢ €V cada v € TyM com |v| < €
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1.5 Curvaturas

Definigao 1.23. A curvatura K de uma variedade Riemanniana M é uma correspondén-
cia (X,Y) — K(X,Y) que associa a cada par X,Y € X (M) uma aplicagio K(X,Y) :
X(M) — X (M) dada por

K(X, Y)Z =VyVxZ —VxVyZ+ V[X’y]Z, Z € X(M),

onde V é a conexdo Riemanniana de M.

Proposicao 1.8. A curvatura K de uma variedade Riemanniana possui as sequintes

propriedades:

(1) K € bilinear em X (M) x X(M), ou seja,
K(fX1 49X, Y1) = fK(X1, Y1) + gK (X5, Y1)

onde f,g € D(M), X, Y, e X(M).

(it) Para todo par X,y € X(M), o operador curvatura K(X,Y) : X(M) — X(M) é

linear, ou seja,

KX, Y)Z+W)=K(X,Y)Z+ KX, Y)W,

K(X,Y)fZ = fK(X,Y)Z,
onde f € D(M), Z,W e X(M).

Proposicao 1.9 (Primeira Identidade de Bianchi).

KX, Y)Z+ K(Y,2)X + K(Z,X)Y =0



1.5. Curvaturas 13

Por questoes de conveniéncia, indentificamos o operador quadrilinear

(K(-, ), ) X(M) x X(M) x X(M) x X(M) — R,

que para cada quadrupla (X,Y,Z, W) € (X(M))* associa o ntimero (K(X,Y)Z, W),
simplesmente por

(X,)Y, Z,W) = (K(X,Y)Z,W).
Proposicao 1.10. O operador definido acima possui as sequintes propriedades:
(a) (X, Y, ZW)+ (Y, Z, X, W)+ (Z, X, Y,W)=0
b) (X,Y,Z,W)=—(Y,X,Z, W)
(c) (X, Y, Z,W)=—(X,Y,W,Z)
d) (X,Y,Z,W)=(Z,W,X,Y)

No que segue, vamos usar a seguinte notacao: dado uma espago vetorial V', indicaremos

por |z A y| a expressao

2
VIRl — (@)
que representa a area do paralelogramo bi-dimensional determinado pelos vetores x,y € V.

Proposicao 1.11. Seja o C T,M um subspago de dimensao 2 do espago tangente T,M

e sejam x,y € o dois vetores linearmente independentes. Entao,

(:L” y7 I’ y)
lz A yl?

k(z,y) =
nao depende da escolha dos vetores x,y € o.

A proposicao acima permite definirmos o seguinte:

Definicao 1.24. Dado um ponto p € M e um subspago bi-dimensional o C T,M o
nimero real k(x,y) = k(0), onde {x,y} € uma base qualquer de o, é chamado curvatura

seccional de o em p.
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Lema 1.2. Seja V' um espaco vetorial munido de um produto interno (, ), com dim'V >

2. Sejam
K:VXxVxV-—V e K:VxVxV-—V

aplicacoes tri-lineares tais que as condicdes (a b), (¢) e (d) da proposicao 9 sejam
14 ¢ q ¢ 5 5 proposi¢ 4)

satisfeitas para

(2,9, 2,t) = (K(z,y)7,y),  (7,9,2,1) = (K'(v,9)z,y) .

Se x,y sao dois vetores linearmente independentes, vamos escrever,

(:'U7 y? Z7 t) / <x7y7 Z7t)/
k = ]{j = -
() |z Ay|? (0) lz Ayl?

onde o = [z,y| é o subespago bi-dimensional gerado por x,y. Se para todo o C 'V, k(o) =

K'(o), entdo K = K'.

Lema 1.3. Sejam M wuma variedade Riemanniana e p um ponto de M. Defina uma

aplicagao tri-linear K' : T,M x T,M x T,M — T,M dada por

para todo X, Y, W, Z € T,,M. Entao M tem curvatura seccional constante k se, e somente

se, K = kK', onde K ¢ a curvatura de M.

A seguir vamos apresentar algumas combinacbes das curvaturas seccionais de uma

variedade.

Definicao 1.25. Para qualquer vetor unitdrio qualquer v € T,M, a curvatura de Ricci

de M na direcao do vetor v € T,M € definida pela média

n—1

Ric,(v) = ! Zk(v,vi): !

n—14% ,
=1 =1

das curvaturas seccionais k(v,v;), onde {v,v1,...,v,_1} € uma base ortonormal de T,M.
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Definigao 1.26. A Curvatura Escalar (ou média) de M no ponto p € M ¢é definida pela

média
1 n 1 n
K = — Ri i) — < R iy Uj)Uiy Uj)
()= 5 o Rielu) = ey 3 (Rl )
das curvaturas de Ricci Ricy(v;), onde {v1,...,v,} € qualquer base ortonormal de T, M.

Observacao 1.6. A seguir, vamos mostrar que as definicoes acima nao dependem da
escolha das parametrizacoes. Primeiro, vamos definir uma forma bilinear em T,,M como

seque: Sejam v, w € T,M e faca
Q(v,w) = trago da aplica¢io [z — K (v, z)w].

Temos que Q) € bilinear e, além disso, escolhendo um vetor unitdrio v € T,M e comple-

tando em uma base ortonormal {v,vy,...,v,_1} de T,M temos que

n

Qv,w) = Z(K(v,vi)w,vﬁ

= Z (K (w,v;)v,v;)

i=1

= Q(w> U)

ou seja, isso mostra que Q(v,w) = Q(w,v) e Q(v,v) = (n — 1) Ric,,(v); isto prova que
Ric,(v) (s6 depende de v € T,M ) é um conceito intrinseco. Por outro lado, a forma

bilinear Q em T,M corresponde uma aplicagao linear auto-adjunta R dada por

(R(v), w) = Q(v,w)
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Tomando uma base ortonormal {vy,...,v,} de T,M, temos que

n

Traco de R = Z (R(v;),v5)

= ZQ(U]';U]‘)
— (n—l)ZRicm(vj)
= n(n—1)R(m).

1

—Q ¢ algumas vezes, chamada de

0 que prova o que foi afirmado. A forma bilinear

tensor de Ricca.

1.6 Fibrados Vetoriais

Definicao 1.27. Sejam E e M wvariedades diferencidveis e seja p : E — M uma aplica¢ao

diferencidvel. Dizemos que p € um fibrado vetorial de dimensao k quando para cada P € M
(i) p~Y(p) € um espago vetorial real de dimensio k; e

(ii) ewiste uma vizinhanga aberta U de p em M e um difeomorfismo ¢ : p~1(U) — U xR*

cuja restricao p~t(q) é um isomorfismo sobre {q} x R*, para cada q € U.

Dado um fibrado vetorial p : £ — M e um subconjunto F C FE tal que a restricao
p |r: F — M é também um fibrado vetorial, dizemos que F' é um subfibrado vetorial de
E se a inclusio i : F < FE leva (p |r)~'(p) linearmente sobre p~!(p), para todo p € M.

Por abuso de linguagem é comum nao nos referirmos a aplicacao p : £ — M quando

trabalhamos com fibrados cuja aplicagao ¢ natural, mas sim as variedades F e M.

Definicao 1.28. Seja p : E — M um fibrado vetorial. Para cada p € M chamamos o
espago E, = p~'(p) a fibra de p sobre p. Uma se¢io de um espaco fibrado é uma aplicagdo

0: M — E tal que poo =1idy.

Exemplo 1.5. Seja TM = (p,v,)| € M,v, € T,M. A aplicagio p : TM — M dada
P
por p(p,v,) = p, € um espago fibrado vetorial de classe C*°, chamado o espago fibrado

tangente a M.
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Uma segao do espago fibrado tangente T'M é um campo de vetores em M. Assim,um
campo de vetores X, é para todos os efeitos,uma aplicacdo que a cada p € M associa o

vetor X (p) € T,M

Exemplo 1.6. Seja (, ) um métrica Riemanniana em M™ e seja N™ C M™ uma sub-
variedade de M. Dado p € M, seja T,N* C T,M o subespago de vetores normais a
T,N; definimos w(N) = (p,v,);p € N,v, € T,N*+. A aplicagio p : w(N) — N, dada por

p(p,v,) = p € um espago fibrado vetorial, chamado o espago fibrado normal.

Definigao 1.29. Sejam p : E — M um fibrado vetorial com uma conezxdo linear V e I'(p)
o conjunto das segoes de p. Dizemos que a se¢ao o € I'(p) € paralela quando V% = 0 para
todo X € X(M). Um subfibrado vetorial F' de E € dito paralelo se, para toda se¢io n de

F e todo X € X(M), tivermos que V'% é uma segao de F.

1.7 Imersoes Isométricas

Definicao 1.30. Sejam M" e M variedades diferencidveis. Uma aplicacao dife-
rencidvel f : M — M ¢ uma imersio se a diferencial df, : T,M — Tf(p)ﬁ € injetiva
para todo p € M. O nimero m é chamdo a codimensao de f. Se, além disso, f é um
homeomorfismo sobre f(M) C M, onde f(M) tem a topologia induzida por M, diz-se que
f é um mergulho. Se M C M e a inclusdo i : M — M ¢é um mergulho, diz-se que M ¢é

uma subvariedade de M.

.~ . ~ ——Fk=n+m . . .
Definicao 1.31. Uma imersao f : M" — M entre duas variedades Riemannia-
nas com métricas (, ), € (., )ap respectivamente, € chamada imersio isométrica (ou

Riemanniana) se:

(X, V) = {dfp(X), dfp (Y )37
para todo p € M, e todo par X,Y € T,M

Proposicao 1.12. Seja f : M" — M wma imersao. Entao, para cada p € M, existe

uma vizinhangca U C M de p tal que a restri¢io de f a U é um mergulho sobre f(U).

De acordo com a proposi¢ao anterior podemos identificar U com f(U) e cada vetor

veT,M,qeU, com df,(v) € Tf(q)M. Usando esta identificacao podemos estender um
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campo local U de vetores de M a um campo local U de vetores de M. Também podemos
considerar o espaco tangente de M em p como um subespaco do espaco tangente de M

em p e escrever

TPM = TPM S (TpM)La

onde (T,M)* é o complemento ortogonal de T,M em T,M. Se v € T,M, p € M, entdo
podemos escrever v = vT + vV, com v € T,M e vV € (T,M)*. Neste caso, denominamos
vT a componente tangencial de v e vV a componente normal de v. Essa decomposicao é

diferenciavel no sentido que as aplicacbes de TM em TM dadas por

(p,v) — (p,0") e (p,v) — (p,o")

sao diferenciaveis. A conexao Riemanniana de M sera indicada por V. Se X, Y sao campos
locais de vetores em M, e X,Y sao extensoes locais a M, definimos VxY = (V¢Y)7T.
Pelo teorema de existéncia e unicidade de Levi-Civita, sabemos que esta é a conexao

Riemanniana relativa & métrica induzida de M.

Definicao 1.32. Sejam X,Y campos locais a M, entao vamos definir uma aplicacao h

da sequinte forma

h(X,Y)=VxY —VxY (1.1)

Segue que h(X,Y) é um campo local em M normal a M e h(X,Y) nio depende das
extensoes X, Y. Portanto h(X,Y) estd bem definida. Daqui em diante, vamos indicar por

X (U)* os campos diferencidveis em U de vetores normais a f(U) ~ U.

Proposicgao 1.13. Se X, Y € X(U), a aplicagio h: X(U) x X(U) — X(U)* dada por

hX,Y)=VgY — VyY

€ bilinear e simétrica.
Observacao 1.7. FEssa aplicacdo € chamada a sequnda forma fundamental de f, onde a
equacao

VY = VxY +h(X,Y) (1.2)
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¢ chamada a formula de Gauss.

Note que h(X,Y) é um campo local em M normal M, pois

MX,Y) = VgV = VY = (ViV)T + (VaV): - VxY = (Va)*

Consideremos agora campos de vetores X de TM e & de TM*, e denotemos por A: X

a componente tangencial de —V x¢, isto é
AcX = —(Vx&)"
. Note que para todo Y € T'M, temos

X(EY) = (Vx&Y) + (£ VxY)
= <(vX£>T+(vX£)l7Y>+<£avXY+h(X7Y)>
= (—AXY) + (§A(XY))

= 0

Assim,

(AX,Y) = (h(X,Y),6)

Portanto fica bem definida a aplicagdo A : TM x TM+ — TM dada por A(X,§) =
A X, que é bilinear sobre o anel D(M) das funcoées C™ ,pois a aplicagdo h e a métrica
sao bilineares sobre D(M). Sendo h simétrica a aplicagdo A : TM — TM também é
simétrica e, além disso, é linear sobre D(M). A aplicacdo A ¢ chamada Operador de
Weingarten.

A componente normal de Vx& que denotamos por V¢, define uma conexio compa-
tivel sobre o fibrado normal TM~*. Dizemos que V*+ é a conexdo normal de f e assim

obtemos a formula de Weingarten

Vxé=—AX + Vx& (1.3)
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Observacao 1.8. Para a sequnda forma h a derivacdo covariante pode ser estendida de

maneira natural da sequinte forma
(Vxh) (Y, 2) = Vx (h(Y, Z)) = h(VxY, Z) = h(Y,VxZ) (14)

Definicao 1.33. Dizemos que uma imersao f : M — M ¢é geodésica em um ponto p € M
se para todo & € T,M~* temos Ac = 0 em p. A imersao [ € totalmente geodésica se é

geodésica em todo p € M.

. ~ L. R ~ . L. —k=n+m
Definicao 1.34. O vetor curvatura média de uma imersao isométrica f - M"™ — M

no ponto p € M € o wvetor normal a M, definido por H, = %Z?:l h(X;,Y;), onde
{X1,..., X} € um referencial ortonormal tangente a M em p e h € a sequnda forma

fundamental de f

Observacao 1.9. Uma subvariedade € dita minima se H, = 0 para todo ponto p da

subvariedade.
1.8 As Equacoes Fundamentais de uma Imersao Isométrica
O objetivo desta secao é apresentar as equacoes de Gauss, Ricci e Codazzi.

. o~ . —m+n . ~ . L. ~ ~ -
Proposicao 1.14. Seja f: M" — M uma imersao isomélrica. Entao sao vdlidas as

sequintes equagoes:
(a) Equacdo de Gauss:
<F(X, Y)Z, W> = (KX, Y)Z,W)— (Y, W), h(X,Z)) + (h(X,W),h(Y,Z)) .
(1.5)

onde K(X,Y) e K(X,Y) denotam as curvaturas seccionais de M e M do plano

gerado pelos vetores ortonormais X,Y € T,M

(b) Equacao de Ricci:

(K(X,Y)g,m) — (KX, Y)&,n) = ([Ae, A,](X),Y), (1.6)
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para todo XY € TM e &,n € TM* onde [A¢, A)] = A0 A, — A, 0 Ag.

(¢) Equagao de Codazzi:

(KX, Y)Z)" = (Vyh)(X, Z) = (Vxh)(Y. Z) (1.7)

Para todoX,Y,Z € TM.

As equagoes de Gauss e de Ricci sao expressoes que relacionam, respectivamente, as
curvaturas dos fibrados tangente e normal com a segunda forma fundamental da imer-
sao. Uma relacao nao algébrica é dada pela equacao de Codazzi. Neste caso, precisamos
"derivar"a segunda forma fundamental considerada como tensor.

A importancia das equacoes de Gauss, Ricci e Codazzi é que, no caso em que 0 espaco
ambiente tem curvatura seccional constante, elas desempenham um papel analogo ao das

equacoes de compatibilidade na teoria das superficies.



Capitulo 2

Variedades Analiticas e Superficies com Secao

Minima Paralela

Neste capitulo apresentaremos alguns conceitos e resultados que serao utilizados nas

demonstragoes feitas na capitulo 3.

2.1 Variedades Analiticas

Defini¢ao 2.1. Uma variedade complexa M de dimensdo (complexa) n é uma variedade
diferencidvel 2n-dimensional (dimensao real), munida de wm atlas formado por cartas
Yo : Uy = C" = R satisfazendo a segquinte condi¢io: sempre que U, N Uy # &, a
mudanga de coordenadas psop, : o (UsNUs) — p5(UsNUp) € uma fungao holomorfa de
n varidveis complexas. Nesse caso, cada @, : U, — C" é uma carta coordenada holomorfa
ou ainda um sistema de coordenadas compleras em M, e o conjunto das 90;‘;” € um atlas

complezo de M.

Toda variedade complexa ¢, de fato, uma variedade analitica real; ademais, se ¢ : U —
C" é uma carta coordenada holomorfa em M com ¢ = (z1,...,2,) € z; = x; + iy;, para
1 <j <n,entdo (r1,y1,.-.,%n,Yn) € uma carta coordenada analitica de M, vista como

variedade analitica real.

Observacao 2.1. As variedades anliticas complexas de dimensdo 1 sao as superficies de

Riemann.

Podemos entao identificar a parametrizagao (z,y) em U C M, onde M representa uma

22
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superficie de Riemann, com o parametro complexo z = x + iy e denotarmos por 7T ;CM 0
plano tangente complexificado de T, M.

Assim, dado um parametro z = x + iy podemos definir campos de vetores em U por:

o _1(0 .0
0z 2\0x Oy

0. _1(o_ .9
0z 2\ 0z Z(?y

de modo que {£, 2} ¢ uma base de TyM.

Definimos a base dual de {%, a%} como sendo as 1-formas complexas locais

dz := dz + idy
dz := dx —dy
. Uma funcao f : M — C serd dita holomorfa se, e somente se, % = (0 para toda

parametrizacao local de M.

Seja entao M uma superficie analitica conexa em uma variedade Riemanniana analitica
R™. Considere V e V' as derivadas covariantes de M e R respectivamente. Sejam X e
Y campos vetoriais tangentes em M. Entdo por (1.1) e (1.2) temos que a segunda forma

fundamental h é dada por
VY =VxY +h(X,Y) (2.1)
Sabemos que h(X,Y) é um campo vetorial normal em M e que h é simétrico em X e
Y. Considere um campo vetorial normal qualquer £ em M e escrevamos:

k€ = —Ae(X) + Vx¢ (2.2)

onde —A¢(X) e V& denotam respectivamente os componetes tangencial e normal do

vetor Vi€, entao obtemos

<A§(X)7Y> = <h(Xv Y)v§> (23)
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onde (,) denota a métrica riemanniana de R. Diz-se que um campo normal £ em M é
paralelo no fibrado normal se V¢ = 0 para cada campo tangente X € I'(T'M) o vetor
curvatura média H é definido por:

1

Definicao 2.2. Se para todo sistema de vizinhancas coordenadas cobrindo a variedade M,
existe um numero finito de vizinhancas coordenadas que cobrem toda a variedade, entao

a variedade m € dita compacta.

Proposicao 2.1. Seja M™ uma subvariedade de N™. Entio a conexdo normal V+ de M
em N € flat se, e somente se, existem (m —n) campos ortonormais e paralelos no fibrado

normal.

Demonstragao. (<) Temos Vé =0 para j = 1,...,m — 2 para todo X € X(M). Logo

RN(X,Y)&; = 0. Dado qualquer campo normal > i1 fi€; de M. Entao temos:

m—2 m—2 m—2
RN(X,Y) = VxVi (Z L@) ~ ViV (Z fjéj) — Vixy (Z f@)
j=1 j=1 J=1
—2 m—2

= (XY =Y X)f1¢ = > (X, Y]f)§ =0 (2.5)

Jj=1 J=1

3

Portanto, a conexao normal V* é flat.
(=) Assumamos que V= ¢é flat. Entao para quaisquer conjunto de (m—n) campos normais

ortonormais & de M, temos:
VxVy& — VyVxé — Vixyi& = 0,VX, Y € X(M)

Definindo V%&; = 37| wi(X)&;, temos w! = —w! e também

n

0= D IXw! (V) = Vel (X) = (X, VDI + 3 {Zwmwm - wf<X>wz<Y>1} 3

Jj=1 k

ou seja, dw] = —> wf Awj, e w] = —w}. E possivel entdo obter uma matriz de ordem
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m—n), A= al) de uncgoes al satisfazendo:
( ) (a7) de f : f
dA = —AQ,AT = A" (2.6)

onde Q = (w)). Esta equacio (2.6) tem a expressio local:

daf = Za?w,{; = — Zafwf (2.7)

colocando

&= al (2.8)

J

0s campos &/ sdo também m — n campos ortonormais.
Usando (2.7) e (2.8) obtemos:
wak = daf + alw? = 0, onde w} sdo definidos por V¢ = w’¢). Isto prova que cada & é

paralelo no fibrado normal.

Proposicao 2.2. Seja M uma subvariedade m-dimensional de uma variedade riemanni-
ana n-dimensional N. Sejam {&;} e {£/} conjuntos de (n—m) campos normais ortonormais
de M, ambos conjuntos de campos paralelos no fibrado normal. Se tivermos £, = Zj a{é’j

em uma componente de intersecao dos dominios de definicao dos campos, entao as funcoes

J

al sio todas constantes. Em particular, se cada & = & em um ponto, entdo (al) = (57).

A proposicao acima é consequéncia imediata da definicao de campos paralelos.
E possivel escolher um sistema de coordenadas isotérmicas {1, 22} cobrindo M. O

tensor métrica induzida g tem a seguinte forma:
g = E{(dz,)?* + (dx,)?*}. (2.9)
A seguir, facamos X; = 0/0x; e consideremos,

L=h(X1,X1),M = h(X1,Xs), N = h(X, Xs). (2.10)
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Para as coordenadas isotérmicas w1,y com tensor métrico dado por (2.9), veremos

que
0is X1(F) Xo(F)
9ij = EJ,I‘h =Tl =T = Taré =T =-T} = SVl (2.11)
em que os I'}; sio dados por
Vx, X; =T X,,. (2.12)

De fato, como g(X1, X;) = E = g(X3, X3), obtemos:

1 1 1 1 1
§X1(E) = §X1[9(X1,X1)] = 5[29(VX1X1,X1)] = 5[9(F11X1 +T1 X2, X1)] = §2EF11 =

Xi(E).

> D=5

1 1 1 1 X2(F)
L Xa(B) = 20T X0, X0)] = S20(TL, X0 + 13,50, X)) = 2261, = 1, — 22,
5 5 5 9 2F
1 1 1 1 X1(E)
SXi(E) = 5[20(Vx, Xa, X5)] = 5[29(C1o Xy + T, X5, X)) = S2ETY, = T, = ! >?
2 2 2 2 2B
] 1 1 1 Xo(E
EXQ(E) = 5[29(VX2X2>X2)] = 5[29(F%2X1 + 05X, Xo)] = §2EF32 =T5 = ;;? );

E ainda,

Q(Xl,X2) =0= Q(VX1X1>X2) + Q(Xl, VX1X2) =0= EF%l + EP%Q =0= F%z = _F%1

g(XlaXQ) =0= g<vX2X17X2) +g(X17vX2X2) =0= EF%Q + EP%Q =0= F%2 = _F%2

Pela equagdo de Codazzi, temos (Vx,h)(Xa, X1) = (Vx,h)(X1, X1) e pela equagio
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(1.4), tem-se

(Vi h)(Xa, X1) = Vi, (h( X2, X1)) — h(Vx, Xo, X1) — M( X2, Vx, X1),

(Vx,h)(X1, X1) = Vi, (h(X1,X1)) = h(Vx, X1, X1) — h(X1, Vx, X1)

Logo,
Vi,M — h(Vx, Xo, X1) — h(X2, Vx, X1) = Vx,L — h(Vx, X1, X1) — h(X1, Vx, X1)
Devido h ser bilinear e simétrica e Vx, X; = Vx, Xo, temos

Vy,L -V, M = h(Vx,X1,X1)— h(X2,Vx, X1)
= h(l1,X1 +T3,Xy, X1) — h(Xo, T1, X1 +THXo)

= TLA(Xy, X1) +T3h(Xy, X1) — T h(Xe, X1) — T2 0(X,, Xo)
Mas, I'%, =T, e I'l, = —I'?,, dai
Vi, L — Vi, M =T}, [h(X1, X1) + h(Xs, X)].
Uma vez que
= —trh = Zg (X5, X,), X;) = %[g(h(Xl,Xl),Xl) + g(h(Xs, Xo), Xo)] =

1.1

H =
Q[E

1
h( Xy, Xy) + Eh(Xg,XQ)] = h(X1,X1) + h(Xs, Xo) =2FEH

1 _ Xa(E)
e '}, = =55, temos

Xy(E)
2K

[h(X1, X1) + h(X2, X2)] = X;EEE)QEH = Xo(E)H.  (2.13)

Vx,L— Vx,M =
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Analogamente,

—X1(E)

VM =V, N = ——

Pela definicao de vetor curvatura média H, temos
1
Vx.(EH) = EVx H+X,(E)H = X;(E)H = —EVx H+Vy. [E.ﬁ(h(Xl, X)) +h(Xs, X5))] =

1
= Xi(E)H = —EVx H + 5 (Vx, L+ Vx,N) .
Substituindo X;(E)H em (2.13) e (2.14), obtemos:

L—-N
2

1
Vy,L—VxM=—-EVy H+ §V§2(L +N) = Vy, ( ) —Vx,M =-EVy H

(2.15)

L—-N

1
Vy,M-Vx N = EV§1H—§V§1(L+N) = Vy, < 5

>+V§QM = EVy H. (2.16)

Assim, temos o seguinte:

Lema 2.1. Seja M uma superficie em uma variedade Riemanniana m-dimensional de

curvatura constante. Se existe uma secao isoperimétrica paralela & em M, entao a func¢ao

o6 = (E576) - r,gi (217)

¢ analitica em z = x1 + 1xoy para todo conjunto de coordenadas isotérmicas xy,xs, onde
uma secao & isoperimétrica em M significa um campo vetorial normal unitdrio definido
globalmente em M com M, (§) = 3trAe =constante e (,) significa g(,). Em particular, se

o vetor curvatura média H € paralelo e nao-nulo, entao a fungao

() = (5 m) ~ () =

¢ analitica em z = x1 + 129.
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2.2 Superficies com Secao Minima Paralela

Definicao 2.3. Seja M uma subvariedade n-dimensional em uma variedade N. Para um
campo normal unitdrio de vetores & de M em N, se temos My(§) = %trA,g =0, entao &
¢ chamada uma se¢ao minima de M; se o tensor sequnda forma A¢ nao € proporcional
identidade, entao & € chamada uma segao umbilica-livre de M ; se o determinante de A
¢ nao nulo, entao & é chamada uma se¢io nao degenerada; e se A¢ nao € identicamente

nulo, entao £ é chamada se¢ao nao geodésica.

Proposicao 2.3. Seja M uma superficie fechada em um 4-espaco euclideano E* tal que
a curvatura Gausstana de M nao muda de sinal. Entao M é o produto de dois circulos

planos se e somente se exriste uma secao minima nao degenerada em M
Se a curvatura gaussiana é nula em M, entao temos o seguinte resultado local.

Proposicao 2.4. Seja M uma superficie em um espaco euclidiano 4-dimensional E* com
curvatura Gaussiana nula. Entdo M é um subconjunto aberto da superficie produto de dois

circulos planos se, e somente se, existe uma secao minimal paralela nao geodésica em M.

Lema 2.2 (Yau-1974). Seja M? uma superficie com vetor curvatura média paralelo em
uma variedade com curvatura constante. Entdao ou M? é uma superficie minima de uma
subvariedade umbilica de N ou a sequnda forma fundamental de M? pode ser diagonalizada

simultaneamente.

Teorema 2.1. (Chen, 1973¢; Yau, 1973) Seja M uma superficie em uma forma espacial
R™(c) de dimensao m com curvatura constante c. Se o vetor curvatura média H € paralelo

no fibrado normal, entao M ¢é uma das sequintes superficies:
e (i) Uma superficie minima de R™(c)
e (i1) Uma superficie minima de uma pequena hiperesfera de R™(c), ou

e (iii) Uma superficie com curvatura média H constante em uma 3-esfera de R™(c)
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2.3 O Teorema de Erbach e o Teorema de Hopf

Nesta secao apresentaremos o Teorema de Erbach e o Teorema de Hopf que serao
usados nas demonstracoes do capitulo 3.Antes, porém, de enuncia-los, faremos algumas

definicoes.

Definicao 2.4. Seja Q) uma regigo em C. Uma funcio u : Q@ — R diz-se harménica em
Q se € de classe C? em ) e verifica a equacdo de Laplace:

0’u  0%u

A = —_— —_—
“ 8$2+8y2

0

em todo ponto de ().

Como o operador de Laplace é linear, o conjunto das funcoes harmoénicas nuna dada
regiao () é um espaco vetorial que denotaremos por H(£2).

Usando os operadores diferenciais

e
o _1790 .0
oz 2\ar oy
vemos que
0% 1
—ZA
9207 4"

Assim, outra forma de escrever a equacao de Laplace Au =0 é

0%u B
0207

Teorema 2.2 (Teorema de Hopf). Seja M uma variedade Riemanniana orientdvel, com-
pacta e conexa. Seja f uma funcao diferencidvel em M tal que Af > 0.Entao f € cons-
tante. Em particular, as fungoes harmonicas em M, isto €, aquelas para as quais Af =0

840 constantes.
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. ~ R ——n . ~ . L. . . .
Definicao 2.5. Seja f : M™ — M uma tmersdo isométrica. Definimos o primeiro

espaco normal de f em p € M por

N{(p) = {h(X,Y); XY € T,M}

Claramente le(p) ¢ um subespago vetorial de T,M~* e portanto dilef(p) <n-—m.

O primeiro espago normal também pode ser descrito como
N{ (p) = {¢€ € T,M*; A = 0}*

Proposigao 2.5 (Teorema de Erbach). Considere ¢ : M, — M

. uma 1mersao 1so-

mélrica de uma variedade riemanniana conexa n-dimensional M"™ em uma variedade ri-
. . . —n+p . . .
emanniana (n + p)-dimensional M. = de curvatura seccional constante c. Se o primeiro
espaco normal Ni(x) € invariante por transporte paralelo com respeito ¢ conexdo no fi-
brado normal e a dimensao de Ny € constante igual a [, entao exriste uma subvariedade

(n + 1)-dimensional L™+ totalmente geodésica de M:er, tal que (M) C L™,

Definicao 2.6. Seja M uma variedade n-dimensional de uma variedade Riemanniana m-
dimensional e E um subfibrado do fibrado normal T+M . Entio E ¢ dito paralelo no fibrado

normal se, para toda secao & de E e todo vetor X tangente a M, tivermos Vx& € F.

Combinando a defini¢do (2.6) e a proposi¢ao (2.5) temos o seguinte:

Corolario 2.1. Seja M uma subvariedade de uma variedade Riemanniana m-dimensional
R™(c) completa, simplesmente conexa e de curvatura seccional constante c. Se existe um
subfibrado normal E de dimensao | que € paralelo no fibrado normal e o primeiro espaco
normal N}, gerado por {h(X,Y); X,Y € T,M}, estd contido em E, para cada v € M,
entao M estd contida em uma subvariedade totalmente geodésica (n + l)-dimensional de

R™(c).



Capitulo 3

Superficies com curvatura Gaussiana constante

e vetor curvatura média normalizado paralelo

Este capitulo é reservado & demonstragao do teorema principal. Mas primeiro faremos

a demonstracao o teorema auxiliar.

3.1 Demonstracao dos Lemas

Nesta secao apresenteremos alguns resultados e demostraremos os lemas que serao

utilizados na demonstracao do teorema auxiliar.

Seja M uma superficie analitica em uma variedade riemanniana R™(c¢) completa, sim-
plesmente conexa e de curvatura seccional constante ¢. Entao é bem sabido que R™(c) ¢é
analitica e ¢ isométrica a uma das formas espaciais construidas em [3]| [pag. 21 e 22].

Considere K', K, KV os tensores curvaturas associados com V', V e V+. Vimos em
(1.5) e (1.6) que para quaisquer campos de veotores tangentes X,Y, Z, W e campos nor-

mais £, em M, as equacoes de Gauss e Ricci sao, respectivamente, dadas por:
(K'(X,Y)Z,W) = (K(X,Y)Z,W) + (h(X, Z), h(Y, W) — (h(Y, Z), h(X, W) (3.1)

(KX, V)€, ) = ([Ag, An)(X),Y) (3-2)

32
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Em (1.4) vimos que a derivada covariante de h é dada por:
(Vxh)(Y, Z) = V4 (A(Y, 2)) — h(VxY, Z) - h(Y, VxZ) (3.3)

Uma vez que R™(c) tem curvatura seccional constante, a equacao de Codazzi fica
reduzida a:

(Vxh)(Y, Z) = (Vyh)(X, Z) (3.4)

Por hipo6tese assumimos que M tem vetor curvatura média normalizado paralelo e por-

tanto podemos considerar campos unitarios e mutuamente ortogonais &g, ..., &, com &3 =

%. Entao temos para cada campo X € I'(T'M)

V& = 0. (3.5)
Assim a equacdo (3.2) de Ricci nos da:
(KM(X,Y)6s,&) = ([As, A](X),Y)
como KN (X,Y)& = Vi V& — ViVEE + Vixyiés =0— 040 = 0, teremos:
[As, A] =0 (3.6)

paracadar = 4,...,monde A; = Ag,. Por outro lado, sendo &3, ..., &, uma base ortonormal

do espago normal T:-(M), entdo H = 337" .(trA,)&, e usando que & = ‘—g| obtemos:

m m

1 1 1 1
[H& = S(trAs)gs + 5 ;amm = (trAs = [H))& + 5 ;uw)@ =0
Como &3, ..., &, sao linearmente independentes, concluimos que:

trA, =0parar=4,..m (3.7)

Combinando (3.6) e (3.7), vemos que se A3 nao for proporcional a transformacao identi-
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dade I em um ponto p € M, entdo [A,, As] =0 em p para todos r,s = 3, ..., m.
De fato, como A, é auto-adjunta e trA, = 0 para todo r = 4,...,m, existe uma base

ortonormal [ tal que

a 0 Tz Yy p q
[AS]B = ; ["41‘]5 = € [AS]B =
0 b Yy — q —p
Assim
(A, Al [A:]5[Aslp = [As]g[Arls & 2q = py
Mas,

[As, Ar] = 0= [Asls[Ar]p = [A ][ As]s = ay = yb = (a = b)y = 0

Como A3z # M temos y = 0. Vale também que
[As, A;] = 0 = [As]s[As]s = [As]s[Asls = ag = qb = (a —b)g =0

logo, ¢ = 0. Assim vemos que zq = 0 = py, ou seja, [A,, As] =0, para todor =3,...,m

Consequentemente obtemos de (3.6) o seguinte:

Lema 3.1. Seja M, = {p € M; A3 = A\l em algum )\ € R}. Entio K~ = 0 sobre o fecho
de (M — Ml)

Considerando que &3 é paralelo a equagao (3.3) nos da:

(Vxh)(Y,2),&) = (Vx(h(Y,Z2)),&) — (hW(VxY, Z),&) — (MY, VxZ), &)

= (Vx(h(Y,2)),&) — (A(VxY), Z) — (A3(Y), Vx Z)

Como

X <(Y7 Z)7£3> = <V§(h(y’, Z>)7€3> + <(h(Y7 Z))vvg_(€3> = <V§‘((h<Y, Z>>7£3>
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temos

(Vxh)(Y,Z), &) = X(MY, Z),&) — (As(VxY), Z) — (A3(Y), VxZ)  (3.8)

Sobre o interior de M; que denotamos por int(M;), temos Az = Al. Logo, usando

(3.8), obtemos

(Vxh)(Y,2),&) = X (h(Y.Z),&) — (AVxY, Z) — (Y, VxZ)
— X (A(Y), Z) — M(VxY, Z) = A(Y, Vi Z)
— XY, 2)) = \(VxY, Z) + (Y, V2))

= AX(Y,Z)+ X\ (Y, Z) = AX (Y, Z)

o que implica,

(Vxh)(Y, Z),&) = X (Y, Z) (3.9)

De modo analogo, obtemos

(Vyh)(X,Z2),&) =Y (\) (X, Z) (3.10)

Da equagio de Codazzi (3.4) temos que: (Vxh)(Y,Z) = (Vyh)(X, Z). Entao de (3.9)
e (3.10), obtemos:

(XN(Y, Z) = Y(V(X, 2) (3.11)

Uma vez que (3.11) vale para quaisquer X,Y e Z tangentes a int(M;) vemos que X é

constante em cada componente de int(M), pois

XY, Z) —YO(X,Z) =0 = (X(\)Y —Y(VX,Z) = 0= X(A\)Y - Y(\)X =0

para todo XY, Z tangentes a int(M;). Logo, X(\) =Y (\) =0, ou seja, A é constante.
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A fungao (H, H) é analitica em M e igual a \> em M. Veja

m

H= %Z(trA&)& = %(tT&A3)§3

=3

pois trA, =0,r =4, ..., m. Logo,

wjn:<;w@ﬁ&;m%m>:imﬂy

Como em M, temos A3 = Al segue que trAs = 2\, e dai
1 2 2
(H,H) = 1(2)\) =A

Tem-se entdo que (H, H) ou é constante em toda M ou ndo é constante em qualquer
aberto de M.
No primeiro caso temos que o vetor curvatura média H é paralelo e aplicando o
Teorema (2.1) de Chen e Yau, temos que M é uma superficie como descrita no teorema.
No segundo caso, temos int(M;) vazio e portanto pelo lema (3.1) tem-se K anulando-
se em M.

Estes fatos ficam entao sumarizados no seguinte:

Lema 3.2. Sob certas hipdteses do teorema auziliar, ou M é uma superficie minima de

uma hiperesfera de R™(c) ou M tem um tensor curvatura normal nulo.

Agora, noés assumimos que o tensor curvatura normal K~ de M ¢ nulo. Seja T,M* o
espago normal de M em R™(c) no ponto p € M, colocamos N, = {£ € T,M*; (£, H) = 0}.

Definimos uma aplica¢ao linear -y entre N, e o espaco das matrizes de ordem 2, simétricas:

(&) = Ag (3.12)

Consideremos O, = v (0) e N;) o espago de N, dado por

N, =N, & O,, N,10,
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Definimos My = {p €M;dimN, = 0} e My = {p € M;dimN, = 1}. Entdo M =

My U Ms. Além disso, é facil ver que M3 é um subconjunto aberto de M.

Lema 3.3. Lema 3: O fecho de cada componente de int(Ms) estd em uma subvariedade

totalmente geodésica e 3-dimensional de R™(c).

Demonstra¢ao. Uma vez que I'mh = {h(X,Y); X,Y € X (M)} é um subfibrado normal
de dimensao 1 sobre M, e também é paralelo, entao pelo corolario (2.1) implica que cada
componente conexao de int(Ms) e assim seu fecho estd uma subvariedade totalmente

geodésica 3-dimensional de R™(c). |

Lema 3.4. O fecho de cada componente conexa de Mz estd em uma subvariedade total-

mente geodésica e de dimensao 4 em R™(c).

Demonstragdo. Consideremos uma componente conexa MY de M;z. Considerando que

dz’mNZI) = 1 para cada p € MY, podemos escolher um vetor &, € NI'). Assim temos :
A, =0, r=>5,..,m (3.13)
A partir de (3.3) obtemos:
(Vxh)(Y, 2),&) = (Vx(h(Y, 2)),&) = —((Y, Z), VX&) (3.14)

Substituindo (3.14) em (3.4) temos:

(Y, 2),V4&) = (MY, Z),VE6)  r=5,...m (3.15)
Colocando
Vyé = Zwﬁfs, r=3,..,m (3.16)
s=3

temos w? + w’ = 0. Além disso, usando (3.5) vemos que w? = 0 . Consequentemente a

partir de (3.15) e (3.16) chegamos a
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wi(A4(Y), Z) = wH(Y ) AL(X), Z) r=>5,..,m (3.17)

Uma vez que A4 ¢ nao-singular em Mj, tem-se de (3.17) que w? = 0 para cada r =
5,...,m. Por outro lado, usando que wj = 0 e w? ¢ anti-simétrico obtemos que & ¢é
paralelo. Concluimos portanto que I'mh é um subfibrado normal bidimensional e paralelo

sobre int(Mjz). Assim, o corolario (2.1) implica que cada componente de M3 estd em uma

subvariedade 4-dimensional e totalmente geodésica de R™(c). n

Lema 3.5. Se K ¢ identicamente nulo entao ou My € a superficie M inteira ou o fecho

de M3 € toda a superficie M.

Demonstracao. O subconjunto M, é fechado em M. Se My é um subconjunto prépio de M
entao M3 é um subconjunto nao-vazio e aberto de M. Assuma que M, tem interior nao-
vazio e p é um ponto comum aos bordos de int(Ms) e Ms. Entao devido ao anulamento de
KN a proposi¢ao (2.1) nos garante a existéncia de (m — 2) campos vetoriais ortonormais
73, ---, Nm €m uma vizinhanca U de p € M, suficientemente pequena tal que 7, é paralelo
no fibrado normal. Além disso, uma vez que & é paralelo em M e & € N' é paralelo em
Ms, a proposicao (2.2) nos diz que podemos escolher 73, ..., 7, em U tais que 13 = &3 em
Uenyg=E& em UN M;.

Seja x1, ro um sistema de coordenadas isotérmicas em U, com o tensor métrico g dado
por

g9 = E((dz1)* + (dz2)?)

0

Consideramos X; = 5> e definimos:
J

ox

L= h(Xl,Xl), M = h(Xl,X2> e N = h(XQ,XQ)

Entao de acordo com (2.15) e (2.16), obtemos:

L-N
\% (T) —~Vy,M =-EVy H (3.18)

L-N
Vx, (T) —Vy,M = —EVy H (3.19)



3.2. Demonstracao do Teorema auxiliar: 39

Considerando que 7, é uma se¢ao minima no fibrado normal e ainda das equagoes (3.17)

e (3.18) temos:

0 /L—N 0
ﬁ_xz< 5 ,774> — 8_951<M’ ns) =0 (3.20)
0 /L—N 0
8_371< 5 ,774> + 8_1:2<M’ n4) =0 (3.21)

Isso implica a analiticidade da fungao f(z), em que z = x1 + ixs, dada abaixo:

f: <L_2N7774> - <M7774>Z7Z:\/__1

Desse modo, devemos ter f = 0 em U, uma vez que no subconjunto aberto e nao-vazio

U N M, afuncao f é nula. Em particular, temos entao:

(L,ma) = (N, ma) (3.22)

Por outro lado, uma vez que 74 é uma se¢ao minima
<L7774> + <N7 774> =0 (323)

Assim provamos que A,y = 0 em U N Mj. Isso contradiz a definicao de Mj; e portanto o

Lema esta provado. [ |

3.2 Demonstracao do Teorema auxiliar:

Nesta secao vamos demonstrar o teorema auxiliar.

Teorema 3.1 (Teorema auxiliar). Seja M wma superficie analitica em uma variedade
Riemanniana R™(c), completa, simplesmente conexa e de curvatura seccional constante
wqual a c¢. Se M tem vetor curvatura média normalizado paralelo, entao ou M estd em
uma hiperesfera de R™(c) como uma superficie minima ou M estd em uma subvariedade

totalmente geodésica de R™(c).

Demonstra¢ao. Para demonstrar o Teorema (3.1), observamos pelos lemas (3.2), (3.3) e

(3.5) que uma das 3 afirmagoes seguintes é vilida:
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(i) A superficie M é minima em uma hiperesfera de R™(c);
(ii) A superficie M estd em uma subvariedade 3-dimensional de R™(c) ;

(iii) O fecho de M; é toda a superficie M e o tensor curvatura normal ¢ identicamente

zero em M.

No caso em que a terceira afirmacao acima ¢é valida e que M3 tenha apenas uma compo-
nente conexa, entao pelo lema (3.4), a superficie M est4 em uma subvariedade totalmente

geodésica 4-dimensional de R™(c) e o teorema é verdadeiro.

Agora assumamos que aconteca (iii) mas que Mj tenha mais de uma componente
conexa. Sejam N; e Ny componentes de Mjz tais que N; e Ny tenham um ponto p €
ON; N ANy em comum. Devido o anulamento de KV em M e a proposigao (2.1), existe
uma vizinhanca U de p suficientemente pequena e existem m—2 campos ,normais unitarios
e mutuamente ortogonais, paralelos em U, digamos 73, ..., 1, tais que n3 = &3 = % em U
en =& € N em UNN;. Una vez que cada 7, com 7 = 5, ...,m é uma secdo mimina
paralela em U, temos usando o Lema (2.1), que as funcoes f,(z) com z = z; + izy dadas

a seguir sao analiticas:

fr= <%,nr) + (M,n.)i comr =5, ..,m
Considerando que (L,n,) = (M,n,) = (N,n,) = 0 com r = 5,....m em U N Ny, temos
fr =0 em U. Combinando isto com a condicao

(L,m,) +(N,n.) =0comr=>5,...,m

vemos que A, =0 em U. Isto implica que N; e Ny estao em uma mesma subvariedade

totalmente geodésica 4-dimensional de R™(c). Isto conclui a prova do Teorema. [

3.3 Demonstracao do Teorema Principal

Teorema 3.2. Seja M uma superficie analitica, orientada e fechada do espaco euclidiano
E™. Se M tem curvatura Gaussiana constante e tem vetor curvatura média normalizado
paralelo, entao ou M ¢é uma superficie minima de uma hiperesfera de E™ ou M € uma

superficie produto de dois circulos planos.
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Demonstracao. Pelo Teorema (3.1), a superficie M ou é uma superficie minima de uma,
hiperesfera de E™ ou M estd em um subespaco linear £* de E™. Assumiremos que ocorre

o segundo caso.

Consideremos campos ortonormais 3 = % e & em E*, entdo a partir do paralelismo
de &5 obtemos o paralelismo de &, e esta secao ¢ minima e globalmente definida em M.

Portanto, pelo Lema (2.1), a funcao

_ JL-N .
()0_< 2 7§4>_<M7£4>Z
¢ analitica em z = 1 + ixo para cada conjunto de coordenadas isotérmicas x, xo. Assim,

a fungdo log|¢?| é harmoénica pois

A(logle®]) =0 (3.24)

Seja Ay = Ag,. Usando a métrica induzida g = F(dz;)? + (dz3)? e sabendo que:
<L7£4> = <h(X17X1)7£4> = <A4<X1)7X1>7 <N7 54) = <A4(X2>7X2>7 <M7 €4> = <A4(X1)7X2>
e que d@t(A4) = <A4(X1) > <A4(X2) > <A4(X1) X2>.<A4(X2>,X1>7 temos que:

- (L ) (M)’
i ((L, &) = (N, €0))* + ((M, £4))?
1

= 7B (((Au(X), X1))" = 2(Au(X3), X0)- (Aa(Xa), Xo) + ((Aa(X), X))°) +
+E2 ((As(X1), X2)))"
= 2( ((Aa(X1), X1))7 + 2(A4(X0), X1)-(As(X2), Xo) + ((As(X2), X2))?) —
E2 ((Aa(X1), X1)-(As(X2), Xo) — (Au(X1), X2) (A X)), X))
= B (L&) + (N, &))" — B*det(Ay)

= —Ezdet(A4) (3.25)

Pois por (3.23), temos que (L,&) + (N, &) =0

Usando os simbolos de Christoffel é possivel mostrar que a curvatura Gaussiana G na
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métrica induzida g = F(dz1)* + (dz2)? € dada por:

1
— —— A(logE
G = -5 AlogE)

Por outro lado, temos que:

1
——A(logE?) = —
1B (logE”)

1 0 1 OF? 0 1 0F?
iE (agﬁ(ﬁ e " o B2 (91:2>
1 0 ,10F 0 ,10F

2F (8:101(58@) + (‘9$2(Eax2>

1
= ——A FE
s AlogE)
= G
Portanto,
1 2

Assim, usando (3.26) e (3.26) , obtemos:

1
G = EAlogldetAﬂ (3.27)

Considerando que G é constante em M e sendo M fechada, temos pelo Teorema de Hopf
(2.2) que Alog|detAy| = 0 e portanto M ¢é flat e det(A,) é constante. A partir destes
fatos nés podemos concluir que & ¢ uma secao nao-degenereada, minima e paralela em
M. Assim pela proprosicao (2.3), a superficie M é produto de dois ciculos planos e isto

prova o teorema. n
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