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"Now faith is the substance of things hoped for, the

evidence of things not seen.

For by it the elders oblained testimony.

By faith we understand that the worlds by the word
of God were created, so that what is seen was not made

than is apparent."

"ORA, a fé € o firme fundamento das coisas que se

esperam, e a prova das coisas que se nao véem.

Porque por ela os antigos alcancaram testemunho.

Pela fé entendemos que os mundos pela palavra de
Deus foram criados; de maneira que aquilo que se vé

nao foi feito do que € aparente."

Holy Bible
Biblia Sagrada
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Resumo

O objetivo desta dissertacao é estudar imersoes de variedades com curvaturas seccionais
nao-negativas. Mais precisamente, iremos detalhar um artigo de M. do Carmo e E. Lima,
que da uma nova demonstracao de um teorema devido a Sacksteder. Usando argumentos da
Topologia Diferencial os dois autores provaram, entre outras coisas, que uma hipersuperficie
completa M™ de R™™! com curvaturas seccionais nao-negativas é convexa se pelo menos uma

dessas curvaturas seccionais for positiva.

Palavras-chave: Imersoes Isométricas; Curvatura e Convexidade; Teorema de Hadamard.
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Abstract

The aim of this dissertation is to discuss immersions of manifolds with nonnegative sec-
tional curvature. More precisely, we will detail an paper by M. do Carmo and E. Lima,
which gives a new proof of a theorem by Sacksteder. Using Differential Topology arguments,
the two authors prove, among other things, that a complete hypersurface M™ of R"*! with

non-negative sectional curvature is convex at least one of these sectional curvature is positive.

Keywords: Isometric Immersions; Curvature and Convexity; Hadamard theorem
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Introducao

Em 1897 J. Hadamard [12| mostrou que hipersuperficies M™ do espago euclidiano R"*?
conexas e compactas com curvatura de Gauss-Kronecker K,, > 0, sao mergulhadas e home-
omorfas a esfera S”. A partir dai muitas generalizacoes foram feitas adaptando as hipoteses
sobre a curvatura e considerando novos espagos em que estas hipersuperficies pudessem ser
imersas de forma que resultados anélogos fossem obtidos. Por exemplo: Em 1936, J. Stoker
[21] generalizou o teorema de Hadamard supondo M™ completa em vez de compacta. Em
1958 S.S. Chern e R.K. Lashof [9] estenderam este resultado para hipersuperficies compactas

com K, > 0.

Em 1960, R. Sacksteder [20] generalizou todos estes resultados mostrando que se uma
imersdo isométrica ¢ : M™ — R"! de uma variedade Riemanniana completa, conexa e
orientavel no espaco euclidiano R"*! possui todas as curvaturas seccionais nao negativas e

pelo menos uma é positiva, entao, (M) C R"! ¢ uma subvariedade convexa.

Dizemos que um subconjunto N de uma variedade Riemanniana M é convero se dados
p e q pertencentes a N, existe uma geodésica minimal de M ligando p a ¢, a qual esta
inteiramente contida em N. Se, além disso, o interior de N é nao vazio, diz-se que N é um
corpo convero. Uma subvariedade N de uma variedade Riemanniana M é uma subvariedade

convexra se N é o bordo de um corpo convexo em M.

Usando topologia diferencial, M. do Carmo e E. Lima [6] deram uma prova independente
do resultado de Sacksteder, supondo que a segunda forma fundamental é semi-definida e

definida em algum ponto de M. Mais precisamente, mostraram o seguinte

Teorema Principal. Seja ¢ : M™ — R"™ n > 1, wma imersio isométrica de uma va-
riedade riemanniana M n—dimensional, de classe C°°, completa e orientdvel no espaco

euclidiano R"™' cujas curvaturas seccionais séo nao-negativas e, pelo menos em um ponto,



2 Sumario

sao todas positivas. Entao:
(1) M ou é homeomorfa & esfera S™ ou ao R™.

(it) p(M) C R ¢ 0 uma subvariedade conveza, em particular ¢ mergulha M topologica-

mente como um subconjunto fechado de R,

(i17) Para quase todos 0s pontos v € S® C R 0s hiperplanos que sio normais a v inter-

sectam (M) em um conjunto que, quando nao-vazio, ou é um ponto ou é homeomorfo

a S".
(iv) A curvatura total de o(M) C R™™ é 21 (se M é compacta) ou < 7.
Se, em particular, M € nao-compacta e todas as curvaturas seccionais sao positivas, entao:

(v) A aplicagio normal de Gauss ¢ : M — S™ é um difeomorfismo sobre um conjunto

aberto contido num hemisfério de S™.

(vi) Um ponto vy € S™ pode ser escolhido de modo que (M) seja o grifico de uma fungao
convexa definida em um conjunto contido num hiperplano normal a vy, e em particular,

o volume de o(M) € infinito.

Este teorema foi publicado somente em 1972.

A presente dissertacdo baseia-se principalmente no artigo [6], intitulado Immersions of
Manifolds with non-negative sectional curvatures, e tem como principal objetivo apresentar
uma demonstracao do teorema acima. Para tanto organizamos o trabalho em trés capitulos,

como segue.

No capitulo 1, estabelecemos as notacoes, definicoes e resultados fundamentais a serem
utilizados no decorrer do trabalho. O capitulo 1 esta dividido em 4 sec¢oes: Na primeira defi-
nimos e mostramos alguns exemplos de variedades Riemannianas. Na segunda introduzimos
a nocao de Imersao Isométrica; definimos e exibimos alguns exemplos de Variedades Com-
pletas; introduzimos o conceito de Segunda Forma Fundamental de uma imersao isométrica
e definimos a Aplicacao Normal de Gauss. Para finalizar esta se¢ao, demonstramos um fato
fundamental que é a Proposicao 1.2. Na secao 3, definimos Curvaturas Seccionais e exibimos
alguns exemplos e na se¢ao 4 destacamos um resultado (global) devido a Hadamard, a saber,

0 Teorema 1.1, que mostra que a segunda forma fundamental de uma imersao isométrica

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



Sumario 3

¢ : M — R"! e Convexidade estao fortemente relacionadas.

O capitulo 2 esta dividido em quatro secoes. Na primeira introduzimos a nocao de Grau
de uma aplicacao diferenciavel e mostramos alguns exemplos. Além disso, obtemos uma ex-
pressao do grau da aplicacao normal de Gauss em termos da curvatura de Gauss-Kronecker.
Na segunda secao definimos a Curvatura Total Absoluta da imersao e enunciamos, sem de-
monstracao, o Teorema 2.1, que é devido a Chern e Lashof [9]. Na terceira se¢ao fazemos
um breve estudo da matriz Hessiana e do campo Gradiente da Funcao Altura, bem como
destacamos alguns lemas e a Proposicao 2.1. Por fim, na quarta secdo, demonstramos o
Teorema 2.2 e a Proposicao 2.2. O Teorema 2.2, principal resultado deste capitulo, ¢ uma
generalizacao do Teorema 1.1, e sua demonstracao é uma consequéncia da Proposicao 2.1
complementada com o Teorema 2.1. A Proposicao 2.2 serd bastante til na demonstragao

do Teorema Principal deste trabalho.

No capitulo 3, definimos Regioes Normais da fun¢ao altura e demonstramos a Proposi¢ao
3.1 e 0o Teorema 3.1, principal resultado deste trabalho. Como ja observamos anteriormente,
o Teorema 3.1 generaliza o Teorema 2.2. Para finalizar este capitulo, mostramos dois exem-
plos onde o Teorema 3.1 pode ser aplicado e outro onde o mesmo nao pode ser aplicado por

nao satisfazer suas hipoteses.

Para finalizar esta introducao destacamos que, obviamente, este trabalho nao é auto-
suficiente. Portanto, sempre que possivel indicaremos as principais referéncias utilizadas no

decorrer do texto.

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



Capitulo 1

Curvatura e Convexidade

Seja M = M"™ uma variedade diferenciavel (conexa e orientével) de dimensao n - Dife-
renciavel sempre significard de classe C*°. Denotaremos por D(M) o anel das fungdes reais
diferenciaveis definidas em M e X(M) o conjunto dos campos de vetores diferenciaveis em
M. Se p € M, entao T,M denotara o espaco tangente de M em p e TM = {(p,v) : p €
M e wveT,M} denotara o fibrado tangente de M. Se X, Y € X (M), o colchete de X e YV’
é o campo de vetores [X, Y] € X' (M) definido por [X,Y] = XY — Y X. Por fim, indicaremos
por S*(q) a esfera do R™"1, de centro ¢ e raio r, isto é, S"(¢q) = {x € R"™ : |x —¢| = r}. No
caso em que ¢ = 0 e r = 1 usaremos a notagao simplificada e usual S7(0) = S™. As principais

referéncias para este capitulo sdo as seguintes: [1], [2], [3], [8], [10], [11], [15], [17] e [19].

1.1 Variedades Riemannianas

Uma variedade Riemanniana é uma variedade diferenciavel M e uma escolha, para cada
ponto p € M, de um produto interno positivo definido ( , ), no espaco tangente 7,M
de M em p, que varia diferenciavelmente com p no seguinte sentido: Se X e Y sdo campos
diferencidveis de vetores em M, entao a funcio p — (X, YY), é diferencidvel em M. O produto
interno ( , ), (ou simplesmente ( , ) quando nao houver possibilidade de confusao) é

usualmente chamado uma métrica riemanniana em M.

Exemplo 1.1. Considere M = R™ o espaco euclidiano de dimensao n com % wdentificado
come; = (0,...,1,...,0), entdo a métrica riemanniana de R"™ é o produto interno candnico
dado por (e;,e;) = d;j. A geometria Riemanniana deste espago € chamada de geometria

métrica euclidiana.



1.2. Imersoes Isométricas; Variedades Completas 5

Exemplo 1.2 (O espaco Hiperbolico). Considere o semi-espaco do R™ dado por
H" = {(z1,...,2,) € R"; z,, >0}
e introduza em H" a métrica
gi;(T1, . 0) = —
H™ € chamado o espaco hiperbdlico de dimensao n.

A nocao natural de equivaléncia entre duas variedades Riemannianas é a noc¢ao de iso-
metria: Sejam M7 e M3 variedades diferencidveis. Um difeomorfismo ¢ @ My — My é
um homeomorfismo diferenciavel cujo inverso também ¢é diferenciavel. Um difeomorfismo
@ : My — M, entre duas variedades Riemannianas M; e Ms é uma isometria se para todo

p € M, e todo par X,Y € T,M, tem-se

(X,Y) = (dpp(X), dipy(Y')) (1.1)

onde, por simplicidade, usamos o mesmo simbolo para indicar as métricas riemannianas de
M e Mj. ¢ é uma isometria local em p € M se existe uma vizinhanca U C M de p tal que

¢ : U — ¢(U) é um difeomorfismo satisfazendo (1.1).

1.2 Imersoes Isométricas; Variedades Completas
Definicao 1.1. Sejam M7 e M3" variedades diferencidveis.

(a) Uma aplicac@o diferenciavel ¢ : My — M,y é uma imersio se a diferencial dy, :

T,My — T, M, for injetiva para todo p € M;.

(b) Se a imersdo ¢ : M; — M, é um homeomorfismo sobre p(M;) C My, onde (M)

tem a topologia induzida por M, diz-se que ¢ é um mergulho.

(¢) Se My C M e ainclusdo i : My < My é um mergulho, diz-se que M; é uma subvarie-

dade de M.

Observe que se ¢ : M{* — MJ" é uma imersao, entao n < m e a diferenga m — n é cha-
mada a codimensdo da imersdo ¢. No caso em que a codimensdo é 1, i.e., ¢ : M — My+,

@(My) C M é entao denominada uma hipersuperficie.

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



6 Capitulo 1. Curvatura e Convexidade

Um resultado interessante é o que mostra ser toda imersao localmente um mergulho:
Seja p : My — My uma imersao da variedade My na variedade Msy. Para todo p € M,
existe uma vizinhanca U C My de p tal que a restricao ¢ : U — My é um mergulho.
Uma demonstragao para tal fato pode ser encontrada em [2|. Outro fato fundamental neste
mesmo sentido em espacos euclidianos é o famoso Teorema de Whitney: Dada uma variedade
diferencidvel M™, existe sempre uma imersao ¢ : M — R?*" e um mergulho ¢ : M —
R**1 Uma demonstragao deste teorema pode ser encontrada em [18]. Um corolario do
Teorema de Whitney é que toda variedade diferenciavel M" pode ser munida de uma métrica

Riemanniana. Para mais detalhes, veja [17].

Exemplo 1.3. Se ¢ : My — My é um mergulho, entdo a imagem o(M;) é uma subvarie-

dade de My, e a aplica¢io ¢ aplica M,y difeomorficamente sobre p(My).

Exemplo 1.4. Por sua defini¢io, seque que toda superficie reqular N* C R", k < n ¢
uma variedade diferencidvel de dimensdo k e que a inclusio v : N*¥ — R™ é um mergulho,

isto €, N¥ ¢ uma subvariedade do R™. Se k = n — 1, entdo, pelo visto acima, N"~' € uma

hipersuperficie do R™.

Seja M} uma variedade Riemanniana e seja ¢ : M7 — M3 uma imersio de M; em uma
variedade Riemanniana M. Dizemos que ¢ é uma imersao isométrica se a condigao (1.1) for
satisfeita. Em outras palavras, a imersao ¢ é isométrica se a métrica induzida coincide com
a métrica original. Um resultado importante acerca de imersoes isométricas ¢ um famoso
teorema devido a John Nash que garante que todas as variedades Riemannianas podem ser

imersas isometricamente em um espaco euclidiano.

Exemplo 1.5. Se ¢ : MI”H“ — M} ¢ uma aplicagdo diferencidvel e a € My é um valor
reqular de ¢ (i.e., dp é sobrejetiva para todo p € p~'(a)), seque-se da forma local das
submersoes (cf. [19]) que S = ¢~ '(a) é uma subvariedade mergulhada de M, de dimensdo
n. Podemos entao considerar a inclusao v: S < M; de S em M; e tomar em S a métrica

induzida por 1.
Um caso particular do exemplo 1.5 ¢ o seguinte:

Exemplo 1.6 (A métrica canonica de S"). Seja f : R"™™ — R dada por f(x1,...,Tns1) =
n+1

fo — 1. Entao 0 é valor reqular de f e f71(0)={z €eR":23+...+22=1}=S"¢a
i=1
esfera unitdria do R"*'. A métrica induzida por R"*! em S" ¢ chamada a métrica candnica

de S™.

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



1.2. Imersoes Isométricas; Variedades Completas 7

A variedade Riemanniana M se torna um espago métrico se a distancia entre dois pontos
p e q é definida como o infimo dos comprimentos de todas as curvas diferenciaveis por parte
ligando p a ¢. Uma variedade ¢é dita ser completa se o espaco métrico obtido desta maneira é
completo conforme o Teorema de Hopf-Hinow (cf. [2], pg. 162). Como corolarios do Teorema

de Hopf-Hinow, temos que:

(1) Se M é compacta, entao M é completa.

(74) Uma subvariedade fechada de uma variedade Riemanniana completa é completa na

métrica induzida.

Exemplo 1.7. Como o espaco euclidiano R™ é completo como espago métrico (cf. [15], pg.
167) (ou também seus subconjuntos limitados e fechados sao compactos), seque pelo teorema

de Hopf-Hinow que R™ € uma variedade completa.

Pelo item (i7) anterior, as subvariedades fechadas de um espaco euclidiano sdo completas.

Em particular, temos o seguinte exemplo:

Exemplo 1.8. Tomando em S™ a métrica induzida por 1, seque que S™ € completa com tal
métrica, pois S" = f~1({0}) € fechado em R" onde f é a aplicagio dada no exemplo
1.6. Portanto S™ € completa como espagco métrico e, pelo teorema de Hopf-Rinow, é uma

variedade completa.

1.2.1 A Segunda Forma Fundamental

Seja M uma variedade Riemanniana e X, Y € X(M). A aplicagdo V : X(M) x X (M) —
X(M), (X,Y) — VxY indicard a tnica conexao Riemanniana de M, conforme o teorema

de Levi-Civita, determinada por

X(Y,Z) = (VxY,Z) + (Y,VxZ)
VxY — VyX = [X,Y], X,Y,Z € X(M).

. ——n+k . - . — . .
Considere ¢ : M™ — M "™ 4ma imersdo isométrica, onde M é uma variedade Rieman-
niana com conexao V. Para cada ponto p € M existe uma vizinhanca U C M de p, tal que
¢| & um mergulho de U sobre sua imagem ¢(U), ou seja, p(U) C M é uma subvariedade
U

de M. Faremos a convengao usual de identificar U com o(U).

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



8 Capitulo 1. Curvatura e Convexidade

O espago tangente T@(p)M de M em o(p) se decompde em uma soma direta
Tw(p)M =T,M® Tle,

onde identificamos dyp(T,M) com T,M e denotamos por T, M+ o complemento ortogonal de

T,M em T¢(p)M. O subespago T, M~ & chamado o espago normal de M no ponto p.

Sejam X e Y campos de vetores de M. Entao dp(X) e dp(Y') sdo campos de vetores
definidos ao longo de p(U). Se X e Y sdo as extensdes de X e de Y em uma vizinhanca de
©(p) em M, definimos

ViY = (V5Y)'

E, em consequéncia do teorema de existéncia e unicidade de Levi-Civita, segue que

VyY = VxY + (VxY)*+ (1.2)

Denotando por a(X,Y) = (VxY)*t fica bem definida a aplicacdo bilinear e simétrica

sobre D(M)

a: T,MxT,M — T, M+
(X,Y) ~ a(X,Y)=VyxY -VyY

Denominada a Segunda Forma Fundamental da imersao ¢.

Um campo de vetores normal & é uma correspondéncia que a cada ponto p € M associa

um vetor &, em T, M+ C Tw(p)M. Denotemos por X' (M)* o conjunto de todos os campos de

vetores normais diferenciaveis da imersdo ¢. Por sua defini¢ao, segue que a(X,Y) € X (M)*.

Sejap € M en e (T,M)*. A aplicagio H, : T,M x T,M — R dada por

Hy(z,y) = (a(z,y),m),  zy€T,M (1.3)

E uma forma bilinear simétrica. Em particular, temos a aplicagao

1y (x) = Hy(z, ) = {a(z, x), n)
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1.2. Imersoes Isométricas; Variedades Completas 9

Quando nao houver possibilidade de confusao, diremos também que a aplicagao 11, ¢ a

Segunda Forma Fundamental de ¢ em p € M segundo n e usaremos a notacdo /1,(z,y) =

H,(z,y).

Diremos que a segunda forma fundamental é semi-definida em p € M se I11,(x,y) > 0,
Va,y € T,M, e diremos que a segunda forma fundamental é definida em p € M se, Va,y €
T,M, II,(x,y) > 0.

Proposicao 1.1. Sejam ¢ : M™ — R"", n > 1 uma imersdo isométrica e p € M. Suponha
que ezista uma vizinhanga U de p tal que (U) estd contida no interior de uma esfera SI'(q),

passando por ¢(p). Entdo a sequnda forma fundamental de M em p € definida.

Demonstracao. Considere a fungdo f : M — R definida por f(z) = (p(z),¢(p)). f possui
um maximo local em x = p. Portanto, 0 = X f(p) = (X, ¢(p)), para todo X € X(M). Segue

)

que ¢(p) é normal a M em p. Tome n = . Como p é ponto de maximo local de f,

temos que se X € X' (M), entao:
0=XXf(p) = (VxX,0(p) + [X]?) = —(VxX,n) + | X]*

Como 7 é unitério e normal a M em p, segue de (1.3) que I1,(X, X) = (VxX,n). Portanto,
1
I1,(X,X) > —||X|]?, donde I1,(X, X) é definida.
T
]

Corolério 1.1. Seja ¢ : M™ — R"" n > 1, uma imersao isométrica de uma variedade
Riemanniana compacta M. Entao existe p € M tal que a sequnda forma fundamental de M

em p € definida.

Demonstra¢ao. Como M é compacta, a fun¢do f : M — R definida por ||p(z)|| assume o
méaximo em um ponto p € M. Seja r = ||p(z)||. Entdo, M esta contida na esfera S, que

passa por p. Pela proposicao 1.1, a segunda forma fundamental de M em p é definida.

Sejam 1 € X(M)* e x € X(M). Considerando S,(x) = (V,n)" a componente tangente
e V,n* a componente normal de V1. Como Vy € T,M, (y,n) = 0, segue-se a equagio de

Weingartein

(Sy(x),y) = Hy(z,y) = (a(z, y),n) (1.4)
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10 Capitulo 1. Curvatura e Convexidade

Sy TyM — T,M definida acima ¢ uma aplicacao linear auto-adjunta associada a H, e
é chamada operador de forma (ou Segunda Forma Fundamental quando nao houver possi-

bilidade de confusao).

1.2.2 Hipersuperficies de R"! e a Aplicacao de Gauss

Considere a hipersuperficie ¢ : M™ — M (i.e., ¢ € uma imersao com codimensao 1)
e sejam p € M en € T,M*, |n| = 1. Suponha que M e M sido orientaveis e seja {ei, ..., e}

base ortonormal que diagonaliza S, i.e.,
S’?(ei> = )\iei, 1 S ) S n

Tome {ey, ..., e,} como base positiva de T,M, entdo n fica univocamente determinada se
exigirmos que {eq, ..., e,,n} seja positiva de T, M. Neste caso os e; sdo as direc¢Oes principais

e 0S \; = Kk; sao as curvaturas principais, serao os invariantes da imersao.
Definimos
(a) det(S,(p)) = M\i...A, = K,,(p) - Curvatura de Gauss-Kronecker de ;

1
(b) E(Al + ...+ \) = H(p) - Curvatura Média de .

No caso particular em que M = R™*! podemos definir uma aplicacdo normal ¢ : M — S”
de M na esfera unitaria S" de R"*! pela regra ¢(p) = 1,. Como M é orientada, a aplicagio
¢ ¢ globalmente definida e é chamada a aplica¢ao normal de Gauss de . Observe que, como

T,M e Ty,,)S" sao paralelos, ambos podem ser identificados e segue que

depp(z) = —Sy(x) (1.5)

Ou seja —S,(z) é a derivada da aplicacdo normal de Gauss.

A aplicacao normal de Gauss tem profundas implicacoes topologicas. Como um exemplo,

temos o seguinte fato:

Proposicao 1.2. Seja M", n > 2, uma variedade conexa, compacta e orientdvel. Se existir
uma imersio ¢ : M — R com curvatura de Gauss-Kronecker nao nula em todos os pontos

de M, entao M ¢ difeomorfa a esfera S™.
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1.3. Curvaturas Seccionais 11

Demonstracao. Seja ¢ : M — S™ a aplicagao normal de Gauss de .

Como, para todo p € M,

Ko (p) = det (Sy(p)) = (=1)"det(de), # 0,

segue-se, pelo Teorema da Aplicacao Inversa, que ¢ é um difeomorfismo local. Como M é
compacta e conexa, ¢ ¢ uma aplicacao de recobrimento (cf. [17]). Como S™ é simplesmente

conexa (n > 2), ¢ é um difeomorfismo global.

1.3 Curvaturas Seccionais

A curvatura R de uma variedade Riemanniana M é uma correspondéncia que a cada par

X,Y € X(M) associa uma aplicacdo R(X,Y) : X(M) — X (M) dada por

R(X, Y)Z =VyvVxZ -VxVyZ + V[X,Y]Za Z € X(M) (16)
onde V é a conexao Riemanniana de M.
Exemplo 1.9. Se M =R", entao R(X,Y)Z =0 para todo X,Y,Z € X(R").

Demonstracao. De fato, se indicarmos por Z = (21, ..., z,) as componentes do campo Z nas

coordenadas naturais do R" , obteremos que

VxZ = (Xz,...,Xz,)

Donde
VYVXZ = (YXZl, ce 7YXZn),

O que implica que
R(X,)Y)Z =VyVxZ —VxVyZ +Vixy1Z =0,

Como haviamos afirmado.
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12 Capitulo 1. Curvatura e Convexidade

Seja (U, z) um sistema local de coordenadas em torno do ponto p € M. Fazendo

(RIX,Y)Z,T) = (X,Y,Z,T), ai = X, e (R(Xi, X;) Xk, Xs) = Rijks, temos as seguintes
Z;

identidades:
(a) Rijks + Rjkis + Ryijs = 0.
(0) Rijks = —Rjiks-
(¢) Rijks = —Rjisk-
(d) Rijks = Rpsij-
Dado um ponto p € M e um subespaco bidimensional o C T,M, o ntimero real

(z,y,2,9,)
K _
(@9) = PP = (@92

onde {x,y} é uma base qualquer de o, é chamado curvatura seccional de o em p.

Seja ¢ : M™ — M uma imersdo isométrica. Se p € M e z,y € T,M C T,M sio
linearmente independentes, indicando por K (z,y) e K (x,y) as curvaturas seccionais de M e
M, respectivamente, no plano gerado por z e y, a formula de Gauss (cf. [2], pg 143) relaciona

K(z,y) e K(z,y) com as segundas formas fundamentais do seguinte modo:

K(z,y) — K(z,y) = {a(z,2), a(y,)) — |o(z,y)|” (1.7)

No caso de uma hipersuperficie ¢ : M™ — Mnﬂ, a formula (1.7) admite uma expressao
mais simples. Sejam p € M e n € T,M=*, |n| = 1. Seja {ey, ..., e, } uma base ortonormal de
T,M para a qual S, = S é diagonal, i.e., S(e;) = Ne;, i = 1,...,n onde Ay, ..., \, s@o 0s

valores proprios de S. Entao (1.7) se escreve

K(ei,ej) —K<€i,6]’) = )\z)\] (18)

-

Exemplo 1.10 (Curvatura de S"). A curvatura seccional da esfera unitdria S* C R™*1 ¢

constante e igual a 1.

Demonstracdo. De fato, orientando S"™ pelo campo normal unitario A(z) = —z € R*™,

|z| = 1, segue que a aplicacao normal de Gauss é entao igual a —i, onde ¢ é a identidade
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1.3. Curvaturas Seccionais 13

de S™. Nestas condigoes, a aplicagao auto-adjunta associada a H, tem todos os seus auto-
valores iguais a 1. Isto nos diz que para todo p € S", todo v € T,,S™ é um vetor proprio.
Pela expressao (1.8), concluimos que qualquer curvatura seccional de S™ é igual a 1, como

haviamos afirmado.

Exemplo 1.11 (Curvatura de H"). O espago hiperbélico H* C R™ com a métrica g;; dada

no exemplo 1.2 tem curvatura seccional constante igual a —1.

Demonstracao. Uma demonstracao mais detalhada e envolvendo outros resultados sobre H"
pode ser vista em [2].

2
',BTL

Temos g;; = — . Escrevendo g = 25;; para indicar a matriz inversa de g, ¢ fazendo

0
logz, = f. Nestas condi¢oes, indicando 8_f = f;, temos
Lj

9gir _
81Ej

Com as devidas substituicoes, os simbolos de Christofel sao Ffj = 0, se os trés indices forem

Oik

diStiIltOS, caso contrario, temos
T = Fj =f Fj — T = f
] fja 1 Jr tig fl €l (

o1
— l _ pJ .
Agora, sendo R;j;; = E Riig1; = Riji—x27 temos que a curvatura seccional no plano gerado
l n

o 0 )
por —, — seré

8@-’ 81Ej
_ Rijij _ 4 _ 2 2 2 2
Ki; = P Rijija, = — <—Zfl + i+t it fjj) Ty
ii9jj ;

se i # jej#n, teremos

se i =mn, j # n, teremos

1
Knj - <_f3 + f72L + fnn)F2 = __xi = _1;

o
e por tltimo, se i # j, j = n, teremos ainda K;, = —1. Ao fazer a determinagao de Rfjk,
Rfjk, Rf]k e utilizando o Corolario 3.5 do Capitulo IV, de [2] (pg. 107), concluimos que a

curvatura seccional de H" é constante e igual a —1.
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14 Capitulo 1. Curvatura e Convexidade

1.4 Curvatura e Convexidade: O Teorema de Hadamard

De acordo com Heijenoort [13], uma subvariedade Riemanniana M" de R"*! é convexa
em p € M se existir uma vizinhanca U de p em M, tal que U esti contido em um dos semi-
espacos fechados H determinados pelo hiperplano de M em p. Se, além disso, U tem apenas
um ponto em comum com o bordo de H, entao M é chamada estritamente convexa em p.
M & convexa (respect. estritamente convexa) se as condigoes anteriores forem satisfeitas em

qualquer ponto de M.

O seguinte resultado (local) mostra a relagao entre a convexidade e as curvaturas secci-

onais de M em um dado ponto p € M.

Proposicao 1.3. Se a curvatura seccional de M em p é estritamente positiva, entao M é
estritamente convexra em p. Analogamente, se M é convera em p, entdo a curvatura seccional

de M em p € nao negativa.
Demonstracao.

(1) Assumiremos que p é a origem. Seja {e;}, (¢ = 1,2,...,n) uma base ortonormal do
hiperplano tangente H, onde S, é diagonal. Sejam u = Zuiei e v = Z%‘@i dois

i=1 i=1
vetores em H,. Entao,

n
R(u,v,u,v) = E wuvju R (e, ek, €5, €p).
i=1
Usando a equacao de Gauss e denotando por A; os valores proprios de .S,, obtemos
R(u,v,u,v) = E (u;v; — uvsujvi) N = g (wiv; — wv;) N
i=L,j i=1,j

Dai, K, > 0 se, e somente se, todos os \;, A; sao estritamente positivos ou, equivalen-
temente, se, e somente se, todos os A; sao ou estritamente positivos, ou estritamente

negativos. Portanto,

K, >0« S5, é definida positiva ou definida negativa em p

e K, > 0 S, é positiva ou negativa.

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



1.4. Curvatura e Convexidade: O Teorema de Hadamard 15

(17) Agora, seja ep um vetor normal a H,. Entdo existe uma fungdo f : R” — R tal que,

em uma vizinhanca de p, M é uma hipersuperficie de equacao

Ty — f(ﬂ?l, ...,.13n>

(coordenadas com respeito a base {e;}). Por construcao, f(p) = 0, e p € um ponto

critico de f. Considerando que, para u,v € H,,

a(u,v) = —Hessf(u,v)

Concluimos que, se « é definida positiva ou definida negativa em p, o mesmo vale para
(Hessf), e, portanto, M é localmente um lado de H,. Por outro lado, se M é convexa
em p, sabemos que (Hessf)p ¢ positiva ou negativa e, portanto, que todos os seus

valores proprios sao positivos ou negativos. Logo, K, > 0.
|

O restante desta secao serd dedicado & demonstracao do seguinte teorema fundamental
(de natureza global), devido a Hadamard [12]. Ele mostra que a segunda forma fundamental
de uma imersao isométrica ¢ : M — R™™! e convexidade estao fortemente relacionadas. Apos
a demonstragao faremos alguns comentarios que julgamos relevantes sobre este teorema que
nos permitird compreender melhor o desenvolvimento histérico do principal resultado deste

trabalho que é o Teorema 3.1, no capitulo 3.

Teorema 1.1 (de Hadamard). Seja M", n > 1, Riemanniana, compacta e conexa e @ :

M — R wma imersdio isométrica. As sequintes afirmacoes sio equivalentes:

(1) A segunda forma fundamental € definida em todo ponto (i.e., a(X, X) # 0 para todo
X #0);

(2) M ¢€ orientdvel e a aplicacao de Gauss é um difeomorfismo;
(3) A curvatura de Gauss-Kronecker € nao nula em todo ponto de M.

E qualquer uma destas condicoes implica que a imersao € convexa.
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16 Capitulo 1. Curvatura e Convexidade

Demonstra¢ao. Uma demonstracao completa deste resultado pode ser encontrada em [19].

((1) = (2)) Para cada ponto p € M escolha um vetor normal unitario 7, tal que 11, é
negativa definida. Como a segunda forma fundamental o é sempre definida em todo ponto
(i.e.,, (X, X) # 0 para todo X # 0), temos que 7 estd bem definido e é continuo em M.
Portanto, M é orientavel. Consideremos ¢ : M — S™ a aplicacao de Gauss. Como « é nao
degenerada, temos que a aplicacao d¢, = —S,, é nao singular e, portanto, ¢ ¢ um difeomor-
fismo local. Como M é compacta e conexa, ¢ é uma aplicacao de recobrimento. Como S"™ é

simplesmente conexa (n > 2), ¢ é um difeomorsfismo global.

2) = (3)) Como ¢ é um difeomorsfismo, d¢p, = —S, é nao singular, para todo p € M.
p U

Portanto, a curvatura de Gauss-Kronecker é nao nula em todo ponto de M (K, = detS,, # 0).

((3) = (1)) Pelo coroléario da Proposicao 1.1, existe p € M tal que 11, ¢é definida. Como
a curvatura de Gauss-Kronecker ¢ nao nula em todo ponto de M, I, & nao degenerada em

todo ponto de M.

Agora, Como a aplicacao de Gauss ¢ um difeomorfismo, segue que ¢ é um mergulho de
uma esfera topologica em R"1. Pelo teorema de separagiao de Jordan-Brower, ¢(M) separa
R™"! em dois conjuntos conexos por arcos, L e I, tais que fronteira(L) = fronteira(l) =
@(M). Suponha L a parte limitada, e pode-se provar que L é um conjunto convexo, e,
portanto, ¢(M) C R"™! & uma subvariedade convexa.

Observacao 1.1. O Teorema de Hadamard foi incluido neste trabalho para completar o
texto, tendo em wvista que ele € o precursor de uma cadeta de resultados que relacionam a
curvatura de uma variedade Riemanniana com sua topologia, inclusive o principal resultado

deste trabalho, que ¢ o Teorema 3.1.

Observacao 1.2. Um fato interessante do Teorema de Hadamard é que a curvatura positiva
implica que a imersao é na verdade um merqgulho. Observe que este fato nao € verdade para
curvas no plano; uma curva fechada no plano nao énecessdriamente convera. Neste caso,

para garantir a convexidade € preciso exrigir que nao possua pontos duplos.
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Observacao 1.3. O Teorema de Hadamard exige que as sequndas formas fundamentais
da variedade compacta M sejam sempre definidas, isto implica que a curvatura de Gauss-
Kronecker é nao nula em todos os pontos de M, o que € equivalente ao fato de que todos os
valores proprios da imersio ¢ : M — R sejam ndo nulos e tenham sempre o mesmo sinal.
O Teorema 2.2, principal resultado do prorimo capitulo garantird a convexidade da imersao
¢ supondo (além da compacidade de M) apenas que as sequndas formas fundamentais de ¢

sejam semi-definidas (i.e., 0s valores préprios sejam maiores ou iguais a zero).

Observacao 1.4. O Teorema de Hadamard garante a converidade de uma imersao com-
pacta com curvaturas seccionais sempre positivas em R". Em [19] encontra-se um estudo
sobre imersoes com curvaturas seccionais nao posilivas e imersoes com curvaluras Seccionais
wdenticamente nulas. Sobre as imersoes com curvaturas seccionais identicamente nulas, no
caso de superficies em R?® temos dois casos: ou temos um ponto parabolico (ki # 0,ky =0)
ou um ponto planar (ky = ko = 0). L. Rodrigues, [19], estuda como estes casos se mis-
turam na mesma imersao e conclui que a imersao tem que ser um cilindro. Mais precisa-
mente, ld encontra-se uma demonstracio do sequinte teorema (de Hatman-Nirenberg): Se
f i M"™ — R" ! ¢ uma imersao isométrica de uma variedade completa, simplesmente conexa

e com curvaturas seccionais identicamente nulas, entao M € isométrica a R™ e f € um ci-
n

lindro, isto é, f(x1,...,x,) = E z;v; + b(xy,), onde b(x,) € uma curva contida num plano de
i=1
dimensdo dois e 0s vis sao vetores constantes perpendiculares a esse plano e perpendiculares

também entre eles.
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Capitulo 2

O Grau de uma Aplicacao e Curvatura

Total Absoluta

Neste capitulo apresentaremos uma generalizacao do Teorema de Hadamard, a saber, o
Teorema 2.2. Este teorema é uma consequéncia do teorema de Chern-Lashof [9] que relaciona
o grau da aplicagdo normal de Gauss com a curvatura total absoluta (a serem definidas) e a
convexidade da imersao. Uma demonstragao do Teorema 2.2 também pode ser encontrada
em [7]. As principais referéncias para este capitulo sao as seguintes: [1], [3], [6], [9], [14], [17]

e [19].

2.1 O Grau de uma Aplicacao Diferenciavel

Seja ¢ : M7 — M3" uma aplicacao diferenciavel de uma variedade diferenciavel M; em
uma variedade diferencidvel Ms. Lembremos que um ponto critico de ¢ é um ponto p € M;
tal que dy, : T,M; — T, M> nao é sobrejetiva. A imagem de um ponto critico ¢ chamada
um wvalor critico de p. Os pontos de M, que nao sao valores criticos de ¢ sao chamados
valores requlares de . O fato fundamental relativo a estas definicoes é o Teorema de Sard:
Os valores criticos de ¢ constituem um conjunto de medida nula em My. Em consequéncia,
o conjunto dos valores regqulares de @ € denso em M,y. Para uma demonstracao deste fato,

veja [14].

Sejam M"™ e N™" variedades compactas orientadas de mesma dimensao n. Entao, por
sua definicao, segue-se que toda aplicacao continua ¢ : M — N é chamada uma aplica¢ao

propria (cf. [17], pg 29). Se ¢ ¢é diferenciavel, entao, pelo Teorema de Sard, o conjunto dos

18
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valores regulares p € N de ¢ é denso em N. Além disso, sendo ¢ propria, esse conjunto é
aberto em N. Seja, pois, p € N um valor regular de ¢. A imagem inversa ¢ !(p) é uma

subvariedade compacta de dimensao 0 de M, donde consiste em um namero finito de pontos:

o '(p)=1{p,..., 0} C M.

Em cada ponto p; € ¢~ !(p), a aplicagdo linear dy,, : T,,M — T,N é um isomorfismo
entre os espagos vetoriais orientados em questao. Diremos que o ponto p; é positivo (p; > 0)
ou negativo (p; < 0) conforme o isomorfismo dy,, conserve as orientacdes ou as inverta,
respectivamente. Definiremos entao o grau de ¢ no valor regular p € N como o nimero
de pontos positivos menos o nimero de pontos negativos em ¢~ !(p). Usaremos a notagao

g?“p(go) para indicar esse nimero.

Exemplo 2.1. Seja ¢ : M™ — M"™ a aplicacao identidade. Todo ponto p € M € um valor
regular de ¢ e gr,(v) = 1. Agora consideremos uma variedade N™ que é igual a M", mas
com a orienta¢ao oposta. A aplicagao identidade b : M™ — N € tal que todo pontop € N é

um valor regular mas o ponto p = ¢~ (p) € negativo. Assim, para todo p € N, gr,(¢) = —1.

Exemplo 2.2. Considere a esfera unitdaria n—dimensional

n+1
§" = {(@1,. o) ERM Y a2 = 1)

i=1

Definamos uma aplica¢ao diferencidgvel ¢ :S™ —S™ pondo  p(x1,...,Tn, Tny1) =
(T1,..., T, —Tpt1). Em outras palavras: ¢ é a reflexao relativamente ao hiperplano x, 11 = 0.
Consideremos o ponto p = (0,...,0,—1) em S™. Temos ¢ '(p) = p1 = (0,...,0,1). Os

espagos tangentes T,S", T, S™ de S™ nos pontos p e p1 sao "paralelos”: como subespagos do

R tais que v = (ay,...,an,0). No que diz respeito a orientacao, diremos que uma base
{e1,...,e,} de um espago tangente T,S™ é positiva se, completando-a com o vetor normal
v =q— 0 que aponta para o exterior de S", obtivermos uma base positiva {ei, ..., e,,v} de

R™Y. Assim, por exemplo, se e; = (1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1,0), a base {ey,...,e,}
¢ positiva para o espago tangente T, S™, pois v = p1 —0 = (0,...,0,1) determina a base
positiva {ei,...,e,,v} em R"™. Por outro lado, no ponto p = (0,...,0,—1) = ¢(p1), a
mesma base {ey, ..., ey}, agora considerada como base de T,S™, € negativa, pois w =p—0 =
(0,...,0,—1) determina a base negativa {ey, ..., en, w} para R". Ora, veja que, indicando

por @, a transformagao linear dy,, : T, S™ — T,S™ induzida por ¢, tem-se p.(e1) =eq,...,
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20 Capitulo 2. O Grau de uma Aplicagao e Curvatura Total Absoluta

vi(en) = en. Assim, @, inverte as orientacdes e, por consequinle, o ponto p; € negalivo.

Podemos entao afirmar que grp(¢) = —1.

Um fato relevante acerca do grau de uma aplicacao diferenciavel propria é o seguinte:
Sejam M™ e N" variedades orientadas, de mesma dimensao n, sendo N coneza, e ¢ : M —
N uma aplicagao diferencidvel prépria. Entao o grau gr,(p) é o mesmo, qualquer que seja
o valor reqular p € N. Para uma demonstracao, veja [17], pg 34. Portanto, temos a seguinte

definicao:

Definicao 2.1. Dadas as variedades orientadas M™, N", sendo N" conexa, e uma aplica¢do
diferencidvel propria ¢ : M — N, chamaremos de grau de ¢ ao nimero gr(y), igual a gr,(p)

para qualquer valor reqular p € N da aplicagao .

Seja M™ uma variedade Riemanniana orientada. Definiremos, em cada espaco tangente

T,M, o volume do paralelepipedo gerado por n vetores vy,...,v, € T,M através da férmula
vol(vy, ... ,v,) = £/ det((v;,v5)).
Observe que o volume do paralelepipedo gerado pelos vetores vq,...,v, ¢ uma forma

n-linear alternada em 7, M (para mais detalhes veja [17], pg 37 a 54). Portanto, definiremos

em M, a forma diferencial w, de grau n, chamada o elemento do volume de M, pondo, para

wy(v1, ..., v,) = vol(vy, ..., v,) = £y /det({v;, v5));

Uiy ..., U € T,M.

todo p € M,

O ntmero real ¢ = / w chama-se o volume da variedade Riemanniana M. Quando M
M
¢ compacta, seu volume é sempre finito. No caso de M nao ser compacta seu volume pode

ser infinito.

Exemplo 2.3. Quando M = M' é uma curva ou M = M? é uma superficie reqular do es-
pago euclidiano R3, (com a mélrica Riemanniana induzida) vemos que o "volume"como foi

acima definido coincide com o "comprimento de arcoe a "drea de uma superficie "respectivamente.

O fato interessante nestes termos é que podemos obter uma expressao global para o grau
de uma aplicagao diferenciavel: Seja N uma variedade Riemanniana conexa, orientada, de

volume finito ¢ = / w, e p: M™ — N" uma aplicagao diferencidvel prépria. Entao p*w é
M
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uma forma integrdavel em M e, além disso, tem-se

1o,
—/ 0w = gr(y).
CJm

Para uma demonstragio deste fato veja [17], pagina 57.

2.1.1 O Grau da Aplicacao Normal de Gauss

Seja ¢ : M™ — R™! uma imersdo isométrica. Identificando M com ¢(M), temos que,
como subvariedades de R, M e S™ estao dotadas de métricas Riemannianas naturais, o

produto interno em cada espaco tangente sendo induzido pelo produto interno existente em

Rn+1

Indicaremos com w o elemento de volume de M e com o o elemento de volume da esfera

S™. Indicando por ¢, = / o o volume da esfera S™, temos que o grau da aplicagao normal

1
de Gauss ¢ : M — S™ é igual a —/ ¢*o = gr(y). |17] nos mostra que podemos expressar
Cn M

este grau em fungio da curvatura de Gauss-Kronecker de M, K, (p) da seguinte forma:

1
gr(¢)=— [ K.(p)dp, ¢, = volume de S"

Cn JM

2.2 Curvatura Total Absoluta

No capitulo anterior definimos a aplicacao normal de Gauss como sendo uma aplicacao
¢: M — S", de M na esfera unitaria S® de R"*!, pela regra ¢(p) = n,, onde n, € T,M= .

Para o que se segue, daremos uma definicao equivalente a esta, como se vé:

Seja ¢ : M™ — R"™! uma imersdo e suponhamos M orientada. Seja TM* o espaco

fibrado normal de ¢ e B o espaco fibrado normal unitdrio correspondente, isto é,
B={(p,n):peM, e ncT,M-CR"™ |n=1}

Seja S™ C R""! a esfera unitaria de R"™L. A aplicagdo ¢ : B — S™ dada por ¢(p,n) =7

é chamada a aplicacao de Gauss.
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Observacao 2.1. A definicao dada acima é uma adaptacao de uma feita por Chern e Lashof,

que em [9] definem a aplicacao de Gauss generalizada.

Sejam ¢ : M™ — R""! uma imersao e ¢ : B — S™ a aplicacdo de Gauss, onde B é o
espaco fibrado normal unitario de ¢. Seja ¢, o volume da esfera unitaria S* em R"™!. Com

estas notacoes temos a seguinte

Definigao 2.2. A Curvatura Total Absoluta da imersao ¢ é

() = Cl /B \detdo|dB.

Podemos escolher em cada ponto de B um vetor normal de maneira natural: num ponto
(p,m) € B, o vetor n é normal a B. Desta forma B é orientavel e, assim, podemos pensar
em ¢ : B — S" como a aplicacao de Gauss usual. Usando a definicao de grau topolégico em

termos de integrais vemos que o grau de ¢ é

Cn

gr(o) = i/BdetgzﬁdB.

Um resultado interessante, e que nos sera bastante tltil, é devido a Chern e Lashof [9],
que relaciona o grau da aplicacao de Gauss com a curvatura total e a convexidade de uma

imersao, a saber:

Teorema 2.1 (Chern-Lashof). Seja ¢ : M — R""! wma imersao da variedade compacta e

orientdvel M e ¢ : M—S™ a aplicacao normal de Gauss. Temos as sequintes equivaléncias:

(1) gr(¢) = £1 e a curvatura Gaussiana tem sinal constante;
(2) A curvatura total € 2m;

(3) M ¢é mergulhada como uma subvariedade conveza.

2.3 A Hessiana e o Gradiente da Funcao Altura

Seja M uma variedade Riemanniana. Pelas consideracoes da secao 2.1, se f: M — R é

uma funcao diferenciavel, temos:

(a) Um ponto p € M é um ponto critico de f se X f(p) = 0 para todo X em X' (M).
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02 f
8xi8xj

(b) Se p € M & critico, a Hessiana de f em p é a matriz ( ) ,onde (U, z) é
ij=1,..n

um sistema local de coordenadas ao redor de p.
(¢) O ponto critico p é chamado ndo-degenerado se a matriz Hessiana é nao-singular.

(d) Se f so tem pontos criticos ndo-degenerados entdo f é chamada uma funcdo de Morse.

Seja ¢ : M™ — R*"! uma imersao isométrica de uma variedade Riemanniana orientavel
M ewv e S™ A fungdo h : M — R definida por h(p) = {(¢(p),v), p € M, é chamada de

funcao altura.
Exemplo 2.4. A matriz Hessiana da funcdao altura h: M — R €

AL g S A0 B )
al’iaflfj N axﬁﬁ] # N 837@ 8:16]-’ N al’iaflfj’ ’

Seja ¢ : M™ — R™ uma imersao isométrica de uma variedade Riemanniana orientavel
M e n € T,M* unitério. Do exemplo 2.4 temos que a matriz da segunda forma fundamental

na direcao n é dada pela matriz Hessiana da funcgao altura h, i.e.,
NERCAR
8@»’ 8xj n= 8@8%

0%h
Deste modo, a matriz Jacobiana da aplicacao de Gauss ¢ em p ¢ igual a — (8 5 ),
L0

onde h é a funcdo altura na direcdo n = 1, = ¢(p). Para uma demonstracdo destes fatos,

Veja [19].

Lema 2.1. Seja M™ uma variedade Riemmanniana completa e orientdvel cujas curvaturas
seccionais sao nao-negativas e, pelo menos em um ponto, sao todas positivas. Seja ¢ : M —
R wma imersao isométrica de M no espago euclidiano R"! e seja ¢ : M — S™ a aplicacdo

normal de Gauss.

(a) Um pontop € M é um ponto critico da funcao altura h = (p,vg),v9 € S™ se, e somente

se, vy € um vetor normal a M em o(p).

(b) Sewy é um valor reqular de ¢, todos os pontos criticos de h sao nao-degenerados e sao

0U MATIMOSs ou Mminimos.
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24 Capitulo 2. O Grau de uma Aplicagao e Curvatura Total Absoluta

Demonstracao.

(a) p é ponto critico de h se e somente se dh, = (dy,,v9) = 0, ou seja, se e somente se v

é normal a M em ¢(p).

(b) Pelo item anteior, observe que o hessiano

dzhp (v) = <d2¢p(v)v Vo)

¢ a segunda forma fundamental de ¢ na direcao vy. Como vy é um valor regular da
aplicacio ¢, det(d¢) # 0. Mas det(d¢) é, a menos de um sinal, o determinante da forma
quadratica d*h, em p. Portanto, p é um ponto critico nao-degenerado de h. Além disso,
como as curvaturas seccionais de M sao nao-negativas, todos os valores proprios de

d?h, tém o mesmo sinal. Portanto p é ou um méximo, ou um mimimo de h.

Seja h : M — R a fungao altura. O gradiente de h, denotado por gradh, é o campo

vetorial em M definido por
(gradh,v) = dhy(v), paratodo pe M etodo veT,M.

Veja que, se p é ponto critico de h, entdao gradh(p) = 0.

d
Uma trajetoria de gradh é uma curva 7 : (—e,e) — M tal que d—z = gradh (y(t)).
Diz-se que uma trajetoria vy(¢) do gradiente sai de um ponto p € M se v(0) esta proximo

depe tlim v(t) = p. Analogamente, diz-se que a trajetoria y(t) entra em p se th+m v(t) = p.
——00 — T

O lema a seguir encontra-se demonstrado em [4].

Lema 2.2. Seja M™ uma variedade Riemanniana completa. Seja ¢ : M — R"™ uma
imersao isométrica e seja h(p) = (@(p),v),v € S™ a fungao altura em M. Entdo a trajetoria

v(t) de gradh € definida para todo t € (—o0,0).
Demonstrag¢ao. Observe que |gradh| = 1. De fato, como ¢ é uma isometria local,

d

5 (ho(0) = an () = 4ol (0).0) = (delgradh), ) = (gradh,o)
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por outro lado, pela definicao de gradh,

< (hon(t) = dh('(1)) = dh(gradh) = |gradh’

Dai, |gradh|* = (gradh,v) e segue o afirmado.

Agora, suponha que 7(t) é definida para t < tg, mas nao para t = ty. Entdo, existe uma
sequéncia {t;}, i = 1,...,n convergindo para t, tal que {7(¢;)} nao converge. Como |gradh| <
1, obtemos

160)2(60) < [ loradhia(eidt <t~ 5,

onde d é a distancia na métrica intrinseca de M. Segue que {7y(¢;)} é uma sequéncia de
Cauchy, e isto contradiz a completude de M. Portanto (t) é definida para todo t € R.
[ |

Uma demonstragao do lema a seguir encontra-se em [5]. Uma prova em um contexto mais

geral pode ser vista em [22].

Lema 2.3. Seja M™ uma variedade Riemanniana completa e orientdvel. Seja o : M — R
uma imersao isométrica e suponha que p(M) C R™™ é 0 bordo de um corpo convezro. Entao,

o fecho ¢(M) da imagem da aplicagcdo normal de Gauss ¢ : M — S™ é convexo em S".

Demonstrac¢ao. Considere primeiro o caso em que vg = ¢(po), v1 = ¢(p1) nao sdo dois pontos
antipodas de S™. Seja v um ponto no menor arco da esfera que liga vy a v;. Considere a fun¢ao
altura h(p) = (¢(p),v). Como (M) esta contido na intersec¢do convexa dos semi-espagos
limitados pelo hiperplano tangente (ndo paralelo) em ¢(py) e @(p1), existe um hiperplano
H normal a v tal que p(M) estd no mesmo lado de H. Assim, h é limitada. Agora seja
p € M e ~(t) a trajetoria de gradh com ~(0) = p. Pelo Lema 2.2, v(t) esta definida para

t € (—00,00). Observe que

o 000 = an (57) = taraan (), 1) = laradn( ()

Como h é limitado em M, e
b () = h0) = [ k()= [ lgradn(o) Pt

Concluimos que |gradh| se aproxima arbitrariamente de zero ao longo da trajetoria (t).

Segue que, ou existe um ponto critico y(ty), de h, ty € [0,00), e entdao o vetor normal a y(to)
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26 Capitulo 2. O Grau de uma Aplicagao e Curvatura Total Absoluta

¢ v, ou existe uma sequéncia de pontos em M cujos vetores normais convergem para v. Em
qualquer caso, v pertence ao fecho de ¢p(M).

Consideremos agora os outros casos. Se algum ou a ambos vy e v; pertencem ao bordo de
¢(M) e nao sao antipodas, tomamos o limite de geodésicas minimais unindo v a v} | em
que {v2} — vy, {vl} — v; e nenhum par v2, v} é antipoda. Se vy e v; pertencem a ¢(M)
e sao antipodas, tomamos um terceiro ponto vy = @(pa), va # v1,ve # vy (que existe pela
conexidade de M). Pelo argumento anterior, as geodésicas minimais vgvy, U105 pertencem

a ¢(M). Tomando sequéncias de pontos sobre UgU; € U102, que convergem para vy € i,

respectivamente, e considerando as geodésicas minimais que unem estes pontos, segue que

Uov; pertence a ¢(M).

Proposicao 2.1. Seja M", n > 1 uma variedade Riemanniana compacta e conezxa. Seja h :
M — R a funcdo altura e suponha que todos os seus pontos criticos sejam nao degenerados,
e sejam pontos de mdxrimo ou pontos de minimo. Entao h possui exatamente dois pontos

criticos.

Demonstracao. Pela compacidade de M existe um ponto critico de h, digamos p € M.
Trocando h por —h, se necessério, podemos supor que p é minimo. Segue-se do lema 2.2 que
por p passa uma trajetéria maxima 7y : (—oo,00) — M de gradh. Pela demonstragao do
Lema 2.3, temos que |gradh| se aproxima arbitrariamente de zero ao longo da trajetoria (t).
Como o fecho de v é um conjunto compacto, |gradh| se anula em algum ponto deste fecho.
Decorre dai, e do fato que os pontos criticos sao pontos de maximo ou de minimo, que existe
tgfrnoo”y(t) = q € M, (isto ¢, y(t) entra em ¢) e ¢ ¢ um ponto critico de h. Monstraremos
que p e ¢ sao os unicos pontos criticos de h. Diremos que o conjunto dos pontos de M onde
h = const. — c é a superficie de nivel ¢ de h. Se ¢ ¢ um valor regular de h, decorre do teorema
da funcao implicita que a superficie de nivel ¢ ¢ uma subvariedade de M de dimensao n — 1
(cf. Exemplo 1.5). Além disso, se p € um ponto critico ndo-degenerado de méximo ou de
minimo, as superficies de nivel "perto de p"sao homeomorfas a esferas S 1.

Seja S uma superficie de nivel de h, suficientemente proxima de ¢ tal que S seja homeomorfa
a uma esfera. Seja A = o conjunto dos pontos que sao interseccoes de S com uma trajetoria
de gradh saindo de p e entrando em ¢g. Como p e ¢ sao pontos de maximo ou de minimo,
A é aberto em S. Por outro lado, como vimos anteriormente, uma trajetéria que sai de p e

intersecta S em um ponto do complementar de A, entra em um ponto critico, digamos r,
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que também é um ponto ponto de maximo ou de minimo. Decorre dai que o complementar
de A é aberto em S, e como S é conexo (aqui é usado o fato de que n > 1), A = S. Portanto
todas as trajetorias de gradh que saem de p entram em ¢. Por um argumento analogo, vé-se
que o conjunto de tais trajetorias constitui um vonjunto aberto e fechado de M, donde toda

a variedade M. Portanto p e ¢ sao os tinicos pontos criticos de h.

2.4 Uma Generalizacao do Teorema de Hadamard

O Teorema de Hadamard visto no capitulo anterior supoe a hipersuperficie M compacta
e exige que as segundas formas fundamentais sejam sempre definidas, isto implica que todos
os seus valores proprios sejam nao nulos e tenham sempre o mesmo sinal, garantindo assim
que a imagem (M) de M pela imersdo isométrica ¢ ¢ uma subvariedade convexa de R™ .
Veremos agora que, para garantir a convexidade de p(M), o Teorema 2.2, exige, além da
compacidade de M, apenas que as segundas formas fundamentais sejam semi-definidas (i.e.,
os valores proprios sejam maiores ou iguais a zero). O Teorema 2.2 mostra que o teorema

principal é verdadeiro se assumirmos que a variedade M seja compacta.

Teorema 2.2. Seja ¢ : M"™ — R"™ n > 1, uma imersdio isométrica de uma variedade
Riemanniana M compacta, orientdvel com a propriedade de que todas as sequndas formas

fundamentais sio semi-definidas. Entao:

(a) (M) é bordo de um corpo convezo; i.e., M é mergulhada como uma subvariedade

convexa de R,

(b) A curvatura total de o(M) é igual a 27, em particular, M é homeomorfa & esfera,

Demonstracao. Seja ¢ : M — S™ a aplicacao normal de Gauss. Pela compacidade de M,
existe um ponto r € M, tal que a segunda forma fundamental de ¢(r) é definida. Isto significa
que d¢, é nao singular e, pelo teorema de Sard, existe um ponto p em uma vizinhanca de
r, tal que ¢(p) = v é um valor regular de ¢. Decorre do lema 2.1 que p é um ponto critico
nao-degenerado da funcao altura h e que todos os pontos criticos de h sao nao-degenerados
e sao pontos de maximo ou de minimo. Pela proposicao 2.1, h tem exatamente dois pontos
criticos, digamos p e ¢. Segue que a imagem inversa dos valores regulares de ¢ contém apenas
um elemento. O grau de ¢ é entao +1, e a proposicao segue do Teorema 2.1.
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Para finalizar este capitulo demonstraremos outra proposi¢ao que seré utilizada no capi-

tulo seguinte.

Proposicao 2.2. Seja M™, n > 1, uma variedade Riemanniana completa e orientdvel. Seja
0 : M — R™ uma imersao isométrica e suponha que o(M) nao estd contida em nenhum
hiperplano de R™ e que, para cada p € M, o(M) estd inteiramente contida em um dos

semi-espagos fechados limitados pelo hiperplano tangente dp,(T,M) = T,M. Entdo:
(a) o(M) é bordo de um corpo convexo;
Se, além disso, a sequnda forma fundamental de ¢ € definida em algum ponto de M, entao:

(b) ¢ € um homeomorfismo e a curvatura total de p(M) € 2m (se M for compacta) ou

<.
Demonstracao.

(a) Seja K a interseccdo de todos semi-espacos fechados, limitados por T,M, p € M,
contendo ¢(M). Observe que K é um conjunto convexo fechado de R"*!. Pela compa-
cidade de M e do fato de que ¢(M) nao esta contido em nenhum hiperplano de R*™,
segue-se que K contém pontos interiores, portanto é um corpo convexo cujo bordo 0K
contém p(M). Queremos mostrar que (M) = 0K. Pela classificacdo de bordos de
corpos convexos (ver Busemann [1], pg. 3), 9K ou é conexo ou a unido de dois hiper-
planos paralelos. Consideremos, primeiro, o caso 0K conexo. Evidentemente, (M) é

aberto em 0K . Mostraremos que (M) é fechado em 0K.

Sejam ¢(p), p(q) € 0K, p,q € M. De acordo com Busemann [1], pg. 78 — 79, 0K
possui uma métrica intrinseca definida como o infimo do comprimento das curvas
retificaveis em OK. Esta métrica é completa e topologicamente equivalente a métrica
induzida em 0K por R"*! 5 0K. Como OK é completo na métrica intrinseca, existe
um segmento (geodésica minimizante) v em 0K unindo ¢(p) a ¢(q). Como ¢ é uma
isometria local e ¢(M) é aberto em 0K, existe uma vizinhanca V' de p em M tal que
<g0‘v> - o~ é uma geodésica em M. Se este "levantamento'"nao puder ser estendido
para toda a geodésica -, existe uma geodésica em M que nao pode ser definida para
todos os valores do parametro e isto contradiz a completude de M. Segue que v estéi
inteiramente contida em ¢(M). Portanto (M) C 0K é um subespago métrico de

OK. Como ¢(M) é completo, ele é fechado em JK. Como supomos K conexo, temos
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o(M) =0K.
Se K nao for conexo, repetimos o argumento acima para cada componente conexa, o

que prova a primeira parte da proposicao.

(b) Para provar a segunda afirmacgdo, observe que a hipotese sobre a segunda forma fun-
damental implica que K nao é nem um cilindro nem a unido de dois hiperplanos
paralelos. Pela classificacao citada acima, 0K é, entdo, simplesmente conexo. Por ou-
tro lado, como ¢ : M — 0K & uma isometria local sobre 0K = (M), e M é completa,
¢ é uma aplicagao de recobrimento (cf. [12], pg. 74). Segue-se que ¢ é um homeomor-
fismo. A afirmagao sobre a curvatura total de ¢(M) é entdo uma consequéncia do lema

2.3, e isso termina a prova da proposicao 2.2.
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Capitulo 3

O Teorema Principal

Este capitulo tem dois objetivos principais, sendo o primeiro a demonstrar a proposicao
3.1 e o segundo a demonstrar o principal resultado deste trabalho, que é o teorema 3.1. A
relevancia da Proposicao 3.1 vem do fato de que ela terd um papel muito importante na
demonstracao do Teorema Principal. Como veremos, por exemplo, a parte (i) do teorema

principal serd uma simples conseqiiéncia desta proposicao.

Para demonstrarmos estes resultados precisaremos de algumas defini¢coes e lemas que

serao dados a seguir.

3.1 Regioes Normais da Fun¢ao Altura

Seja M™ uma variedade Riemanniana e h : M — R a funcao altura. Uma superficie de
nivel Sy de h no nivel X é uma componente conexa do conjunto de nivel h=1(\) = {p €

M:h(p) = A}.

Seja p € M um ponto critico de h, isto é, dh(p) = 0. Dizemos que a superficie de nivel

Sy de h é normal em p se as seguintes condicoes forem satisfeitas:

(1) Sy é homeomorfa a uma esfera S"~! e limita uma regido aberta ¥y C M que contém

p como o tnico ponto critico de h;

(2) Existe um homeomorfismo 6 da bola fechada By = {z € R"; |z| < A} C R" sobre o
fecho ¥y de ¥, tal que a imagem, por este homeomorfismo, de cada esfera S? = {x €

R"!: |z| = a}, o < A, é uma superficie de nivel S,,.
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Se estas condicoes forem satisfeitas, diremos que ¥y é uma regido normal de p e A o
valor normal de h em relacao a p. Observe que as superficies de nivel de h proximas de p
sao normais a p. Pela condigdo (2), segue-se que se a superficie de nivel S tem um ponto
na regiao normal ¥, entao S C Xy, e S é uma superficie normal. Observe também que se
S\ é uma superficie de nivel normal que nao contém pontos criticos de h, entao existe uma

superficie de nivel Sy, A\; > A.

Indicaremos por Y a uniao de todas as regioes normais que contém o ponto critico p, por
0% 0 bordo de X e por \* o supremo dos valores normais. > é um conjunto nao vazio aberto

de M e tem uma das seguintes possibilidades mutuamente exclusivas:
(a) ¥ = M;
(b) X # M e o bordo 0% de ¥ contém um ponto critico de h;

() ¥ # M e 0¥ nao contém nenhum ponto critico de h.

A seguir faremos um breve estudo das trés possibilidades acima.

Suponha que (a) ocorre. Temos o seguinte lema:

Lema 3.1. Sejam M uma variedade Riemanniana e p € M um ponto critico da fungao
altura h : M — R. Se X = M, entao p é unico ponto critico de h e todas as trajetorias de

gradh que saem de p cobrem M.

Demonstracao. De fato. Se X = M entao todas as superficies de nivel de h sao normais em
p e p é o Gnico ponto critico de h em M. Seja r # p um ponto arbitrario de M. Seja S
a superficie de nivel de h que passa por r e ¥(t) uma trajetoria de gradh, com v(0) = r.
Veja que, para t < 0, v(t) pertence ao fecho (compacto) ¥ da regido ¥ delimitada por S.
Pela compacidade de 3, e pelo Lema 2.2, v(t) é definida para todos os t < 0 e, como h
¢ limitada em X, pela demonstracio do Lema 2.3, |gradh| se aproxima arbitrariamente de
zero em 7y ((—o00,0]). Segue-se que tEr_noofy(t) = p, isto &, y(t) sai de p. Como r é arbitrario,
concluimos que M é coberta pelas trajetorias de gradh saiindo de p.
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Suponha que (b) ocorre. Temos o seguinte Lema:

Lema 3.2. Sejam M uma variedade Riemanniana e p € M um ponto critico da func¢ao
altura h : M — R. Suponha que ¥ # M e o bordo 0% de X contém um ponto critico de h.
Entao, h tem dois pontos criticos p e q, e as trajetdrias de gradh que saem de p e entram

em q cobrem M.

Demonstracao. Pelo argumento anterior e do fato de que as superficies de nivel perto ¢ sao
novamente homeomorfas a esferas, obtemos que qualquer trajetoria de gradh que passa em ¢
parte de p. Portanto ¢ ¢ um méximo e, trocando os papéis de p e g, temos que as trajetorias
de gradh partindo de p entram em ¢. Pelo mesmo argumento, estas trajetérias cobrem um

conjunto aberto e fechado de M, dai a toda variedade M.

Suponha que (c) ocorre. Temos entao os seguintes lemas:

Lema 3.3. Sejam M uma variedade Riemanniana, h : M — R a funcao altura e p € M um
ponto critico de h. Suponha que h nao possui pontos criticos em 0X. Entdo 0% € a unido de

superficies de nivel de h ao nivel \*.

Demonstragao. Mostraremos primeiro que 9% C h™1(\*), isto ¢, se ¢ € 9%, entao h(q) = \*.
Como h(m) < N\, para todo m € X, segue, da continuidade de h, que h(q) < A*. Suponha
que h(q) = X < X*, ¢ € 9X. Como A & um valor normal existe uma superficie de nivel normal
Sy C X. S\ é compacta e nao possui pontos criticos de h. Portanto existe uma vizinhanca
W de S\ em M que contém todos os pontos de h cujos niveis estao suficientemente proximo
de \. Seja ¢, uma sequéncia de pontos em ¥ tal que ¢, converge para q. Como h é continua,
h(g,) converge para A. Portanto, se n é suficientemente grande, entao ¢, € W. Deste modo,
q € Sy, o que contradiz o fato de que ¢ € 9. Logo, h(q) = \*.

Agora, seja S\ uma superficie de nivel passando por ¢ € 0¥. Afirmamos que Sy~ C 0%. De
fato, seja A = Sy N 0. Como Sy« e 02 sao fechados A é fechado em Sy+. Para mostrar que
A é aberto em S)«, tome r € A e veja que, como r ndao é um ponto critico de h, podemos
escolher uma vizinhanca V' de r em M tal que o fecho V de V nao contém pontos criticos de
h, e que todos os pontos em V no nivel \* estao em V N.S,«. Agora, usando as trajetorias de
gradh, que preenchem uma vizinhanca W de V' N Sy« em M temos que, como r € VN Sy« e
r € 0¥ , existe um ponto s € X N W na trajetéria que passa por r, e, portanto, existe uma

vizinhanga U de s, U C ¥ N M. Projetando U em V N Sy« ao longo das trajetorias, temos
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uma vizinhanca de r em S+, que esta inteiramente contida em 0% . Segue-se que A é aberto
e por conexidade A = Sy+ como afirmamos.

Pelo exposto acima, concluimos que 0% é uma uniao de superficies de nivel do nivel \*.

Considerando as notacoes do Lema 3.3, observe que se ¢ € 0%, existe uma trajetoria
74(t) de gradh, com ~,(0) = ¢. Para t < 0 pequeno, v,(t) interceptara uma superficie de
nivel que contém um ponto de ¥ suficientemente perto de ¢, portanto, v,(t) € X. Pela
demonstracdo do Lema 3.1, segue que 7,(t) sai de p. Pela auséncia de pontos criticos em
¥ —{q}, segue-se que podemos parametrizar uma tal trajetoria no intervalo [\, A\*], Ao # 0,
tal que h (74(N)) = A, A € [Ao, A*]. Como 7,(A) é diferencidvel em [Ag, A*] e 7/ (A) é ortogonal
ao espago tangente de Sy em ~,(\), segue-se que o espago tangente de 0¥ em ¢ é o limite

quando A — \* do espaco tangente de Sy em 7,(\).

Agora seja ¢(p) = vy, p € M, um valor regular da aplicacdo normal de Gauss ¢. Seja
Sy C X, 0 # X < A\, uma superficie de nivel, em X, e denote por y : Sy — R} C R"*! a
restri¢do da imersao ¢ : M — R™! a Sy, onde RY denota o hiperplano de R"™! que contém

©(S)). Nestas condi¢oes temos os seguintes lemas:

Lema 3.4. As sequndas formas fundamentais da imersao y : Sy — R}, 0 # X < \*, sao

semi-definidas.

Demonstracao. Seja g € Sy. Entao

(dyy(v), vo) = 0

(d*yy(v), v0) =0

Para qualquer vetor v € T},S), no espaco tangente de S\ em ¢. Seja v o vetor normal unitario
de (M) C R™™ em ¢(q), e v, o vetor normal unitario de y (S\) C R} em y(q) = ¢(q).

Entao, v, v, e vy sdo ortogonais em dy (1;,5)) e (vo,v,) = 0. Consequentemente,

v = av, + [
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Onde (v,v,) ¢ diferente de zero pelo fato de ¢ ndo ser um ponto critico. Portanto, para

qualquer vetor v € T,Sy,

(o), v) = ~{Py(0), )

Como « é uma fungao continua diferente de zero no conjunto conexo ¥ — {p}, o Lema 3.4 é

verificado.

Lema 3.5. 0% ¢ ndo compacto e a curvatura total de y (0X) C RY € igual a 2.

Demonstracao. Primeiro considere o caso n > 2. Como S\ é compacta para A < \*, pelo
Teorema 2.2, segue-se que a curvatura total de y(S)) C R}, A < A, é 2m. Como parte
integrante, a curvatura total é uma funcao continua do parametro A\, dai a curvatura total
de y (0X) é 2m. Além disso, a superficie de nivel Sy« C 0¥ é ndo compacta; caso contrério,
pelo Teorema 2.2, ¢ homeomorfa a uma esfera e, como 0% nao contém pontos criticos, existe
um valor normal A > \*, o que é uma contradicao. Portanto 0¥ nao é compacto, e isso prova
o lema para o caso n > 2.

Para n = 2, o Teorema 2.2 nao pode ser aplicado e devemos argumentar diretamente. Tudo
0 que precisamos mostrar é que, para qualquer circulo S), A < A*, a curvatura total da
curva planar fechada y (S)) é igual a 27. Isto é claramente verdadeiro proximo de p. Por
outro lado, os tinicos outros valores possiveis sao miltiplos inteiros de 27. Por continuidade,

o valor deve ser de 27 para todo A, o que finaliza o lema.

Lema 3.6. Para cada q € 0%, y(0X) C RY. estd inteiramente contida em um dos semi-

espagos fechados de RY. limitados pelo hiperplano tangente dy, (0%,) = T de y(0X) em

y(q).

Demonstragao. Projete os conjuntos y (Sy) C RY, A € [Ag, A*], sobre RY%., uzando o vetor
normal vy, e identifique os conjuntos projetados com suas projecoes. Para cada ¢(q) €
¢ (0%), denote por 1,(A\), A € [Ao, A*] a curva continua obtida pela projecao ¢ (v,(\)) em
RY..

Agora, suponha que existem pontos ¢(q1) e ©(q2), ¢1,q2 € 0%, em ambos os lados de T'. Por
continuidade e as observacoes feitas anteriormente no Lema 3.4, T" ¢ o limite quando A — \*,
dos espacos tangentes Ty de ¢ (Sy) em 1,(A). Portanto, pode-se escolher um X' € [Ag, \*],
perto de X\*, tal que p(q1) e ¢(g2) estdo em lados diferentes de Ty, com A > X. Como 1, ()

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



3.1. Regioes Normais da Fungao Altura 35

e 14, (N) convergem para p(q1) € ¢(gz), respectivamente, quando A — A*, existe um X" > N
tal que ¥, (\") e ¥y, (N") estdo em lados diferentes de T)». Mas isto significa que ¢ (Sy»)
terd pontos em lados diferentes de alguns dos seus espacos tangentes, o que contradiz a

convexidade de ¢ (Sy) e isto prova o lema.

]
Passaremos agora a proposicao 3.1.

Proposicao 3.1. Seja M™ uma variedade Riemanniana, completa e orientdvel com curva-
turas seccionais nao-negativas e suponha que pelo menos em um ponto sao todas positivas.
Sejam ¢ : M — R yma imersao isométrica de M no espago euclidiano R"™ e ¢(p) = wvo,

p € M, um valor reqular da aplicacao normal de Gauss ¢. Entao:

(a) A funcao altura h = {p,vy) tem apenas um ponto critico p, e as trajetorias de gradh

que saem de p cobrem M.
ou

(b) h tem dois pontos criticos p e q, e as trajetorias de gradh que saem de p e entram em

q cobrem M.

Em qualquer caso, os hiperplanos que sio normais a vy intersectam (M) em um con-

jqunto que, quando ndo-vazio, ou € um ponto ou € homeomorfo a S™.

Demonstracao. Com as hipoteses do teorema, pelo Lema 2.1, todos os pontos criticos de h
sao nao-degenerados e sao méximos ou minimos, e p é um ponto critico de h. Suponha que
p seja minimo e que h(p) = 0. Sejam 3 a unido de todas as regides normais que contém p e
A* o supremo dos valores normais de h relativos a p. Como vimos anteriormente, > tem as

seguintes possibilidades mutuamente exclusivas:

(a) X = M. Neste caso, pelo Lema 3.1, p é unico ponto critico de h e todas as trajetorias

de gradh que saem de p cobrem M.

(b) X # M e o bordo 9% de ¥ contém um ponto critico de h. Neste caso, pelo Lema 3.2,
Y tem dois pontos criticos p e ¢, e as trajetorias de gradh que saem de p e entram em

q cobrem M.

(¢) X # M e 03 nao contém nenhum ponto critico de h. Vamos mostrar que isto nao pode

acontecer e, pelo visto acima, provaremos a proposi¢ao 3.
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De fato, seja Sy C X, 0 # A < \*, uma superficie de nivel, em %, e y : S\ — R} € R**!
a restricio da imersdo ¢ a S). Veja que ¢ (9%) ndo estd contido em um hiperplano de
R™, caso contrario a sua curvatura total seria igual a zero, o que contradiz o Lema 3.5.
Analogamente, a segunda forma fundamental de y é definida em algum ponto de 9%. Como
0% é nao compacto, e é completa em cada componente conexa, segue-se do Lema 3.4 e
Proposigao 2.1, que a curvatura total de ¢ (0%) é < 7, 0 que é novamente uma contradigao

com o Lema 3.5, e termina a prova da Proposicao 3.1.

O lema a seguir ¢ uma adapta¢ao de um argumento em [9] para o nosso caso nao (neces-

sariamente) compacta e sera ultil na demonstracao do item (i7) do Teorema Principal.

Lema 3.7. Seja M" uma variedade Riemanniana, completa e orientdvel com curvaturas
seccionais ndao-negativas e positivas em pelo menos um ponto. Seja p : M — R uma
imersao isométrica. O conjunto dos valores regulares da aplicagao normal de Gauss ¢ :
M — S™ € denso na imagem ¢(M). Por outro lado, se ¢(q) € um wvalor critico de ¢,
eriste uma sequéncia de valores regulares ¢(p1),...,0(Pm), ... convergindo para ¢(q), tal
que 0s hiperplanos tangentes de ¢(M) em ¢(p1), ..., d(Dm), - .. convergem para o hiperplano
tangente em ¢(q).

Demonstracao. Seja ¢(q), ¢ € M um valor critico de ¢ e V' uma vizinhanga de ¢(g) em
S™. Primeiro mostraremos que existe um ponto ¢(p) € V, tal que o posto (do(p)) = n.
Suponhamos que o posto (d¢(q)) = k < n e denotemos por U; o conjunto de pontos de M
onde o posto de (d¢) é igual a [.

Como o posto (d¢(q)) = k, ou existe uma vizinhanga de ¢ em M contida em Uy, ou em cada
vizinhanca de ¢ existem pontos de U,,, m > k. Repetindo este argumento, se necessario,
encontraremos um ponto p; € M, com ¢(p;) € V, tal que uma vizinhanga W de p; esta
contida em U,,, m > k. Pelo lema 2 de [9], a imagem ¢(W) C R™"*! desta vizinhanga é gerada
por planos (n —m)—dimensionais, e a aplicagdo normal no (n —m)—plano 7, passando por
p1, € constante, portanto, igual a ¢(p;).

Afirmamos que 7; ndo esta totalmente contido em @(M). De fato, seja r € M tal que ¢(r)
¢ um valor regular de ¢, e seja h a funcao altura h = (p, #(r)). Pela proposicao 3.1, dado
qualquer ponto s € M, existe uma trajetoria de gradh que sai de r e entra em s. Segue-se
que @(M) pertence inteiramente a um dos lados do hiperplano tangente m em (7). Se m;

intersecta 7, entdo m; ndo estd inteiramente contido em @(M). Se m é paralelo a 7, ele
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pertence a uma superficie de nivel de h; como as superficies de nivel de h sao compactas,
segue-se novamente que 7, nao esta inteiramente contida em (M), o que prova a afirmacao.
Segue-se que o conjunto de pontos em 7; que pertencem a ¢(M) tem um ponto de fronteira,
digamos ¢(p2), que, por completude, pertence a @(M). Veja que ¢(pa) = ¢(p1) e que py é
um ponto de fronteira de U,,. Pelo lema 2 de [9], p, € U,,. Portanto, em cada vizinhanga de
po existem pontos de Uy, | > m > k. Segue que existe um ponto p3 € M, tal que ¢(ps3) € V e
ps € U,. Prosseguindo com este argumento, chegamos a um ponto p € M, tal que ¢(p) € V
e p € U,, o que prova a afirmacao feita no inicio da demonstracao.

A primeira declaragdo do lema segue imediatamente se observarmos que arbitrariamente
perto do ponto p com posto (d¢(p) = n), existe um ponto r € M, cuja imagem é um valor
regular de ¢ (cf. prova do Teorema 2.2). A segunda afirmagao decorre da observagao acima

sobre o hiperplano tangente em ¢(p), e isto completa a prova do Lema 3.7.

3.2 Demonstracao do Teorema Principal

Passaremos agora ao segundo e principal objetivo nao s6 deste capitulo, mas de todo este

trabalho que é a demonstracao do Teorema Principal, a saber:

Teorema Principal. Seja ¢ : M — R uma imersao isométrica, onde M ¢é uma varie-
dade Riemanniana completa e orientdvel com a propriedade de que todas as suas curvaturas

secclonais $ao nao-negativas e, pelo menos em um ponto, sao todas positivas. Entao:

(1) M ou é homeomorfa a uma esfera S™ ou ao R™.

(it) p(M) C R™ ¢ uma subvariedade convexa, em particular o mergulha M topologica-

mente como um subconjunto fechado de R,

(ii7) Para quase todos os pontos v € S C R™™ os hiperplanos que sio normais a v inter-

sectam (M) em um conjunto que, quando nao-vazio, ou é um ponto ou é homeomorfo
aS".

(iv) A curvatura total de o(M) C R™™! ¢ 21 (se M é compacta) ou < 7.

Se, em particular, M € nao-compacta e todas as curvaturas seccionais sao positivas, entao:

(v) A aplicagdo normal ¢ : M — S™ é um difeomorfismo sobre um conjunto aberto contido

num hemaisfério de S™.

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



38

Capitulo 3. O Teorema Principal

(vi)

Um ponto vy € S™ pode ser escolhido de modo que (M) seja o grifico de uma fungdo
convezxa definida em um conjunto contido num hiperplano normal a vy, e em particular,

o volume de @(M) € infinito.

Demonstrac¢ao. Vejamos

(4)

(i)

(iid)

Seja r € M um ponto onde as curvaturas seccionais sao todas positivas (i.e., a segunda
foma fundamental é positiva definida em 7). Seja ¢ : M — S™ a aplicagdo normal de
Gauss. Temos que d¢ é nao singular e pelo teorema de Sard, existe um ponto p € M
proximo de r, tal que ¢(p) = vy é um valor regular de ¢ (cf. prova do Teorema 2.2).
Pela Proposicao 3.1, segue que ou a func¢do altura h = (p,vg) tem apenas um ponto
critico p, e as trajetorias de gradh que saem de p cobrem M. Neste caso podemos
construir homeomorfismos de M em R™; ou h tem dois pontos criticos p e ¢, e as
trajetorias de gradh que saem de p e entram em ¢ cobrem M. Neste caso podemos

construir homeomorfismos de M em S™.

Seja p € M. Se ¢(p) é um valor regular da aplicagdo normal de Gauss ¢, segue-se da
Proposigao 3.1 (cf. prova do Lema 3.7) que p(M) encontra-se em um dos lados do hiper-
plano tangente de (M) em p(p). Se ¢(p) é um valor critico de ¢, entdo, pelo Lema 3.7,
¢(p) é o limite de uma sequéncia de valores regulares ¢(py),...,d(pm), - - ., € 0 hiper-
plano tangente m em ¢(p) é o limite dos hiperplanos tangentes em @(p1), ..., ©(Pm), - - ..
Segue-se que ¢(M) encontra-se em um dos lados de cada um de seus hiperplanos tan-
gentes. Como existe um ponto em que a segunda forma fundamental de ¢ : M — R™*!
¢ definida, o conjunto (M) nao esté contido em nenhum hiperplano de R"*1. Portanto,

pela Proposigao 2.2, (M) é o bordo de um corpo convexo.

Considere o conjunto de todos os pontos r; € M, i = 1,2,... onde as curvaturas
seccionais de cada r; sao positivas. Pelo teorema de Sard, existe um ponto p; € M,
proximo de r;, tal que ¢(p;) = v; é um valor regular de ¢ (cf. prova do Teorema 2.2).
Pela Proposicao 3.1 segue que os hiperplanos que sao normais a v; intersectam ¢(M)

em um conjunto que, quando nao-vazio, ou é um ponto ou ¢ homeomorfo a S™.
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(iv)

(vi)

Seja r € M um ponto onde as curvaturas seccionais sao todas positivas (i.e., a segunda
foma fundamental é definida em r). Pelo teorema de Sard, existe um ponto p € M,
proximo de r, tal que ¢(p) = vy € um valor regular de ¢. Pela proposicao 3.1 (cf.
demonstracdo do Lema 3.7) segue-se que ¢(M) encontra-se em um dos lados de cada
um de seus hiperplanos tangentes. Como existe um ponto em que a segunda forma
fundamental de ¢ : M — R""! ¢ definida, o conjunto ¢(M) nao esta contido em
nenhum hiperplano de R"*!. Portanto, pela proposi¢ao 2.2, a curvatura total de o(M)

¢ 21 (se M for compacta) ou < .

Agora seja M nao-compacta com curvaturas seccionais positivas. Entao todas as fun-
¢oes altura tem exatamente um ponto critico nao-degenerado. Assim, a aplicagao
¢ : M — S" é injetiva, portanto, um difeomorfismo em sua imagem, e a imagem
¢(M) C S™ é um conjunto aberto que nao contém pontos antipodas. Lembremos pelo
item (i7) acima que ¢(M) é o bordo de um corpo convexo. Portanto, pelo Lema 2.3,

(M) esta contido em um hemisfério de S”, e isto prova (v).

Tome o poélo do hemisfério de S™ que contém (M) e denote por vy. Afirmamos que
qualquer linha [ em R™! paralela a v, intercepta (M) no méximo uma vez. De
fato, suponha que [ intersecta ¢(M) em dois pontos distintos ¢(p1) e ¢(p2). Observe
que o segmento w = m pertence ao corpo convexo K C R™! cujo bordo é
(M) e indicaremos por conveniencia que os vetores normais a ¢(M) apontam para
fora de K. Sejam m; e w9 os hiperplanos normais a vy e passando por ¢(p1) e ¢(p2),
respectivamente. Por convexidade, ¢(p;) e ¢(p2) apontam para os lados de m e 7o,
que nao contém o segmento w. Isto significa que ou m; ou 7 ndo pertence & uniao de
todas as regides normais X, e isto ¢ uma contradi¢do. Portanto, (M) é o grafico de
uma funcao f definida em um conjunto contido em um hiperplano 7 normal a vy.

Pelas hipoteses sobre a curvatura, a hessiana de f é positiva definida, portanto f é
convexa. f é ilimitada em uma dire¢ado, caso contrario pelo argumento usado na prova
do Lema 2.3, terfamos que tanto vy e —vy pertenceriam ao fecho da imagem esférica,

o que é uma contradi¢ao. Deste modo, concluimos que o volume de ¢(M) ¢é infinito.
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Exemplo 3.1. O paraboldide de revolucio P = {(x,y,2z) € R® : 2 = 2% + 4*} ¢ uma
variedade Riemanniana de dimensio 2 mergulhada em R3. Uma parametrizacio para P é

f:R* = R3, dada por f(u,v) = (u,v,u® +v*). Entdo, seque-se que

4

Ka(u,v) = 1+ 4u? + 40?2

>0 para todo (u,v) € R%

Como P é completa, conexa e orientdvel, seque-se que o Teorema 3.1 é vdlido para P e, em

particular, P é homeomorfo ao R?.

Exemplo 3.2. Pelo Exemplo 1.8, temos que S" = f71(0) ={zx e R" : 22 + ... + 22 = 1},
como pré-imagem de um conjunto compacto por uma funcdo continua, € uma variedade
Riemanniana compacta. Pelo Exemplo 2.2, a curvatura seccional de S™ € constante e igual a
1 (i.e., € positiva em todos os pontos). Como a aplicacdo de inclusdo 1 : S™ < R™ € uma

wsometria, o Teorema 3.1 € vdlido para a esfera S™.

Exemplo 3.3. Veja que, o espaco euclidiano R™ é uma variedade Riemanniana completa
(cf. Exemplos 1.1 e 1.6), mas todas as suas curvaturas seccionais sdo constantes e iguais a

zero. Portanto, o Teorema 3.1 ndo pode ser verificado em R™.

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



Referéncias Bibliograficas

[1]
2]

3]

4]

[5]

[6]

17l

8]

191

[10]

[11]

BUSEMAN, H., Convez Surfaces, Interscience Publishers. (1958). 4, 18, 28

CARMO, M.P., Geometria Riemanniana, Rio de Janeiro: Instituto de Matematica Pura

e Aplicada, 2011. 5 (Projeto Euclides). 4, 6, 7, 12, 13

CARMO, M.P., O Método do Referencial Movel, Rio de Janeiro: Instituto de Matema-
tica Pura e Aplicada, 1976. 4, 18

CARMO, M.P., Positively-curved hypersurfaces of a Hilbert Space, Journal of Diff.
Geom. 2(1968), 355 - 362. 24

CARMO, M.P. & LAWSON, B., Spherical images of convex surfaces to appear in Proc.

AM.S. 25

CARMO, M.P. & LiMA, E.L., Immersions of manifolds with non-negative sectional

curvatures Bol. Soc. Bras. Mat. 2(1971) 9-22. 1, 2, 18

CARMO, M.P. & LiMmA, E.L., Isometric immersions with semi-definite second quadratic

forms Archiv. Der Math. 20(1969), 173-175. 18

CAVALCANTE, C.A., Imersoes Isométricas no Espaco Hiperbolico com Curvaturas Prin-

cipais k; > 1, Rio de Janeiro: IMPA, 1991. Monografia. 4

CHERN, S.S. & LaAsHOF, R.K., On the total curvature of immersed manifolds IT Ame-

rican Journal of Mathematics, 79(1957), pp. 306-318. 1, 3, 18, 22, 36, 37

DAJCZER, M., Submanifolds and Isometric Immersions, Houston, Publish or Perish,

1990. 4

GALLOT, S.; HULIN, D. & LAFONTAINE, J., Riemannian Geometry Springer, 1980. 4

41



42 Referéncias Bibliograficas

[12] HADAMARD, J., Sur certaines proprieties des trajectories en dynamique., J. Math. Pu-
res Appl. 3(1897) 331-387. 1, 15, 29

[13] HELJENOORT, J. V., On locally conver manifolds Comunications on Pure and Applied

Mathematics, 5(1952), pp. 223-242. 14

[14] JupicE, E.D., O Teorema de Sard e suas Aplica¢oes, Rio de Janeiro: Instituto de

Matemaética Pura e Aplicada, 2011. 18

[15] Lima, E.L., Espacos Métricos, Rio de Janeiro: Instituto de Matematica Pura e Apli-
cada, 2009. 4. 4, 7

[16] LivmA, E.L., Grupo Fundamental e Espacos de Recobrimento, Rio de Janeiro: Instituto
de Matematica Pura e Aplicada, 2006.

[17] LivA, E.L., Introdu¢ao a Topologia Diferencial, Rio de Janeiro: Instituto de Matemé-
tica Pura e Aplicada, 1961. 4, 6, 11, 18, 20, 21

[18] LimA, E.L., Variedades Diferencidveis, Rio de Janeiro: Instituto de Mateméatica Pura

e Aplicada, 1973. 6

[19] RODRIGUES, L., Geometria das Subvariedades, Rio de Janeiro: Instituto de Matemética

Pura e Aplicada, 1976. 4, 6, 16, 17, 18, 23

[20] SACKSTEDER, R., On hypersurfaces with non-negative sectional curvatures, American

Journal of Mathematics, 82(1960), pp. 609-630. 1

[21] STOKER, J.J., Uber die Gestalt der positive gekrummten off enen Flache, Compositio

Mathematica, 3(1936), pp. 55-88. 1

[22] Wu, H., A structure theorem for complete Riemannian hypersurfaces of non-negative

curvature, to appear. 25

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



