UNIVERSIDADE FEDERAL DO AMAZONAS
INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS
PROGRAMA DE MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA

ALGUNS TEOREMAS CLASSICOS DA GEOMETRIA SINTETICA E
APLICACOES

VINICIUS PAULO DE FREITAS

MANAUS
2013



UNIVERSIDADE FEDERAL DO AMAZONAS
INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS
PROGRAMA DE MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA

VINICIUS PAULO DE FREITAS

ALGUNS TEOREMAS CLASSICOS DA GEOMETRIA SINTETICA E
APLICACOES

Dissertacao apresentada ao Programa de
Mestrado profissional em Matemaética da Uni-
versidade Federal do Amazonas, como requisito
parcial para obtencao do titulo de Mestre em

Matematica.

Orientador: Prof. Dr. Nilomar Vieira de Oliveira

MANAUS
2013



Ficha Catalografica
(Catalogacdo realizada pela Biblioteca Central da UFAM)

Freitas. Vinicos Paulo de.
Alguns teoremas classicos da geometria sintética e aplicacdes / Vinicius

F8663  paulo de Freitas. - 2013.
79f -1l
Dissertagio (mestrado em Matematica) — Umniversidade Federal do
Amazonas.

Ornentador: Prof. Dr. Nilomar Vieira de Oliverra.

1. Geometria 2. Teoremas classicos 3. Ensino-aprendizagem I. Oliveira,

Milomar Vieira de, onientador II. Universidade Federal do Amazonas ITT.
Titulo

CDU (1997): 514.752 (043.3)




VINICIUS PAULO DE FREITAS

ALGUNS TEOREMAS CLASSICOS DA GEOMETRIA SINTETICA E
APLICACOES

Dissertacao apresentada ao Programa de
Mestrado Profissional em Matematica da Uni-
versidade Federal do Amazonas, como requisito
parcial para obtencao do titulo de Mestre em

MatemaAtica.

Aprovado em 07 de margo de 2013.

BANCA EXAMINADORA

Prof. Dr. Nilomar Vieira de Oliveira

Presidente

Profa. Dra. Flavia Morgana Oliveira Jacinto
Membro

Prof. Dr. Carlos Gustavo Tamm de Aratjo Moreira
Membro



AGRADECIMENTOS

A Deus, pelo dom da vida e béngaos a mim concedidas por sempre guiar meus passos

para realizar com sucesso os meus objetivos.

A meus pais, que sempre foram minha base forte nesta caminhada, o meu muito obri-

gado por tudo aquilo que me instruiram e por todos os principios que me foram passados.

A meus amores Meire Alves Muraiare de Freitas e Francisco Emanuel Muraiare de
Freitas, esposa e filho, pela dedicacao, amor, apoio e principalmente pelo incentivo

constante sem o qual eu nao estaria concretizando este sonho.

Ao meu orientador Prof. Dr. Nilomar Vieira de Oliveira, pela confianca e dedicagao,
por toda liberdade no desenvolvimento deste estudo e ter acreditado em meu potencial

me conduzindo para esta realizacao, obrigado pelas horas e apoio disponibilizados.

A todos meus professores do PROFMAT, pela arte de ensinar, por nos desafiar e acre-

ditar em nossa capacidade de aprender sempre mais.

Enfim, agradeco aos amigos pelo companheirismo nas arduas vitorias conquistadas
e todas as pessoas que, direta ou indiretamente, contribuiram para a execucao dessa

Dissertagao de Mestrado.



RESUMO

Neste trabalho procuramos fazer uma abordagem simples de alguns teoremas classicos
da Geometria Euclidiana Plana e torna-los mais conhecidos, pois embora tenham um
grande papel na resolucao de muitos problemas geométricos, estao de certa forma esque-
cidos tanto no ensino basico quanto no ensino de graduacao. No intuito de resgatar tais
teoremas, desenvolvendo assim habilidades em Geometria, exploramos os seguintes teore-
mas: Stewart, Menelaus, Ceva, Reta de Simpson-Wallace, Ptolomeu, Hiparco, Napoleao,
Miquel, Desargues, Pascal, Pappus e Feuerbach. Para as demonstracoes destes teoremas,
fizemos o uso de alguns resultados da Geometria Plana e da Geometria Inversiva. Acre-
ditamos que tanto o enfoque da realizacao desse trabalho, com a utilizagao da Geometria
Inversiva, por exemplo, como os teoremas classicos, que utilizamos simplesmente métodos
elementares da Geometria Sintética, pode servir para a melhoria do ensino-aprendizagem
de Geometria Euclidiana Plana e possivelmente servir de elemento motivador para alunos
e professores que busquem aprimorar seus conhecimentos em Geometria nos seus diversos

desdobramentos.

Palavras-chave: Ensino-Aprendizagem, Geometria FEuclidiana, Teoremas Cléassicos,

Geometria Inversiva.



ABSTRACT

In this work, we tried to take a simple approach of some classical theorems of Euclidean
Plane Geometry and make them better known, because although they have a great role
in solving many geometrical problems, they are somehow forgotten both in primary and
in undergraduate education. In order to redeem such theorems, therefore developing
the people skills in Geometry, we explored the following Theorems: Stewart, Menelaus,
Ceva, Wallace-Simpson line, Ptolemy, Hipparchus, Napoleon, Miquel, Desargues, Pascal,
Pappus and Feuerbach. For the proofs of the mentioned theorems, we use some results
of Plane Geometry and Inversive Geometry. We believe that both approach the making
of this work, with the use of Inversive Geometry, for instance, as the classical theorems
which we used only elementary methods of Synthetic Geometry, can serve to improve the
teaching and learning of Euclidean Plane Geometry and possibly serve as the motivating
element for students and teachers seeking to improve their knowledge in Geometry in its

various ramifications.

Keywords: Teaching-Learning, FEuclidean Geometry, Classical Theorems, Inversive
Geometry.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Um Breve Historico da Matematica e da Geometria

Euclidiana

Para entendermos o processo de surgimento da Matematica e, consequentemente, da
Geometria, que evidentemente nao tinha contorno de Ciéncia, vamos voltar a mais de
3000 a.C., no periodo da Pré-histéria em que o método cientifico chama de Idade da
Pedra'. Nesse periodo os agrupamentos humanos eram noémades, viviam da coleta de
frutas e da caca, dominavam o fogo, comunicavam-se através da fala, e eram capazes de
fabricar instrumentos rudimentares de pedra e madeira [§].

Produzir conhecimento, em particular conhecimento matemético, nessa época, era
quase impossivel, devido a condigoes hostis em que o ser humano vivia. Também nao
existia a agricultura, que foi uma grande aliada para o desenvolvimento intelectual do
homem, como veremos mais adiante.

Outro fator que atrasou muito o avanco cientifico nesse periodo foram os sacerdotes,
que eram pessoas que tinham certos poderes nos povoados, pois todos os fenémenos
naturais eram interpretados por eles como sendo algo divino, nao podendo, assim, sequer
questioné-los.

Mas como a Matematica foi estimulada nesse tempo? Bem, a resposta vem dos artesaos
que, na busca de meios para o sustento na luta pela sobrevivéncia das comunidades,
construiam armadilhas, utensilios, etc, desenvolvendo assim o raciocinio abstrato, e dos
cacadores que praticavam um tipo rustico de comércio, desenvolvendo a idéia de contar.

Apesar de todo empirismo do conhecimento matematico desenvolvido na Idade da
Pedra, a utilizacao da Matematica e o raciocinio abstrato surge como apoio a vida diéria.
Mas foi por volta de 3000 a.C, ja na Idade do Bronze?, que a Ciéncia em geral, e a

Matematica em particular, puderam se desenvolver de uma forma mais intensa. E o

!Periodo compreendido em torno de 500.000 a.C. e 3.000 a.C.
2Periodo que vai de 3.000 a.C. até 1.500 a.C.



motivo deste impulso é o surgimento de atividades agricolas ao longo dos rios Nilo, Tigre,
Eufrates e Amarelo?.

Com a agricultura o homem passou a produzir um certo “estoque”, de alimentos, po-
dendo assim se dedicar ao mundo das idéias. A Matematica nesta época ainda era muito
empirica, nao passava de uma colecao de regras préticas que permitia operagoes de cal-
culos de areas, volumes de alguns sélidos e resolver outros problemas simples.

Por volta de 600 a.C. com os filésofos naturalistas, o homem deixa de ser submisso as
crengas e passa a interpretar a natureza de forma independente, sem a manifestacao de
uma vontade divina. Foi nessa época que a Matematica comecou a ganhar contorno de
Ciéncia. E o primeiro a organizar racionalmente o pensamento e a apresentar o conheci-
mento matematico através de uma cadeia de raciocinios dedutivos, foi o filésofo naturalista
Tales de Mileto [8].

Tales transformou as verdades geométricas de seu tempo, e aquelas conhecidas pelos
egipcios e outros povos, em um sistema logico, ordenado e coerente. Ele estudou an-
gulos, retas e superficies e realizou demonstracoes formais e rigorosas sobre as relagoes
geométricas no circulo e no triangulo is6sceles.

Seguindo os passos de Tales, outros gedmetras avancaram na organizagao logica e
sistematizada da Matematica. Dentre estes, Pitdgoras, que tem seu nome destacado em
manuscritos sobre a geometria primitiva. Reza a histéria que devido a proximidade das
cidades onde Tales e Pitagoras nasceram, Pitagoras possivelmente tenha estudado com
Tales.

Na cidade de Crotona, situada no sul da Italia, Pitagoras fundou a famosa e miste-

47 Apesar de toda essa natureza mistica, a escola fundada por

riosa “escola pitagorica
Pitagoras produziu, por cerca de duzentos anos que se seguiram a fundacao da escola,
grandes resultados matematicos novos e aprimorando outros ja conhecidos. Dentre esses
resultados, estao as propriedades das retas paralelas e de figuras semelhantes, algumas
teorias de proporgoes, alguns poliedros regulares e a relagao entre os lados de um triangulo
retangulo®.

Com esta grande explosao de conhecimento matematico feito pelos pitagoricos e outros
estudiosos da Matematica, comecaram a surgir afirmacoes que derivam de outras ante-
riores. A medida que essas cadeias de afirmacoes se alongavam e se ligavam umas as
outras, a idéia ousada de desenvolver toda Geometria com uma longa cadeia foi surgindo
[16]. Véarios matematicos tentaram, alguns até com sucesso pelos menos parcialmente,
reunir logicamente sob forma de uma tnica cadeia de proposigoes as afirmagoes geométri-

cas, baseadas em algumas definicoes e suposicoes iniciais®. Mas foi por volta de 300

3As pessoas que viviam ao longo dessas bacias, eram conhecidas por suas habilidades em engenharia
de drenagem, irrigacao, demarcagdes, etc. Tais projetos requeriam muita Geometria.

4Para informagoes interessantes sobre a “escola pitagorica” ver [28].

50 Teorema de Pitagoras ja era conhecida ha 2.000 a.C, ou seja, ha muito tempo antes de Pitagoras.

6Chamadas ariomas ou postulados, sdo afirmacdes que ndo sdo provadas, sao consideradas 6bvias e



a.C., que o matematico grego Euclides de Alexandria produziu uma obra composta de 13
livros, uma cadeia dedutiva tnica de 465 proposi¢oes compreendendo de maneira clara
e hamoniosa a Geometria Plana e Espacial, Teoria dos Numeros e Algebra Geométrica
grega. “Os FElementos”, como ele a chamou, reune quase todos os trabalhos gregos de
Geometria durante trés séculos, ou seja, desde o tempo de Tales, e ¢ uma dos obras mais
influentes na histéria da Matemaética, sendo considerada o tratamento axiomatico-dedutivo
sobrevivente mais antigo da Matemética.

Outros tratados foram escritos por outros grandes matematicos, como Arquimedes
(287 - 212 a.C.) e Apolénio (c. 225 a.C.). Vérios dos trabalhos que Arquimedes produziu
se perderam, mas quatro dos que sobreviveram, falavam sobre Geometria Plana e Espacial.
Arquimedes foi o primeiro a apresentar corretamente as férmulas para a area e volume da
esfera, drea da calota esférica e volume do segmento esférico. Na parte de seus trabalhos

dedicados a Geometria Plana, ele apresentou um “M¢étodo dos perimetros™ para calcular
223 22

o valor de m, e descobriu que este nimero esta entre - e -
“O grande gedmetra”, como foi chamado o matematico grego Apolonio, embora tenha

87 onde ele fez um

sido um grande astrénomo, ficou famoso por sua obra “Sec¢oes conicas
estudo exaustivo sobre essa curvas. Outro trabalho de Apolonio que merece destaque, foi
a construcao, com régua e compasso, de um circulo tangente a trés circulos dados; esse
problema é conhecido hoje como “ O problema de Apolonio”.

Com a morte de Apoldnio, a época de ouro da Geometria grega chegou ao fim. Os
gedmetras que se seguiram, pouco mais fizeram do que preencher detalhes e talvez desen-
volver independentemente certas teorias cujos germes ja estavam contidos nos trabalhos
de matematicos que os antecederam [16|. Dentre esses gedmetras destacam-se Menelaus
(c. 100 a.C.), Claudio Ptolomeu (127 - 150 d.C.) e Pappus (c. 300 d.C.), por terem feito
grande aplicagoes da Geometria.

A partir século XVII, com a algebra mais apurada, surge com mais forca a idéia de esta-
belecer um teorema em Geometria a um teorema correspondente em Algebra. Nasce, as-
sim, a Geometria Analitica, com técnicas e metodologias desenvolvidas por dois matemati-
cos franceses: Pierre de Fermat (1601 - 1665) e René Descartes (1596 - 1650). Embora
a origem formal da Geometria Analitica seja atribuida a estes dois matematicos, existem
indicios, ao longo da proépria histéria da Matematica, de seu uso empirico em mapas e
agrimensura feitos pelos antigos egipcios e gregos, que sugerem o uso de coordenadas e
aplicacoes de Algebra a Geometria.

A atribuigdo de Descartes como um dos invetores da Geometria Analitica, veio do

necessérias para a construgao ou aceitagao de uma teoria.

"Este método consiste em tomar um hexégono inscrito em uma circunferéncia e outro circunscrito
a ela, o perimetro da circunferéncia esté compreendido entre os perimetros destes hexagonos, obtendo,
assim, uma aproximacao por deficiéncia e outra por excesso para o valor de 7.

8Sa0 curvas planas que sdo obtidas da intersecio de um cone circular com um plano. Sdo exemplos
de coénicas: Parabola, Elipse, e Hipérbole.



seu tratado “Discurso do método para bem conduzir a razao e procurar a verdade nas
ciéncias”, publicado em 1637, onde apresentou suas idéias sobre a unificacio de Algebra
e Geometria. Ja a atruibuicao de Fermat, baseia-se em um pequeno texto, intitulado
“Introducao aos lugares planos e solidos”, publicado provavelmente em 1679.

Quase que paralelamente ao grande impulso que a Geometria Analitica teve no século
XVII, outra teoria, que mais tarde revolucionou a geometria, teve uma notavel ampliacao,
a chamada Geometria Projetiva®. O francés Girard Desargues (1591 - 1661), engenheiro
e arquiteto, influenciado pela necessidade cada vez maior que artistas e arquitetos tinham
para produzir quadros mais realistas, se aprofundou nos conceitos de Ponto de fuga e
Perspectividade '°.  Contudo, talvez pela prépria maneira como tinha escrito, ou por
causa da Geometria Analitica que era mais flexivel, as idéias de Desargues nao foram bem
aceitas na época.

Somente no inicio do século XIX, Jean Poncelet (1788 - 1867), com seu trabalho “ Pro-
priétés Projectives des Figures” de 1822, desenvolveu idéias que inauguraram o chamado
“orande periodo da Geometria Projetiva”. Apoés Poncelet outros nomes surgiram na
Geometria Projetiva ajudando-a a solidifici-la, dentre os quais destacamos Michael Chasles
(1798 - 1867), Jacob Steiner (1756 - 1831) e Von Staudt (1798 - 1867).

Como vimos no inicio deste Capitulo, a Geometria empirica se tornou uma Geometria
demonstrativa, fruto de trabalhos desenvolvidos por diversos povos, no qual destacamos
os gregos. Kstes, afirmavam que s6 havia um espago e uma Geometria. O espago nao
era pensado como um conjunto de pontos!!, os objetos podiam se deslocar livremente
e ser comparados uns com os outros [5], ou seja, a rela¢do bésica era de congruéncia ou
superposicao. No século XIX, com o descobrimento das Geometrias nao Euclidianas Clés-
sicas, os matematicos aceitaram a situacao de que ha mais do que um espago concebivel

e, portanto, mais do que uma Geometria.

1.2 Motivacao e Métodos do Trabalho

Atualmente com a decadéncia do ensino de Geometria na educacao basica brasileira,
tem-se aumentado o interesse de pesquisadores de Ensino da Matemaética em debater esta
problematica nas escolas e, até mesmo, nas Universidades. “Além disso, h4 uma conscién-
cia coletiva da importancia deste ramo da Matematica, como area de aprendizagem, pela
sua contribuicao na formagao e cultura dos alunos e pela aplicacao que tem em outras

Ciéncias, inclusive dentro da propria Matemética” [27].

9Esta Geometria estuda as propriedades descritivas das figuras. E uma forma nao métrica da Geome-
tria.

OF uma transformacdo sob a qual duas figuras sao perspectivas. O ponto localizado na linha do
horizonte, pra onde todas as linhas paralelas convergem, quando vistas em perspectiva, chama-se Ponto
de Fuga.

HTsso s6 veio acontecer no século XVII com a Geometria Analitica.



Foi nesse intuito de tornar o ensino de Geometria mais interessante e resgatar alguns
de seus resultados classicos ja até esquecidos no ensino basico e, geralmente, no ensino
de graduacao, é que desenvolvemos este trabalho, objetivando criar um roteiro de estudo
direcionado aos niveis de educacao supracitados. A ideia é desenvolver habilidades em
Geometria, explorando “alguns teoremas cléssicos da Geometria Euclidiana”, tais como
o Teorema de Stewart, que ¢é utilizado no calculo dos comprimentos das principais ce-
vianas; os Teoremas de Menelaus e Ceva, que tratam, respectivamente, de problemas de
colinearidades e concorréncias; a Reta de Simpson-Wallace, que nos mostra quando um
tipo especial de triangulo é degenerado; os Teoremas de Ptolomeu e Hiparco, que rela-
cionam as diagonais e os lados de um quadrilatero inscritivel, e também nos d& uma
condicao de inscri¢ao de quadrilateros sem a utilizacao de analise angulos; o Teorema de
Napoleao, que é um resultado interessante que vem dos triangulos e que possui grande
quantidade de propriedades, variacoes e generalizacoes; o Teorema de Miquel, que trata
da concorréncia de circunferéncias em um quadrilatero completo; a Reta de Euler e a Cir-
cunferéncia dos nove pontos, que tratam de resultados surpreendentes envolvendo alguns
pontos notaveis dos triangulos; o Teorema de Feuerbach, que fornece uma propriedade
importante da Circunferéncia dos nove pontos, e outros nao menos interessantes que serao
chamados, neste trabalho, de “aplicagoes”, pois seguem diretamente dos teoremas acima
citados.

Para tal estudo fizemos uma minunciosa pesquisa bibliografica, e com o auxilio do soft-
ware GeoGebra procuramos detalhar a visualizagao geométrica dos teoremas abordados

bem como as figuras que ajudarao nas demonstra¢oes dos mesmos.

1.3 Estrutura do Trabalho

Com o intuito de atender os objetivos citados na segao anterior, no capitulo seguinte
apresentamos “alguns teoremas classicos da Geometria FEuclidiana Plana” com suas
respectivas demonstracoes e, alguns deles com uma segunda demonstracao. Como estes
teoremas, com excecao do Teorema de Feuerbach que utiliza Geometria Inversiva, uti-
lizam outros resultados bastante conhecidos da Geometria Plana, antes de apresenta-los,
enunciaremos esses teoremas conhecidos e alguns de seus corolarios ou proposigoes, cujas
demonstracoes sao apresentadas no Apéndice.

No Capitulo 3, faremos algumas aplicagoes de alguns dos teoremas estudados no capi-
tulo anterior. Muitas dessas aplicac¢oes, também sao “teoremas classicos da Geometria”,
como, por exemplo, os Teoremas de Desargues, Pappus e Pascal.

Nas Consideracoes Finais, apresentamos nossa visao sobre os assuntos abordados neste
trabalho e como elas podem contribuir para a melhoria do ensino de Geometria no Ensino

Basico e nos peridos iniciais da graduagao.



Capitulo 2

Os Teoremas Classicos Abordados

2.1 Teorema de Stewart

Na Geometria Euclidiana plana, sem qualquer diavida, o poligono que mais ocupa
destaque é o triangulo. Esta figura geométrica, que ocupa espaco interno limitado pela
reunido de trés segmentos (formado por trés pontos ndo colineares) e trés angulos cuja
soma resulta 180°, possui propriedades interessantes. Entre elas, apresentamos a relacao
de Stewart!, que ¢ um importante teorema da Geometria Plana que relaciona os compri-
mentos dos lados de um triangulo com o comprimento de uma ceviana?, sendo aplicavel
a uma ceviana qualquer.

Cevianas de um triangulo sao segmentos que possuem extremidades no vértice e na
reta suporte ao lado oposto a este vértice. Sao exemplos de cevianas a mediana, que é
um segmento que liga um vértice ao ponto médio do lado oposto a este vértice; a bissetriz
que é o segmento que divide o angulo ao meio e tem a propriedade de que todos os seus
pontos estao a igual distancia dos lados do angulo que forma o vértice; e a altura que é

um segmento perpendicular ao lado oposto ao vértice.

Teorema 2.1.1. (Lei dos Cossenos) Em um tridngulo qualquer, o quadrado de um lado
€ igual a soma dos quadrados dos outros dois lados menos duas vezes o produto desses

dois lados pelo cosseno do dngulo por eles formado.

Teorema 2.1.2. (Teorema de Stewart) Seja ABC um triangulo de lados BC = a, AC' =
e AB = ¢ e seja x o comprimento de uma ceviana AD que divide BC' em dois segmentos

BD =m e DC = n. Entao vale a sequinte rela¢ao:

'Matthew Stewart mateméatico do século XVIII, nasceu numa pequena ilha chamada Bute, na Escécia.
Educado em Rothesay Grammar School, entrou na Universidade de Glasgow em 1734, onde estudou
Geometria antiga. Foi na publicacdo de sua famosa obra: Some General Theorems of Considerable Use
in the Higher Parts os Mathematics, onde ele garantiu uma vaga como professor na Universidade de
Edimburgo, que Stewart apresentou a proposicao II, hoje conhecida como Teorema de Stewart.

2Em homenagem ao matemaético italiano Giovanni Ceva, que formulou o teorema que leva o seu nome
e serd tratado na proxima secao.



b*m + c*n = a(z?* + mn)

Figura 2.1: Teorema de Stewart.

Demonstracao. Do Teorema 2.1.1 aplicado no AABD temos

A

Figura 2.2: BDA = a.

=2 +m?—2xm-cosa (2.1)

Procedendo da mesma forma no AADC, temos

A

B

D = c

Figura 2.3: ADC = 8 = 180° — a.
b = 2® +n® — 2on - cos(180° — a) (2.2)

Multiplicando (2.1) por n e (2.2) por m, vem que

*n = 2’n+m’n— 2zmn - cosa (2.3)
V’m = 2*m+n*m — 2znm - cos(180° — a) (2.4)
Somando (2.3) e (2.4) e fazendo cos(180° — a) = — cos o, temos

b*m + c*n = 2%(m +n) + nm(m + n), mas m +n = a (conforme Figura 2.1), logo

v’m + *n = z?a + mna = a(z?* + mn) -



2.2 0O Teorema de Menelaus e o Teorema de Ceva

Muitos dos problemas envolvendo triangulos estao relacionados com conjuntos de de-
terminados pontos que sao colineares, ou com conjuntos de segmentos que sao concor-
rentes. Problemas estes que podem ser solucionados através de dois Teoremas Classicos da
Geometria Euclidiana: O Teorema de Menelaus® e o Teorema de Ceva*. O primeiro trata
de colinearidade de pontos e o segundo de concrréncia de segmentos. Com a ajuda destes
dois teoremas, provas que envolvem colinearidade e concorréncia, que antes eram longas
e complicadas, passaram a ser simplificada, tornando-as acessiveis a todos os niveis de
ensino.

Veremos no Capitulo 3 algumas de suas aplicagoes, desde os bem conhecidos resultados
de concorréncia das alturas, medianas e bissetrizes de um triangulo, aos menos ensinados
nos cursos de Geometria, como os Teoremas de Desargues e de Pascal.

Como o Teorema de Menelaus faz uso de razao orientada de segmentos colineares,

faremos um breve resumo sobre este assunto antes de sua demonstracao.

Definigao 2.2.1. (Razdo orientada) A razdao orientada r = (M, j@), em que o ponto M
AM
MB’

Dada esta defini¢ao, a pergunta agora é: Como sabermos se o ponto M esté ou nao entre

divide a reta Ag, ¢ um numero tal que |r| =

os pontos A e B?. A resposta vem das propriedades da razao orientada de segmentos,

que sao elas:

S AM
e Se M € AB, entao B > (0. De fato, neste caso B e ]\7? tem a mesma orientacao.

—_— AM —
e Se M ¢ AB, entao VB < 0. De fato, neste caso AM e ]T/[—g tem orientagao oposta.

Para o Teorema de Menelaus, consideraremos apenas as medidas que levam em conta
a orientacao dos segmentos, que sao chamadas de medidas algébricas. Ja aquelas medi-
das que nao levam em consideragao a orientacao do segmento sao chamadas de medidas

geométricas.

Teorema 2.2.1. (Teorema de Tales) Um feize de paralelas determinam sobre duas se-

cantes quaisquer segmentos proporcionais.

Teorema 2.2.2. (Teorema de Menelaus) Sejam trés pontos L, M e N localizados respec-

tivamente nas retas suportes dos lados AB, BC' e C A de um tridngulo ABC (qualquer) e

diferentes dos vértices. Entao L, M e N sao colineares se, e somente se

3Menelaus de Alexandria (aproximadamente 100 a.C.) era matematico e astronomo que viveu em
Alexandria, no Egito e em Roma. Escreveu varios tratados de Geometria, Trigonometria e Mecéanica,
teve seu teorema esquecido por 17 sérculos, s6 redescoberto por Giovanni Ceva, em 1678.

4Giovanni Ceva era matemético e engenheiro italiano do século XVII. Em 1678, na sua obra De lineis
rectis, publicou o Teorema de Menelaus e o teorema que leva seu nome.



LA MB NC _

Figura 2.4: Teorema de Menelaus.

Demonstracao. Seja o AABC, e sejam L, M e N pontos colineares pertencentes as
retas jﬁ , % e &)4, respectivamente. Pelo vértice A, traca-se uma reta @ paralela a
transversal m )

Pelo Teorema 2.2.1 as paralelas jﬁ e m cortam as secantes z@ e % em partes

proporcionais, dai

Figura 2.5: ) I M.

LA LB LA MB

MD _ MB ~ MD LB (25)

Aplicando o Teorema 2.2.1 as paralelas jﬁ e iM que cortam, também, as secantes
Sy
AN e SM em partes proporcionais. Assim

MD  MC MD NC

NA-NC — NA mc ! (26)

Multiplicando (2.5) e (2.6), temos que

e 1 (2.7)
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Reciprocamente, sejam L, M e N pontos pertencentes as retas suportes f@, % e
Sy s
C'A, respectivamente, de um AABC' tais que satisfazem a relagao (2.7). Seja N’ o ponto
de intersecgao de j/]\/[ com f@, conforme figura abaixo.

L

Figura 2.6: LM NAC = {N'}.

Pelo que foi provado, temos que

LA MB N'C

- .= . _1 2.8

LB MC N'A (28)

De (2.7) e (2.8), t _Ne C ist (ini t divid
(§] . (§ .0 ), temos NA = N’A. omo exi1ste apenas uin unico ponto que divide

o segmento C'A numa dada razdo, temos que N’ = N.
Portanto L, M e N sao colineares. n
A seguir apresentaremos outra demonstracao do Teorema de Menelaus. Mas antes

veremos o seguinte teorema sobre semelhanca de triangulos e érea.

Teorema 2.2.3. (Teorema Fundamental da Semelhanca) Se uma reta € paralela a um dos
lados de um tridngulo e intersecta os outros dois em pontos distintos, entao o triangulo

que esta reta determina € semelhante ao primeiro.

Corolario 1. Se dois tridngulos possuem dois dngulos ordenadamente congruentes, entao

eles sao semelhantes.

Teorema 2.2.4. Seja ABC um tridngulo de lados BC = a,AC = be AB = ¢ e as
alturas hg, hy e he, respectivamente, relativas aos lados BC, AC e AB. Entdo a drea S
do triangulo ABC € dada por

g _ah, %_chc
ABC — 9 - 9 — 9

Decorre imediatamente deste teorema o seguinte corolério:

10



Corolario 2. Sendo 0 o dngulo formado pelos lados AC e AB. FEntio a drea S do
triangulo ABC' € dada por

1
S = —bc-senb
2
Outra demonstracao do Teorema de Menelaus

Suponhamos primeiramente que os pontos L, M e N sejam colineares. Sejam
BM' 1 ﬁV, AN’ L ﬁ\f eCL L ﬁ\f, como mostra a figura abaixo.

Figura 2.7: Outra demonstra¢ao do Teorema de Menelaus.

Segue que

LB BM . LA AN’
LA AN’ LB BM

ABM'L ~ AAN'L :

(2.9)

NA AN’ NC  CI

AAN'N ~ ACL/N : 242 NC _
¢ NC O  NA AN

(2.10)

"MB _ BM'

ABM'M ~ ACL'M : — =
MCc  Ccr

(2.11)

Multiplicando membro a membro (2.9), (2.10) e (2.11) obtemos (2.7). m
Analogamente a primeira demonstragao, mostra-se a reciproca.

Observacao  2.2.1. Quando wutilizamos medidas A
geométricas dos segmentos envolvidos, o Teorema 2.2.2 é

valido parcialmente, pois a reciproca deste € falsa. Por N
1880, consideramos apenas as medidas algébricas dos seg-

mentos. Como contra-exemplo, consideremos o0s pontos

médios L, M e N dos lados AB, BC e AC respectiva- B M C
mente, de um AABC' (conforme figura ao lado). Consi-

Figura 2.8: Contra-exemplo.
deremos as medidas geométricas dos segmentos BM , C M,

11



LA MB NC
CN, AN, AL e BL. Temos que 5 M0 NA - =1, mas L, M e N nao sao colineares.

Sendo assim, nao vale a reciproca do Teorema de Menelaus.

Observagao 2.2.2. O Teorema de Menelaus também pode ser apresentado como

sen(LCA) sen(MAB) sen(NBC)

— = — =1
sen(LCB) sen(MAC) sen(NBA)

chamada forma Trigonométrica do Teorema de Menelaus.

Observacao 2.2.3. Os pontos L, M e N, devem ser diferentes dos vértices do tridngulo

para que nao aparecam fracoes com denominadores iguais a zero.

Teorema 2.2.5. (Teorema Generalizado de Menelaus) Seja Ay AsAs... A, um poligono

de n lados, e seja r uma reta nao paralela a nenhum dos lados do poligono. Seja

P, P, ..., P, 1, P, osn pontos de interseccao de r com as retas A AQ, A2A3, vy Ap 1An,
<
A,A,. Entao
Alpl A2P2 Anflpnfl Anpn o
AQPI ASPZ AnPn—l Alpn B

Demonstracgao. Provaremos por inducao sobre o niimero de lados do poligono.
e Pelo Teorema de Menelaus, a afirmacao é verdadeira para n = 3.

e Suponhamos que a afirmacao seja verdadeira para n — 1 lados.

e Provaremos a validade da afirmacao para n lados.

Consideremos um poligono A; AsAs... A, 1A, de n lados. Vamos supor, sem perda de
generalidade, que r ndo seja paralela a diagonal A,,_1A;. Seja @ =rnNA,_1A; (conforme

Figura 2.9) e o poligono de n — 1 lados AjAyAs... A, 2A, 1. Pela hipotese de indugao

temos
AIPI . A2P2 L An—QPn—Q . An—lQ —1 (212)
APy AsPy An 1P o AQ

Na Figura 2.9, consideremos o AA,_1A,A;. Pelo Teorema 2.2.2, para este triangulo e
a reta r, temos

An—lpn—l AnPn AIQ
AnPn—l Alpn An—lQ

9 (2.13)
Multiplicando membro a membro (2.12) e (2.13), temos

Alpl A2P2 Anflpnfl Anpn o
A2P1 A3P2 Anpnfl AIPn B

12



Figura 2.9: Teorema Generalizado de Menelaus.

Observacao 2.2.4. Para n > 3, a reciproca do Teorema 2.2.5 nao € verdadeiro. Como
contra-ezemplo, basta considerarmos um quadrilitero ABCD e P um ponto na diagonal
AC. Consideremos duas semirretas distintas e nio opostas com origem em P (conforme
Figura 2.10) tais que wma delas intersecta o lado BC' e a reta suporte do lado AB nos
pontos L e K respectivamente, e a outra intersecta o lado DA e a reta suporte do lado
CD nos pontos N e M, respectivamente. Pelo Teorema de Menelaus aplicado ao AABC

e a reta que passa pelos pontos P, L e K, obtemos

AK BL CP

————=1 2.14

BK CL AP ( )
Por outro lado, aplicando o mesmo teorema ao AACD e a reta que passa pelos pontos

P, N e M, obtemos

AP CM DN

CP DM AN ! (2.15)

Figura 2.10: PN e P sdo semirretas nio opostas.

Multiplicando membro a membro (2.14) e (2.15), obtemos

AK BL CM DN _ (216)
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Portanto, por (2.16) observemos que os quatro pontos nao colineares K, L, M e N

satisfazem o Teorema 2.2.5. Logo nao vale a reciproca do Teorema de Menelaus.

Teorema 2.2.6. (Teorema de Ceva) Num tridngulo ABC, trés cevianas AL, BM e CN

sao concorrentes, se € somente se,

AN BL CM _
NB LC MA

A N
A
N P
M
> .
B C
L B C L

Figura 2.11: AL, BM e CN sao concorrentes em P.

Demonstracao. Seja r uma reta paralela a BC passando por A, conforme figura abaixo.

Figura 2.12: r || BC.

Pelo Corolario 1 temos as seguintes semelhancgas

AAMR ~ ACMB — g—]\i - g—g (2.17)
ABNC ~ AANS = % = g—j (2.18)
ACPL ~ ASPA — g—i - % (2.19)
ABPL ~ ARPA — i—é - % (2.20)
De (2.19) e (2.20) vem que

g—j:i—é ou é_i:i_]:l’ (2.21)
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Multiplicando membro a membro (2.17), (2.18) e (2.21), obtemos

MA NB LC _ AR BC SA

ou
AN BL CM_1
NB LC MA

Seja agora, BM N AL = {P} (veja Figura 2.12) e estendendo o segmento PC até
intersectar j@ em N’. Como AL,BM e CN’ sdao concorrentes, aplicando o que foi

provado anteriormente temos

@ CM AN’ B
LC MA NB
M r hipot A—N%—CM—l impli AN/—A—NM i ( IT
as por hipotese, NB IC A~ , 0 que implica NB- NB as isso so ocorre
se, e somente se, N = N’.
[ |
Outra demonstragao do Teorema de Ceva
Fazendo uso do Teorema 2.2.4 temos
BL arecaAABL
LC ~ areaAACL (2.22)
Verifiquemos também que
BL areaAPBL
LC ~ areaAPCL (2.23)
De (2.22) e (2.23) temos
drea AABL _ Area APBL
area AACL  area APCL
Assim,
BL  &rea AABL — area APBL _ Area AAPB (2.24)
LC  areaAACL — areaAPCL  area AACP )
Anal ; CM B area ABMC B area APMC S
RAl0gAMELe, MA areaABMA  areaAPMA © que mmphca
CM B drea ABMC — darea APMC B area ABCP (2.25)
MA  areaABMA — areaAPMA  4reaAAPB ’
e
AN B drea AACN B drea AAPN o e imblica
NB _ areaABCN _ areaABPN © d1¢ P
AN _ érea AACN — dreaAAPN _ area AACP (2.26)

NB  4reaABCN — areaABPN  area ABCP
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Multiplicando membro a membro (2.24), (2.25) e (2.26) temos

AN BL CM_1
NB LC MA

A reciproca é tratada de forma semelhante a primeira demostracao.

Observagao 2.2.5. O Teorema de Ceva também pode ser apresentado como

sen(BAL) . sen(CBM) . sen(ACN) 1

sen(LAC) sen(ABM) sen(BCN)

chamada forma Trigonométrica do Teorema de Ceva.

2.3 Reta de Simpson-Wallace

Dizemos que uma poligono esta inscrito em um circunferéncia quando todos os seus
vértices sao pontos desta circunferéncia e todos os seus lados estao dentro do circulo que
a mesma define.

Poligonos regulares e triangulos quaisquer sao sempre incritiveis em uma circunferén-
cia. Isso ja nao ocorre, por exemplo, com os quadrilateros. O Teorema 2.3.1, abaixo,
nos diz quando um quadrilatero é inscritivel numa circunferéncia, condigao essencial nas
demonstragoes de muitos teoremas, pois nem sempre utilizamos medidas segmentos para
obtermos tais demonstragoes.

Nesta secao apresentamos uma aplicacao cldssica deste assunto. Mas antes, vamos
definir dois tipos especiais de triangulos: o tridngulo drtico e o tridngulo pedal.

Tridngulo ortico de um triangulo nao retangulo ABC ¢é o tridngulo que se obtém quando
se ligam os trés pés das alturas do triangulo ABC. Tomando, agora, um ponto P nao
situado sobre qualquer das retas suportes dos lados do tridangulo ABC, marcamos os
pontos D, E e F, pés das perpendiculares baixadas de P, respectivamente, aos lados
BC, AC e AB. O triangulo DEF assim obtido é o tridngulo pedal de P em relagao ao

triangulo ABC. Esses dois tridngulos possuem propriedades interessantes, tais como:

e Fm todo triangulo acutangulo, o ortocentro coincide com o incentro do triangulo

ortico.

e Os lados de um triangulo acutangulo sao bissetrizes externas do seu triangulo ortico,

bem como as alturas sao as bissetrizes internas do seu triangulo ortico.

e Sendo ¢ o perimetro do triangulo ABC, e 2p o perimetro de um tridngulo pedal de
ABC, temos que ¢ > 4p.
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e Sendo T um triangulo, se considerarmos todos os triangulos DEF semelhantes a T,
todos na mesma ordem, com D sobre o lado BC, E sobre o lado AC e F sobre o

lado AB, o de menor area é o triangulo pedal de algum ponto P.

Esta ultima propriedade nos mostra uma importante caracteristica dos triangulos
pedais: eles normalmente minimizam areas. Analisaremos agora um caso especial de
triangulo pedal, quando o ponto P esta sobre a circunferéncia circunscrita ao triangulo
ABC, conhecido como Teorema de Simson-Wallace®, que explica quando o tridngulo pedal

de um ponto é degenerado (ou seja, D, E' e F sao colineares).

Teorema 2.3.1. (Quadrildteros inscritiveis) Um quadrildtero convexo ABCD, de lados

AB,BC,CD e DA, ¢ inscritivel se, e somente se, qualquer das condigoes a sequir for

satisfeita:
i. DAB+ BCD = 180°
ii. BAC = BDC
Corolario 3. Todo trapézio isdsceles € inscritivel.

Teorema 2.3.2. (Reta de Simpson-Wallace) Os pés das trés perpendiculares tragadas de
um ponto P aos lados de um triangulo ABC sdo colineares se, e somente se, o ponto P

pertencer a circunferéncia circunscrita ao tridngulo ABC.

Demonstracao. Para que o ponto P esteja situado sobre a circunferéncia circunscrita
ao AABC, devemos ter P situado em uma das regioes angulares BEC, ABC ou BCA
mas seja exterior ao AABC.

Suponhamos, sem perda de generalidade, que P é exterior ao AABC' e est4 situado na
regiao angular ABC , conforme Figura 2.13.

Sejam D, E e F os pés das perpendiculares baixadas, respectivamente, de P as retas
suportes dos lados BC, AC e AB. Como PFA = PEA = 90°, pelo Teorema 2.3.1,

o quadrilatero PFAE é inscritivel. Analogamente, usando o segundo item do Teorema

2.3.1, o quadrilatero PEDC também é inscritivel. Segue que
APC — DPF = DPC — FPA= DEC — FEA (2.27)

Considerando os pontos D, E' e F' colineares, temos que F EA = DEC , 0 que implica
em (2.27) que APC' = DPF. Mas DPF = 180° — ABC, logo

APC + ABC = 180° <« ABCP é inscritivel.

Reciprocamente, de (2.27) e da hipotese de que P pertence a circunferéncia circunscrita

ao triangulo ABC, temos

°Em homenagem ao matematico escocés Robert Simson (1687-1768). Embora os historiadores nao
encontraram nenhuma prova de sua autoria, este teorema foi publicado em 1797 por William Wallace,
dai o nome Teorema de Simson-Wallace.
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\
‘\—» reta de Simpson-Wallace

Figura 2.13: Triangulo pedal degenerado DEF.

APC = DPF & DEC = FEA < D,E e F sao colineares.
|

Observacao 2.3.1. Nas notacoes da demonstracao acima, quando P estiver sobre o
circulo cincunscrito ao tridngulo ABC, diremos que a reta que passa pelos pontos D, E e F'

¢ a reta de Simpson-Wallace de P relativa ao triangulo ABC.

2.4 Teorema de Ptolomeu e o Teorema de Hiparco

Nesta secao, apresentamos dois importantes teoremas produzidos no periodo Alexan-
drino: O Teorema de Hiparco e o Teorema de Ptolomeu.

Hiparco (180 - 125 a.C.), matematico e astronomo, nasceu na cidade egipicia de Nicéia.
E considerado o fundador da Trigonometria, pois na segunda metade do século II a.C.,
fez um tratado em doze livros que se ocupa da construcao do que deve ter sido a primeira
tabela trigonométrica, uma tabua de doze cordas. Evidentemente fez esta tabela para
usé-la em sua astronomia.

Os trabalhos de Hiparco e de outros estudiosos da matemaéatica e astronomia, foram
reunidos em um compéndio composto de 13 livros pelo matematico e astronomo Claudio
Ptolomeu (127 - 150 d.C.). No Almagesto, como foi chamado, Ptolomeu desenvolve
nao somente modelos astronémicos, mas também as ferramentas matematicas, além da
Geometria elementar, necessarias para a Astronomia, entre elas a Trigonometria.

Foi no Almagesto que Ptolomeu apresentou os dois Teoremas que abordaremos a seguir.

Teorema 2.4.1. (Lei dos Senos) Os lados de um tridngulo sdo proporcionais aos senos
dos dngulos opostos e a constante de proporcionalidade € o didmetro da circunferéncia

circunscrita ao tridngulo.
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Teorema 2.4.2. Sejam ABC um tridngulo de lados AB =¢, AC=b e BC =a e R o
rato da circunferéncia circunscrita ao triangulo ABC. Entao a drea S do tridngulo ABC

em func¢ao dos lados e do raio R € dada por

a-b-c

S="IR

Teorema 2.4.3. (Teorema de Ptolomeu) Num quadrildtero inscritivel, o produto das

diagonais ¢é igual a soma dos produtos dos lados opostos.

Demonstragao. Sejam AB = a, BC = b,CD =
¢, DA = d,AC = pe BD = q. Mostraremos que
p-gq=a-c+b-d.

Seja P um ponto sobre BD tal que BAP =
CAD. Como ACB = PDA (angulo inscrito
na circunferéncia de mesmo arco AB), temos que
AAPD ~ AABC, dai B ‘\\

PD d
— =—- = PD-p=0b-d (2.28)
b p
Analogamente os AAPB e AADC sao

semelhantes, o que implica

BP
_ZE:BP-p:a-C (2.29)
c p

Somando (2.28) e (2.29) temos

Figura 2.14: Teorema de Ptolomeu.

BD=q

———
[ |

Teorema 2.4.4. (Desigualdade de Ptolomeu) Se ABC € um triangulo e P um ponto do
plano deste tridngulo, entao AB - CP + BC - AP > AC - BP. A igualdade ocorre se, e

somente se o quadrildtero ABCP € inscritivel.

Demonstragao. Sejam B; € 1@, Ay € % e () € ﬁ, tais que PC; L fﬁ, PB; L j@
e PA, L % Consideremos os segmentos A;C1, A1B; e B;Ch. Como AaP—I—AE\lP =

180°, pelo Teorema 2.3.1 o quadrilatero AB;PC; é inscritivel, sendo AP um diametro do

circulo circunscrito (pois AC, P = 90°).
Além disso, BlﬁCl + ClA\Bl = 180°, mas ClA\Bl = 180° — 121\, onde A é um angulo
interno do triangulo ABC. Logo B, PC, = A.
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Aplicando o Teorema 2.4.1 no triangulo PB;Cy,

temos que
Cy
B,C
AP (2.30) 5
sen A
Pelo Teorema 2.4.1 aplicado no triangulo ABC, A
temos
~ BC
A=—" 2.31
sen SR ( ) B)
onde R é o raio do circulo circunscrito ao AABC. \
De (2.30) e (2.31) vem que B . C
BC - AP A
B = —
G 2R

Como os quadrilateros BA;{PC; e CPB;A; tam- Figura 2.15: AB,PC; ¢ inscritivel

bém sao inscritiveis, temos de modo analogo

AC - BP AB-CP
MO="mp e A= g
Pela Desigualdade Triangular, temos no triangulo A;B;C; que

AB-CP BC-AP AC-BP
+ >

AlBl -+ 3101 > A1C1 — oR oR oR

Logo

AB-CP+ BC-AP > AC - BP (2.32)
Do Teorema de Ptolomeu e de (2.32) temos que
AB-CP+ BC-AP > AC - BP

onde a igualdade ocorre se, e somente se os pontos Ay, B e (] estao alinhados, fazendo
com que esta reta seja uma Reta de Simpson-Wallace e o ponto P pertenca ao circulo

circunscrito ao triangulo ABC. m

Observagao 2.4.1. A Desigualdade de Ptolomeu é um Teorema bem mais geral que o
Teorema de Ptolomeu. FEsta desigualdade permite descobrir se um quadrildtero ABCD é
inscritivel ou nao, a partir dos valores dos lados e diagonais, sem que seja necessdrio fazer
uma andlise dos dngulos. Para isto, basta que se verifique a igualdade AB-CD+BC-AD =
AC - BD. Se por acaso ocorrer de AB-CD + BC - AD > AC - BD, entao ABCD nao é

mscritivel.

Teorema 2.4.5. (Teorema de Hiparco) A razdao das diagonais de um
quadrildatero inscritivel é igual a razao entre as somas dos produtos dos lados que con-

correm com as respectivas diagonais.
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Demonstracao. Considerando o quadrilatero inscritivel ABCD, com AB = a, BC' = b,

CD = ¢, AD = d, AC = p e BD = q, conforme Figura 2.16. Mostraremos que
p a-b+c-d

g a-d+b-c
Observemos que a area de ABCD é equivalente &
soma de dois triangulos com um lado comum AC ou

BD, o que nos perminte escrever S apcy +S(pac) =

ScaBp) + S(cBD)- D

Como esses quatro triangulos possuem o mesmo B 4
circulo circunscrito, temos pelo Teorema 2.4.2 que
abp | cdp _ady by
4R 4R 4R 4R
pla-b+c-d)=qla-d+b-c)
onde R é o raio do circulo circunscrito.

Dai .
ab vet que Figura 2.16: Teorema de Hiparco.

p a-b+c-d
g a-d+b-c

2.5 Teorema de Napoleao

Apesar de haver duvidas sobre sua autoria, o teorema que iremos apresentar nesta
secao é conhecido como Teorema de Napoleao.

Napoledo Bonaparte (1769 - 1821) foi um lider politico e militar durante os ultimos
estagios da Revolucao Francesa. Segundo os historiadores, Napoledao era muito interes-
sado pela Matemaética e, especialmente, pela Geometria. Ha rumores que, antes de ser
governante da Franca, ele se envolveu em uma discussao com dois grandes mateméticos:
Laplace e Lagrange. Este tultimo, teria recebido a demonstracao feita por Napoleao.

Em 1955, um matemaético chamado Barlotti mostrou que a mesma “ideia” utilizada no
Teorema de Napoleao pode ser estendida para um n-agono qualquer. Segue abaixo o seu

enunciado, conhecido como Teorema de Barlotti©.

Dado um n-dgono qualquer, se este for a tmagem por uma transformagao
afim” de um n-dgono reqular, entdo o n-dgono formado pelos baricentros dos
n-dgonos requlares construidos (interno ou externamente) sobre os seus lados

€ um n-dgono reqular.

6Uma demonstragio desse teorema pode ser visto em [22].
"Chamamos F : C — C de transformacdo afim quando F = T o L, sendo L : C — C uma
transformacao linear e T': C — C uma translagao.
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Teorema 2.5.1. (Teorema de Napoleao: Parte I) Se sobre os lados de um tridngulo
qualquer construirmos externamente tridngulos equildteros, entao o tridngulo formado

pelos centros desses tridngulos equildteros ainda € equildtero.

Demonstracao. Sejam M, N e L os centros
(baricentros) dos triangulos equilateros AYB, BZC
e CXA, respectivamente.

Os segmentos AZ e BX sao congruentes, pois
CA=CX,CZ=CBeACZ = XCB = AC B+60°,
o que implica que os tridngulos ZCA e BCX sao

congruentes. Por igual raciocinio, mostra-se que
CY =AZ = BX.
Na Figura 2.17, os AZCA e ANCL sao seme-

lhantes, pois

LC NC NL 3
AC  ZC  AZ 3

(2.33)

Este resultado de (2.33) ¢ devido ao fato de i 517 1 e
9 ACV3 1gura 2.17: Teorema de Napoleao.

LC=<-h = .
3 floxa 3

Procedendo de maneira analoga com os ABAX e AMAL e comos ACBY e ANBM,

obteremos

LM MN V3

BX -0V — 3 (2.34)
De (2.33) e (2.34) concluimos que

NL LM MN

AZ ~ BX ~ CY

Como AZ = BX = CY, vem que

NL=LM =MN

Portanto o tridngulo MNL ¢é equildtero. n

Teorema 2.5.2. (Generaliza¢ao do Teorema de Napoleao) Dado um tridngulo qualquer
ABC, constroem-se os triangulos semelhantes BAY, CXA e ZCB, exteriores ao tridngulo
ABC. O tridngulo formado pelos circuncentros dos tridngulos exteriores é semelhante a

estes trés tridngulos.

Antes da demonstragao, vamos provar duas afirmagoes que serao utilizadas no decorrer

da prova.
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VY
z
Figura 2.18: Generalizagdo do Teorema de Napoledo.

Lema 2.5.1. As circunferéncias circunscritas aos triangulos BAY, CXA e ZCB passam

POT UM mesmo ponto.

Demonstracgao. Primeiramente obervemos a ordem dos vértices, conforme Figura 2.18.

Dai temos a seguinte relagao

AY B+ BZC + CXA = 180° (2.35)

Seja E o outro ponto de intersegao das circunferéncias circunscritas aos triangulos BAY
e CXA. Pelo Teorema 2.3.1, temos

AEC = 180° — CX A
BEA = 180° — AY B

Por outro lado

CEB = 360°— (AEC + BEA)
= 360° — (180° — AY B + 180° — CX A)
— AYB+CXA (2.36)
De (2.35) e (2.36), vem que
CEB = 180° — BZC
o que nos mostra que o quadrilatero BECZ é inscritivel. Logo a circunferéncia circunscrita

ao triangulo ZCB também passa pelo ponto E.
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Lema 2.5.2. A corda comum a duas circunferéncias € perpendicular a reta que une o0s

centros.

Demonstracao. Basta ver que os centros das circunferéncias equidistam dos pontos de
interse¢ao, ou seja, o segmento com extremidades nos centros, determina a mediatriz da

corda comum. u

Demonstracao do Teorema. Pelo Lema 2.5.2, o quadrilatero FEGN é inscritivel,
pois EFN = NGE = 90°. E pelo Lema 2.5.1 CEB = 180° — FNG, o que implica
FNG=MNL = BZC.

Analogamente, LMN = AYB ¢ NLM = CX A, que nos mostra que os triangulos
BAY, CXA, ZCB e NLM sao semelhantes. u

Observacao 2.5.1. O tridngulo MNL, da Figura 2.17, é chamado Triangulo externo de
Napoleao. Quando esses tridngulos sao construidos internamente ao tridngulo ABC, con-
forme Figura 2.19, seus baricentros M', N' e L formam o Triangulo interno de Napoleao,

que também € equildtero.

Teorema 2.5.3. (Teorema de Napoleao: Parte II) Se sobre os lados de um tridngulo qual-
quer construirmos internamente tridingulos equildteros, entdao o tridngulo formado pelos

centros desses tridngulos equildteros ainda € equildtero.

Demonstracao. Pela Lei dos Cossenos aplicada ao triangulo MAL, da Figura 2.19,

temos
2Ll 1, 2 1 o
(ML) = §b + 3¢~ gbc - cos(A + 60°) (2.37)
2 3 3 ~
onde AC'=b,AB =c¢, AM = 3 % = % e BAC denominaremos como sendo apenas
A

Aplicando a Lei dos Cossenos no AM’'AL’, vem que

1 1 2 ~
(M'L')? = gb2 + gc2 — gbc - cos(A — 60°) (2.38)

Subtraindo (2.37) e (2.38) temos

(ML)> — (M'L")* = ;bc [cos(?l— 60°) — cos(A + 600)]

1~ V3 ~ 1 ~ 3
EcosA + \/7_367114 — 500314 + gsenA

2
= —bc
3

2 -
= \3/31)0 - senA

43
= = - Sapc (2.39)
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onde b-c-senA = 28 ABC, sendo Sapc a area do triangulo ABC, conforme Corolério 2.

ZI

Triangulo de Napoleao Externo

N Y Triangulo de Napole&o Interno

Figura 2.19: Tridngulos de Napoledo.

De maneira analoga, temos que

(NL? — (N'L')? = (MN)? — (M'N')? = W3 g (2.40)

3
Como MN = NL = ML, das equagoes (2.39) e (2.40) vem que M'N" = N'L' = L' M.

Portando, o tridngulo M’'N'L’ é equilatero.

Observagao 2.5.2. Considerando os tridngulos de Napoledo (interno e externo), pode-

mos, ainda, verificar as sequintes propriedades:

1. Os tridngulos de Napoledo tém o mesmo baricentro, que coincide com o do tridngulo
micial.

2. A diferenca entre as dreas dos tridngulos de Napoleio € igual a drea do tridngulo
micial.

3. Nas notacgoes da Figura 2.17,

(i) as retas WV, ﬁ e ?M sao concorrentes em O, que € o circuncentro do
triangulo ABC.

(ii) os segmentos AN, BL e CM sdo concorrentes.

(iii) os segmentos AZ, BX e CY se encontram em um tnico ponto. Além disso,

estes segmentos fazem um dngulo de 60° entre si, e tem o mesmo comprimento.

25



2.6 Teorema de Miquel

O teorema que iremos apresentar, embora sua autoria seja duvidosa, foi explicitamente
declarado e provado por A. Miquel ® em 1838.

O Teorema de Miquel, como é chamado, se desenvolve no que chamamos de
Quadrilateros Completos, que é a figura formada por quatro retas que se cruzam em

6 pontos.

Teorema 2.6.1. (Teorema de Miquel) Sejam a,b,c e d quatro retas coplanares, de modo
que nao hd duas paralelas e nem trés concorrentes. Os circuncirculos dos quatro tridngulos

determinados pelas quatro retas passam por um mesmo ponto.

Figura 2.20: Teorema de Miquel.

Demonstracao. Seja M a interseccao dos circuncirculos dos triangulos CEF e BDF,
conforme Figura 2.20. Entao

MEA = MEC =180° — MFC = BFM = BDM
o que implica que

MEA=180° — ADM = MEA+ ADM = 180°
onde concluimos que o quadrildtero MDAE ¢ inscritivel. Dai, M pertence ao circuncirculo
de ADE.

Analogamente, prova-se que M pertence ao circuncirculo do triangulo ABC. Logo M
¢é o ponto de intersecao dos quatro circuncirculos, chamado ponto de Miquel . n
Teorema 2.6.2. (Teorema de Miquel para triangulos) Seja ABC um tridngulo e D, E e F
pontos sobre as retas %, 28 e j@, respectivamente. Entao os circuncirculos dos tridn-
gulos AEF, BFD e CDE tém um ponto em comum.
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Y -~ =

\ ,/I ponto de Miguel

Figura 2.21: Teorema de Miquel para triangulos.

Demonstracao. Seja M a segunda intersec¢ao dos circunscirculos dos tridngulos AEF e
BFD, conforme Figura 2.21. Entao

CDM = BFM = AEM = 180° — CEM

o que mostra que o quadrilatero ECDM ¢é inscritivel. Logo M pertence ao circuncirulo do

triangulo CED, o que nos mostra que o circulo que passa por CDE, também passa por

M. -

2.7 A reta de Euler e a Circunferéncia dos nove pontos

Leonhard Euler? foi um matemaético incansavel. Produziu cerca de 886 trabalhos
em diversas areas da Matemética, tais como Célculo, Geometria e Grafos. Além disso,
também ficou famoso por seus trabalhos em Mecanica, Optica e Astronomia. Varios
resultados na Geometria levam o seu nome; nesta se¢ao apresentaremos dois deles: a Reta
de Fuler e a Circunferéncia dos nove pontos. Mas antes, recordemos alguns resultados
importantes que acontece no triangulo.

Na Secao 3.2, do Capitulo 3, veremos as concorréncias das alturas, medianas e das
bissetrizes de um triangulo. A esses pontos, juntamente com o ponto de concorréncia das

mediatrizes, damos o nome de Pontos Notdveis do triangulo, que sao eles:

e o ortocentro (H), que é ponto de encontro das alturas;

8Matematico francés que publicou vérios trabalhos sobre a teoria de curvas e intersecées de circulos
e de esferas.

9Matematico e Fisico suico, nasceu na cidade de Basiléia em 1707. Mesmo com graves problemas na
visao, que o deixou completamente cego nos tltimos anos de sua vida, Euler continuou escrevendo varios
artigos de Matematica e Fisica. Quase todos os simbolos que usamos atualmente na Trigonometria, sdo
praticamente os mesmos criados por Euler em 1748.
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e 0 baricentro (G), ora chamado de centro de gravidade do triangulo, é o ponto de

concorréncia das medianas;

e o incentro (I), que é o ponto de encontro das bissetrizes. O incentro é o centro da

circunferéncia inscrita no triangulo;

e o circuncentro (0), que é o ponto de concorréncia das mediatrizes. O circuncentro

é o centro da circunferéncia circunscrita ao triangulo.

Veremos, agora, o fato de que, em qualquer tridngulo, o ortocentro, o baricentro e o
circuncentro sao colineares. A reta que contém estes trés pontos é chamada Reta de Euler,

j& que foi Euler o primeiro a chamar a atencao para este fato.

Teorema 2.7.1. (Base média do triangulo) Seja ABC um tridngulo qualquer. Se M e
N sio os pontos médios dos lados AB e AC, entdo MN I % Reciprocamente, se
tracarmos por M uma reta paralela ao lado BC, entio a mesma intersecta AC em N.

Ademais, em qualquer um dos casos acima, temos
1
MN = §BC’

Lema 2.7.1. A distancia do circuncentro (O) de um triangulo a um de seus lados € igual

a metade da distdncia do ortocentro (H) ao vértice oposto.

Demonstracao. Considerando a Figura 2.22, onde A’ e B’ s@o os pontos médios dos

- 1
lados BC e AC, respectivamente. Provaremos que OA’ = §H A.

1
Como OA’ || HA, OB' | HB,A'B' || AB ¢ A'B’ = §AB (Teorema 2.7.1).

Figura 2.22: Tridngulos semelhantes AHB e A’OB’.

Temos que
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B'A'C = ABH, = ABC pois AB | AB’ ¢
OA'B' + BA'C =90° = OA'B'=90° — ABC
logo
OA'B' = HAB.
Analogamente, ABO = ABH e consequentemente os AAHB e AA OB’ sao seme-
lhantes na razao % Portanto
OA = %H A
[

Teorema 2.7.2. (Reta de Euler) Em um tridngulo, o ortocentro (H), o baricentro (G)
e o circuncentro (O) estao alinhados. Além disso, o baricentro divide o segmento cujas

extremidades sao o circuncentro e o ortocentro, na razao 1:2.

Demonstragao. Seja G um ponto pertencente ao segmento HO, conforme Figura 2.23,
onde A’ é o ponto médio do segmento BC' e AA’ é uma mediana. Pelo paralelismo entre
os segmentos AH; e OA’, temos que GAH = Gﬁ’O, e como HGA = OGA' (0.p.v), o0s
AAHG e AA'GO sao semelhantes.

Usando esta afirmacao e o Lema 2.7.1, vem que GA' = %GA, sendo G, portanto, o
baricentro do triangulo ABC.

Reta de Euler

B \ C

Figura 2.23: Reta de Euler.

1
Ainda desta semelhanga temos que GO = éGH , mostrando assim que o ortocentro, o
baricentro e o circucentro sao colineares e o baricentro divide o segmento HO na razao

1:2.
[ |

O préximo teorema atribuido a Euler, conhecido como Circunferéncia dos nove pontos,

¢é considerada a primeira circunferéncia famosa depois da era grega. Euler sabia algumas
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de suas propricadades, mas foi o matematico francés Poncelet'® que publicou, em 1821,
um artigo demonstrando que para todo tridngulo é possivel encontrar uma circunferén-
cia passando pelos pontos médios dos lados, os pés das alturas e os pontos médios dos

segmentos que unem os vértices do tridngulo ao ortocentro.

Teorema 2.7.3. (Circunferéncia dos nove pontos) Seja ABC um tridngulo de circuncen-
tro O e ortocentro H. Entao os pontos médios dos lados, os pés das alturas e os pontos
médios dos segmentos que ligam H aos vértices estao em uma circunferéncia cujo cen-
tro € o ponto médio do segmento OH e cujo raio ¢ a metade do raio da circunferéncia

circunscrita ao triangulo ABC.

Figura 2.24: Circunferéncia dos nove pontos.

Demonstracao 1. Seja N o ponto médio do segmento OH. Como OG : GH =1 : 2,
implica que

GH =20G = GN + NH =20G,
como NH = NO, temos

GN+NO=2G0 = GN+GN+0OG=2G0O
GN 1

= 2GN =0G = 0C — 3 (2.41)
Na demonstracao do Teorema 2.7.2, vimos que GA’ : GA = 1 : 2. Usando este fato, a
equagao (2.41) e que A'GN = AGO (0.p.v), os triangulos A’GN e AGO sao semelhantes.
Dai, temos que os angulos GNA = GaA, o que implica que os segmentos NA' e OA
sao paralelos e
NA" 1

1
=—- = NA=-0A
OA 2 20

10Nascido em 1788, Poncelet estudou na Escola Politécnica de Metz, na Franca. Foi professor de
Matemaética e sua principal obra foi publicada em 1822 com o titulo “ Tratado das propriedades projetivas
das figuras”.
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Figura 2.25: NA’ e OA sido paralelos.

Seja agora {Pi} = A N AH. Como N ¢é ponto médio de OH e
NA" || OA, temos que o segemento NP, ¢é base média relativa a OA do triangulo
AHO, o que implica que P; é ponto médio de AH ¢ NP, = %OA.

No trapézio HH1A’O, NH; = NA’, pois N é ponto médio de OH.

Concluimos a partir das informacoes provadas acima, que
1
NH, =NA =NP, = EOA
mas OA = R, onde R ¢ o raio do circuncirculo do triangulo ABC. Portanto

NH; =NA =NP, = %R

O que nos mostra que passa uma circunferéncia  pelos pontos Py, Hi, A’ e raio igual
a metade do raio do circuncirculo do triangulo ABC.

Aplicando os mesmos procedimentos feitos acima, a partir dos vértices B e C, veremos

que a circunferéncia 2 também = passa pelos pontos P, P3, Hy, Hs,
/ !
B e (. [ |

1
Demonstragao 2. Considerando a Figura 2.26, temos que A’'B’ = §AB = H.C’, pois
A'B’ ¢ base média do triangulo ABC relativa ao lado AB e, H;C’ é mediana relativa

ao lado AB do triangulo retangulo AH;B.

Passemos a analisar o quadrilatero H;A’B'C. Observemos que este
quadrilatero é um trapézio isosceles, pois A’B’ = H, (', logo é inscritivel. Concluimos daf,
que passa uma circunferéncia €2 pelos pontos Hi, A', B',C’. Analogamente, ) passa
pelos pontos Hy e Hj.

No triangulo AHB, os pontos H;, H, e H3 sao também os pés de suas alturas. Analoga-
mente o que foi feito acima, mostra-se que a circunferéncia {2 também passa pelos pontos
P, P e Ps.
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mediatrizes

Figura 2.26: NA’ e OA sio paralelos.

Analisando o trapézio retangulo HH;A’O, temos que a mediatriz do segmento H; A’

passa pelo ponto médio N de HO. O mesmo ocorre com as mediatrizes dos segmentos

HyB" e H3(C'. Portanto o ponto N é o centro da circunferéncia €.
Para concluirmos a demonstragao, consideremos o triangulo HOC. Como Pj3 é ponto

médio de HC, o segmento P3N é base média deste triangulo relativo ao segmento OC.

oC R
Portanto NP3 = - =3 ou seja, ) é o raio da circunferéncia (2.
|

2.8 Teorema de Feuerbach

Na Secao 2.7, falamos que Euler tinha provado algumas propriedades da Circunferéncia
dos nove pontos. Na verdade, Euler provou que passa uma mesma circunferéncia sobre
os vértices dos triangulos medial, que é o triangulo formado unindo os pontos médios do
triangulo, e értico de um tridangulo ABC. Mais tarde, este trabalho foi redescoberto por
Karl Feuerbach!!, que acrescentou uma propriedade notavel, que induziu muitos autores
a chamar a Circunferéncia dos nove pontos de Circunferéncia de Feuerbach.

Feuerbach comprovou que a Circunferéncia dos nove pontos intersecta as quatro cir-
cunferéncias tritangentes de um tridngulo ABC qualquer, ou seja, ela intersecta a circun-
feréncia inscrita e as trés circunferéncias ex-inscrita '? ao triangulo ABC.

Para demonstrarmos esse teorema, faremos o uso da Geometria Inversiva'®, que foi

U Matematico alemao do século XIX, Feuerbach publicou em 1822 o teorema que hoje leva o seu nome.
Embora com a satude debilitada, foi um dos inventores das chamadas coordenadas homogéneas. Feuerbach
morreu jovem, com 34 anos em Erlangen, Alemanha.

12Uma circunferéncia ex-inscrita de um triangulo ¢ uma circunferéncia externa ao triangulo, tangente
a um de seus lados e as extensoes dos outros dois.

13Essa Geometria permitiu a solucdo de problemas que até entdo estavam sem solucdo ou com solucoes
complicadissimas, se resolvidos pela Geometria Euclidiana.
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desenvolvida no século XIX por Jacob Steiner'*. Faremos um breve resumo, mostrando

alguns de seus principais resultados.

Definicao 2.8.1. (Conjugados harménicos) Seja um segmento de reta AB. Dizemos que
dois pontos M e N, pertencentes a reta f@, sdo conjugados harmonicos de AB se
MA NA
MB NB’
Como existe apenas um ponto que divide interiormente o segmento AB em uma dada

5

razao'®, concluimos que apenas um deles, M ou N, esté entre os pontos A e B.

Definicao 2.8.2. (Inverso de um ponto) Seja S = C(O,r) um circulo de centro O e raio
r. Dado um ponto P, diferente de O, o ponto P’ na semi-reta O_ll>j tal que OP - OP' = r?

é dito o inverso de P em relagao a S.

Figura 2.27: Inverso de um ponto.

Nos referimos ao circulo S = C(O,r) como sendo o circulo de inversao e diremos que o
ponto O é o centro de inversao.

De uma forma geral, se denotarmos E? como sendo o plano euclidiano, a transformacao
I: E?*— {0} — E? — {O} que leva qualquer ponto P € E? — {O} a seu inverso referente
a S = C(O,r), chama-se inversao. Notemos que I é uma aplicag¢io bijetiva.

Uma vez fixado o circulo de inversao, denotaremos o inverso de qualquer figura (ou

ponto) X como sendo X', ou seja, Inv(X) = X'.
Observagao 2.8.1. Considerando a inversao referente a S = C(O,r), temos:
1. Se P’ € o inverso de P, entao P e o inverso de P'.

2. Se P+ Q, entao P' # Q.

M\atematico suico nascido em 1796. Na Matemaética, Steiner centrou-se na Geometria, em que
procurou aperfeigoar-se no campo sintético, pois odiava a Geometria Analitica, mesmo quando por ela se
obtinham iguais ou melhores resultados.

15Uma prova desta afirmagdo pode ser vista em [23].
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3. Se P e S, entao P' = P.

Defini¢ao 2.8.3. (Curvas ortogonais) Duas curvas sao ortogonais em um ponto de in-

tersegao, se as retas tangentes as curvas nesse ponto forem perpendiculares.

Antes de passarmos um importante teorema que trata sobre a inversa de circunferéncias
ortogonais, recordaremos um teorema da Geometria Plana que é usalmente chamado de

Poténcia de Ponto.

Teorema 2.8.1. (Poténcia de Ponto: Parte I) Se duas cordas AB e DC  de um circulo

concorrem em um ponto P interior ou exterior a esse circulo, entao

PA-PB=PC-PD

Teorema 2.8.2. (Poténcia de Ponto: Parte II) Se P é um ponto exterior a um circulo,
PAB uma secante qualquer e PT o segmento da tangente tracada deste ponto ao circulo,

entao

PT? = PA-PB

Teorema 2.8.3. (Circunferéncias ortogonais) Seja S = C(O,r). Se os pontos P, P' e
O estao alinhados, entao P e P’ sao inversos em rela¢ao a S se, e somente se, qualquer

circunferéncia que passa por P e P’ for ortogonal a S.

Demonstragao. Suponhamos que P e P’ sdo pontos inversos em relacdo a S. Seja
K = C(Q.,k) uma circunferéncia com centro em () e raio k, que passa por P e P'. Como

um dos pontos € interno a S, as circunferéncias S e K se intersectam em G e H.

Figura 2.28: Circunferéncias ortogonais.

Seja M o pé da perpendicular tragada de @) a reta W’, conforme figura acima. Do

triangulo retangulo OQM vem que
0Q* = OM?* + QM? (2.42)
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Por outro lado, OM = OP’' + P'M. Elevando ambos os membros desta equagao ao

quadrado, temos
OM? = (OP' + P'M)?
/ 2
= (OP’ + PP )
2
/ 2
2
(OP+OP)2
2

(2.43)

No triangulo QMP’, temos

QM2 _ QPIQ_P/MQ
PP\?

= k2—
()

_ W_(OP—OP)Q (2.44)

2

Substituindo as equagdes (2.43) e (2.44) na equagao (2.42) obtemos

0Q? =OP-OP' + k?
como por hipétese OP - OP' = r? entao

0Q? = 12 + k2
o que implica que os triangulos OHQ e OGQ sao retangulos em HeG , respectivamente.

Reciprocamente, seja K = C(Q,k) uma circunferéncia ortogonal a S = C(O, r) e que
passa por P e P'. Entdo, se H é um ponto de interse¢ao entre S e K, a reta s tangente a
K no ponto H é perpendicular & reta s’ tangente a S no ponto H. Assim, a reta s passa
por O. Como OH? = r?, por Poténcia de Ponto teremos que

OP-OP' = OH? = r?

0 que mostra que os pontos P e P’ sdo inversos em relacao a S.

Como consequéncia direta do teorema acima temos o sequinte corolario:

Corolario 4. Uma circunferéncia K = C(Q,k) € invariante em relagio a uma circun-

feréncia de inversao S = C(O,r) se, e somente se, K é ortogonal a S.

Teorema 2.8.4. Os pontos P e P' sio inversos em relagao a S = C(O,r) se, e somente
se, P e P' sio conjugados harmonicos em relagdo ao didmetro AB determinado pela

intersecgao da reta W com a circunferéncia S.

Demonstracao. Considerando a Figura 2.29, temos
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P'B=0OP —r PA=r+OP

PA=O0OP +r ¢ PB=r—OP
entao

P'A OP +r PA r+OP

PB_OP —r “PB r—_OP

Figura 2.29: P e P’ sdo conjugados harmonicos.

Assim,

P'A  PA OP'+r r+OP

PB_PB ~ OP—-r r—oP
< (OP' +r)-(r—0OP)=(OP —r)-(OP+r)

& OP-0OP =r?

Teorema 2.8.5. (Inversao de reta: Parte 1) Seja S = C(O,R). A inversa em relagao a

S de uma reta s que nao passa por O, € uma circunferéncia que passa por O.

Demonstracao. Seja A o pé da perpendicular tracada de O a reta s, e B um ponto qual-
quer distinto de A, pertencente a s. Sejam A’ e B’ os inversos de A e B, respectivamente.
Entdo OA-OA' = OB - OB’ = r?% o que implica

s
B/
B
o [
OUA |

Figura 2.30: Inversao de reta que nao passa por O.

OA OB
OB OA
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e como B'OA’ = B@A, concluimos que os tridngulos AOB e A’OB’ sao semelhantes.
Logo ABO ¢ reto, o que nos mostra que B’ pertence a uma circunferéncia

K = (Q, OQ) que tem o segmento A’O como diametro. -

Decorre imediatamente que:

Corolario 5. Se s’ € uma reta tangente a circunferéncia K = (Q, OQ) no ponto O, entio

s’ € paralela a s.

Teorema 2.8.6. (Inversao de reta: Parte II) Seja S = C(O,R). A inversa em relagdo
a S de uma reta s que passa por O, é a propria reta s, ou seja, uma reta € invariante

quando esta passa pelo centro de inversao.

Demonstragao. Se P # O é um ponto da reta s, entdo, o inverso P’ de P pertence a

semirreta O?, logo, como P e O pertencem a s, entdao, P’ € s. Portanto s = I'nv(s). -

Teorema 2.8.7. (Inversao de circunferéncia) Seja S = C(O,r). A inversao em relagao

a S de uma circunferéncia K = C(Q,k) que passa por O é uma reta.

Demonstracao. Seja P’ um ponto pertencente ao diametro OP tal que OP-OP' = r?.
Consideremos uma reta s, que contém P’ e é perpendicular a OP, conforme Figura
2.31. Seja B um ponto da circunferéncia K = (Q, OQ), vamos provar que B’, pertencente

ao segmento OB, é o inverso de B.

Figura 2.31: Inversdo de circunferéncia que passa por O.

Como os triangulos OP’B’ e OBP sao semelhantes, temos que
orP" OB
OB  OP
O que nos mostra que B’ = Inv(B). Logo s = Inv(K)

— OB-OB'=O0P-OP =1?
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Observacgao 2.8.2. Considerando S a circunferéncia de inversao, mostra-se que a inversa
de uma circunferéncia que nao passa por O € uma circunferéncia que, também, nao passa

por O.

Lema 2.8.1. Se dois pontos P e P’ pertencem, respectivamente, as curvas inversas C e

L <
C’, entao as tangentes a essas curvas em P e P’ formam dngulos iguais com a reta PP'.

Demonstracao. Sejam os pares de pontos inversos P e P, B e B’. Como

Oo°P OB

OB OP

temos, conforme Figura 2.32, que os triangulos BOP e B’'OP’ sao semelhantes. Isso implica

OP-OP'=0B-0OB =

que o quadrilatero BPP’B’ ¢ inscritivel, sendo s e s’ retas antiparalelas'® em relacao ao

angulo 0.

Figura 2.33: a = o'.

16830 retas tais que o angulo que s forma com a semirreta O§ é congruente ao angulo que s’ forma

com a semirreta OP.
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Considerando as Figuras 2.32 e 2.33, vemos que quando B tende a P, B’ tende a P’
e, quando B = P, implica que B’ = P’. A circunferéncia A (que passa pelos vértices do
quadrilatero) sera, entdo, tangente as curvas C e C’ em P e P’, respectivamente, e as
retas s e s’ serao tangentes a essa circunferéncia e as curvas C e C’.

Como o triangulo TPP’ é isosceles, temos, pela Figura 2.33, que o = «'. m

Teorema 2.8.8. Se duas curvas Cy e Cy formam um dngulo o em um ponto de intersegao
P, as suas inversas C| e C4, na mesma inversao, formarao um dngulo o em um ponto de

intersecao P', inverso de P.

Demonstracao. Considerando a Figura 2.34, temos pelo Lema 2.8.1 que os tridngulos

MPP’ e NPP’ sao isosceles. Concluimos imediatamente que os dngulos « e o/ sao iguais.

oe

Figura 2.34: a = /.
Enunciamos outro corolario que nos diz que a inversa mantém a tangéncia entre reta e
circunferéncia, propriedade que serd usada na demonstracao do Teorema de Feuerbach.

Corolario 6. Seja s uma reta tangente a uma circunferéncia K = (Q, k) num ponto P,

entao a inversa s’ da reta s € tangente a K’, inversa da circunferéncia K, em P’.

Figura 2.35: Inversao preserva tangéncia.

Antes de demonstrarmos o Teorema de Feuerbach vamos analisar dois resultados im-

portantes para a demonstragao do teorema supracitado.
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Lema 2.8.2. Sejam M, N e P os pontos médio dos lados de um tridngulo ABC, Q) a
sua Circunferéncia dos nove pontos, s uma reta tangente as circunferéncias inscrita e

ex-inscrita a este tridngulo e, v uma reta tangente a 2 por M. Entao v € paralela a s.
Demonstragao. Pela Figura 2.36, temos:

o LMP=MN P, pois sao angulos de segmentos e inscritos referente a mesma corda
PM.

e MNP = PBM , pois PBMN é um paralelogramo (observemos que M N é base
média relativa a AB, do AABC).

e AK ¢ bissetriz dos angulos CAC e CKC'.

Figura 2.36: r || s.

Logo, pelo caso ALA, os triangulos ACK e AC’K sao congruentes, o que implica que
ACK = AC'K e AC = AC'. Dai, os triangulos AC’D e ACB sao congruentes (caso
ALA). Portanto ABC' = ADC".

Considerando as afirmacoes acima, r e s fazem os mesmos dngulos com a retas paralelas

/ﬁ e ﬁM , 0 que mostra que sao paralelas. -

Lema 2.8.3. Considerando a Figura 2.37, M € ponto médio do segmento XY .

Demonstracao. Sejam AB = ¢, BC = a e AC = b e p o semiperimetro de ABC.
Sejam F', ' e X os pontos onde a circunferéncia inscrita em ABC tangencia os seus lados,
e suponha ainda que a circunferéncia ex-inscrita a BC tangencia tal lado em Y e os
prolongamentos de AC' ¢ AB em G e J, respectivamente.

Denotando AE = AF =z, CX = CF = ye BX = BE = z, obtemos o seguinte

sistema
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A = B J

Figura 2.37: M ¢ ponto médio de XY

AC:z+y = b
BC:y+z = a
AB:z+x = ¢
Somando essas igualdades temos que x + y + z = p. Dai
CX=CF=y=y+ar+z—(x+2) = CX=p—c (2.45)
Por outro lado
AJ = AG
2A] = AJ+ AG
= (AB+ BJ)+ (AC + CG)
= (c+b)+ (BY +CG)
= a+b+c=2p
de modo que AJ = AG = p.
Como BJ = BY = AJ — AB. Concluimos que
BY =p—c (2.46)
De (2.45) e (2.46) vem que BY = C'X. Como, por hipdtese, M ¢é ponto médio de BC,

entao M também é ponto médio do segmento XY n

Lema 2.8.4. Considerando a Figura 2.38, os pontos I e I' sao conjugados harmonicos

referente ao segmentos AK.

Demonstracao. Temos as seguintes semelhancas

IA

AAWI ~ AAZI' — = :% (2.47)
1K
AIXK ~ AIYVE — :}% (2.48)

De (2.47) e (2.48), temos
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Figura 2.38: I e I’ sdo conjugados harmonicos de AK.

IA T'A
IK I'K
de onde concluimos que os pontos I e I’ sdo conjugados harménicos do segmentos AK .

Lema 2.8.5. Os pontos X e Y, projecoes ortogonais de I e I', respectivamente, sobre
a reta %, sao conjugados harmonicos em relacao ao segmento cuja extremidade sao as

projecoes ortogonais dos pontos A e K.

Demonstragao. Analogo ao lema anterior. -
Teorema 2.8.9. (Teorema de Feuerbach) Sejam ABC um triangulo e 0 sua Circunferén-
cia dos nove pontos. Entao ) € tangente a circunferéncia inscrita e as trés circunferéncias

ex-inscrita ao tridngulo ABC.

Demonstracao. Pelo Lema 2.8.4, os pontos I e I' da Figura 2.39, s@o conjugados
harmoénicos referente ao segmentos AK. Segue, pelo Lema 2.8.5, que os pontos X e Y
sao, também, conjugados harménicos em relacio ao segmentos K H;.

Consideremos, agora, uma circunferéncia S = (M, M X), de centro M e que passa por
X, conforme Figura 2.39. Pelo Lema 2.8.3, S também passa pelo ponto Y. Como a reta
% é tangente as circunferéncias inscrita e ex-inscrita em X e Y, respectivamente, e
o didmetro de S esta sobre % Temos que estas circunferéncias sao ortogonais a S,
donde concluimos, pelo Corolario 4, que estas circunferéncias permanecem invariantes em
relacao S. O mesmo acontece com o segmento B_C’, pois este segmento passa pelo centro
de inversao.

Sendo €2 a Circunferéncia dos nove pontos do triangulo ABC. Como 2 passa pelo
centro de inversao, pois passa por M, pelo Teorema 2.8.7, sua inversa ¢ uma reta s’ que
passa pelo ponto K, pois K = Inv(H;), conforme Teorema 2.8.4.

Por outro lado, s’ é paralela a tangente a €2 no ponto M (ver Corolario 5). O Lema
2.8.2 nos mostra que s’ coincide com s, ou seja, s’ é tangente a circunferéncia inscrita e

ex-inscrita. Logo pelo Corolério 6, ) é tangente as circunferéncias inscrita e ex-inscrita.
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Circunferéncia dos nove pontos

A p/C 7 B
\—>S:(M,W)

Figura 2.39: Reta s é a inversa da Circunferéncia dos nove pontos.

Por procedimentos similares, mostra-se que €2 é tangente as outras duas circunferéncias

ex-inscritas.

Circunferéncia ex — inscrita

Circunferéncia ex — inscrita
Circunferéncia dos nove pontos

Circunferéncia inscrita

Figura 2.40: Teorema de Feuerbach.
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Capitulo 3

Algumas Aplicacoes dos Teoremas
Estudados

Neste capitulo apresentamos algumas aplicacoes dos teoremas de Stewart, Menelaus,
Ceva e Ptolomeu. Mas antes, enunciaremos dois teoremas conhecidos da Geometria Plana

Euclidiana que serao utilizados no decorrer deste capitulo.

Teorema 3.0.10. (Teorema das Bissetrizes Internas) Uma bissetriz interna de um tridn-

gulo divide o lado oposto em sequimentos proporcionais ao lados adjacentes.

Teorema 3.0.11. (Teorema das Bissetrizes Externas) Se a bissetriz de um dngulo externo
de um tridngulo intersecta a reta que contém o lado oposto, entao ela divide este lado

oposto externamente em segmentos proporcionais aos lados adjacentes.

3.1 Aplicacoes do Teorema de Stewart

Proposicao 3.1.1. (Cdlculo das medianas de um triéngulo) Sejam m,, m, e m. as

medianas relativas ao lado BC', AC' e AB, repectivamente, de um tridngulo ABC. Entao

1 1
me = 5\/2(132 + %) —a?, my = 5\/2(a2 +c2)—b e

1
me = 5\/2(a2 +02) — 2

onde BC =a, AC=0b e AB =c.

Demonstracao. Seja AM = m, a mediana relativa ao lado BC, conforme Figura 3.1.

Aplicando o Teorema de Stewart, temos

2
2 -a g(CQ+b2):a<mz+%)

c 2

=m; -a-+

a
p2. =
+ 5 a

(NN RS
(IS

a
2
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Figura 3.1: AM mediana relativa a BC.

1 a?
2 (2 4p) - =
ma 2(6 + ) 4

me = \/—(2(62 +0?) — a?), pois m, > 0, logo

1
me = 5\/2(02 +0%) —a?

Analogamente, mostra-se que

1
my = 5\/2(a2 +c2) —b?

1
me = 5\/2(a2 +b2) — 2

Proposicao 3.1.2. (Cdlculo das bissetrizes internas de um triangulo) Sejam s,, S, € S¢

as bissetrizes internas relativas aos lados BC', AC' e AB, repectivamente, de um tridngulo
ABC. Entao

2 2 2 Jao =)
sa:—b_i_cw/bcp(p—a), sbza—_i_cx/acp(p—b) ¢ 5= abp(p — c)

a+b+c
2

Demonstragao. Seja AD = s, uma bissetriz in-

onde BC =a, AC=0b, AB=c ep= € o semiperimetro.

terna relativa ao lado BC, conforme Figura 3.2.

Pelo Teorema da bissetriz interna temos que
a

—~
m._n m+n _m _n
c b c+b c b
ac
m =
a _m_mn _ b+c
c+b ¢ b _ab _
n= b+ c Figura 3.2: s, bissetriz relativa a BC'.
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Aplicando o Teorema de Stewart no AABC' obtemos
A n+b - m=s-a+m-n-a
Substituindo os valores de m e n obtidos anteriormente, temos

b2ac N ab S a’bea
=3s.q
b+c¢ b4+c (b+c)?

bzac—i-czab_a 2 a®be
b+c " (b4c)?

be(b+c)  a’be )

b+c (b+c)? %
bel(b+¢)* —a?]

(b+ c)? = Sa
2p—a 2p
A~ —N—
be(b+c—a) - (b+c+a)
=35
(b+c)? “
be(2p —2a) - 2p &2
b+e? "
4 —
s2 = M, como s, > 0 temos
(b+c)?

2

= 00 bep(p — a)

As outras duas relagdes sao mostradas de forma similar.

Observacao 3.1.1. Com o auzilio do Teorema de Teorema de Stewart mostra-se que:

Sendo B,, By € B as bissetrizes externas relativas aos lados BC = a, AC =b e AB = ¢,

respectivamente, de um tridngulo ABC. Entdo

/%:E%E““@‘@@‘@
2

“Ja—¢

o= g Vil =l —)

B

Vac(p—a)(p— )

onde p € o semiperimetro do triangulo ABC.
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3.2 Aplicacoes dos Teoremas de Menelaus e Ceva

Teorema 3.2.1. (Teorema de Desargues') Se dois tridgngulos situados no mesmo plano

estao relacionadas de maneira que as retas que unem vértices homdlogos passam por

um mesmo ponto (tridngulos copolares), entio os lados homdlogos se cortam nos pontos

de uma mesma reta (tridngulos colineares). Reciprocamente, tridngulos colineares sao

copolares.

Demonstragao. Aplicando o Teorema de Menelaus aos trés trios de pontos {D, R/,
Q'}, {E, P, R'}, {F, @, P'} em relagao aos triangulos AOQR, AORP,e AOPQ,

respectivamente, da Figura 3.3, teremos

QD RR 0OQ'
RD OR QQ
RE PP OFR
PE OP RR
PF QQ OP'
QF 0Q PP

Figura 3.3: Teorema de Desargues.

Y

=1 (3.1)
=1 (3.2)
=1 (3.3)

Multiplicando membro a membro (3.1), (3.2) e (3.3), temos

QD RE PF

RD PE QF

1 (3.4)

Mas a equagdo (3.4) nos mostra a reciproca do Teorema de Menelaus aplicado ao
APQR. Portanto FE, F e D sao colineares.

LGerard Desargues (1591 - 1661) matematico e engenheiro francés, foi precursor da Geometria Proje-
tiva. Sua principal obra foi sobre as propriedades imutéaveis dos circulo, publicada em 1639.
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Reciprocamente, considerando os APQR e AP'Q'R' da Figura 3.3, temos que os
> — <
pontos PRNPR = {E}, % NP'Q ={F} e @ NQ'R = {D} sao colineares.
— — ‘
Sendo PP’ N RR' = {0}, mostraremos que a reta Q' passa por O, ou seja,
RRENPP NQQ = {0}.

Aplicando aos AFFPP" ¢ ADRR' o que foi mostrado na primeira parte deste teorema,
— < ——> <= ~ .
teremos que PPN RR' = {0}, PFNR'D={Q'} e FPADR = {Q} sao colineares e

que os dois triangulos possuem os vértices dois a dois sobre trés retas concorrentes. g

Teorema 3.2.2. (Teorema de Pappus?) Quando um hexdgono tem trés de seus vértices
sobre uma reta e os outros trés sobre outra reta, os trés pontos de intersecgao dos lados

opostos sao colineares.

Demonstragao.

B

Figura 3.5: N, L, M sao pontos nao colineares.

Seja ABCDEF, o hexdgono com vértices A, C e E sobre a reta % e, B,DeF
sobre a reta m, conforme figura abaixo, onde ABNED = {L}, CDNAF ={M},
BCAEF = {N}, CDNEF = {U}, ABNEF = {V} ¢ ABNCD = {IW}.

2Pappus de Alexandria (cerca de 300 d.C.) foi o maior matematico de sua época. Seus trabalhos no
campo da Geometria Projetiva foi redescoberto quase dezesseis séculos mais tarde. Pappus é considerado
o ultimo dos grandes gedmetras da antiguidade.
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Consideremos os cinco trios de pontos {L,D,E} {A M,F},{B,C,N},
{A,C,E} e {B,D,F} em relagao ao triangulo AUV, da Figura 3.5, formado pelas

retas Zﬁ, @ e ﬁ, temos pelo Teorema de Menelaus

VVV’Z ‘ VU% ' g? =1 (3.6)
W5 Te TN 7
VB WD UF _ (39)

WB UD VF
Multiplicando membro a membro (3.5), (3.6) e (3.7) e multiplicando (3.8) e (3.9),

respectivamente, temos
vL WD UE VA WM UF VB WC UN 1 (3.10)
WL UD VE WA UM VF WB UC VN '

VA WC UE VB WD UF_1 (3.11)
WA UC VE WB UD VF '

Dividindo membro a membro (3.10) e (3.11) obtemos

VL WM UN
WL UM VN

Mas esta equacao nos da a reciproca do Teorema de Menelaus aplicado ao AUV,

1

logo L, M e N sao colineares. [ ]

Teorema 3.2.3. (Teorema de Pascal®) Em um hexdgono inscrito em uma circunferéncia,

0s pontos de intersecgao dos trés pares de lados opostos entdao em linha reta.

Demonstracao. Seja AUVW, formado pelo lado AB e pelas retas Cﬁ e ﬁ , conforme

Figura 3.6.
Provaremos que ABNDE ={L}, CDNFA={M} ¢ BOCNEF ={N} sao coli-
neares.

Aplicando o Teorema de Menelaus ao AUVW e aos trés trios de pontos

{L,D,E},{A, M,F}{B,C,N}, respectivamente, obtemos as seguintes relagoes

3Blaise Pascal (1623 - 1662) matematico e fisico francés, deu grandes contribuigoes para a Geometria
Projetiva e a Teoria das Probabilidades. Seu “Tratado sobre tridngulos aritmético” de 1653, descreveu
uma apresentagao tabular para os coeficientes binomiais, hoje chamado Triangulo de Pascal.
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Figura 3.6: Teorema de Pascal.

VL WD UE

WL UD VE | (3.12)

VA WM UF

WA UM VE (3:13)
B N

VB WC UN _ (3.14)

WB UC VN
Multiplicando membro a membro (3.12), (3.13) e (3.14) membro a membro, temos

VL WM UN WD UE VA UF VB WC
WL UM VN UD VE WA VF WB UC

1 (3.15)

Como, pelo Teorema 2.8.1, UE-UF =UC-UD, VA-VB=VE-VF ¢ WC-WD =
WA-WB, vem de (3.15) que

WD UE VA UF VB WC

UD VE WA VE WB UC

Logo

VL WM UN _1

WL UM VN

Portanto, M, N e L sao colineares. (]

A reta que contém os pontos M, N e L, chama-se Reta de Pascal.

Observacao 3.2.1. Fazendo coincidir certos pares de pontos no hexdgono ABCDEF,
podemos deduzir teoremas andlogos ao de Pascal para pentdgonos, quadrildteros e até

tridngulos inscritos na circunferéncia.
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Proposicao 3.2.1. As bissetrizes internas de dois dngulos de um tridngulo nao isdsceles

e a bissetriz externa do terceiro dngulo cortam os lados opostos em trés pontos colineares.

Figura 3.7: L, N e M sao pontos colineares.

Demonstracgao. Seja ABC um tridngulo nao isosceles, sendo

e BN (com N € AC) e CL (com L € AB) as bissetrizes dos angulos ABC e BCA,

respectivamente.

e AM a bissetriz externa relativa ao angulo DAC, com {M} = AM N BC.

Pelo Teorema 3.0.10 aplicado a bissetriz CL, temos

LA_LB:>LA Bc_1 (3.16)
AC  BC AC LB ‘

Analogamente, aplicando o Teorema 3.0.10 a bissetriz BN temos

NC NA NC AB
BC - AB — BC NaA ! (3.17)

Agora, pelo Teorema 3.0.11, temos

MB_MC:>MB AC (3.18)
AB  AC AB MC '

Multiplicando membro a membro (3.16), (3.17) e (3.18) temos
i 1

Pela reciproca do Teorema de Menelaus, vem que L, M e N sao colineares.

Proposigao 3.2.2. (Ponto de Gergonne*) Sejam AB, AC e BC os lados de um tridn-
gulo ABC, e X\ wum circulo inscrito no tridngulo ABC (incirculo).  Se {X}=
BCNA{Y}=ACNX e {Z} = ABN A, entdo as cevianas AX, BY e CZ sio concor-

rentes em um unico ponto.
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Figura 3.8: P é o ponto de Gergonne.

Demonstragao. Pela Figura 3.8, temos que AZ = AY, BZ = BX e CX = CY. Logo
BX AZ CY BZ AY CY

CX BZ AY _OY BZ Ay

Portanto, pelo Teorema de Ceva, as cevianas AX, BY e(C'Z sao concorrentes em um

Unico ponto.

Proposigao 3.2.3. (Ponto de Nagel®) Sejam AB, AC e BC os lados de um tridngulo
ABC, e M\, Mg e A3 circulos tangentes aos lados do triangulo ABC (ex-circulo). Se {X,} =
BCNAL{Y, = ACN )Xy e{Z,} = ABN A3, entdo as cevianas AX,, BY, e CZ, sdo

concorrentes em wum unico ponto.

Figura 3.9: N é o ponto de Nagel.

4Em homenagem ao matematico francés Joseph Dias Gergonne (1771 - 1859).
Em homenagem ao matemético norte americano Ernest Nagel (1803 - 1832).
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Demonstracao. Sejam BC = a, AC =be AB = ¢ e p o semiperimetro de ABC. Pela
demonstracao do Lema 2.8.3, mostra-se que BX, = AY;, = p — ¢, analogamente temos
que BZ, =CY,=p—a e AZ,=CX, =p—1b. Logo

AZ, BX, CY, p-b p—c p—a

. = =1
Bz, CX, AY, p—a p—>b p—c

Portanto, pelo Teorema de Ceva, as cevianas AX,, BY, e C'Z, sdo concorrentes em

um dnico ponto. -

Proposicao 3.2.4. (Concorréncia das medianas de um triangulo) Num tridngulo ABC

as medianas se encontram num ponto chamado baricentro do tridngulo ABC.

Demonstracao. Sejam D, E e F' os pontos médios dos lados BC, AC' e AB, respecti-
vamente. Temos que BD = DC, CE = FA, AF =FB e CE = FA. Logo

AF BD CE ]
FB DC EA
que pelo Teorema de Ceva nos mostra que as medianas AD, BE e C'F se intersectam em
um TUnico ponto. m
A
F E
B D C

Figura 3.10: G ¢é o baricentro do triangulo ABC.

Proposigao 3.2.5. (Concorréncia das bissetrizes internas de um tridngulo) Num trign-

gulo ABC as bissetrizes se encontram num ponto chamado incentro do triangulo ABC.

Demonstracao. Sejam BC = a, AC =b e AB = c. Pelo Teorema da bissetriz interna

temos que
BD ¢ AF b CE a
DC WV FB a  EA ¢
Multiplicando essas equacoes membro a membro temos
BD AF CE ¢ b a
DC FB EA b a ¢
que pelo Teorema de Ceva nos mostra que as bissetrizes AD, BE e C'F se intersectam em

um dnico ponto. [ |
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D

Figura 3.11: I é o incentro do tridAngulo ABC.

Proposigao 3.2.6. (Concorréncia das alturas de um tridngulo) Num tridngulo ABC as

alturas se encontram num ponto chamado ortocentro do tridngulo ABC.

Figura 3.12: H é o ortocentro do triangulo ABC.

Demonstracao. Sejam AD, BE e C'F as alturas relativas aos lados BC, AC e AB,
respectivamente, de um triangulo ABC. Sendo BC = a, AC = be AB = ¢, temos pela
Figura 3.12 que os AAFC e AAFEDB tem o angulo A em comum e sdo triangulos retan-

gulos, o que implica que eles s@ao semelhantes. Assim

AF AC b
FATAB e (3.19)
De maneira analoga, ABFC ~ ABDA, dai
BD AB ¢
FB~BC a (3:20)
Temos também que ACEB ~ ACDA, o que implica que
E B
CE _BC _a (3.21)

DC AC b
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Multiplicando membro a membro (3.19), (3.20) e (3.21) temos

AFBDCE()CCL1

que pelo Teorema de Ceva nos mostra que as alturas AD, BE e C'F' se intersectam em

um dnico ponto. m

3.3 Aplicagoes do Teorema de Ptolomeu

O problema que iremos apresentar a seguir, foi tirado da OIM (Olimpiada Internacional

de Matemaética) e mostra uma aplicacdo da Geometria a Teoria dos Numeros.

Proposicao 3.3.1. Sejam a,b,c e d inteiros coma >b>c>d>0. Sea-c+b-d=

(b+d+a—c) - (b+d—a+c), entio a-b+ c-d nao é um nimero primo.
Demonstragao. Observemos que a equagao da hipoétese pode ser escrita como

a-ct+b-d = VV+b-d—a-b+b-c+b-d+d*—a-d+c-d+a-b+
+ a-d—ad*+a-c—b-c—c-d+a-c—c?

Segue dai que

a?—a-c+ct=0+b-d+d?

E nessa parte que utilizamos a Geometria.

Consideremos um triangulo de lados a, ¢ e va? —a-c+ c?, e outro de lados b,d e
V2 —b-d+ d?.

c

Figura 3.13: 0 =60° ¢ a = 120°.

Temos pela Lei dos Cossenos que

(Va?—a-c+c2)?*=a*>+c* —2ac-cosoc =

a?—a-c+ct=a’>+c?—2ac-cosoc =
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1
005025 — o =060°

Analogamente, o outro tridngulo tem um angulo de 120°.

Considerando a Figura 3.14 e aplicando o Teo-
rema de Ptolomeu, temos que

r-y=a-b+c-d

Ainda pela mesma figura temos

O+L+0+)X=180° = ¢+ 5 =180°—(0+\)
Pela Lei dos Cossenos no AACD temos que

y? = b% +c* — 2bc - cos (0 + \) (3.22)

De maneira anéloga, do AABC' temos que

y* = a® +d* — 2ad - cos (B + ¢) (3.23)

Como 0+ X e S+ ¢ sao suplementares, vem que C
—cos(8 + \) = cos (B + ¢).
Multiplicando membro a membro (3.22) por a-d

120°

Figura 3.14: Quadrilatero inscritivel.
e (3.23) por b-c e, logo depois somando temos

s (a-b+c-d)-(a-c+b-d)
B a-d+b-c

Como z-y=a-b+c-d o que implica que z2-y?> = (a-b+c-d)? ou

2

—_——
(a*—a-c+c*)-(a-b+c-d)-(a-c+b-d)
a-d+b-c

=(a-b+c-d)?
o que implica

(a*>—a-c+c*)-(a-c+b-d)=(a-d+b-c) - (a-b+c-d)

Agora, suponhamos que a-b+ c¢-d é primo. Comoa-b+c-d > a-c+b-d (caso
contrario teriamos a-b+c-d—a-c—b-d <0ou(a—d)-(b—c) <0 o quenao é
verdadeiro, pois a > b > ¢ > d > 0 por hipotese), entdo a - ¢ + b - d nao pode ter fator
comum com a - b+ c-d. Entao a-d+ b-c é multiplo de a - ¢+ b - d, o que implica que
a-d+b-c>a-c+b-d, oqueé um absurdo, pois por hipétese a > b > ¢ > d. Logo

a-d+b-c<a-c+b-d, onde concluimos que a - b+ ¢ -d nao é primo.

[
.~ . ) 1
Proposicao 3.3.2. Seja A1AsAz--- A, um poligono reqular de n lados. Se T =
= + ! tao este poli; tem 7 lad o
ados.
A4, T A entdao este poligono tem
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Demonstragéo. Seja AlAQ = A2A3 == An—lAn = a, A1A3 = b, A1A4 = C € A1A5 =
d.
Pela figura abaixo, temos que o quadrilatero A;A3A4 A5 é inscritivel. Aplicando o

Teorema de Ptolomeu temos
b-c=a-d+a-b = a-d=b-c—a-b (3.24)
mas por hipotese

1 1 1
_:_+—:>b.c_a.b:a.c (325)
a b ¢

De (3.24) e (3.25) temos

a-c=a-d = c=d

Como AsAg = a e A1A5 = d = ¢ devemos ter A;Ag = b, para isso, basta termos um
tnico ponto sobre a circunferéncia entre os pontos A; e Ag. Logo teremos um heptagono

reqular.

Figura 3.15: n-4gono regular.
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Consideracoes Finais

Neste trabalho procuramos fazer uma abordagem simples de alguns teoremas cléssicos
da Geometria Plana e torna-los mais conhecidos, pois embora tenham um grande papel
na resolugao de muitos problemas, estao de certa forma esquecidos tanto no ensino basico
quanto no ensino de graduacao.

Vimos ao longo dos capitulos, que muitos desses teoremas classicos sao
construidos por meio de teoremas, proposicoes e corolarios bastante conhecidos e ensinados
nos diversos niveis de ensino, podendo, portanto, serem abordados, pois nao necessitariam
de assuntos que nao fossem ministrados em tais niveis de ensino. Para o tltimo teorema
do Capitulo 2, fizemos o uso de uma Transformacao Geométrica que tem a propriedade
de preservar angulos e que é muito utilizada em problemas que envolvem tangéncias, a
chamada Transformagao Inversiva. Transformagoes Geométricas sao aplicagoes bijetivas
de pontos do plano sobre si mesmo, ou seja, uma transformacao geométrica transporta
um ponto do plano para outro lugar do plano, segundo uma lei de associacdao. Apesar
desse tema nao esta incorporado as praticas escolares e, até mesmo na formacao de pro-
fessores, sua forma aqui utilizada e suas generalizagbes para dimensoes superiores, sao
frequentemente utilizadas em demonstracoes de problemas geométricos, pois “constituem
um campo rico de conexoes para raciocinar sobre o plano e o espago” [4].

Acreditamos que tanto o enfoque da realizacao desse trabalho, com a utilizacao da
Geometria Inversiva, por exemplo, como os teoremas classicos, que utilizamos simples-
mente métodos elementares da Geometria Sintética, pode servir para a melhoria do ensino-
aprendizagem de Geometria Euclidiana Plana e possivelmente servir de elemento moti-
vador para alunos e professores que busquem aprimorar seus conhecimentos em Geometria

nos seus diversos desdobramentos.
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Apéndice A

Demonstracoes dos teoremas auxiliares

Demonstracao do Teorema 2.1.1

(I) Caso: 0 < A < 90°

Seja ABC um triangulo com

e AC=hD
e AB=c¢
e BC —2a

e Dec AB talque CD L AB

Figura A.1: 0 < CAB = 6 < 90°.

AD = m

e CD—=h

e CAB=0, ABC=a ¢ BCA=3

Temos, entao

ABCD : a® = h? —m)?

¢ *(e=m) = a*=b"+c"—2cm (A1)
AACD : V> =m?+ h?
ACDA : cosf = % = m = b.cosl (A.2)

Substituindo (A.2) em (A.1), temos

a’?=b*+c*—2bc-cosb
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Analogamente,
V> = a® + c* — 2ac - cos (A.3)
¢ =a®+b* —2ab- cos 3 (A.4)
(1) Caso: 90° < A < 180°

Notemos que nao ha nenhuma alteragao nas relagoes acima, pois pelo AABC' abaixo,

temos:

h

1
1
1
1
1
1
1
"
Dl

Figura A.2: 90° < CAB = < 180° e ¢ = 180° — 6.

ACDB:a* = h*+ (c+m)?
= W+ +2em+m? (A.5)
ACDA : h* =b* —m? (A.6)

De (A.5) e (A.6), temos que

a?=b+c—m*+2ecm+m® = a*=b"+c+2em (A.7)
Mas no ACDA:
cos(180° — 0) = % — —cosf = % — m = —bcosf (A8)

Substituindo (A.8) em (A.7), temos

a? = b+ ¢ — 2bc. cos b

Por procedimentos anéalogos obteremos (A.3) e (A.4).

Demonstracao do Teorema 2.2.1

Sejam ry || 73 | 75 | . || Py || 7, most S _ 252 e forma andl
ejamry || o || 7 voe || Tn—1 || Tn, mostraremos que = e de forma analoga
) 1 2 3 1 q A,lA,Q AgAg g
A1A2 . A2A3 . . An—lAn . AlAn . . u
Al AL N ALAL S Al AL N AAL Y
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Seja u um segmento que divide exatamente Ay Ay e cabe m vezes em A;A,. Tragando
paralelas ao feixe (conforme figura abaixo), encontraremos «’' na outra transversal que
divide A} A} e também cabe m vezes neste segmento. Escrevemos A;As = m.u e Aj A}, =

m.u’.

J 3
J i
L r
A4 4
A ) 1
n-1 . An_1 r
/ n-1
An A'n
/4 i

Figura A.3: Teorema de Tales.

Vamos supor que A;A, e AsA, sdo incomensurdveis, o caso de serem comensurdveis
¢ tratado de maneira analoga. Marcando u sucessivamente em AsA,, vamos supor,
sem perda de generalidade, que o ponto A, esteja na n-ésima parte, ou seja, entre o
(n—1)-ésimo e n-ésimo pontos de divisao. Tracando paralela ao feixe, o mesmo se verifica

na outra transversal. Dai vem

(n—1)u < AsAy < n.u (A.9)

(n—1).u' < ALA, < na (A.10)

Dividindo (A.9) por m.u e (A.10) por m.u/, temos

n—1 A3Ay n n-—1 ALA n
— e <o
m AlAQ m m AIIAIQ m
ou
m AlAQ m m AllA/Z m
— < < e — < <
n AsAy n—1 n ALA, n—1

Como u é um submultiplo de A; Ay que se pode variar, dividindo u, aumentamos n e

.. m L ,
nestas condigoes — e definem um tinico namero real

n n —
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m m .
(sen—>oo,n—1~n, —>—>,entao
n—1 n
A1Ay  AzAy
ALAL  ALA,
Demonstracao do Teorema 2.2.3
Considerando o AABC abaixo, mostraremos que
A
D/\E
B c
Figura A.4: DE I BC.
AD AE DEFE
AB ~ AC ~ BC (A1)

ou seja, que AADE e AABC tenham angulos ordenadamente congruentes e lados homo-
logos proporcionais.

Seja ﬁ I %, temos que D=Be E=C (angulos correspondentes), pelo Teorema
2.2.1, temos

AD AF

—_— = A.12

AB AC ( )

Agora no AABC' construiremos por £ uma reta ﬁ paralela a f@ ,com F € BC.

Figura A.5: EE I 4B,
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Temos que DE = BF (pois BDEF ¢ um paralelogramo), pelo Teorema 2.2.1 vem que
AE  BF

AC ~ BC
logo
AE DE
De (A.12) e (A.13), temos a relagao (A.11). Portanto, o AADE ~ AABC. -

Demonstracao do Teorema 2.2.4

Pelos pontos A e C' tracemos retas paralelas, respectivamente, a % e jﬁ, que

se intersectam no ponto D. Como ABCD é um paralelogramo!

AABC = AADC, logo

, sua area é 2S5, pois

ah,
2
donde segue a primeira igualdade. As outras duas igualdades sao obtidas de modo anélogo.

2SABC =ah, = S =

Figura A.6: Area de um triangulo dada a altura h, relativa a base BC = a.

Demonstracao do Teorema 2.3.1

Suponhamos que o quadrilatero ABCD seja inscritivel, conforme Figura A.7. Entao,

pelo Teorema do angulo inscrito 2, temos BAC = BDC e

~ ~ 1 —~ 1 — fe)
DAB + BCD = 5 BCD +§ BAD= 360

Reciprocamente, suponhamos primeiramente que BAC = BDC. Como ABCD &

= 180°

convexo e os vértices estao nomeados consecutivamente, segue que A e D estejam

situados de um mesmo lado da reta % , conforme Figura A.8. Sendo € o valor comum

LA area de um paralelogramo de base b e altura h é igual a b- h, uma prova desta afirmacao é dada
em [23].
2A demonstragao deste teorema pode ser vista em [3].
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dos angulos BAC e BDC o arco capaz de 0 sobre BC. Logo, o circulo desse arco capaz
é circunscrito a ABCD.

Seja agora DAB + BCD = 180°, e considere o circulo A\ circunscrito ao triangulo
BAD. Seja % N A = {E}, se C estiver no interior do mesmo, teremos

DAB + BCD = 180° (A.14)
DAB + BED = 18(0° (A.15)
Dividindo (A.14) e (A.15) temos

DAB+ BCD = DAB + BED = 180° = BCD = BED

que é uma contradi¢ao ao Teorema do angulo externo. -

De modo analogo, mostra-se que C nao pode ser exterior ao circulo.

D

B B

Figura A.7: ABCD inscritivel. Figura A.8: BAC = BDC.

Demonstracao do Teorema 2.4.1

Seja ABC um tridngulo inscrito em um circulo de
raio R, com BC = a, AB = ¢ e AC = b. Sendo
BD um diametro deste circulo, pelo Teorema 2.3.1
temos que BDC = BAC. Como o triangulo BDC é

retangulo, vem que

~ a a
senA:ﬁ — senA\IzR
onde A= BAC. -
Analogamente,
a _ b _ _c —9R Figura A.9: Lei dos Senos.

sen A sen B sen C
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Demonstracao do Teorema 2.7.1

Tomemos um ponto M’ sobre a reta MN tal que M N = NM’, conforme Figura A.10.
Como N é ponto médio de AC e ANM = C’]/\\TM’, os triangulos AMN e CM’N sao

congruentes. Segue dai que
S
BM =CM' e AM || M’(%
donde vem que o quadrilatero MBCM’ é um paralelogramo, logo

1
BC=MM =2MN = MN:§BC

A

[N/

Figura A.10: MN | BC.

Reciprocamente, seja r uma reta paralela ao segmento BC' passando por M. Como

MN ¢ paralela ao segmento BC, segue que r = M N, em particular N € r. -

Demonstracao dos Teoremas 2.8.1 e 2.8.2

Figura A.11: Fgigura 15

Considerando os triangulos PAD e PCB, temos

ﬁ comuin

PA PD
BD ( = APAD~APCB = o= 5n (A.16)
2

Sy

:é\:—

)

De (A.16) vem que
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PA-PB=PC-PD

Por procedimentos analogos, mostra-se o Teorema 2.8.2.

Demonstracao do Teorema 2.4.2

Seja BE = h, a altura relativa a base AC da Figura A.9. Pelo Teorema 2.2.4 temos

1

Sapc = 3 b- Iy (A.17)
Comos os triangulos AEB e DCB sao semelhantes, vem que

hy, c a-c

= hy = —— Al
a« 2 ™7 2R (A.18)

onde R ¢é o raio do circulo circunscrito.
Substituindo (A.18) em (A.17), vem que
a-b-c
S =
ABC iR
[
Demonstracao do Teorema 3.0.10

Seja ABC um tridngulo com: A

o AC =b.

C b
o AB =c.
e B(C =a. B, | vC
| m D n |

e BD =m. ‘ a :

e DC =n. Figura A.12: Teorema da Bissetriz interna.

e D e BC.

e AD bissetriz relativa ao angulo A
Considerando a Figura A, mostraremos que m_ %

Por C conduzimos uma paralela a ,ﬁ, determinando um ponto E pertencente a reta
1B (CE | AD).

Fazendo BAD = T, DAC = /1\, AEC =2 e ACE = §, vem do paralelismo que
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Figura A.13: OB I 4D,

OF [ 9 — 1=23 (correspondentes)
OF I 9D — 1=3 (alternos internos)

Decorre das expressoes acima que 2=3.

Dai, temos que AACE ¢ isosceles de base CE, o que implica AE = AC, ou seja,
AE =0b.

Considerando % e ﬁ como transversais de um feixe de retas paralelas e aplicando

o Teorema de Tales, temos

m
C

b ]

Demonstracao do Teorema 3.0.11

Seja ABC um triangulo com:

o AC =b.
e AB=c.
e BC =a.
e BD =m.
Figura A.14: Teorema da Bissetriz externa.
e UD=n.

D e BC.

AD bissetriz externa relativa ao angulo A
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Figura A.15: CE | D,

m n

Considerando a Figura A.15, mostraremos que — = 7
c

Por C conduzimos uma paralela a bissetriz AD, determinando um ponto F perten-

cente a reta AB (Cﬁ I @)

Fazendo CAD = T, DAF = /1\, AEC =2 e ACE = g, temos do paralelismo que
CEAD — 1

OF I D — 1=3 (alternos internos)

2 (correspondentes)

Decorre das expressoes acima que 2=3.

Dai, temos que o AACE & isésceles de base C'E, o que implica AC = AC. Logo
AE =0b.

Considerando % e ﬁ como transversais de um feixe de retas paralelas, aplicando

o Teorema de Tales temos

m
Cc

b m
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