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Somente Deus é a solugdo

Nossas vidas poderiam ser comparadas a uma grande equacdo na qual todos os dias
tentamos encontrar pequenas e grandes raizes. O fato é que a equagdo que se compara d
nossa vida hoje, pode ter um grau a mais ou a menos amanhd, e somos pequenos demais para
sempre sabermos extrair as raizes corretas. Poderiamos passar a vida inteira encontrando
solugoes que so favorecem a nds mesmos, pois achamos que a equagdo é nossa e podemos
soluciond-la sempre do nosso proprio jeito. No entanto, ndo fomos nos quem a criamos. Quem
criou, jd criou sabendo todas as raizes e implicacoes. Quem criou jd sabia que por causa das
nossas decisoes, o grau ou a quantidade de raizes, falsas ou verdadeiras, poderia aumentar ou
diminuir a cada dia. Quem criou sabe de forma perfeita a melhor solucdo para cada implica¢do
de sua equagdo. Ndo sei qual é a sua situacdo hoje, talvez vocé esteja a dias tentando encontrar
raizes de onde ¢ impossivel extrair. Talvez vocé esteja encontrando as raizes de um outro
conjunto universo, muito longe do universo de Deus. Talvez vocé esteja tdo vazio que a sua
equacdo no momento é de grau zero. Ndo importa em que incognita, grau ou coeficientes vocé
esteja, ndo importa a sua situacdo, Deus tem uma solugcdo perfeita de hoje em diante para a
sua equagdo. Entregue sua vida de uma vez por todas a Deus, pois Ele é o tinico que pode
preencher o que estd faltando em vocé. A solucdo da sua, da minha e de todas equacoes do
mundo todo é do tamanho de Deus. So6 Ele é capaz de resolver. Ele tem as verdadeiras respostas
para cada um de noés, mas precisamos pertencer totalmente a Ele. Entregue-se a Deus e tudo

estard resolvido pois Ele jd lhe criou com as respostas.(Alessandro Monteiro - 12/01/2013).



RESUMO

As Desigualdades Matematicas, que quase nao sao abordadas no Ensino Fundamental e Mé-
dio mas que podem ser muitas vezes até mais importantes que as igualdades, sdo de extrema
importancia para vdrios ramos da Matemética, tais como Algebra, Trigonometria, Geometria e
Andlise, e constituem-se também ferramentas muito poderosas para a resolu¢do de problemas
de olimpiadas, demonstracdo de desigualdades geométricas, cdlculo de maximos e minimos e
célculo de limites. Neste trabalho sdo apresentadas de forma clara e concisa algumas desigual-
dades matemdticas que nao precisam de estudos avancados na drea para serem compreendidas.
Uma mente com algum treinamento para o raciocinio 16gico-matematico, um breve conheci-
mento da matemdtica formal, de dlgebra e geometria plana sio totalmente suficientes. Sao
apresentadas e demonstradas: A Desigualdade Triangular, Desigualdade das Médias, Desigual-
dade de Bernoulli, Desigualdade Cauchy - Schwarz, Desigualdade do Rearranjo, Desigualdade
de Tchebishev, Desigualdade de Jensen, Desigualdade de Young, Desigualdade de Holder, De-
sigualdade de Minkowski e a Desigualdade de Schiir. Ao final do trabalho, aproveitamos al-
gumas destas desigualdades para definir o nimero de Euler e mostrar a divergéncia da série
harmonica. Selecionamos, também, alguns problemas que estudantes do ensino bésico ficam
inibidos de soluciond-los por ndo conhecer tais desigualdades e que s6 aprendem a resolver
com o conhecimento de Derivadas quando chegam no ensino superior. Entre eles, encontram-
se questdes de olimpiadas internacionais, problemas de otimiza¢cdo e como encontrar a equacao
da reta tangente a uma elipse através da Desigualdade das Médias e de Cauchy.

Palavras-chave: Desigualdades Matematicas, Maximos e Minimos, Problemas de Olimpiadas,

Calculo de Limites.



ABSTRACT

The mathematical inequalities, which are almost not discussed in elementary and high school,
but that can be even more important than the equalities, are extremely important to several parts
of Mathematics, such as algebra, trigonometry, geometry and analysis, and also constitute very
powerful tools to the resolution of Olympiad problems, demonstration of geometrical inequali-
ties, maximum and minimum calculation and limit calculation. This paper presents, in a clear
and concise way, some of the mathematical inequalities that do not require advanced studies in
the area to be understood. A mind with some training in math logical thinking, a superficial
knowledge of formal mathematics, algebra and plane geometry are enough. The paper presents
and demonstrates: the Triangle Inequality, Inequality of Arithmetic and Geometric Means, Ber-
noulli’s Inequality, Cauchy-Schwarz Inequality, Rearrangement Inequality, Chebyshev’s Ine-
quality, Jensen’s Inequality, Young’s Inequality, Holder’s Inequality, Minkowski Inequality and
Schiir’s inequality. At the end of this paper, we take some of these inequalities to define the
Euler’s constant and to show the harmonic series divergence. We also selected some problems
that primary education students are inhibited to solve for not knowing such inequalities and
who only learn how to solve them with the learning of Derivative in higher level education.
There can be found, among them, international Olympiad questions, optimization problems
and how to find the equation of tangent line to an ellipse through the Inequality of Arithmetic

and Geometric Means and the Cauchy-Schwarz Inequality.

Keywords: Mathematical Inequalities, Maxima and Minima, Olympiad Problems,

Limits Calculation.



LISTA DE SIMBOLOS

N Conjunto dos niimeros naturais.
Q Conjunto dos nimeros racionais.
I Conjunto dos niimeros irracionais.
R Conjunto dos niimeros reais.
P Conjunto dos nimeros reais positivos.
|| Valor absoluto de z.
= Igual.
=+ Diferente.
> Maior.
< Menor.
> Maior ou igual.
< Menor ou igual.
MQ@Q Média Quadratica.
MA Média Aritmética.
MG Média Geométrica.
MH Média Harmonica.
n
Z Somatorio variando de 1 a n.
=1
AB Segmento AB.
AB Medida do segmento AB.
ABC Medida do angulo ABC.
sen 6 Seno do angulo 6.
cos 6 Cosseno do angulo 6.
S Area de um Triangulo.
2p Perimetro.
Inx Logaritmo natural de x.
lim z,, Limite de x,, com n tendendo ao infinito.
maz {ay,as,as, ...,a,} Maior elemento de {ay, as, as, ..., a, }.
min {ay,as, as, ..., a,} Menor elemento de {a;, as, as, ..., a, }.

0 Indica o fim de uma demonstracgao.
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Introducao

Neste trabalho apresentamos algumas desigualdades matemdticas e suas aplicacdes, tema
que é muito amplo e também muito importante para varios ramos da Matemadtica e dreas afins.
A escolha do tema teve como principal objetivo contribuir com alunos e professores do en-
sino fundamental e médio devido a existéncia de pouco material disponivel sobre o assunto,
principalmente em lingua portuguesa.

Ele foi dividido em trés capitulos. No primeiro, falamos sobre algumas desigualdades
basicas, comecando pela Relacdo de Ordem nos Nuimeros Reais e terminando com uma apre-
sentacao geométrica da Desigualdade das Médias. No segundo, € apresentada de uma maneira
mais formal e algébrica a Desigualdade das Médias e sua generalizagdo, seguida de outras De-
sigualdades muito importantes, a Desigualdade de Bernoulli, Desigualdade Cauchy - Schwarz,
Desigualdade do Rearranjo, Desigualdade de Tchebishev, Desigualdade de Jensen, Desigual-
dade de Young, Desigualdade de Holder, Desigualdade de Minkowski e a Desigualdade de
Schiir. E finalmente, no ultimo capitulo, apresentamos algumas aplicagdes destas desigualda-
des como poderosas ferramentas no calculo de maximos e minimos, problemas de olimpiadas,
desigualdades geométricas e célculo de limites, incluindo, neste dltimo tépico, a defini¢do do
nimero e, mais conhecido como Numero de Euler e uma demonstragao da divergéncia da Série

Harmonica.



Capitulo 1

Desigualdades Basicas

1.1 Relacoes de Ordem nos Numeros Reais

Uma importante propriedade dos nimeros reais € que ele tem uma ordem que nos permite
comparar dois nimeros reais e decidir qual deles € maior, ou se s@o iguais. Isso porque R € um
corpo ordenado. Assim, sendo R, o conjunto dos elementos positivos de R, trés propriedades

devem ser satisfeitas:

Axioma 1.1. Dado x© € R, existe um subconjunto P C R, e ocorre exatamente uma das trés

alternativas:
i) =0,
ii) v € P(x>0),
iii) —x € P(—x > 0).

Esse conjunto P € chamado conjunto dos niimeros reais positivos e denotado por R,. E

valem as seguintes propriedades:

1) A soma de dois elementos positivos € sempre positiva, ou seja,

r,2yeR, = z4+yelR,

(Istoé:z>0,y>0 = x+y>0)

2) O produto de dois elementos positivos € sempre positivo, isto &,

r,2yeRy =x-ye Ry

(Em simbolos : z > 0,y > 0=z -y > 0)



Indicando-se com R_ o conjunto dos nimeros negativos de R, ou seja, os elementos —z,

onde x € R, , temos que

Agora, dados =, y € R, podemos definir a relacdo “x € maior que y” (simbolicamente:

x > y), da seguinte maneira:
r>y <= (r—y)eR,.

Analogamente, a relagdo “x € menor que y” (simbolicamente: x < y) é definida assim
r<y <= (y—zx)eR,.

Propriedade 1.1. Sejam w,x,y, z € R, as seguintes desigualdades sao sempre verdadeiras:
1) Ocorre exatamente uma das seguintes possibilidades: x =y, ouz <y ou = >y
n r<yy<z=x<z
m) z<y=cr+z2<y+=z
w)r<y,z>0=>rz<yzer<y,z<0=xz>yz
v) 2<0,y<0=2y >0
vi) <0,y >0=2y <0

vi) <y w<z=z+w<y-+z

vill) e <y = —y < —=x
. 1
X)) z>0=—->0

x
1
X)) 2<0=-<0
x
. x
x) x>0,y >0=—>0
Y
xi) 0 <z <y, 0<w<z=zw<yz
xiii) > 1= 2% >
xiv) 0<z<l=2"<uz

xV) 2>0,y>0e2’ <y’ =az<y



Demonstracao das quatro primeiras e da dltima propriedade:

Demonstragdo. 1) (Tricotomia)
Sejamz,y € R.Ouy —z =0,ouy —x € P,ouy —z € —P (isto é, z — y € P). Logo,

temos as seguintes possibilidades:

r=y, ou <y ou x>y

que se excluem mutualmente pela proposicao 2.1.

ii) (Transitividade)
Ser < yey < zentdo podemos afirmar que y —x € P e z —y € P. Pela proposicao
2.2,temos que (y — x) + (2 —y) € P,isto é, z — x € P. Logo, = < z.

iii) (Monotonicidade da Adi¢ao)

Sexr <yentdoy — x € P. Mas,

(y+z)—(x+z)=y—z€P
O que significaque r 4+ z < y + z.

iv) (Monotonicidade da Multiplicacio)

Sex <yez>0entdoy —x € Pez € P. Assim, temos, pela proposicdo 2.3, que
(y—=x)-z € P,ouseja, (y-z—x-2) € P, o queimplicaem z -2z < y -z Caso
contrdrio, se z < ye z < 0,entdo y — x € P e —z € P. Desta forma, novamente pela
proposi¢do 2.3, temos que (y — z) - (—z) € P,isto é (x -z —y - z) € P, o que implica

emx-z>1Yy- 2.

xv) Sex >0,y > 0ex? <y?entdox+y € Pey?*—a*> € P. Comoy?’—2% = (y+z)(y—1x),
entdoy —x € P. Logo, z < y.



1.2 Valor Absoluto

Definicio 1.1. O valor absoluto de um niimero real x é denotado por |x|, e é definido por

r se x>0,
x| =
—x se z <0.

Geometricamente |x| é distdncia do niimero x até a origem. E |x — y| € a distdncia entre os

niimeros x e y.

Propriedade 1.2. Sejam x, a e b niimeros reais, é sempre verdade que:

i) |x| > 0, com igualdade quando x = 0.
i) | — x| = |z
i) x < |x|.
ii) |z <bs —b <z <b.

) |z|* = 2%

v) [ab| = |al|0].
. lal  al

—| ==, b#0.
vi) b ]b’ #0

1.3 Desigualdade Triangular

A desigualdade triangular afirma que para qualquer par de niimeros a e b,

la + 0| < |al + b].
Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se ab > 0.

Demonstragdo. (1)

Como ambos os lados da desigualdade sdo positivos, entdo pelo item (xv) da propriedade 2.1
basta mostrarmos que |a + b|? < (|a| + |b])*.



Vejamos:

la+b> = (a+b)?
a® + 2ab + b?

la|* + 2ab + |b|?

IN

la® + 2|ab| + |b|?, pois ab < |ab|
laf* + 2|al[b] + [b]*
= (Ja| +[8])".

Ou seja, |a + B> < (|a| + |b])*. No caso de ser ab > 0 teremos ab = |ab| = |a||b|. Logo,
ocorrerd igualdade.
(2) Temos que

Assim, por adi¢do obtemos que

la| 4+ |b] > a + b,
la| +[b| > — (a +b).

Mas isso implica, pelo item (iii) da propriedade 2.2, que |a| + |b| > |a + b|. E se for ab > 0,
entdo podemostera > 0eb > Ooua < 0eb < 0. No primeiro caso teremos consequentemente
que |a| = a, |b| = be|a+ b| = a + b, ou seja, ocorrerd a igualdade. O segundo caso implicard
que |a| = —a, |b| = —be |a+ b = —(a + b), ou seja, também teremos igualdade. Portanto,
o+ 0] < af + |

, com igualdade se, e somente se, ab > 0.
O

A forma geral da Desigualdade Triangular para n nimeros reais ay, as, ..., G,, €

lay + ag + ... + a,| < |ay| + |ag] + ... + |an|
e sua demonstracao pode ser feita usando indugao sobre n.
Teorema 1.1. Sejam x,y e z niimeros reais arbitrdrios, é sempre vdlido que:
i) |l =yl < | = fyll < o —yl;
i) |z — 2] < |z —y[+ |y —2;
iii) |v+y+ 2|+ |z|+ |yl + 2| > |z +yl + o+ 2]+ |y + 2|

6



Demonstragdo. (i). Se |x| > |y| entdo ||x| — |y|| = |x| — |y|. Caso contrdrio, se |z| < |y| entdo
l|z| — |y|| > |z| — |y|. Logo, sempre é vélido que |z| — |y| < ||x| — |y||. Pela Desigualdade
Triangular, temos [z| = |(z — y) +y| < [(x — y)| + [y, ou seja |z| — [y[ < |z — y|. Temos
também |y| = |(y — =) + z| < |(y — x)| + |z|, 0 que resulta em |y| — |z| < |y — z|. Como
[z =yl = |y — «| entdo |y| — || < |o -y

,isto é, |x| — |y| > —(]z — y|). Assim temos
—(lz —y|) < |z| — |y| < |z — y|. Logo, pelo item (iii) da propriedade 2.5, podemos concluir
que ||z] — |y|| < |z — y|. Portanto, para quaisquer niimeros reais x, y e z, sempre ¢ verdade
que || — |y < [lz] = [yl| < |z —yl.

(ii)). Como = — z = (x — y) + (y — 2), entdo pela Desigualdade Triangular temos que
[z —zl=|(z—y)+ -2 <z -yl +Iy—2)l

(iii). Se z, y ou z for igual a zero, a desigualdade segue. Vamos entdo assumir que |z| >
ly| > |z| > 0. Temos, pelo item (vi) da proposi¢do 2.5, que

|z +y+ 2|+ 2] + |y + 2] = |z +y| — |2+ 2] — |y + 2]
2]

z z z z
- e et 2] e -
i T i i T i i T

Como‘y‘gl e ‘z‘gl,entﬁollqtg‘:l—i—y e ‘14—3‘:14—3.
A xXr s A e xXr

Assim, temos

z z z z
g 2] e
i T T X X i T i

z z z z

LI N NN

T T T Xz T T T X

Mas, 1+g+3’2<1+y+3) e ‘y)+ = Z’g—l—z).Logo,

T T i x i T T T

y
x

z z z z
1+ 242 = i+ 24 2) 1 2+ 2] - |2+ 5] 20
x xr x x x xr X

E disso segue que |z +y + 2| + |z| + |y| + |z| = [ +y| — |z + 2| — |y + 2| > 0.

Ou seja,
le+y+z|+ x|+ |yl + 2| > |z +y|+ |z + 2|+ |y + 2|



1.4 A Funcao Quadratica

A Funcdo Quadrética cuja lei de formagao é

f(x) = ax® + bz +c,onde a+#0,b,c€R,

pode apresentar-se também sob a forma

b\> A )
f(x)—a(m—i—%) ~ I onde A =b" — 4dac

Pois,

ar’ +br+c = a

E com essa forma fica mais acessivel falar sobre maximos e minimos desta funcdo. O valor
minimo ou méximo, da funcdo quadrética € o menor ou maior, respectivamente, valor possivel

que f pode assumir quando fazemos x percorrer o conjunto dos nimeros reais.

2
Sendo a > 0, podemos notar que quanto menor for o valor de (:c + 2—> , menor também
a

2
b ) )
serd o valor de f. Como (x + % > 0, entdo seu valor minimo € zero e isso ocorre quando
a

xr = ——. Similarmente, quando a < 0 o valor mdximo de f € obtido para x = ~og"
a a

Exemplo 1.1. Se x,y sdo niimeros positivos com x© + y = 2a, entdo o produto ry é mdximo
quando x =y = a.

Se z+1y = 2a, entdo y = 2a — x. Assim, zy = z (2a — ) = —x% + 2ax = — (z — a)® + a?

e tem valor méximo quando z = a, ou seja, r = y = a.



Exemplo 1.2. Na figura abaixo ABCD é um retdngulo inscrito dentro do circulo de raio r.

Encontre as dimensdes que nos ddo a maior drea possivel do retangulo ABCD.

D, C
: >
| ’V‘//
I -7 Y
1
Ol x
|
|
I
A B

Figura 1.1: Retangulo inscrito no circulo A

Como a drea do retdngulo é A = 2z - 2y = 4xy e y = Vr?2 — 22, entdo temos também que

A = 4dxvr? — x2.

Podemos, sem muita dificuldade, nos convencermos de que as dimensdes, que nos dao o

valor maximo de A, sdo as mesmas que nos dao o valor maximo de A2. Assim, temos
r2\ 2
f(z) = A* = 16r*2* — 162" = —16 (x2 — ?) + 47t

: , L. rv2
E disso temos também que A? é mdximo quando x = T\/_ Como y = Vr?2—2a? =

2 /2 o o
r2 — 5= 5 logo as dimensdes pedidas sdo de um quadrado de lado 2.

1.5 Uma Desigualdade Fundamental

A primeira desigualdade que consideraremos, fundamental para a resolu¢do de problemas, é
a desigualdade entre a Média Aritmética (M A) e a Média Geométrica (M G) de dois nimeros

nao negativos a e b que é dada por

a;_bZ\/%7

com igualdade se, e somente se, a = b.

a+b

Os numeros e VvV ab sdo chamados de Média Aritmética e Média Geométrica de a € b,

respectivamente. E para demonstrarmos esta desigualdade basta notarmos que



a+b_¢%:a+b—2%%:(V__¢®2>o

2 2 2 -

com igualdade quando /a = Vb, ou seja, a = b.

Observacao 1.1. A demonstracdo desta desigualdade também pode ser feita usando proprie-
dades geométricas. Vejamos:

Considere o semicirculo construido abaixo com a = BD, b = DC e diédmetro BC = a + b.

@ b

Figura 1.2: Triangulo inscrito

Seja A o ponto onde a perpendicular a BC em D intercepta este semicirculo, com AD = h.
Seja também E o ponto de encontro da projecdo perpendicular de OD sobre o raio AO e a e b
as projecoes de AB e AC sobre BC, respectivamente. Como os tridngulos ABD e CAD sdo

semelhantes, pois ambos sdo retos em D e os dngulos CAD e ABD sdo congruentes, entdo

h «a

Como os tridngulos AOD e ADFE também sdo semelhantes, pois sdo retos em D e E e sdo

congruentes os dngulos AOD e ADFE, entdo

g _\/%:> ~ 2ab 2
Vab 4t at+b (141

b
Mas, g < h < %. Logo,

2 b
i 1§vw§a+.
P 2

A igualdade ocorrerd quando o ponto O coincidir com o ponto D. Ou seja, quando a = b.

Nota: O niimero é chamado de Média Harménica (M H) entre a e b.

Q |~

_|_

o=
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Capitulo 2

Desigualdades Numéricas

Apresentaremos a partir daqui, usando ideias simples e alguns passos logicos, resultados
sobre desigualdades de rara elegincia e muito importantes para varios ramos da Matemdtica.

2.1 Desigualdade das Médias

2.1.1 Com duas e trés variaveis
Veremos agora as desigualdades Aritmética, Geométrica, Harmonica e Quadratica, muito

utilizadas na resolu¢@o de problemas.

?

Teorema 2.1. Sejam a,b € R*. Os niimeros
b 2
0 MG=Vab e MH=

Y

Q=
Sl

2 2
MQ =/ "ZH’, MA =

sdo chamados respectivamente de médias, quadrdtica, aritmética, geométrica e harmonica dos

nimeros a e b, e € vdlido que

MQ > MA> MG > MH.

Ocorrendo igualdade se, e somente se, a = b.

Demonstragcdo. Primeiramente vamos provar que M) > M A.

11



Sendo a,b € R* temos que

a?—2ab+b*>>0
a® + b* > 2ab
2(a* +b*) > a* + b* + 2ab

2(a® 4 b*) > (a +b)?
(a2 + b2) (a + b)>

a—i—b2 (a+b>
a? + b? a—l—b

>
TN T =

A igualdade ocorrerd se, e somente se, a — b = 0, ou seja, a = b.

(a—0)>>0

t ¢t T

(:

Temos também que

(Va—vVb)?>0 < a—2Vab+b>0
= a+b22\/%
VN a;bzx/@

Assim, temos que M A > MG, onde a igualdade ocorre se, e somente se, y/a — Vb =0, isto &,
a =b.
Finalmente provaremos que MG > M H. Para isso, notemos que

(Va—Vb)?>0 < a+b>2Vab
2v/ab

& 12>

& ab >

2
s Vab >

Com igualdade se, e somente se, \/_ Vb= 0,1isto é, a = b. U]

Da mesma forma, para a, b, c € R™, podemos definir respectivamente de médias, quadratica,

aritmética, geométrica e harmodnica dos nimeros a, b € ¢, 0s nimeros:

2 2 1 2 b
MQ:,/%, MA:%, MG =Vabe e MH=1—1—

12
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E de forma similar ao Teorema 3.1 temos, para trés varidveis, o Teorema abaixo:

Teorema 2.2. Sejam a,b,c € R tais que

[a2 1+ b2 2 b
MQ = %7 MA:%) MG = vabe e MH:+—-

Entdo

= QO
_I_
Q=

Q =

MQ>MA>MG> MH.
Ocorrendo igualdade se, e somente se, a = b = c.

Faremos somente a demonstracio da parte M A > MG, mas faremos de uma forma especial.
Vejamos:

Demonstragdo. A fim de remover a raiz cubica, facamos

a:a’j?)’ b:yg’ C:Z3

Assim, precisamos mostrar que

4y + 28

—_— > 1Y2.

3
Ou seja,
3,3 .3
x> +y 4+ 27— 3zyz > 0.

Sendo

(z+y+2) (2P +y+2°—ay—az—yz) =2 +y° + 2° — 3ayz, 2.1)

o que pode facilmente ser verificado fazendo a multiplicacdo dos termos do primeiro mem-
bro, e como a, b, c sdo ndo negativos, entdo = + y + z também &. E desta forma, € suficiente
mostrarmos que

2+ 4+ 22—y —axz—yz > 0.

Mas, como € vélido que

Ou seja,
2+ y2 > 2xy, 22+ 22 > 2z, y2 + 22> 2yz.

Entdo, somando-se estas trés desigualdades, membro a membro, obtemos:

2(2* 4+ y* +2%) > 2(zy + 2z +y2).

13



Logo, 72 +y* + 2% — xy — xz — yz > 0, como querfamos. E a igualdade ocorrera se, e somente

se, (x—y)* =0, (x—2)>=0, e (y—2)°=0,0queequivaleaz =y = z. Isto §,

a=b=c.

Observacao 2.1. Existem outras maneiras de verificar a validade da desigualdade (2.1).

Usando Fatoracgoes:

Pyt + 2 -3y = (v +y)? - 3wy(r+y) + 20— 3ayz

(x+y)* +2° = 3wy(z +y) — 3wyz

(x+y+2)°=3+y)z(zr+y+2)—3zy(x+y) — 3ayz

= (r+y+2)?°-3x+yzlr+y+2)—3zy(r+y+2)

(+y+2) [(z+y+2)*=3(x+y)z — 3zy]

(z+y+2)[(z+y+2)°—3zz— 3yz — 3ay]
( )

c4y+z) (P +y 42—y —xz—yz).

Usando Determinantes:

Como um determinante ndo se altera se substituimos uma linha com sua soma por duas

outras, entdo

Ty oz (r+y+2) (+y+z) (z+y+2)
x y | = z x Y
Y z oz Y z x

Logo,
P4yt 42 =3y = (v4y+2) (P +yP 2 —ay—yr—a2).

A desigualdade entre as médias também € vdlida para um nimero arbitrario de varidveis e
existem dezenas de formas de fazer esta demonstracdo. Nossa demonstracdo estd baseada no
lema apresentado e demonstrado logo abaixo. Vale ressaltar que a desigualdade entre as médias
€ de extrema importincia para demonstrar outras desigualdades mais complicadas e também

para encontrar maximos e minimos de expressoes.

14



Lema 2.1. Se a, as, ..., a, sdo niimeros reais positivos tais que aias - - - a, = 1, entdo
a1 +ag+---+a, >n.

Valendo a igualdade se, e somente se, a; = ay, = --- = a, = 1.

Demonstracdo. Vamos provar isso por indugdo sobre n. Vejamos:

Para n = 1, a desigualdade € verdadeira pois se a; = 1 entdo a; > 1. Se n = 2 entdo
aiay = 1, e como a; + as > 2,/a,ay, uma vez que (\/a; — \/@)2 > (, entdo temos também
que a; + as > 2. Suponhamos que a desigualdade seja vélida para n = k, isto €, para nimeros

reais arbitrarios e positivos aq, as, ..., a tais que ajas - - - a; = 1 seja valido que
a1+a2—i—~-—|—ak2k,

com igualdade se, e somente se, a1 = ay = -+ = a; = 1.
Vamos mostrar que ela também € vélida para n = k£ 4 1. Sendo os nimeros reais arbitrérios e

positivos aq, as, ..., g, Qx4 tais que aias - - - agar+1 = 1, temos dois casos a considerar:

1) Se todos os nimeros forem iguais, ou seja, se a; = ay = -+ = A = Ap4+1, €NtAO teremos
a; = as = --- = a = agy1 = 1, pois por hipdtese estamos supondo que aas---ar = 1. E
neste caso a desigualdade € claramente satisfeita.

ii) Se nem todos os nimeros forem iguais, como nao podemos ter todos os nimeros menores
que 1 e nem maiores que 1, uma vez que o produto deles € igual a 1, entdo existird entre eles
um que € menor 1 e outro que € maior que 1. Assim, supondo sem perda de generalidade que
a; < leay > 1. Pela hipétese de indugdo, se para a sequéncia de k termos ajas, as, ..., Gk, Gg11

acontecer que (ajaz) - ag - -+ - ag - ag+1 = 1 entdo,
ajas +as~+ -+ ap + agy1 > k,
onde ocorre igualdade se, e somente se, aja; = a3 = - -+ = ap = aj,1. Desta forma, temos que

artayt+--tap = artat--t+agtagn +1+aa—1—aa
= aagtaz+---tagt+app t1l+a—aa—-1+a
ajag +az+ -+ ag + a1+ 1+ (ag — 1)(1 — ay)

> k+1+(a2—1)(1—a1)

> k41, pois (ag—1)>0e (1 —ay) > 0.
Aigualdade ocorrera se, e somente se, ajay = a3 = -+ = ap = a1 = 1 e (az—1)(1—aq) =0,
ouseja, a; = as = az = -+ = a, = apy1 = 1. Logo, devido ao principio de indugdo

matematica, temos a demonstragcao desejada.
O
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2.1.2 Generalizacao

Teorema 2.3. (Desigualdade das Médias). Sejam ai,as, ..., a, nimeros reais positivos. Os

numeros

)

n n

n
1 1 1
atet ta

MG = Yajas---a, e MH=

sdo chamados respectivamente de médias quadrdtica, aritmética, geométrica e harmonica dos

nimeros ay, s, ..., Gy, e é vdlido que

MQ>MA>MG> MH.
Com igualdade se, e somente se, a1 = ay = -+ - = Q.
Demonstracdo. Primeiramente vamos provar que M A > MG, isto &,

CL1+CL2+CL3+“'+CLn
n

> /a102 - - - Q.
Seja MG = {/ajas - - - ay.

Temos,

1_\”/Cl16l2"'an_n @ a2 an
MG VMG MG T MG

Mas isso implica que ]\jflG . ]\ZQG e ]\ZHG = 1. Logo, pelo lema demonstrado acima, temos
que
ai i as I i Qn >
.. n
MG MG MG —
Ou seja,

a;+ag+as+---+a

> JJaiay - Qy,.

n
. a1 a2 Qp . .
Com igualdade se, e somente se, —— = =...=——istoé,a; = a3 = - - = Q.
g ’ MG T MG MG e "

Mostraremos agora que MG > M H, ou seja

Vaias - an >

16



Por M A > MG temos que

1 1 1 11 1
ai a9 Gy, a1 a2 Qn

Assim, temos que

n
3
ajaz -« Ay 2 4T3 T
wTa Tt
. 3 1 1 1 .
A igualdade ocorrerd se, e somente se, — = — = --- = —,0US€ja, 4] = Ay = - = Q.
ai 5] Qn,

Por ultimo, para mostrarmos que M () > M A usaremos que

(a; — aj)* > 0 & 2a;a; < a? + a?.

Vejamos:
(MAY = a1+ ay+ -+ an\’ _ai+a3+ -+ ad 4 2a0a0 + 20003 + - - - + 20,10,
N n N n?
- ai+as+---+al+(af +a3)+ (af+a3)+ -+ (ai_ +a?)
= 2
_ nlaitat - +a)
= —
_ aitad+---ta
N n
2

= (MQ)".

Logo, M@ > M A e aigualdade ocorrera se, e somente se, a1 = ag = -+ = ay,.

Portanto, para toda cole¢ao de nimeros reais positivos ay, as, ..., a,, € sempre valido que

MQ@Q > MA> MG > MH.

E, além disso, a igualdade ocorrerd se, e somente se, a; = ay = - -+ = Q.

17



2.2 Desigualdade de Bernoulli

Teorema 2.4. (Desigualdade Generalizada de Bernoulli) Sejam x;, i = 1,2, ...,n, nimeros

reais com o mesmo sinal, maiores que -1. Entdo temos que
(I4+z)(T+mz) - (14x,) >1+x1 + 224 + . (2.2)
Demonstragdo. Faremos a demonstracdo por indugdo sobre n. Paran = 1 temos que 1 + z; >
1 4+ x1. Suponhamos que para n = k, e nimeros arbitrarios x;, maiores que —1,7 = 1,2, ..., k,
com o mesmo sinal, a desigualdade seja vdlida, ou seja
(I4+z)(1+a) - (I4+zp) >1+x +20+ - 25 (2.3)

Paran=k+1l,ex; > —1,1=1,2,.... k, k + 1, arbitrarios de mesmo sinal, temos que

(x1 4+ 22+ -+ + xp) xR > 0. (2.4)

Mas, por (2.3) e (2.4) temos também que

(I+z)(I+a2) - (L4+z)(1+ap41) = Itz +a+- + o)l + i)

= I+ +ao+- o+ (1 +zr+ 22+ + o) T4

2 1+l’1+$2+"‘+$k+1

Portanto, a desigualdade € valida para n = k£ + 1, o que completa a demonstracao. [
Corolario 2.1. (Desigualdade de Bernoulli) Sejan € N e x > —1. Entdo (1 + z)" > 1 + nax.

Demonstragdo. Fazendo x = x1 = x5 = ... = x,, na desigualdade (3.1), obtemos

(I1+2)" > 1+ na.

O

Uma outra forma de demonstrarmos esta desigualdade é notando que se 0 < a < ben € N,
tal que n > 1, entdo

b — a™

b—a

18



Visto que

b — a™
b—a

— bn—l +bn—2a+ . +ban—2 +an—1 Z an—l +an—1 4o +an—1 — nan—l‘

Basta tomarmos b = 1 + x e a = 1, pois

b—a (14+2z2)—1
< (1+2z)" =1
x

& (1+2)" >1+ne.
Note ainda que o fato de ser b > 0, implica também em = > —1 e x # 0, pois a # b, 0 que
faz a demonstragdo ser completa.

Observacao 2.2. Este coroldrio (Desigualdade de Bernoulli para n € N) pode ainda ser de-
monstrado pela desigualdade M A > MG, e também por derivadas.

Os préximos dois coroldrios sdo extensdes do corolario 3.1 (Bernoulli).

Corolario 2.2. Sejax > —1er > 1, r € Q. Entdo
(1+2)" >1+rz.

Demonstragcdo. Sejar = E, onde mdc(m,n) = 1. Como r > 1, entdo temos que m > n.
Fazendoa; = ay, = -+ :aZ: l+7rz e api1 = apio ="+ = a, = 1. Temos:

Se 1 4+ rx < 0, entdo ndo ha o que fazer. Assim, supondo que 1 4+ rx > 0 e usando que
MA > MG temos que

mr+m rnr+m _n+rnz+m-—n _ n(l+rz)+m-—n

]. + X = = = —
m m m m
_ art+ay+--F+ayt+ap1+Fan > vaa A
m
= V(A +rz)n=1+rz)m = (1 —I—Tl’)%.
Mas isso equivale a dizer que (1 + x)” > 1 + rz, 0 que queriamos demonstrar. 0

Corolario 2.3. Sejaxr > —1lea e R. Se 0 < a < 1, entdo
(1+2)* <1+ az,

e, se o < 0oua > 1, entdo
(1+2)* > 1+ ax,

onde a igualdade ocorrerd se, e somente se, v = (.
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Demonstragdo. Suponhamos que « seja um numero racional tal que 0 < a < 1. Assim,
m o . o

tomando-se & = —, onde m e n sdo inteiros positivos e 1 < m < n, teremos, pela hipdtese de
n

ser 1 + x > 0 e também pela desigualdade M A — MG, que

(1+2)* = 1+2)% =/QA+z)m 1nm

- Q/\(14_3(;).(1_|_1:)-...-(1—|—x)-1~1-...~1

—~
m n—m

(I+az)+(1+a)+ -+ (1+a)+1+1+ - +1
n

m(l+z)+n—m
n

n+ mx

n
m

= 14—z
n

= 1+ ax.

Assim, (1 + z)* < 1 + az, e aigualdade ocorrerd quando todos os fatores da desigualdade
forem iguais, ou seja, (1 +z) =1, x = 0.

Com isso demonstramos a primeira parte da desigualdade para o caso de v ser um nimero
racional. Suponhamos agora que « seja irracional e que 0 < a < 1. Como o conjunto dos
nimeros irracionais é denso em R, entdo deve existir uma sequéncia r,, = (11,72, ..., 7, ...) de
numeros racionais com 0 < r, < 1 tal que limr,, = «. Desta forma, pelo que foi demonstrado

anteriormente para expoentes racionais, temos que

(1+z)"<1l+4+mrmx, z>-1, n=1,23,..

E com isso, teremos

(14+2)* = lim(1+z)™
< lim (14 ryx)
= l+ax

Com isso, vamos agora mostrar que para valores irracionais de a, onde 0 < o < 1 e z # 0,
acontece que (1 + z)* < 1 + axz, ou seja, se x # 0 entdo ndo ocorre igualdade. Para isso,
tomemos um nimero racional r tal que o < r < 1. Como 0 < & < 1, entdo, pelo que jé foi
demonstrado, temos que

ﬂ+@%§1+%m
O que implica em
(I4+2)* < (1 + %x)r.



E sendo x # 0, temos ainda que (1 + g:c) <1+ rZr=1 + az, ou seja,
r T

(1+2)" <1+ ax.

Assim, o teorema fica demonstrado paraocasoemque x > —1 e 0 < a < 1. Vamos
mostrar agora sua validade para o segundo caso. Seja o € R tal que a < 0 ou @ > 1, se
1+ ax < 0, entdo temos claramente a desigualdade satisfeita, uma vez que o primeiro membro
¢ ndo-negativo enquanto, o segundo é negativo. Se, porém, 1 + az > 0, ou seja, ax > —1,

teremos: Se a > 1, entdo pelo que foi demonstramos na primeira parte, serd valido que

1 1
(I+azr)e <1+ —ar=1+uz.
a

Ou seja,
(14+2)*>1+ ax,

onde a igualdade ocorrerd para x = (.
E se fora < 0. Se 1 + axr < 0, entdo a desigualdade é evidente. Se 1 + ax > 0, entdo

. o Q )
tomando-se um numero positivo n € Z tal que —— < 1, novamente pelo que foi demonstrado
n
na primeira parte do teorema teremos

(1+x) Fc1- Y
n
a 1
< (1 n >
(1+2) T 1l-cz
a «
& (I4+z)n > 14 —=z,

2
. . « .
onde a tltima desigualdade deve-se ao fato de — 2 > 0. Pois,

n2
2 2
a—2x2>0 s ——22 <0
n n
2
s 1-Za?<1
n
== <1+—x>(1—gx><1
n
& —=>1+—x
1_E n

o

a
Logo, sabendo-se que (1 + xz)» > 1 + —uz, elevando-se a n ambos os membros e usando o
n

21



coroldrio 3.1, obteremos que

a n

(1+2)* > <1+—x)
n
o
l1+n—=z
n
= 1+ ax.

v

Notemos que a igualdade ocorrerd se, e somente se, z = 0, e isso completa a demonstracdo do

teorema.
O

2.3 Desigualdade de Cauchy-Schwarz

A Desigualdade de Cauchy - Schwarz € uma das mais importantes e utilizadas em toda a
Matematica. Ela tem muitas generalizagcdes, entre elas destacamos a desigualdade de Holder,

apresentada um pouco mais a frente.

Teorema 2.5. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Sejam ay,as, ..., a, e by, bs, ..., b, niimeros

(5) (54) = ()

reais. Entdo temos que

ie.
(a2 4ag®+- - -4a,2) (01 +by° +- - -+b,2) > (arby +agby+- - - +aynby,)?. A igualdade ocorre
se, e somente se, as sequéncias (a1, ag, ..., a,) € (b1, b, ..., b,) sdo proporcionais, i.e. Zl = % =
1 2
— an
=5

Demonstragédo. Considere o trindmio (a;x — b;)%. Como (a;x —b;)* > 0 entdo Z(aix —b;)?

i=1
0. Mas,

n n

Z(aix —b)? = Z(a?xQ —2a;bx + b7) = 2? i a? — 2z i a;b; + i b2,
i=1 i=1

=1 =1 =1

Assim, para esse trinOmio ser ndo-negativo para qualquer z € R, o discriminante ndo pode

22

ser positivo. Ou seja,

E isso implica em



(&) = (54) (£%)

a desigualdade desejada. A igualdade ocorre se e somente se a;x — b; = 0,com¢ = 1,2, ....n,

ou seja,
ay  ay _ ap
by by b,
O
Observacao 2.3. Se fizermos by = by = ---b, = 1 encontramos a desigualdade M A > MG.

Corolario 2.4. Sejam a, b, x,y niimeros reais com x,y > 0. Entdo temos que

2 2 2 2 2
(a+ D) ) a_+b_+c_z(a+b+c)'
T Y z r+y+z

b2
1) —+—>
x Yy T+y

Demonstragdo. (1) Partindo do principio que (ay — bx)? > 0 para todo a, b, x, y reais . Temos
a desigualdade satisfeita, pois

(ay — bx)* >0 a’y? — 2abzy + b*2* >0
a’y? + b*x? > 2abxy
a’ry + a®y® + b2z + bPry > a’ry + 2abxy + by
a*y(z +y) + Va(x +y) > zy(a+b)*
(a®y + 0*z)(z +y) > zy(a +b)*
a’y + b*x - (a+b)?
Ty Tty
2 2 2
o bV (ath)
T Y r+y

(O A

(s

b
A igualdade ocorrerd se ay = bz, ou seja, ¢ _ —.
x
’ a b 2
Uma outra demonstrago seria notar que (a +b)* = (—\/5 + —\/§) e que pela Desigual-
Yy

VAN
dade de Cauchy-Schwarz

<%\/E+%\/§)2 < (%2 +§) (z +y).

(2) Aplicando duas vezes a desigualdade (1) demonstrada acima, temos
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a v (a+0b)? ¢
+— 4 LT

|
|
|

v
|

T Y z Tty z
> (a+b+ 0)2.
rT+y+z
. a b c
Com igualdade se, e somente se, — = — = —.
r Yy oz

]

Corolario 2.5. Sejam aq, as, ..., ay,, by, bs, ..., b, niimeros reais tais que by, b, ..., b, > 0. Entdo

2 2 2 9
T a2z _ (a1 +as+---+ay
l)—1—|——2+...+_2(1 2 )’

b1 by by = bitbad---+ by
iy o % an _ (a1 +ag+---+ay)?

— e+ > ,

ii) by bo b, — a1by + azbs + -+ + a,b,

i a 1 a; a a, \ >
1 2 n L ) .
i) —+ =5+ +-—7 > LI I
)b% b3 b%_a1+a2+...—|—an<b1 by bn)
Com igualdades se, e somente se,ﬂ _ % _ %_

by by by,

Demonstragdo.

1) (Por inducdo sobre n). Esta desigualdade € uma generalizacao do coroldrio anterior. Paran =
1, temos claramente desigualdade satisfeita. Suponhamos que para nimeros reais arbitrarios

ay, ag, ..., ax; by, ba, ..., by com by, bo, ..., b > 0, seja vélido que

GG, %y @rat ta) 2.5)
by by b by +by+ -+ by

Ou seja, a desigualdade seja vélida paran = k.
Temos,

2 2 2 2 2 2
a a ay+azx+---+a a
et ST T k1 S (1 2 k) k+1

by by by bppyr by +by+ -+ by bit1

Pelo resultado (1) do corolario 3.2, temos também que

(a1 + ag + -+ ax)? a%+1>(@1+a2+"‘+@k+@k+1)2
R ey T O A R

Logo,
a? a3 G%H (a1 +ag+ -+ app1)?
A2y >
by by br+1 by +by+ -+ bpp
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Isto €, a desigualdade também € vélida para n = k+ 1. Portanto, € sempre valida paran € N.

. aq (05} a
Com igualdade se, e somente se, — = — = ==,
by by by,

Vale relatar que, com esta desigualdade, podemos fazer outra demonstracdo da Desigualdade
de Cauchy-Schwarz, pois

27 2 27 2 21 2
a1°b as°b a,°b
a?tat e = g b e
bl b2 bn
(a1by + agby + - - + anby,)?

bi? 4+ bo? + -+ by,”

E isso implica diretamente que

(a2 +a® + -+ a, ) (012 + b + -+ 0,%) > (a1by + agby + - - + anby,)?

ii) Por (i) temos

N S S
by ba by B arby azby by,
(a1 4 as + --- 4 a,)’

aiby + asby + - -+ + apby,

iii) Também € uma consequéncia direta de 1), pois

2 2 2

al a2 ay
ar Qs Qn b b 3
b b3 b2 a;  ag an,
2
> 1 <ﬂ+%+ _|__”)
T oartaytcdan \bi by by

Observacao 2.4. Estas trés desigualdades também sdo chamadas de Desigualdades de Cauchy-
Schwarz na forma Engel.

Corolario 2.6. Sejam aq,as, ..., a,; by, by, ..., b, niimeros reais. Entdo

VA + 0+ Jai+bi+ -+ a2+ 02>V (ar+Has+ -+ a,)?+ (b + b+ + b))%
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Demonstragdo. (Por indugdo sobre n). Para n = 1 ndo ha o que demonstrar. Paran = 2 a
desigualdade € vélida, pois pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz temos que

(af +83) - (a3 +63) = (w102 +biby)’
& \Jal B \Jad + B > (aray + biby)

<~ 2\/0/% +b% . \/G% +b% > 2a1a9 + 2b1bsy

& a§+b§+2\/a%+bf-\/a§+b§+a§+b§za§+2a1a2+a§+b§+2b1b2+b§
2
& <\/a%+b%+\/a§+b§> > (a1 + az)® + (b1 + by)?

& a2+ 02+ \/a§+b§ > \/(a1+a2)2+(b1 + by)?.

Supondo a desigualdade valida para n = k, ou seja,

\/a%+b%+\/a§+b§+---+\/ai+bi2\/(a1+a2+---+ak)2+(b1+b2+---+bk)2.

Paran = k + 1, temos que

VA T8+ G B+ -+ Al + 0+ Jad,, + 6,
2\/(a1+(12+"'+ak)2+(b1+b2—|-"-+bk)2—|—\/ai+1+bz+1

> (a1 +as+ -+ app1)? + (b +bo+ -+ 4 byp)?

E isso completa a demonstracgao.

2.4 Desigualdade do Rearranjo

A Desigualdade do Rearranjo tem muitas aplicagdes e a partir dela podemos provar algumas
desigualdades famosas, tais como a Desigualdade das Médias M A — MG, a Desigualdade de
Cauchy-Schwarz, a Desigualdade de Nesbitt e a Desigualdade de Tchebyshev, apresentadas em

sua sequéncia e que serdo demonstradas.

Teorema 2.6. (Desigualdade do Rearranjo) Sejam a; < as < --- < a, e b <by<--- <
b, colecées de niimeros reais. Para qualquer reordenacdo (ay,ay, ...,a,) de (ay,as, ..., ay),

temos que

a1b1 + a2b2 + 4 anbn Z allbl -+ a;bg + -4 CL;,Lbn (26)
> anbl + an_lbg + -+ albn. (27)
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Além disso, as igualdades em (2.6) e (2.7) ocorrerdo respectivamente se, e somente se,

(a),ay, ...,a,,) = (a1, a2, ...,a,) € (a}, ay, ..., @) = (G, Ap_1, ..., a1).

Demonstragdo. Seja S = a)by + ayby + - - - + a,,b,. Como existem finitas (n!) reordenagdes
de (a},a,, ...,a,), entdo uma delas torna S maxima. Suponhamos que seja (21,73, ..., z,) a
reordenacgdo que torna S maxima, provaremos que (1, T, ..., T,) = (a1, as, ..., a,). Para isso,
basta mostrarmos que r; < x5 < --- < x,. Sendo assim, suponha que existam indices r < s,
1<r<nel <s <n,tais que x, > xs. Multiplicando-se x, por a € x5 por a,, a variagdo de

S sera de

a,xs + asx, — (a,x, + asxs).

Ou seja,

(ar — as)(xs — x,).
Mas (a, — as)(xs — ) > 0, e isso implica que S aumenta, o que contraria o fato de ser
(1,9, ..., z,) a reordenag¢do que torna S maxima. Assim, temos que 1 < 75 < --- < 1,
e disto resulta que (x1, o, ..., ) = (a1, as, ..., a,). Portanto, o maior valor possivel para S é
ai1by + asby + - - - + a, by, ou seja,

by + asby + -+ + anby > ayby + agby + -+ + ayby.

De forma similar prova-se que o valor minimo de S é a,,b; + a,,_1b2 + - - - + a1b,, 0 que

completard a demonstracao. 0

;. - / ’ /
Corolario 2.7. Para qualquer reordenacdo (ay,a,, ..., a,) de (a1, as, ..., a,), segue que

2 2 2 ’ / /7
ai +ay +---+a, > ara; + aay + - - - + apa,.

Demonstragdo. E uma consequéncia direta do teorema, pois basta fazer na desigualdade (2.6),

a; = b; para todo indice 7, (1 < i < n). O

s . - ’ / ’
Corolario 2.8. Para qualquer reordenagdo (ay, ay, ..., a,) de (a1, as, ..., a,,), segue que

1
bi —_
Q;
para todo indice 7, com 1 < 7 < n, obtemos a desigualdade desejada. O
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2.5 Desigualdade de Tchebishev

Teorema 2.7. (Desigualdade de Tchebishev) Sejam a; < ay < --- < a,eb <by < --- < b,

Entdo temos que

isto é,
(@ +as+ -4 ay) (by +ba+---+b,) < n(aby + agby + -+ + a,b,). Com igualdade
se, e somente se, 4] = Qg = +++ = ap, ou by =by=---=0,.

Demonstragdo. (1) (Usando a Desigualdade do Rearranjo). Aplicando a desigualdade do re-

arranjo vdrias vezes, obtemos

arby + agby + - - + apby, = ar1by + agby + - -+ + ayby,
a1b1 + a/2b2 + -+ anbn 2 albg + (lzbg + -+ anbl,
a1b1 + ngg + -+ ann Z (llbg + a2b4 + -+ CLan,

aiby + agby + - -+ + apby, = arb, + aghy + -+ + azby -,
Adicionando-se membro a membro todas estas desigualdades obtemos, portanto,

n(albl+a252+“-+anbn)Z(a1+a2+---+an)(b1+52+--~+bn)-

Onde a igualdade ocorrerd se, e somente se, a; =ay =--- =a, 0ub; =by=---=b,.
l

Demonstracdo. (2) Pela hipétese de sera; < as < --- < ap,e b < by < --- < b, podemos
notar que para todo 7, j € {1,2,...,n} temos que (a; — a;)(b; — b;) > 0, ou seja,

Clibi + ajbj Z aibj —+ Cljbi.

Com isso, ganhamos que
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< 6%‘) (Z bi) = a1by +arby + arbs + arby + - - + arb,
=1 )

+  aghy + agby + asbz + asby + - - - + azb,
+ a3b1 + Clgbg + agbg + CLgb4 +---+ Cbgbn
+ a4b1 + (1452 + a4bg + &4()4 +---+ a4bn

4+ apby + apbs + apbs +azbs + - - + anby,

< arhy
+ ai1by + asby + ashy
+ a1b1 + CL3b3 + CLQbQ + CL3b3 + (13b3

+ a1b1 + a4b4 + agbg + Cl4b4 + CL3b3 + CL4b4 + a4b4

+ a1by + apb, + azby + a,b, + azbs + ayb,, + ... + a,b,

n
i=1

Ocorrerd igualdade se, e somente se, ocorrer igualdade na desigualdade (a;—a;)(b;—b;) > 0,
isto €,
alz(lQ:"':anOUbl:bQZ"':bn.

]

Observacao 2.5. A Desigualdade de Tchebishev também é verdadeira para o caso de termos
ay > ay > - >apeby >by>--->b,. Porémsefora; <ay < --- < a,eb > by >

-+« > b, (e vice-versa), entdo teremos

(2:1: ai) (Z;: b¢> > nZ;:ab

Vamos agora dar a definicdo de Fun¢dao Convexa e em seguida apresentar mais duas belas
desigualdades, a Desigualdade de Jensen e a Desigualdade de Young, muito tteis na resolugao

de problemas de olimpiadas.
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Funciao Convexa

Definicio 2.1. (Fungdo Convexa). Uma funcdo f : [a,b] — R é chamada convexa no intervalo
I = [a,b] se para todos x,y € I etodo t € |0, 1] tivermos

A=tz +ty) <1 —1) f(x) +1f (y).

Geometricamente, o significado desta desigualdade é que o grafico de f entre os pontos = €
y estd abaixo do segmento que une os pontos (x, f (x)) e (y, f (v)) -

Figura 2.1: Fun¢do Convexa

Propriedade 2.1. Se f é convexa em [a, b, entdo para todos x,y € [a,b], temos que

xr + 1
() <50 @ s,
1
Demonstragdo. Fazendot = 5 na defini¢do temos a desigualdade desejada, pois
T+y 1 1
= 1— = -
(5) = o((2)2)
(1 - —) )+ f (¥)
L
2

z)+ f(y))-

IA

Observacao 2.6. Uma funcdo f : [a,b] — R é dita concava se, e somente se,

f((l=t)xa+ty) > 1 —t)f(x)+tf(y) paratodo t € [0,1] e a <z <y <b.
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Exemplo 2.1. A fungdo exponencial f(x) = e é convexa em R. Pois, dado t € [0,1].

Multiplicando-se a desigualdade e ="+ < (1 —t)e” + te¥ por e =(=D obtemos que

DT < (1 — f)e” +te¥ & 1 < te DW= 4 (1 — f)e~lv=2), (2.8)
Agora, como é vdlido que e* > 1 + x para todo x € R, entdo temos

=) > 1 4 (1—t)(y—a) e e W™ >1—t(y—ux)

Mas isso implica em

te1-D—o) | (1- t)eft(y*r) > 1+ —-t)(y—a)+ A —=t)(1 -ty —x))
= 1.

Logo, por (2.8) temos que a fungdo definida por f(x) = e* é convexa em R.

Observacao 2.7. Uma maneira de verificar a validade da igualdade ¢* > 1 + x para todo
x € R, é notando que o grdfico de f(x) = €” fica acima do grdfico de g(x) = 1 + x, ocorrendo
intersecdo somente no ponto (0, 1), o que faz com que ocorra igualdade no ponto x = 0. Outra,
seria provando que f(x) = e —x — 1 > 0 para todos os valores reais de x. Para isso, note
que f'(z) = € — 1 = 0 quando v = 0. Assim, x = 0 € o tnico valor critico para f(x).
Sendo f'(x) = e continua e também positiva em x = 0, pelo Teste da Derivada da Segunda
temos que f(x) tem um minimo local em x = 0, e este é também minimo global por haver
um tinico ponto critico. Portanto, f(0) = 0 ¢é o valor minimo global de f(x), implicando em

f(z) =€ —x — 1> 0 para todo x real, ou seja, €* > 1 + x para todo = € R.
Exemplo 2.2. A fungdo logaritmica definida por f(x) = Inx é concava em R.

Demonstragcdo. Usando o fato de que a fung@o exponencial é convexa, veja exemplo anterior,

temos que

1—¢t) Inz+tlny

IA

(1—t)-e™® 4t env

= (1—t)-a+t-y
en((1=t)z+ty)

e(

De onde segue que
In((1—t)-a+t-y)>1—t)-Inz+1t-Iny.
Portanto, a funcéo logaritmica definida por f(z) = Inx é concava. 0
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2.6 Desigualdade de Jensen

Teorema 2.8. (Desigualdade de Jensen). Seja [ : (a,b) — R wma fungdo convexa no
intervalo (a,b). Sejan € Ne ay, as, ..., a, € [0, 1| nimeros reais tais que av; oo+ - -+, = 1.

Entdo para quaisquer x1, 23, ..., T, € (a,b) temos

f (Z Oéz'Ii) < Z%‘f(%‘),

flarmy + agxe + -+ + apxy) < agf(x) + asf(xg) + - + an f(2,).

Demonstragdo. Faremos a prova desta desigualdade por inducdo sobre n. Para n = 1, a desi-
gualdade ¢ vdlida, pois temos or; = 1 e sendo f(z1) = f(x;) temos também que (1) =
ajf(x1). O caso n = 2 é também vdlido de acordo com a definicdo 3.1. Suponhamos
agora que para um certo k > 1 e todos z1, s, ...,z, € (a,b) e a,as,...,a, € [0, 1], com

a1+ ag + -+ + «, = 1, tenhamos
flonzy + asxg + -+ - + agrg) < agf(xr) + aof(x) + - + apfag).

Sejan = k + 1 e consideremos agora 1, Xa, ..., Tx11 € (a,b), € oy, o, ..., aps1 € [0, 1] tal

que o + ag + - - - + a1 = 1. Temos que

Q1T1  FQxy + - + Q1T

=  (oqr + agxo + -+ -+ ) + Qg1 Tren

(@51 (%) 6773
= (1 —ag) r1+ To+ -+ ——xk | + 1 Th1
I — apqq I —apn I — agqq
Definamos
a;
fi=——— € y=pix1+ Bowa + - + [y
I —agqq

Temos que y € (a, b) pois, como z1, xg, ..., x, € (a,b), entdo

pra+ Baa+ -+ Bra < Brry + Boxg + -+ Brap < B1b+ Bab+ - Bib
& a(fi+ B+ Br) < Proy + Pora + - Brwr, <0 (B + Ba+ -+ Br)

a1 +oag+ -+ a1 +ag + -+
= a( ! 2 k)<51$1+52$2+"'6k$k<b( ! 2 k)
1—ap I — apqr
l—« l—«
= CL<¢><51$1+B21L’2+"‘5k$k<b<¢)
1 — app 1 — apq
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Assim, ja que f é convexa, temos

flanwy + aoxe + -+ apay, + app1@i1) = f (1 — arg1) ¥ + Qg1 Tpg1) (2.9
< (1= oaw) f(¥) + g f(@hs1). (2.10)

Como 31 + P2 + - - - B, = 1 temos também que

f(y) f(Brxy + Paza + - - - + Prxk)
< Bif(x1) + Pof(xa) + -+ + Brf(an)
- T @) e (),

= _— €T —|—
1 - ak+1f( 2 I — ok 1 — agp

Juntando-se esta ultima desigualdade com a desigualdade (2.10), obtemos a Desigualdade

de Jensen.

]

Observacao 2.8. Se a fungdo for concava entdo a Desigualdade de Jensen inverterd, ou seja,

flarmy + agxe + -+ + apxy,) > ag f(x) + asf(xe) + - + an f(2,).

2.7 Desigualdade de Young

Teorema 2.9. (Desigualdade de Young). Sejam a, b niimeros reais positivos. Se p, ¢ > 0

satisfazem a condi¢cdo — + — = 1, entdo ab < —a? + —b?. A igualdade ocorre se, e somente se,
p q q

p
aPl = ba.

Demonstragdo. Fazendoxz = p-lnaey = ¢-Inb. Como f(z) = e* € convexa, veja exemplo

(2.1), entdo temos que

z .y e ev eplna ed Inb
€P+Z S __{__ = elna-i-h’lb S __|_
p q b q
In aP In b4
e e
o elnab S T
p q
1 1
S oab < —af + -bi.
b q
A igualdade ocorre se, e somente se, = ¥, ou seja, se, € somente se, a”’ = b?. O
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2.8 Desigualdade de Holder

Usaremos agora a Desigualdade de Young para mostrar uma das Desigualdades mais tteis
para a Analise, a Desigualdade de Holder e em seguida usaremos esta desigualdade para de-

monstrar outra desigualdade famosa, a Desigualdade de Minkowski.

Teorema 2.10. (Desigualdade de Holder) Sejam a1, as, ..., a,; b1, bo, ..., b, niimeros reais posi-

tivos e p,q > 1 tais que — + — = 1, entdo
P q

1 1
o5 (59
=1 =1 =1

al  adb ar
A igualdade ocorre se, e somente se, — = —= = ... = -1,
[ pa
1 2 n
~ ai b; .
Demonstragcdo. Facamos a = e b=———Fparai=12,...n

n 1 1
(X im ai)? (im0
Pela Desigualdade de Young temos que

a;b; ) J
RSt I T VAT Y

i=1" i=1"1

—
Q

kS|

| —

S

(=]

Variando esta desigualdade para cada 1 < ¢ < n, obtemos

a1b1 < 1 (Izl) +1 b(i
(S, e Y T p (i al) g (S b)
agbg < 1 CLg _’_l bg
(S )P e T p(Ch ) g (L, b)
anbn 1 CLZ 1 b%
S _

S i S b ) g (o, )

Somando-as membro a membro, obtemos também que

Z?zlazbz 12111 +1Zzlz _1 1 1

S a) (S (o) g ) b

Ou seja,
n n % n %
E E p E q
i1 i=1 i=1
p p P
1 2 @y _ a3 Qy,
Onde, claramente, a igualdade ocorrera se, e somente se, o = o == 7 O]
1 2 n

Observacao 2.9. Fazendo-se p = q = 2 na Desigualdade de Holder obtemos a Desigualdade de Cauchy-Schwarz.
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2.9 Desigualdade de Minkowski

Teorema 2.11. (Desigualdade de Minkowski) Sejam ay,as, ..., a,; by, ba, ..., b, niimeros reais

positivos e p > 1, entdo

(o) =(00) - ()

. ai ag Qn
onde a igualdade ocorre se, e somente se, i e
1 2 n

Demonstracdo. Primeiramente podemos notar que

(CLZ' + bz)p = (CLZ' + bl) (CLZ' + bi)p_l = Q; (CLZ' + bi)p_l + bz (CLZ' + b,‘)p_l
Assim,

n

(a; + b;)" a; (a; + b;)” i b; (a; + b;)” 2.11D)
> ( Z Z

i=1

1 1
Escolhendo-se para p > 1 um niimero ¢ > 1 tal que — + — = 1 e aplicando a Desigualdade de

Holder, obtemos para cada termo do lado direito da desigualdade (2.11) que

1

(i (a; —l—bi)Q(pl)) 7

=1

3
N—
3 =

Z a; (a; 4+ b;)P " < (Z (a;)?

=1

B =

(i (a; + bi)q(p_1)> E -

=1

Z bi (a; +b;)" " < (Z (bz’)p>

=1

Desde modo, temos também que

Q=

Y (a+b) < (Z (ai>p>p + (Z (bi)p> (Z (a; + bi)* ) '

i=1 i=1 i=1
Notando-se que ¢(p — 1) = p, temos portanto que

(o) (i) (5

i=1

() s ()

i=1

Isto é,

=
=
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2.10 Desigualdade de Schiir

Teorema 2.12. (Desigualdade de Schiir) Sejam os niimeros reais a,b,c > 0 e n € R. Entdo

temos que

a"(a—b)(a—c)+b"(b—a)(b—c)+"(c—a)(c—0b) >0,
com igualdade se, e somente se, a =b = coua = b e c =0 (ou permutacoes).

Demonstracdo. Suponhamos, sem perda de generalidade, que a > b > ¢. Vamos separar em
Casos:

Caso 1:Sen > 0, entdo temos
">0¢e (c—a)(c—b)>0.
E isso implica que
"(c—a)(c—b) > 0. (2.12)

Como temos também quea —c >b—c e a" > D", pois estamos supondo que a > b, entdo

Mas,
a*(a—c)>b"(b—rc)
& ad"(a—c)(a—b) >b"(b—c)(a—0b)
< a"(a—b)(a—c)>-=b"(b—a)(b—rc)
& a"(a—b)a—c)+b"(b—a)(b—c) >0

Logo, por isso e por (2.12), temos
a"(a—b)(a—c)+b"(b—a)(b—c)+"(c—a)(c—0b) > 0.
Caso 2 : Sen < 0, teremos
a">0¢e (a—b)(a—c)>0.
Implicando em
a"(a—"b)(a—c)>0. (2.13)
E, por ocorrer que (a — ¢) > (a —b) e ¢" > b", pois estamos supondo b > ¢, temos também
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que
"(a—c)>b"(a—0b).

Ora, mas isso implica também em

b"(b—a)(b—c)+c"(c—a)(c—b) > 0.

De fato,
*(a—c)>b"(a—0)
& (c—a) <V (b—a)
& (e—a)b—c) <b"(b—a)(b—c)
< V'(b—a)(b—c)>—c"(c—a)(c—Db)
S V'(b—a)(b—c)+c"(c—a)(c—b)>0

Assim, pela desigualdade (2.13) e por esta tltima, temos

a"(a—b)(a—c)+b"(b—a)(b—c)+"(c—a)(c—0b) > 0.

Portanto, pelos resultados provados nos casos 1 e 2, a desigualdade € valida para todo n € R.

E a igualdade ocorrerd se, e somente se, a = b = coua = b e ¢ = 0 (ou permutacdes).
O

Corolario 2.9. Se a, b, c sdo niimeros reais positivos, entdo sdo vdlidas as desigualdades:
() a®+0® + ¢ + 3abe > ab(a + b) + be(b + ¢) + ca(c + a).
(i) abc > (a+b—c)(b+c—a)(c+a—Db).
(iii) Sea+ b+ c =1, entdo 9abc + 1 > 4(ab+ bc + ca).

Demonstragcdo. Para o caso (i) basta fazer n = 1 na desigualdade de Schiir. Pois,

ala—0b)(a—c)+bb—a)b—c)+c(c—a)(c—b) >0
< a® —ca® — a®b+ abe + b2 — Ve — ab® + abe + & — b? — Pa+ abe > 0
< @+ b3+ A+ 3abe > a®b + ab® + bPc + b + 2a + ca®
& a®+ b+ + 3abe > ab(a + b) + be(b + ¢) + ca(c+ a).
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Capitulo 3

Algumas Aplicacoes de Desigualdades

3.1 Calculo de Maximos e Minimos

Nesta secdo, vamos tratar mostrar a importancia das desigualdades demonstradas no capitulo
anterior na maximizacdo e minimizagdo de problemas. Vamos aplicar algumas delas e mostrar

como ¢ acessivel e fascinante usi-las em varios tipos de problemas de otimizacao.

1
Aplicacdo 1. Seja x > 0 um niimero real. Qual o valor minimo de x> + =7
x

Solugdo: 1. Primeiramente note que

2’ + 5+ 5 11 L1 V2
3 - 2v 2x 4 2
3
Logo, o valor minimo da expressdo é 37.

Aplicacao 2. Para todos os valores das varidveis a, b, c, d, reais positivas, qual é o menor valor

da expressdo

>
= 1.

Logo, o valor minimo de E é igual 4, e isso ocorre quando a = b = ¢ = d.
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Aplicacdo 3. (Paralelepipedo de Area Mdxima). Prove que entre todos os paralelepipedos de

drea total fixada o de maior volume é o cubo.

Demonstragdo. Seja o paralelepipedo abaixo de dimensdes a,b e c.Temos:

Figura 3.1: Paralelepipedo

Seu volume € dado por
V = abc.

E sua drea superficial é
S = 2ab + 2ac + 2bc.

Assim, pela desigualdade entre as médias M A — MG, temos que

W > /(ab) (ac) (bo)

= (abc)% :

Donde, a igualdade ocorre se, e somente se, ab = ac = bc. Ou seja, a = b = c. Desta forma,

temos
S 3
(2)2 abc% = VS(%)
Logo, o maior volume possivel é V' = (%) e isso ocorre quando a = b = c. [
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Aplicacdo 4. (Cilindro de Area Minima). Prove que o cilindro circular reto de volume V fixado,

que tem a menor drea de superficie é aquele cujo diametro é igual a sua altura.

Demonstragdo. Seja o cilindro abaixo de Volume V/, drea superficial S, raio da base r e altura
h.

h

Figura 3.2: Cilindro de volume fixo

Temos que
S =2m (7‘2 ~|—rh) e V =mxr’h.

S = 27r<7“2+£)
r
V V
= 2 T+ —+—).
7T<T +27rr+27r7“>

Aplicando agora a desigualdade M A — MG, obtemos

1

V Vv vV Vv V2N

2 - - > . 3 A — . _— .
(T * 27r i 27r7“) =3\ 21r 2mr k (47?2>

1
2\ 3

Assim, temos também que

Vv ) Vv .
Logo, Spin = 6m | —= | . Eisso ocorre quando r* = —, ou seja, V = 277>,
472 27r

Mas isso implica que 27r® = 7r?h. Portanto, a drea minima ocorre quando

2r = h.
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Aplicacdo 5. (Tridngulo de Area Mdxima). Prove que entre todos os tridngulos de lados a, b e

¢ com perimetro fixo p = a + b + ¢, o de maior drea é o tridngulo equildtero.

A

B a C

Figura 3.3: Tridngulo de Area Méxima

Demonstragcdo. Seja o tridngulo acima de lados a, b e c e area S. Temos, pela férmula de Herdn,

=5 G- G-

Temos ainda, aplicando-se a Desigualdade M A — MG, que

B-a)+(B-b+(E-0 >§/(zz_a) (2-0)(5-¢).

2

que

Ou seja,

(v/2)"

Desta forma, teremos entao

N T
V2 27 1243
P?
Portanto, a drea maxima é S = , a qual € atingida quando
12v3 q gudaq

—b==—¢c = a=b=c.

N3
N |3
N |3

E isso implica que a drea maxima ocorre quando o tridngulo € equilatero, o que queriamos pro-

var.
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Aplicacao 6. (Equacdo da Reta Tangente a Uma Elipse). Prove que a equagdo da reta tangente

a uma elipse daforma — + = 1 em um ponto (x1,y,) € dada por
rr1 Yy 1
o

r:mx+ny =k

(0,—b)

Figura 3.4: Elipse com reta tangente

Demonstragdo. Suponha que a elipse da figura acima seja dada pela equacao

_+b_2:1’

e seja (r1,y;) o ponto de tangéncia da reta r : mz + ny = k, onde m e n sdo fixos com

m? + n? # 0, e k uma constante real. Como o ponto (1, y;) pertence a elipse entdo

y1_
—+b—2—1.

Por outro lado, como (z1, y;) também é um ponto da reta tangente entdo
mx +ny; = k.

Como queremos que a reta r seja uma reta tangente, entdo sua distancia d a origem deve ser
maxima. Donde sabemos que

|k| _|may + ny|

It JmEin

Precisamos entdo saber sob quais condi¢des d € maximo. Para isso, aplicando-se a Desigualdade

d:
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de Cauchy, temos

(am) % + (bn) %

_ |may + ny |

m? + n? vm?2 + n?
a?m? + b2n? 1/2 x_% . y_f 1/2
m2 -+ n?2 a?  b?

(a2m2 + bZnQ) 1/2

m2 +n?

d

a’m? + b*>n?

1/2
5 5 € 1SS0 ocorre se, € somente se,
m-+n

Assim, temos que d,,q; = (

xi/a /b
— ==L _—c
am bn

?

onde ¢ é uma constante de proporcionalidade. Mas isso implica que

_ _
m = ? e n = ?
Logo, temos
CT1 C
() e+ (5 )v=+
Ou seja,
x| Yy
W ¢

. k .
Mas, como (z1, ;) pertence a elipse, entdo — = 1, e disso concluimos que a equagdo da reta
c
tangente procurada é

2Ty ym

2 2 1.
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3.2 Problemas de Olimpiadas

Aplicaciao 7. (IMO,1995) Sejam a, b e c niimeros reais positivos tais que abc = 1. Prove que

1 1 1
> —.
a®(b+c) +b3(a+c)+c3(a+b) — 2

w

Demonstragdo. Pelo corolario (3.4) do Teorema (4.5), temos que

1 1 1 5 L 1

a3 (b+c) +b3(a—|—c) +c3(a—|—b) a(b—irc) * b(a+c) +c(achb)
(Gti+e)
= (ab+bc+ca)
_ (bc+ca—|—ab) . 1

abc 2 (ab + bc + ca)
ab+ bc + ca
2 (abc)
ab + bc + ca
2

Usando agora a Desigualdade entre as médias M A — MG com trés varidveis temos também

que
3 . .
ab+bc+ca2 S e a ab—l—bc—l—caz?) (ab - be - ca)
3 2 2
ab + bc + ca S 34 (abc)2
2 - 2
2 2
Logo,
1 n 1 n 1 >3
adb+c) Vla+ce) Ala+bd) — 2

Aplicacao 8. (Riissia, adaptada). Mostre que
52014 | (2014 _ 72014

Demonstragdo. Como 52914 + 62914 < 2. 6201 entdo basta mostrarmos que 2 - 62014 < 72014,

Pela Desigualdade de Bernoulli, podemos escrever que
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2014 2014
() (1 ) s

Mas isso implica que 2 - 6214 < 72014, Portanto, 52014 4 62014 < 72014, O

Aplicacdao 9. (OME, 2008). Sejam a,b,c trés niimeros positivos de soma igual a 1. Demonstre

que

2 2 2
aa +2ac | bb +2ab | CC +2bc Z

W

Demonstragdo. Por ser a + b+ ¢ = 1 entdo temos que
(a+b+c)? =a+b*+ 2+ 2ab+ 2ac + 2be = 1.
Temos também

1 1 1 1 1 1
(a2-—+62-—+02-—+2ab~—+2bc-—+2ac~—) =3.
a b c b c
Mas isso implica que
1 1 1 1 1 1
In(a? =4 -+ =42ab-~+2bc- -~ +2ac-— | =In3.
a b c b c

a

Assim, aplicando-se a Desigualdade de Jensen para a fungéo f (z) = Inz, que é concava em

seu dominio para x > 0, como foi demonstrado no exemplo 3.2, temos:

1 1 1 1 1 1
n3 = In(a®> =40 =+ - =+2ab-=+2bc- =+ 2ac- -
a b c b c a

1 1 1 1 1 1
> a2 In(= )+ In(=)+&In(=)+2a-In|{=)+2ab-In[=)+2bc-In| =
a b c a b c
a? b2 c? 2ac 2ab 2bc
= In 1 + In 1 + In 1 + In 1 +In 1 + In 1
a b c a b c
1 a?+2ac 1 b2+42ab 1 c24+2bc
) () o)
a b c
1 a?+2ac 1 b2+42ab 1 2 4+2bc
= 1 Z i = .
OO0 0

Mas disso temos, por ser f (z) = Inx injetiva, que

1 a?+2ac 1 b2 +2ab 1 c?+2be
G @) =
a b c
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Ou seja,

a?+2ac X bb2+2ab X CCQ+2bc 2

W =

a

]

Aplicacao 10. (Iran, 1998). Sejam 1, xo, x3 € x4 nUimeros reais positivos tais que xy - To -

3 - x4 = 1. Prove que

1 1

T2 X3

10

3,,3, .3, .3 1 1
Ty + x5 + a3+ xy > max x1+x2+x3+x4,x—+—+—+m—
1 4

b

Demonstracdo. Seja S = x3 + 3 + 25+ 23 e S; =5 —a?, paral <i < 4. Temos:

S:4S—S _ A4S — (af + a3 + a5 + 7))
3 3

_ (S =)+ (S —a3) + (S — ) + (S — i)

3

1
- 5(51+SZ+S3+S4)
Usando agora a Desigualdade M A — M G obtemos

1 Los 3, 3 3/ 3 .3 .3 1
551=§(x2+x3+x4) > xz-m3~x4:x2-x3-x4:x—
1

E prosseguindo de forma andloga é possivel obter também que

Logo, temos que

Por outro lado, se usarmos a Desigualdade de Tchebyshev obtemos

4(m?+x§+x§+xi) > (:Uf—l—x%—l—a:g—i—xi)~(1:1+x2—|—1:3+x4).

Mas, novamente pela Desigualdade M A — MG também € valido que

ri+ 23+ a3 + 2
4

Ou seja,
o]+ w5+ a5+ >4
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E isso implica diretamente em
SZ $1+[E2+J]3+[E4. (32)

Portanto, pelos resultados (3.1) e (3.2), temos que

1 1 1 1
S >mazx xy + g+ T3+ T4, — + — + — + — 5.
x1 Hp) X3 Ty

O

Aplicacao 11. (APMO, 2003). Sejam a, b e c os lados de um tridngulo, coma +b+c =1e

n > 2 um inteiro. Prove que

VT + e+ o <1+ 2

Demonstragdo. Como a, b e c sdo lados de um tridngulo entdo existem niimeros positivos z,
a+c—>b
2 9

1
. E com isso obtemos facilmente que x +y + 2 = 7 Assim,

Yy, ztaisquea =z +y, b=y+2 e c = x+ z. De fato, basta tomarmos z =
a+b—c b+c—a
= e 2= —

usando a Desigualdade de Minkowski, temos

3=
3=

(@ + 6% = [+ y)" + g+ 2" < @+ 27+ (27
<

(z+2)")" +yi/2
= c+y<l/§

Ou seja,
Var +bn < ¢+ Y V2.
Prosseguindo de modo andlogo, podemos obter
Vo + e <a+z2V2 e \"/m<b+x{7§.
Portanto,
V2

Y(am +bm) + Vb + e+ e+ ar <a+b+c+ {‘/i(x+y+z):1+7.
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Aplicacéo 12. (Desigualdade de Nesbitt). Mostre que para todo a, b, ¢c € R™, é vdlido que

a n b n c >3
b+c c+a a+b 2

Demonstragdo.
1) (Pela Desigualdade do Rearranjo). Sem perda de generalidade assumiremos que a < b < c.
Assim, temos que a + b < ¢+ a < b+ ¢, o que implica
1 1 1
< < .
b+c c+a " a+bd
Aplicando duas vezes a Desigualdade do Rearranjo, obtemos que

a b c b c a
- + > - -
b+c c+a a+b b+c c+a a+bd
a b c c a b
+ + > - -
b+c c+a a+b b+c c+a a+bd

Adicionando-se estas duas inequac¢des ganhamos que

a b c b+c c+a a+bd
2 + - > + + =3
b+c c4+a a—+bd b+c c+a a+bd

Logo,
a N b N c o 3
b+c c+a a+b 2
2) (Pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Fazendo:
a; = Vb+c, ay=+c+a, a3 =va-+b
b ! b ! b !
= 5 = 9 (& -
! vb+c ? ve+a ° va+b
Temos:
1 1 1

@40+ era @) (o4t o) 2
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Ou seja,

1 1 1
2(a+b+c)( + + )29

b+c c+a a+b

& (a+b+c)(1 + ) 9
b+c c+a a—l—b 2
a+b+c a+b+c a—l—b+c>g
b+ c c+a a+b 2
e 44 by e 9 53
b+c c4+a a+b— 2 2

Com igualdade se, e somente se, (b+ c)?> = (c+a)* = (a+b)? Ouseja,a =b = c.
(3) (Pela Desigualdade M A > MH). Sejam os niimeros positivos a +b, c+a e a+b. Temos,

(b+c)+(c+a)+(a+b)> 3

3 m+c+a+a+b

1 1 1
& 2(a+b+c)< + + )29.

b+c c+a a+bd

E a partir dai segue da mesma forma como na demonstrac@o anterior. [

3.3 Desigualdades Geométricas

Aplicacao 13. Demonstre que

2 2 2
g < a”+b°+c ’
- 6
onde a, b, c sao os lados de um triangulo e S, sua drea.
_ ab - senb L )
Demonstracdo. Sabemos que S = — onde 6 é o angulo entre os lados a e b. Como é
b
vélido que sen § < 1, temos também que S < %. Pela desigualdade MG-MQ temos ainda que
2 b2
ab < @+ . Assim,
a’ +b?
S < .
- 4
E de forma andloga podemos obter que
a’ + c? b’ + 2
S < S < .
=74 © 7=y
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Logo, adicionando-se membro a membro estas trés tltimas desigualdades obtemos

a2+ +al+ A0+
4
2(a® +b* 4+ ?)
4
a®> +b* + 2

35

IN

Portanto,

]

Aplicacdo 14. (Desigualdade de Euler). Prove que R > 2r, onde R e r sdo respectivamente, o

raio do circulo circunscrito e inscrito a um triangulo.

Demonstragdo. Considere um tridngulo de drea S, semi-perimetro p e lados a, b, ¢ opostos,
respectivamente, aos vértices A, B e C'. Aplicando a desigualdade M A — M G para os nimeros
reais positivos p — b e p — ¢, temos que

(p—b)+(p—c)>2\/(p—b)-(p—0).

Mas,
a+b+c a+b+c
p—=b)+(p—c) = T_b+T_c
B a—l—c—b+a—|—b—c
N 2 2
= q.
Assim,

a>2y/(p—b)(p—-c)

De forma andloga podemos obter também que

b>2(p—a)-(p—c) e c22V(p—a)-(p—b).

Multiplicando-se os lados, esquerdo e direito, destas trés desigualdades obtemos

abc = 8(p—a)(p—"b)(p—c).

82
Como sabemos que 4RS = abc, " =(p—a)(p—"0)(p—rc) etambém S = pr, entdo
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temos que

abc>8(p—a)(p—>5)(p—-c)
2
& 4R528%

= 4R528§-S

4RS > &S
& R >2r

i

]

Aplicacao 15. Seja AABC um tridngulo de baricentro G. Denotando-se por g, gy, g as
distancias de G aos lados a,b e c, respectivamente, mostre que se r € o raio da circunferéncia

inscrita, entdo:

) >27‘ >2r >2r
l a Z "5 = 5 9Ye = 57
g 3 b 3 g 3

r

Figura 3.5: A ABC de baricentro G

Demonstragdo. (i) Seja a figura acima. Sabemos que ao unir o ponto GG aos vértices A,B,C
obtemos trés tridngulos de mesma drea: AAGB, de base c e altura g., AAGC de base b e altura
g» € ABGC de base a e altura g,.

Assim, sendo S a drea do tridngulo AABC' temos que

Ou seja,



(a+b+c)

Como também sabemos que S = - r, onde r € o raio da circunferéncia inscrita,

. 2
entao
_a+b+c T
Ga a 3
_a+b+c T
9y = b 3
at+b+c r
gc:—._
c 3

E, por ser b + ¢ > a (Desigualdade Triangular), temos

at+b+c b+c
- = 14+
a a
a
> 1+-
a
= 2.
Logo,
>2r
%__3~

Usando as outras duas desigualdades triangulares mostra-se de forma andloga que

r S 2r

— e —.

g © J=73

(1) Pela Desigualdade entre as médias aritmética e harmonica, temos:

9y >

Ya + 9o + ge 3
3 = L4141
Ga 9b Je
B 3
o 3a 3b 3c
(a+b+e)r + (a+b+o)r + (a+b+e)r
JR— 3 J—
RO
Logo,
9o+ gb + Ge >3

r

Aplicacdo 16. Demonstre que para um tridngulo de drea S e lados a, b, c é vdlido que

(a+b+c)

S <
- 16

Demonstragdo. Como sabemos que S = +/p (p — a) (p — b) (p — ¢) onde p é o semi-perimetro
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de um tridngulo de lados a, b, ¢, entdo pela desigualdade M A — MG, temos que

VS = Yplp—a)(p—b)(p—o)

p+(p—a)+(p—-0b+(p—c

4

_ 4p—(a+b+c)

N 4

_ 2(a+b+c)—(a+b+c)

N 4

_atb+e

= I )

b

Portanto, sendo VS = L—l—c’ temos a desigualdade desejada, pois basta elevar ambos os
membros ao quadrado. [

Aplicacao 17. Prove que para todo paralelepipedo reto de arestas a, b, c e diagonal d, se cum-

pre a desigualdade
a+b+c<dv3.

Demonstragdo. Pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz temos que
(a+b+c) = (l-a+1-b+1-¢)?

(1> +124+1%) - (a®>+0° + )

3(a2+b2+02).

IN

Como sabemos que para todo paralelepipedo reto de diagonal d € valido que d? = a® + b* + ¢,

entao
(a+b+¢) <3d>=a+b+c<dV3

Aplicacao 18. Prove que para todo triangulo retdngulo é vdlido que
h < (1 + \/5) xa

onde h é a altura, a é a hipotenusa e r € o raio da circunferéncia inscrita no triangulo.

Demonstracdo. Sejam a, b, c respectivamente, a hipotenusa e os catetos de um tridngulo retan-

gulo. Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, podemos dizer que

(a+b)° = (1-a+1-b)°
S (12+12) (a2+b2) :262.

Mas isso implica em
a+b< V2
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Sendo S a drea do tridngulo, sabemos que

c-h
5= 9

Logo, podemos deduzir

Aplicacao 19. Demonstre que
ha+hb+h029'ra

onde hg, hy e h. sdo as alturas de um tridngulo qualquer e r é o raio da circunferéncia inscrita

nele.
Demonstragdo. Primeiramente note que € valida a igualdade

1 1 1 1

he hy e
pois sabemos que a drea S de um tridngulo de lados a, b, c pode ser dada pelas férmulas
a-h, b-hy c¢-he
= pumg = p’r‘,
2 2 2
onde p € o semi-perimetro do tridngulo. E, disso temos

S =

1+1+1ia+b+cip71
hea hy h. 25 28 28 S r’

Agora, usando a desigualdade M A — MG e M H — MG, podemos escrever

. 1 1 1 3
ho+hy+he >3- /hg-hy-he €6 —+—+—>————.
v ’ ha o he ™ Vha by he

De onde podemos obter

1 1 1
he+hy+h) | —+—+—1]>09.
(ha 4 hy + )(ha+hb+hc) 9
Portanto,

he + hy + he > 9.
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Aplicacao 20. Se S é a drea de um quadrildtero inscrito em uma circunferéncia e p, seu semi-

perimetro. Mostre que
2

p
S<—.
!

Demonstragcdo. Seja um quadrildtero inscrito em uma circunferéncia. Como podemos expres-

sar sua drea S por

S=\p-a)(p-b)(p—c)(p—a),

onde a, b, c,d sdo os lados do quadrilatero, entdo podemos deduzir através da desigualdade
MA — MG que

VS = Vp-a)(p-b)(p—c)(p—d

c = +-b+p-0+@-d
= 4
_ 4p—(a+b+c+d)
N 4
_ Ap—2p
N 4
_ b
5
Logo,
2
p
< —,
= 4

Aplicacdo 21. Seja S a drea de um tridngulo de lados a, b, c. Mostre que:
i) a®+ b+ 2 24\/3-5

11 1 3
i) —+—+— V3
n2 R R2T S

a

1 1 1
i) (a® +b* + %) (h_g + h_g + h_§> > 12.

Demonstragdo. (i) Pela desigualdade entre as médias M () — M G para duas varidveis temos que

b-send
a? 4+ b? > 2ab. Temos também que a drea S de um tridngulo pode ser dada por S = ﬂ,

onde # é o angulo entre os lados a e b e, pela Lei dos Cossenos, é vélida ainda a igualdade:

= a?+ b%> — 2ab - cos 6. Entio,

A+ +E = A+ +a®+b*>—2ab-cosb
2(a2+b2—ab-c089)

> 2(2ab—ab- cosb)

= 2ab- (2 —cosh)
45

= Sen9~(2—0089).
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Com isso, para finalizar a demonstracdo, precisamos mostrar que

(2 — cosb) > V3.
sen ¢

Vejamos:

Como € verdade que sen (0 + %) < 1, entdo

3 1
%—-senﬁ—l-é-cosﬁgl

& 3-senf + cosf < 2

(2 — cos @) > V3

sen 0 -

Portanto, a desigualdade (i) é valida.

(i1) Por trigonometria temos
h,=b-senC e hy=a-senC.

E isso implica que

11 1 1
h_3+h_g B b2-sen20+a2-sen20
B a’+b?
= senC
a4+
482

b- C
pois a drea pode ser dada por S = ey

De forma andloga, podemos obter

1 1_a2+02 1 1_b2+c2

2T i ¢ T Tas

a C Cc

Assim, adicionando-se esses trés resultados, obtemos

2(1 1 1) 2-(a®*+0*+c2)

ERNTANE 452

Ou seja,
1 1 1 (a®+b+P)

EteTeT T e

a &
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Finalmente, pelo que foi provado em (i), temos

1.1 13
h2 R 2T S

a

Para provar o item (iii) basta multiplicar membro a membro as desigualdades provadas em
(1) e (ii).
O]

3.4 Calculo de Limites

3.4.1 O Numero e

O numero e desempenha um papel muito importante em Matemdtica, ele € considerado uma
das constantes mais ubiquas na Andlise Matemadtica. Vamos fazer a demonstracido de alguns

resultados e em seguida defini-lo. Vejamos:
Aplicacio 22. Mostre que para quaisquer valores de a e b (a # b) é vdlida a igualdade

a+ nb

"Va- b < .
n+1

Demonstracdo. Pela desigualdade M A — MG temos que

n

n

———
a+b+b+---+0b

n+1
a+nb

n+1"

E isso € o que queriamos mostrar. 0

Aplicacao 23. Prove que a medida que n aumenta, também aumentam as sequéncias

1\" 1\"
n n

1 n+1 1 n+1
xn<xn+1:(1+n+1> e zn<zn+1:(1— ) i

ou seja,
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1
Demonstragcdo. Fazendo a = 1e b =1+ — na desigualdade provada acima, temos:
n

1\" 1+n(14+2
n+1 1<1+_> < ( n)
n n+1
(n+1)+1
n+1

1
= 1 .
+n+1

De onde resulta que

1 n 1 n+1
(1+_) <(1+ ) |
n n+1

Tp < Tp4q-

ou seja,

1
A segunda desigualdade demonstra-se de forma similar, basta fazera = 1e b = (1 — —) .
n

]

1 n+1
Aplicacao 24. Prove que y,, = (1 + —) decresce a medida que n aumenta, ou seja,
n

1 n+2
> Una1 = | 1 .
Y Yn+1 <+n+1)

B 1+1 n+1 B n+1 n+1
Yn = n N n
1
n n+1
(757
1

1 \nfl
(1-)"
1

Zn+1

Demonstragdo. Temos

Logo, como z, aumenta a medida que n aumenta, entdo resulta que ¥, decresce quando o

mesmo acontece. O]
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Pelo que foi demonstrado nestas duas ultimas aplicagdes temos que

1 1\?

= 2.2 < a3 <y < <y < e

1\2 1\*

= 3,315 >ys>ys > >y, > -+ .

E disso temos também que

1\" 1\
2:$1<1’n:(1+—> <(1+—) =y, <y =4
n n

Assim, z,, satisfaz as seguintes condi¢des:

i) x, cresce monotonamente a medida que n aumenta;
ii) x, € limitada, pois 2 < z,, < 4.

Como sabemos que toda sequéncia mondtona e limitada € convergente, entdo x,, é conver-

gente. O limite de z,, € representado pela letra e, ou seja,

1 n
e =limz, = lim (1—|— —) )
n
Assim, temos que
e>x, = <1 + —) (3.3)

e também que e < 3.
De fato, a medida que n aumenta temos que z,, também aumenta e tende a e, logo z,, <

limz, =ee,

1 6
xn<yn<y5:(1+g) — 2,985984.

Donde podemos concluir

e =limz, <2,985984 < 3.
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O numero e desempenha um importante papel em Matemdtica. Ele € um nimero irracional
usado, por exemplo, como base de logaritmos denominados logaritmos naturais. As variantes
do nome do nimero incluem: ndmero de Napier, constante de Néper, niimero neperiano, e
nimero exponencial, etc. A primeira referéncia a constante foi publicada em 1618 na tabela
de um apéndice de um trabalho sobre logaritmos de John Napier. No entanto, este ndo contém
a constante propriamente dita, mas apenas uma simples lista de logaritmos naturais calculados
a partir da constante. Supde-se que a tabela foi escrita por William Oughtred. A primeira
indicacdo da constante foi descoberta por Jakob Bernoulli em 1690 na tentativa de encontrar

n
um valor para lim (1 + —) e hoje ja é conhecido com mais de um trilhdo de casas decimais.
n

Temos

e = 2,71828182845904523536028747135266249775724709369995...

Note que temos também

1 n+1
limy, = lim (1+—)
n

E isso implica em

1 n+1
<1 + —) > e, (3.4)
n

pois foi demonstrado que y,, decresce a medida que n cresce.

n n+1
(1 + l) <e< (1 + l) ) 3.5)
n n

Note ainda que se aplicarmos o logaritmo de base e nesta tltima desigualdade obtemos

Logo,

1 1 1
< In (1 + —) < —. (3.6)
n+1 n n
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Pois,

1\" 1\ 1 1
14— <e<|1+4+-— S n-ln|l+—)<hlhe=1<(n+1)-In(1+—
n n n n

c— 1 )
m(1+1) ="

1 1 1
& <In(1+—|<—.
n+1 n n

Aplicacao 25. Encontre lim z,,, onde

< n

1
21 - 1+§7
1+1+1
29 = —+ -+
2 2 34
1+1+1+1
Z = — — —_ —
3 3456
1+ ! + L + +1
Zn — j— [ “ e —_—
n n+l ni+2 2n

Demonstracdo. Tomando-se n— 1 no lugar de n no lado esquerdo da desigualdade do problema

1 1 n
—<In{1 =1 .
n<n( +n—1) n(n—l)

Por este resultado e pela outra parte da desigualdade demonstrada anteriormente, resulta que

m(””)<l<m(" ) 3.7)
n n n—1

anterior temos:

Assim, temos

N
+
—_

=
TN TN N
S 3|3
+ 3
[\)
N——— | N N
: A
3
=+ |~
—
=3
N
3
+
—_
~

-
W =

S
\)

[\
3
+ 4
[a—

ln(
2

N
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Somando-se estas desigualdades membro a membro, obtemos

m+1)(n+2)(n+3)---(2n+1)
ln( n(n+1)(n+2)---2n )

<1+ - 1 <1 nn+1)(n+2)---2n
J— .. —_— n .
n n+1 2n (mn—1)n(n+1)---(2n—1)
Ou seja,

2n+1 1 1 1 2n

In < —+ +--+—<In .

n n n-+1 2n n—1

Como

1) limIn (2n+1) = limIn (2—|—l) =1In2;
n

n

i Timn (=2 ) —tlimin (24 —2— ) = m2.
n—1 n—1

Entdo, pelo Teorema do Confronto, segue que

) 1 1 1 .
lim ( — + 4+ 4+ — ) =limz, =In2.
n n+1 2n

Aplicacao 26. Calcule lim x,,, onde

rr = ]_7
1
) = 1-— 5,
1 1
= 1—=-4Z
T3 2 + 37
1 1 1 1 1
. = l— 4 - — 4= — (=)
v 5737175 DT
Demonstragdo. Note que:
o 1 1 1+1 N 1 1
Ton = 27371475 m—1 2n
= 1+1+1+1+1+ + L +1 2 1+1+1+ + L
B 2 3 4 5 n—1 2n 2 4 6 on—2
= 1+1+1+1+1+ + L +1 1+1+1+ 4—1 +
B 2 3 4 5 n—1 2n 2 3 n—1
_ ! + L +o L —%1
 on+1 n+2 om—1 2n
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Pelo problema anterior temos que
Loy = 2p — —.

1 1
lim x5,, = lim (zn — —) =limz, —lim—=In2-0=1In2.
n

n

Note ainda que

1
Top+1 = Top + 1
e também,
li li + ! li + i In24+0=1n2
imxg, 1 = lim | x9, = lim x5, + lim =1In =1In2.
antl o+ 1 ? 2n + 1
Logo,
limzx, =In2.
]
L 1 1 1 . . L ..
Aplicacao 27. Sendo x,, = —+ +——=+4 -+ —, onde k é um niimero inteiro positivo,
n n+l n+2 kn

mostre que

limz, =Ink.

Demonstragcdo. Seja k um nimero inteiro positivo. Variando o valor de n na desigualdade (3.7)

podemos escrever que

Somando-se essas desigualdades, encontramos
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m+1)-(n+2)...-kn-(kn+1) 1 1 1 1 1
In < —+ R I +—
kn—1 " kn

n-n+1)-(n+2)-...-(kn—1)-kn n n+l n+2
N n-m+1)-(n+2)-...-(kn—1)-kn
< ((n—1)-n-(n+1).(kn—2)-<kn—1))'

Ou seja,

ety ot ot b (U
n — —_— .. — n .
n n n+l n+2 kn—1 kn n—1

Como

i) limIn (k”H) — limln (k:+l) ~Ink
n n

ii) limIn (k—") — limIn (k:+ i ) — Ink,
n—1 n—1

entdo pelo Teorema do Confronto podemos concluir que

1 1 1 1 1
lim | — + +—+ 4+ — | =limhh(k+—-) =k
n n+1l n+2 kn n
O]

Aplicacao 28. Sendo
Tp=14+2P 437+ ... +nl.
Mostre que

lim —22 L >0
1m = — .
np+1 ‘p_I._]_7 p

Demonstragdo. Primeiramente vamos fazer a demonstracio do lema abaixo, e em seguida pro-
varemos o resultado do limite pedido.

Lema 3.1. Para todo p > 0 é vdlido que

(n+ 1)][”rl

<14+2P43 4.+ 0P <
p+1

p+1
Demonstragcdo. Sendo p > 0, temos que p + 1 > 1. Assim, pela Desigualdade de Bernoulli,

temos

14p
1

) >1-— +p.
n

1\ ' 1 1
<1+—) S14 2 (1——
mn n mn
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Donde, multiplicando-se estas desigualdades por n!?, obtemos
4+ >t L nP(p+1) e (n—1)PT s Pt —pP(p+1).
Isolando-se n” nestas duas desigualdades, obtemos ainda que

p+1 -1 p+1 1 p+l ptl
n (n—1) < (n+1) n

p+1 p+1

Com isso, paran = 1,2, 3, ..., n, podemos escrever as desigualdades:

1 ortl 1
_—< 1l < —
p+1 p+1
op+l _ 1 gp+1 _ 9p+l
- < 4 < _
p+1 p+1
p+1 -1 p+1 1 p+1 ptl
n (n—1) < P < (n+1) n
p+1 p+1
Donde, somando-se todas, obtemos
p+1 1 p+1 1 1 p+1
- <1+T+8”+~~Hﬁ<(n+) <(n+) .
p+1 p+1 p+1

O

Vamos agora retomar a demonstracdo da aplicacdo 28. Dividindo-se a desigualdade de-

monstrada no lema acima por nPt! obtemos

1 14+ 434 (1427

n

< <
1+p nptl p+1

Como temos:

. 1 1
) lim— = ——
1+p 1+p
14+ P! 1
ii) lim( ”) =
p+1 1+p

Entdo, pelo Teorema do Confronto, podemos afirmar que

. T, 1
lim = —
nPtt p41
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Aplicacao 29. (Série Harménica). Prove que a série

1+1+1+1—|— —i—l—i-
2 3 4 n
é divergente.

Demonstragdo. Por (3.6), temos que

1 (n—l—l)
—>1n .
n n

Com isso, paran = 1,2, 3, ..., n, podemos escrever as desigualdades:

2

1 In{ —

> n(l),
1 > In §
2 2/
1 > In 4
3 3/
1 (n—l—l)
— > In )
n n

T P Y O WY
S T T no~ \1) T 2) TS "\

Mas isso implica que

limz, > limln (n + 1) = occ.
E isso prova que a Série Harmonica diverge. [

Observacao 3.1. A demonstracdo de que esta série diverge foi feita pela primeira vez por
Oresme. E se fossemos capazes de somar cada termo dela em um segundo de tempo, ao final

de 1 século, o valor da soma chegaria a pouco mais de 22, de acordo com [17].

Aplicacao 30. Demonstre que a série

1 1 1 1
+2_p+§+”'+ﬁ+'”

converge para todo p > 1.
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Demonstragdo. Seja a sucessao das somas parciais:

rr = 1,
1
Ty = 1+§,
1 1
o= gty
1 1 1
Ty = 1“'5‘1‘@4‘@;
1 1 1
T, = 1+§+§+H.+ﬁ

E facil notar que

TG < Ty < Ty < Ty < -+ < Ty <---

Ou seja, temos uma sucessao de nimeros, monétona crescente. Para a série dada ser conver-
gente, o limite da sucessdo das somas parciais deve existir e ser finito. Com isso, precisamos
mostrar que além de mondétona, temos também que a sucessdo dos nimeros x,, € limitada. Ve-
jamos:

Tomando-se

1 1 1 1 1 1 1

=l — _ ‘
b2 » 3wy e T o1 @)y

Observe que

y2":1_(2_110_3%)_(4_110_5%>_"'_((zn—2)pi(2n—1)f’)_(2ylz)p'

E mais, sem dificuldades percebe-se que -, < 1, pois o resultado de todos os parenteses é

positivo.
Por outro lado, temos

1 1 1 1 1 1 1
b =l et et T G T 2y
2»  3p  4r 5P 6P (2n—1)"  (2n)*
1 1 1 1
—2(§+E+6—p+---+(2n)p)
= (1+l+l+i+i+l+...+ 1 + 1 )

27 3p  4p 5P 6 (2n—1)" * (2n)?

2 ( +1+1+ + + 1>

2p 20 3P np



Assim,
2
Yon = Top — ﬁxn-

Por ser x5, > =, € ¥, < 1, podemos escrever que

2 2 2P — 2
1> yo, = 29y — 2—pxn > T, — 2—pxn = o Ty

Ou seja,

2 -2 <1 = < 2
T, T )
20 W _9

E isso completa a demonstragdo, pois x,, € limitada, sempre que p > 1.
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Consideracoes Finais

Ao longo deste trabalho podemos apreciar algumas demonstragcdes matematicas, além
da motivacdes geométricas para estas, de diversas desigualdades matemaéticas e algumas de suas
aplicagdes. Devido ao fato do tema ser muito extenso e com diversos graus de dificuldade, a
escolha de motivacdes das desigualdades demonstradas e utilizadas teve como guia a ubiquidade
de suas aplicagdes e a proximidade com o ensino fundamental e médio, assim como 0 comeg¢o
dos cursos de graduagdo em Matematica. Este trabalho tenta, dessa forma, contribuir para os
diversos niveis de ensino agregando-se a pouca bibliografia existente na drea no nosso pais em

Lingua Portuguesa.
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Apéndice A

Enunciados e demonstracoes de teoremas
auxiliares

A.1 Densidade do Conjunto I em R

Primeiramente vamos mostrar a Propriedade Arquimediana dos niimeros reais, em seguida
iremos demonstrar que o conjunto Q € denso em R, e por tltimo mostraremos que o conjunto I
também € denso em R.

Teorema. (Propriedade Arquimediana) Para todo r € R existe n € N tal que n > 7.

Demonstragdo. Por contradicdo. Suponhamos que este resultado seja falso. Entao N € limitado
superiormente por 7, € consequentemente existe ¢ = sup N. Assim, ¢ — 1 ndo € cota superior
para N, e desta forma deve existirn € Ntalquen >c—1. Mas,n+1 € Nen+1>c. Oque

¢ uma contradi¢cdo, uma vez que c € cota superior para N. [
Teorema. (Densidade dos Racionais) Se a < bem R, entdo (a,b) N Q # 0.

Demonstragcdo. Seja b — a > (. Pela Propriedade Arquimediana, podemos encontrar n € N

tal que n > ; , ou seja, — < b — a. Consideremos o conjunto A = {—; m € N}, um
a n n

subconjunto de Q. Afirmamos que A N (a,b) # (). Para isso, assuma o contrario, assim deve

.. . . ma . . mq 1
existir m, o maior dos valores naturais, tal que — < a. O que implica > b. Mas
n
disso temos que
m+1 m 1
b—a < — ——1:—<b—a7
n n n
uma contradicdo. Logo, (a,b) N Q # (. O

Teorema A.1. (Densidade dos Irracionais) Se a < b em R, entdo (a,b) N1 # (.

Demonstracdo. Se a < b, entdo Assim, deve existir r € (Q de maneira que

a - b
V2 V2
a b
— <1 < —,pois Q é denso em R. Ou seja, a < r-v/2 < b. E isto completa a demonstracio,
NG /3P Q ] p ¢
jaquer-v2el [
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A.2 Teorema de Bolzano - Weirstrass

Teorema A.2. Toda sequéncia mondtona limitada é convergente.
Demonstracdo. Seja (x,) uma sequéncia mondtona e limitada. Consideraremos (z,,) ndo de-

crescente, pois para os outros casos segue-se de forma andloga. Assim, temos

T <zy <3< <K,

para um certo k£ > 0. Como o conjunto X = {xy, x5, x3, ..., T, ...} é limitado, entdo ele possui
uma menor cota superior ¢ = sup X . Provaremos que lim x,, = c¢. Vejamos: Seja € > 0 um real
qualquer. Como ¢ — € ndo € mais cota superior de X, entdo deve existir um z,,, € X tal que

Tp, > ¢ — €. Mas, por (z,,) ser ndo decrescente temos
Tng S Tpgt1 < Tpgya S o0
e com isso temos também que x,, > ¢ — € para todo n > ng. E ainda,
c—e<zr,<c<c+e

E isso equivale a dizer que

limz,, = c.

A.3 Teorema do Confronto

Teorema A.3. Sejam x,, < z, <y, paratodon € N. Selim x,, = limy,, = centdolim z, = c.

Demonstracdo. Seja ¢ > 0 um numero real qualquer. Como lim x,, = lim y,, = ¢, entdo devem

existir ny, no € N tais que:
Dn>n=>c—ec<x,<c+te
nn>ny=>c—e<y, <c+e

Tomando-se ng = max {ny, ny}, temos que

c—e<zx,<c+te
n>ngyg =
c—e<y, <c+te.

E também,
c—e<z, <z, <y, <c+e.

Portanto, lim z,, = c. O]
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