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RESUMO

O objetivo principal do Trabalho é apresentar a alunos do 6° Ano do Ensino Fundamental
uma abordagem diferenciada sobre o estudo de areas de figuras planas e apresentar uma
nova forma de realizar a medi¢ao de areas: O Teorema de Pick. A partir de um breve
histérico sobre o célculo de &areas, realizamos a demonstracao das areas das principais
figuras planas trabalhadas no ensino fundamental utilizando o conceito de equivaléncia,
e estendemos o estudo para areas limitadas por curvas abordando o conceito de integral.
Em seguida, expomos o Teorema de Pick e sua demonstracao e descrevemos a pratica
desenvolvida com os alunos. A atividade realizada no 2° semestre de 2013 e 1° semes-
tre de 2014 com os alunos voluntarios do Clube de Matematica do Colégio Militar de
Manaus visou desenvolver uma importante habilidade prevista no PCN [6] (Parametros
Curriculares Nacionais para o Ensino da Matematica): articular o conhecimento cienti-
fico e tecnologico numa perspectiva interdisciplinar. Exploramos a deducao das areas das
figuras planas utilizando o TANGRAM, proporcionando o ensino de forma lidica, par-
ticipativa e argumentativa. Apresentamos o Teorema de Pick e o aplicamos na medigao
aproximada das 4reas de estados e regioes do Brasil utilizando mapas e papel quadricu-

lado, trabalhando o conceito das escalas e propiciando uma atividade interdisciplinar.

Palavras-chave: Area; Integral e Teorema de Pick.



ABSTRACT

The main objective of the work is to present the students of the 6th year of elementary
school a differentiated approach to the study of areas of plane figures and present a new
way of performing the measurement areas: Pick ’s Theorem. From a brief history about
the calculation of areas, we conducted a demonstration of the main areas of plane figures
worked in elementary schools using the concept of equivalence, and extend the study to
areas bounded by curves approaching the concept of integral. Then we expose Pick ’s
Theorem and its proof and describe the practice developed with students. The activity
carried out in the 2nd half of 2013 and 1st half of 2014 with volunteer students from the
Mathematics Club of the Military College of Manaus aimed to develop an important skill
expected in PCN [6] (National Curriculum Parameters for Teaching Mathematics): joint
scientific knowledge and technology in an interdisciplinary perspective. We explore the
deduction of areas of plane figures using Tangram, providing education in a fun, parti-
cipatory and argumentative manner. Here Pick ’s Theorem and apply the approximate
measurement of the areas of states and regions of Brazil using maps and graph paper, the

concept of working scales and providing an interdisciplinary activity.

Keywords: Area; Integral and Pick’s Theorem.
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Capitulo 1

Introducao

A ideia para a escolha do tema originou-se do fato de ser um contetido do 6° Ano
do Ensino Fundamental, série em que atuei nos 13 dos meus 17 anos de atividade em sala
de aula na qual pretendi deixar minha contribuicao junto a este ptblico tao avido em
aprender e aberto a participar de experiéncias que lhe sao propostas. Trata-se de uma
forma de calcular areas simplesmente contando pontos nao sendo necessario, para isso,
saber as medidas dos lados dos poligonos envolvidos.

Uma vez que tal tema é abordado nos 6° e 9° Anos do Ensino Fundamental como
um conjunto de férmulas prontas que devem ser memorizadas e aplicadas exaustivamente
na resolucao de exercicios, apresentamos, em contrapartida, uma aplicacao diferenciada
para o ensino-aprendizagem de forma a fazer com que as "férmulas"passem a ter sentido
e sejam verificadas através de demonstragoes pictoricas, estendendo o estudo nao apenas
para superficies poligonais mas para qualquer contorno e apresentando novas formas para
o calculo de areas que, mesmo nao fazendo parte da grade curricular, contribuem para o
enriquecimento intelectual e aproximam os alunos para uma parte pratica da Matemaética
que fundamentalmente se desenvolveu como um instrumento a servico do homem em suas
necessidades diérias.

A fim de alcancar os objetivos estabelecidos para promover as competéncias gerais
e o conhecimento de Matematica propostos pelos PCN [6] que privilegiam o tratamento
de situagoes problema, propomos a pratica de uma atividade interdisciplinar envolvendo a
Geografia com o uso de mapas e escalas. O uso do quebra-cabe¢a mateméatico TANGRAM
proporciona a compreensao dos conceitos a partir de algo que lhes dé sentido, conforme

ressalta Roque e Carvalho [21].

1.1 Estrutura da Dissertacao

Além deste capitulo introdutorio, este trabalho esta organizado como segue. No

Capitulo 2, nas consideracgoes iniciais, descrevemos um breve histérico sobre o céalculo



de area. No Capitulo 3, demonstramos as féormulas das areas de figuras planas mais
usuais no Ensino Fundamental e discorremos sobre o célculo de areas arbitrarias através
do Método da Exaustao e de areas sob curvas, através do Céalculo Integral, abordando
a Integral de Riemann. No Capitulo 4, apresentamos o matematico George Pick e o
seu Teorema de Pick, bem como sua demonstracao e algumas aplicagoes. No Capitulo
5, fazemos a exposicao das atividades realizadas com os alunos do 6° Ano voluntérios
do Clube de Mateméatica do Colégio Militar de Manaus aplicando a Férmula de Pick
no calculo aproximado de areas de capitais e regioes do Brasil utilizando mapas e papel
quadriculado. Finalmente, no Capitulo 6, apresentamos nossas consideragoes finais sobre
a pratica do processo de ensino e aprendizagem do estudo de areas nas séries do Ensino

Fundamental II.



Capitulo 2
Consideracoes Iniciais

"Enquanto a Algebra e a Geometria estiveram separadas, seus progressos fo-
ram lentos e suas aplicacoes limitadas. No entanto, quando essas duas ciéncias foram
unidas, deram uma a outra renovada vitalidade e seguiram rapidamente rumo a perfei-

¢ao."(Lagrange)

2.1 Um Breve Historico Sobre Calculo de Areas

A &rea esta entre os mais antigos conceitos trabalhados em Matematica e na raiz
do nascimento da Geometria. Registros historicos sao encontrados no Papiro de Rhind
(1650 a. C.) onde a geometria aparece como instrumento para resolver situagoes didrias
da vida do homem. A necessidade de determinar a area de uma figura geométrica ¢ bem
antiga. Lintz [15] cita que, segundo Herddoto, a geometria nasceu do problema da area
quando Sesoéstris, rei do Egito, dividiu todo o pais em quadrados de igual adrea que foram
distribuidos entre a populacao e o valor dos impostos cobrados de cada um era propor-
cional & area cultivada. Mas quando o rio Nilo transbordava, parte das terras ficavam
inaproveitaveis e, entao, seus proprietarios poderiam deduzir dos impostos a quantia pro-
porcional & area inundada. Surge entdao a necessidade e o interesse em se comparar as
varias areas e se determinar métodos apropriados para o seu célculo.

No livro I dos Elementos de Euclides encontramos as seguintes defini¢des: "Su-
perficie é o que s6 tem comprimento e largura" e "Superficie plana é a superficie que se
ajusta igualmente com todas as linhas retas". Este volume trata essencialmente da area
de poligonos planos. E na proposicdo 34, que pela primeira vez aparece o paralelogramo
como area paralelogramica e, entre outras coisas, ai se demonstra que sua diagonal o
divide em duas areas iguais. Duas figuras possuem areas iguais se podem ser sobrepostas
ou se podem ser decompostas em um nimero finito de partes que podem ser sobrepostas
duas a duas. Ou seja, o conceito de area de poligonos relaciona-se com o conceito de

equivaléncia, em nenhum momento, associava-se um numero a uma figura, como medida



de sua area. Em nenhum lugar dos Elementos se encontram férmulas para o célculo de
areas. Com os arabes, da-se exatamente o contrario; a drea é um ntmero associado a uma
figura, determinada por uma férmula, a geometria é utilizada basicamente como auxiliar
para o calculo numérico e representacao pictorica de problemas algébricos.

Avila [2] ressalta que um equivoco muito frequente é pensar que os fatos geomé-
tricos apresentados por Euclides tenham sido expressos numericamente como o sao para
no6s hoje, e exemplifica que, enquanto para nos a area de um triangulo ¢ dada por uma
formula expressa pela metade do produto da base pela altura, para Euclides a area de
um triangulo é a metade da &rea de um paralelogramo que se obtém com a juncao de
dois triangulos iguais ao triangulo dado. J& a area do paralelogramo ¢ igual a drea de um
retangulo de mesma base e mesma altura. Segundo Berlingoff [3], os gregos ndo mediam
areas atribuindo-lhes nimeros, atacavam a mensuracao de area tentando construir um
retangulo (ou quadrado) de mesma area que uma figura dada.

Enquanto os matematicos arabes esforcaram-se para obter solucao algébrica para
problemas geométricos, os gregos faziam justamente o contrario: qualquer problema de
matematica era enderecado para uma solucao geométrica e assim, em particular, temos
solucoes geométricas de problemas algébricos com o método de aplicagao de areas.

Segundo Boyer [5], os matematicos mesopotamicos tinham muita familiaridade
com os calculos de area de regioes poligonais como retangulos e alguns triangulos e tra-
pézios, assim como os babilonicos que possuiam um conhecimento abrangente sobre o
assunto. No problema 51 contido no famoso Papiro de Ahmes, por exemplo, a area de
um triangulo isésceles era obtida multiplicando-se a altura pela metade da base. Esse
procedimento era justificado tomando-se o triangulo isosceles e decompondo-o em dois
triangulos retangulos para entao formar um retangulo, cuja &rea ja era conhecida.

Do papiro de Rhind (1650 a.C.) e de outras fontes, podemos deduzir alguns
aspectos basicos da matemética egipcia antiga: sabiam calcular ou aproximar areas de
varias formas geométricas. Para algumas formas s6 podiam dar aproximacoes, como
para a area do circulo, por exemplo, que era aproximada da seguinte maneira: tome o
diametro do circulo, remova a "nona parte'e encontre a area do quadrado do comprimento
resultante. Isso diz que a area do circulo de diametro d é (gd)Q, o que pode-se considerar
sendo uma boa aproximacao. Conforme inscricoes encontradas nas paredes do templo de
a+b c+d

5 -5 para o cédlculo de area de um

quadrilatero qualquer. Essas inscricoes se referiam ao calculo de areas de lotes doados

Horo, em Edfu, os egipcios utilizavam a féormula

ao templo. Essas mesmas inscricoes atestam que uma forma de calcular a area de um
triangulo era derivada desta mesma férmula, na qual se fazia um dos valores iguais a zero.

No caso da necessidade de se calcular a area de figuras mais complexas, fazia-
se a decomposicao da mesma em triangulos ou retangulos e, a area da figura original,
atribufa-se o valor da soma das &reas parciais. O método da exaustao, utilizado por

Arquimedes para o calculo da area do circulo, era o equivalente grego para o Célculo



Diferencial e Integral que foi desenvolvido e fundamentado no século XVII, tornando-se o
mais importante instrumento para a resolucao de problemas envolvendo areas de regioes

limitadas por uma curva.

2.2 O Ensino de Area de Figuras Planas no Ensino Fun-

damental

O topico "Area de Figuras Planas" é tratado em dois momentos no Ensino Fun-
damental, no 6° e 9° Ano. No 6° Ano, sao introduzidas as formulas para o calculo de
area de triangulos, quadrilateros especiais e do circulo. Normalmente sao apresentadas
aos alunos para que sejam memorizadas e aplicadas na resolucao de problemas. Pouca ou
nenhuma énfase é dada a demonstracao de tais formulas ou a sua dedugao pictoérica, o que
neste nivel seria o mais indicado. No 9° Ano, com um conhecimento mais amadurecido,
o aluno ja se encontra capaz de ser apresentado a uma demonstracao mais formal de al-
guma destas areas porém, muitas vezes, o professor apenas relembra as féormulas e parte
para exercicios com um nivel maior de dificuldade. Como veremos no Capitulo 3, com
as demonstragoes de areas dos poligonos mais trabalhados no ensino fundamental, nossos

alunos poderiam, com sucesso, deduzir e compreender algumas destas demonstragoes.



Capitulo 3

Areas de Figuras Planas

Na secao (2.1) retratamos a visdo dos gregos de que o conceito de area de poli-
gonos relacionava-se com o conceito de equivaléncia. Serad baseado nessa perspectiva que
deduziremos e demonstraremos as areas das principais figuras planas uma vez que tal ideia
é relativamente de facil compreensao para criancas e jovens e podem ser apresentadas ja
no 6° Ano do EF, como sera abordado no capitulo 5. Utilizaremos a sequéncia de topicos

de Pompeo e Dolce [11] nesta secao.

3.1 Poligonos Contiguos ou Adjacentes

Observe os dois pares de poligonos da Figura 3.1 abaixo:

Figura 3.1: Poligonos Contiguos

Note que eles tem em comum apenas os pontos que fazem parte de seu contorno.

Nestes casos, dizemos que esses poligonos sao contiguos ou adjacentes.



O mesmo nao acontece nos dois pares de poligonos da Figura 3.2 seguir:

- N

Figura 3.2: Poligonos nao Contiguos

Eles possuem pontos de suas regioes internas em comum, nao apenas do seu

contorno. Logo, eles nao sao poligonos contiguos ou adjacentes.

3.2 Soma de Poligonos Contiguos

A superficie formada pela uniao de dois poligonos contiguos denominamos de
soma de poligonos contiguos. Nos dois exemplos anteriores, temos as somas na Figura 3.3

e Figura 3.4:

.C

Figura 3.3: Somas A+B




C+D

Figura 3.4: Somas C+D

3.3 Soma de Poligonos Quaisquer

Definimos a soma de dois poligonos A e B quaisquer como sendo a soma de dois
poligonos contiguos A’ e B’ tais que A’ é congruente a A e B’ é congruente a B. Observe

a Figura 3.5.

Figura 3.5: Soma de poligonos quaisquer

3.4 Poligonos Equivalentes e Equicompostos

Em Boltianski [4], encontramos a seguinte definigdo: Dizemos que duas figuras
sa0 equicompostas se é possivel decompor uma das figuras num ntimero finito de partes, e,

por meio de um rearranjo dessas partes, compor a outra figura. Ou seja, dois poligonos sao



equivalentes ou equicompostos se ambos forem somas de um mesmo namero de poligonos

e se esses poligonos forem dois a dois congruentes entre si.

Figura 3.6: Soma de poligonos quaisquer

Note que, no exemplo da Figura 3.6, A e B sao a soma de 5 poligonos tais que
cada poligono parcela K; de A é congruente a um poligono parcela K; de B. Logo, A e

B sao equivalentes, simbolicamente, A ~ B.

3.5 Resultados

Teorema 3.5.1. "Se dois paralelogramos possuem bases e alturas respectivamente con-

gruentes, entao eles sao equivalentes”.

Demonstracao: 1. Consideremos, sem perda de generalidades, que os paralelogramos

ABCD e ABC’D’ possuem a mesma base AB e as alturas de mesma medida.

No paralelogramo ABCD, temos: AB=CD e AD = BC

No paralelogramo ABC’D’, temos: AB = C'D’' e AD' = BC"

Por transitividade da relacao de congruéncia, temos: CD = C'D’



Temos 3 casos a verificar:
Caso 1: C'D e ("D’ possuem um segmento em comum D'C

Assim como mostra a Figura 3.7:

o] D' C c'

Figura 3.7: Caso 1

CD=DD +DC
O'D' = CC" + D'C

— DD'=CC"

Logo, os triangulos ADD’ e BCC’ sao congruentes

AD = BC
DD =CC"
AD' = BC"

E, portanto, os paralelogramos ABCD e ABC’D’ sao equivalentes.
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Caso 2: CD e ("D’ possuem um tnico ponto em comum, C' = D’

Assim como mostra a Figura 3.8:

Figura 3.8: Caso 2

Os triangulos ACD e BC’D’ sao congruentes

AD = BC
DD =CC"
AD' = BC'

E, portanto, os paralelogramos ABCD e ABC’D’ sao equivalentes.
Caso 3: CD e ('D' nio possuem pontos em comum.

Assim como mostra a Figura 3.9:

Figura 3.9: Caso 3

Pelo Postulado de Arquimedes, temos que, dados dois segmentos, existe sempre
um multiplo de um deles que supera o outro. Assim, determinando multiplos do segmento
C’D’, a partir de D’, teremos C'D’ = D'Dy = DDy = ... = Dni1Dny = CD e, desta
forma, temos a equivaléncia entre paralelogramos ABC'D' ~ ABD'D, ~ ABD1D; ~

ABDniDns = ABCD, comprovada pelos casos anteriores, conforme mostra a Figura
3.10.
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Figura 3.10: Equivaléncia de Paralelogramos

Corolario 3.5.1. "Todo paralelogramo é equivalente a um retdngulo de base e altura

respectivamente congruentes as do paralelogramo.”

Como mostra a Figura 3.11:

Figura 3.11: Um paralelogramo equivalente a um retangulo

Teorema 3.5.2. "Todo tridngulo é equivalente a um paralelogramo cuja base é congruente

a do tridngulo e cuja altura é a metade da altura do tridngulo.”

Demonstracio: 2. Pelo ponto médio E de AB, conduzimos ﬁ paralela a B?, passando
por F, o ponto médio de AC (pelo Teorema da Base Média, se pelo ponto médio de um
lado do tridngulo tracarmos uma paralela a um sequndo lado, entao necessariamente esta
paralela corta o terceiro lado no seu ponto médio) e, pelo ponto C, conduzimos @ paralela

a 1@, sendo D o ponto de intersecao com ﬁ, completamos o paralelogramo BCDE.

Como mostra a Figura 3.12:

12
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Figura 3.12: Triangulo ABC equivalente ao Paralelogramo BCDE.

Ainda pelo Teorema da Base Média, temos que FF = ?. No paralelogramo
BCDE, os lados ED e BC sao congruentes. Dai

-1 __ BC _ ED _ EF+FD
EF =5p =52 = 25572
9EF — EF + FD

EF=FD

Temos entao que os triangulos AEF e CFD sao congruentes

FA=BE=CD
EF=FD
AF = FC

E, portanto, o triangulo ABC ¢é equivalente ao paralelogramo BCDE.

Teorema 3.5.3. "Tracando-se diagonais internas que nao se cortam, podemos decompor

qualquer poligono em tridngulos justapostos.”

Demonstracio: 3. A semelhanca de Marques [17] Vamos supor, por absurdo, que tal
afirmacao nao seja verdade, ou seja, temos um poligono P, com n lados, que nao pode ser
decomposto em tridngulos na forma descrita no enunciado. FEscolhemos P de modo que o
ndmero n seja o menor possivel. Tomamos uma reta r que nao corte P. Chamamos de B o
vértice de P situado & menor distancia de r. (A reta r intervém nesta demonstragao apenas
para detectar um vértice "saliente” do poligono.) Sejam A e C os vértices adjacente a B.
Hd dows casos possiveis:

13



Caso 1: A, B e C sao os tinicos vértices do poligono P contidos no
triAngulos ABC.

Conforme a Figura 3.13:

Figura 3.13: Caso 1.

B é um vértice saliente. Como o triangulo ABC nao contém nenhum outro vértice
de P além de A, B e C, comecamos a decomposi¢ao de P em triangulos tracando-se AC.

Assim, determinamos um poligono P’, obtido de P substituindo-se os lados AB e
BC por AC, com n — 1 lados. Como n é o menor ntimero de lados para o qual o teorema
nao vale, temos entao que P’ pode ser decomposto em triangulos na forma do enunciado.

Acrescentando a P’ o triangulo ABC, obtemos uma decomposi¢ao de P da forma
requerida. Isto contradiz que o teorema seja falso para P e conclui a demonstracao deste
caso.

Caso 2: O triangulo ABC contém outros vértices do poligono P além
de A, Be C.

Observemos a Figura 3.14:

Figura 3.14: Caso 2.
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Sendo D o vértice de P contido no triangulo ABC, mais afastado de AC, a de-
composicio comeca com a diagonal DB que nao pode conter outros vértices de P além de
D e B. Essa diagonal, portanto, decompoe P em dois poligonos adjacentes P e P, ambos
com menos lados do que P. O teorema vale, entao, para P; e P, que se decompdem em
triangulos justapostos, na forma do enunciado. Juntando essas decomposicées com DB,

obtemos uma decomposicao de P. Contradi¢ao. Isto prova o segundo caso.

3.6 Area de Superficie Plana

Conforme Morgado [19], a area de uma superficie limitada é um ndimero real
positivo associado & superficie de forma tal que:
1°) Associamos a superficies equivalentes uma mesma area;

2°) Associamos a uma soma de superficies uma area que é a soma das superficies parcelas.

Como mostra a Figura 3.15:

Figura 3.15: Superficies Equivalentes

Area (A) = A(K,) + A(K) + A(K3) + A(Ky) + A(K5)

3.6.1 Area do Retangulo

A partir da area do retangulo iremos deduzir as demais areas. Seguindo a ideia
de Costa [8], seja o quadrado Q, unitario, a nossa unidade de area. Para um natural
n > 2, qualquer, considere sobre cada um dos lados do quadrado (n — 1) pontos, de modo
a dividir cada lado em n segmentos de mesmo comprimento % Através de segmentos
de reta unindo ordenadamente pontos correspondentes em lados opostos do quadrado,
obteremos n? pequenos novos quadrados (conforme a Figura 3.16), Q*, todos com a

mesma area.
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Qt

Figura 3.16: Quadrado Q

Assim, temos que A(Q) = n?. A(Q*)= 1, pois Q é unitario, logo
AQ9)- &

Diante deste fato, necessitaremos do resultado a seguir para podermos demonstrar

a area do retangulo.

Proposicao 3.6.1. "Suponha que um nimero real nao negativo r e um niumero real
positivo L possuem a propriedade: para todo niumero natural n, vale r < % Nestas

condigoes, r = 0."

Demonstracao: 4. Provaremos por absurdo. FEm primeiro lugar, a hipdtese assequra
quer >0 e que L > 0 e queremos mostrar que v — 0. Suponhamos, por absurdo, que
r > 0. Temos entao que % é um numero real positivo bem definido. Como o conjunto
dos numeros naturais € infinito, existe um nimero natural n tal que n > % (propriedade
arquimediana). A partir desta desigualdade temos que n > % =nr>L=1r>4%L

n

L
Contradicao pois, por hipstese, r < —. Logo, r = 0.
n

Teorema 3.6.1. "Seja um retangulo R cujos lados tem por medida os nimeros reais b e
h. Entdo, Area (R) = b. h."

Demonstracao: 5. Vamos representar o retingulo como R = ABCD, através de seus

vértices e dividir a prova em dois casos.

Caso 1: As medidas b e h dos lados do retangulo R sao niimeros
racionais.

Dados quaisquer dois nimeros racionais, é possivel expressé-los como fracoes
de mesmo denominador. Suponhamos, entdo, b = ™ e h = 2. Isto significa que é
possivel dividir o lado AB do retangulo em m segmentos congruentes de comprimento % e,

igualmente, dividir o lado BC do retangulo em p segmentos congruentes de comprimento
1

ne
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De acordo com a Figura 3.17:

n

Figura 3.17: Caso 1

O retangulo R fica dividido em m.p quadrados congruentes. Denotando por Q*

cada um destes quadrados da subdivisdo, temos que A(Q*) = —;. Como m.p quadrados
n

congruentes formam o retangulo R, encontramos que A(R) = m.p. A(Q¥) =m.p.-5 =
nE—p.h.
n n

Caso 2: Pelo menos a medida de um lado do retangulo é um ntimero
irracional.

Suponhamos que a medida AB = CD seja um ntmero irracional. Desta forma a
medida BC = AD pode ou nao ser irracional. Consideremos agora um nimero natural

n, arbitrario e suficientemente grande, assim % é um numero muito préximo de zero e o

segmento de comprimento % é bem pequeno. Como a medida AB = CD é um ntmero

irracional ele nao é multiplo de % Assim, existem numeros naturais p e ¢ , tais que

1 1
pcAB=CD<P 1 <po=—ap<iTo
n
Como mostra a Figura 3.18:
A __”B
|y
g e
1

n

Figura 3.18: Caso 2
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Na primeira expressao a desigualdade é garantida ser estrita porque a medida AB
é irracional, enquanto na segunda expressao é possivel ocorrer a igualdade, uma vez que
nao esta definido se BC é um ntimero racional ou irracional. De um lado, o conjunto de

desigualdades representado nos permite escrever

. 1 1
p—g < AB.BC < pt+Dlg+1) )(QQJF )
n n
Por outro lado, contando a existéncia de p.q pequenos quadrados contidos no

retangulo, podemos escrever que

. +1)(g+1
P4 o A(R) < (p )gq )
n n
Como o retangulo ABCD esté fixado, as medidas dos lados AB e BC sdo niimeros
fixos, assim como o nimero A(R). Desta forma, os nimeros AB.BC e A(R) estao espre-
midos num mesmo intervalo de niimeros reais, cujo extremo inferior é p_2q e cujo extremo
n

(p+1)(g+1)

superior é 5
n

, observemos a Figura 3.19.

AB.BC  A(R)

P-q (p+1)(a+1)
n- nE

Figura 3.19: Extremo inferior e Extremo superior

Portanto, podemos escrever que

AB.BC — A(R)| < 2D+ D —pg _ (pra+1)

n2

Ou seja,

|AB.BC — A(R)| < (2 + 4+ 1)1 o AB+CDH _ L

n n

Onde L = AB + CD + 1 > 0 é um namero real fixo que depende apenas do
retangulo. Olhando a desigualdade expressa entre o primeiro e o ultimo membro da

expressao anterior e usando a Proposicao 3.6.1 provada anteriormente, concluimos que

IAB.BC - A(R)| = 0 = AB.BC = A(R)
AR) = bh
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3.6.2 Quadrado

Como o quadrado é um caso particular do retangulo (ver Figura 3.20), temos que

a area de um quadrado de lado a é

Figura 3.20: Quadrado de lado a

2

Ag = a.a, ou seja, | Ag =a

3.6.3 Paralelogramo

Como verificado na secao 3.5.1, o paralelogramo de base b e altura h é equivalente

a um retangulo de base b e altura h. Logo, como mostra a Figura 3.21.

/ /

b b

Figura 3.21: Retangulo de base b e altura h

A, =bh
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3.6.4 Triangulo

Como verificado na secao 3.5.2, todo triangulo de base b e altura h é equivalente

a um paralelogramo de base b e altura g Logo, conforme a Figura 3.22.

ba| =

Figura 3.22: Triangulo de base b e altura h

_bh
Ap =2

3.6.5 Trapézio

Dado o trapézio T,, de base maior B, base menor b e altura h, notemos que ele
é uma soma de dois poligonos contiguos, os triangulos 77 (de base B e altura h) e T, (de
base b e altura h). Como a uma soma de superficies associamos uma area que é a soma

das superficies parcelas (ver Figura 3.23), temos entdo que:
i

h / \ h
B

Figura 3.23: Trapézio T,, de base maior B, base menor b e altura h

ATTz:ATl—i_ATQ:%—i_%

A, — BIOA

Tr z 2

20



3.6.6 Losango

Um losango de diagonal maior D e diagonal menor d é a soma de 2 triangulos

contiguos congruentes, 77 e T, de base D e altura g (as diagonais de um losango se

interceptam nos respectivos pontos médios). Assim, como mostra a Figura 3.24, temos:

.
-
r'//
/
SR~

3.6.7 Poligono Regular

Como ja foi demonstrado, todo poligono pode ser decomposto em triangulos.
Assim, dado um poligono regular de n lados de medidas iguais a 1 e apotema de medida

m, como mostra a Figura 3.25, temos que:

Figura 3.25: Poligono Regular
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e Serao obtidos n tridngulos congruentes de base [ e altura m;

e O perimetro do poligono sera dado por 2p = n.l e assim:

A, =pm

3.6.8 Circulo

Seguindo a ideia de demonstracao de Gowers e Kilhian [12], temos que, dado um
poligono regular de n lados iguais [ e um circulo de raio r inscrito neste poligono, temos
entao que o apdétema do poligono coincide com o raio do circulo, como mostra a Figura
3.26.

Figura 3.26: Circulo de raio r inscrito num poligono regular de n lados

Notemos que:

e A area do poligono (A,) é aproximadamente a area do circulo (A¢). Assim, pelo

item anterior, temos que:
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e O perimetro (P) do poligono é aproximadamente o comprimento (C) da circunfe-

réncia:

I

P=nl=C

Fazendo n crescer indefinidamente o poligono de n lados se confunde com o circulo

circunscrito e obtemos os limites

lim "L a (3.1)
n—oo 2
lim n.l=C (3.2)
n—o0

Temos que 7 é a razao da circunferéncia pelo diAmetro de um circulo, assim

lim n.l
: oonld
r=%8=0C=012%  — lim —
r r n—oo 2r

Multiplicando o numerador e o denominador da equagao 3.1 por r, obteremos

nlrr . rinl .onl 9

Ac = lim — = lim =72 lim — =r%7x
n—00 r n—oo 21 n—oo 21
Ao =m0

3.7 Areas Arbitrarias

Como fica a area de figuras planas cujo bordo contém curvas arbitrarias?
No caso em que o bordo contém partes curvas, o calculo de areas pode ser bastante
dificil e exigir técnicas de céalculo diferencial e integral. No entanto, ¢ possivel estabelecer

uma filosofia geral para o calculo da area de uma figura plana arbitraria.

3.7.1 Meétodo da Exaustao

Observemos a Figura 3.27. A exemplo de Costa [8], vamos primeiramente colocar
o maior nimero possivel de quadrados unitarios dentro da Figura F. Esgotados os espacos
possiveis, passamos a usar quadrados de lado %, e prosseguimos até nao ser mais possivel
usar este tipo de quadrado para preencher o espaco interior & figura. Desta forma, o

processo continua com quadrados de lado medindo %’ % e, assim, sucessivamente.
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A que conclusao podemos chegar?

Figura 3.27: Figura F

Da figura 3.27, concluimos que:
3 < Area(F) e 3+ % + 2 < Area(F)

Os valores obtidos nestas desigualdades nos fornecem valores aproximados para
Area(F), sendo o valor 3, a esquerda, um aproximagao mais grosseira da 4rea do que o

valor 3 + 2% + i—g = 1T Mas, ao continuarmos preenchendo o interior da Figura F com

4
1 1 1
227420 R%r -+

mais proximos do real. De modo geral, a area seria obtida como soma de uma série de

quadradinhos e, assim, sucessivamente, obteremos valores de area cada vez
termos positivos do tipo 3+ % + 13 + & + ... = Area(F). Assim, determinar o valor de
uma area nesta situacao geral é equivalente a determinar o valor de uma soma infinita. O
calculo de somas infinitas constitui um processo delicado que, desde a época grega, esté
nas raizes dos problemas fundamentais. Esta técnica apresentada para o célculo da area é
denominada exaustao. Neste caso usamos quadrados de tamanhos diferentes, mas pode-se
realizar outros tipos de exaustao, como fez Arquimedes para calcular a area do circulo,
utilizando sequencias de areas de sucessivos poligonos regulares inscritos no circulo e como

fez Fermat, utilizando retangulos para calcular a areas sob uma curva.

3.7.2 Area sob Curvas: Calculo Integral

De acordo com Courant e Robbins [10], nao se conheciam, até o século XVII,
formulas ou métodos que se pudessem aplicar para resolver o problema de calcular areas
de regioes limitadas por curvas quaisquer. Foi entao que, a partir deste século, se estabe-

leceram os fundamentos do Céalculo Diferencial e Integral.
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Como calculariamos, como mostra a Figura 3.28, por exemplo, a area de uma

regiao limitada por uma pardbola e duas retas?

Figura 3.28: Exemplo de area sob uma curva

Segundo Boyer [5], o matematico francés Pierre de Fermat chegou a um teorema
sobre a area sob curvas da forma y = 2”. A forma de determinacao desta area seguia o
seguinte raciocinio: Suponhamos que se queira calcular a 4rea sob essa curva desde x = 0
até r = a, Fermat subdividia o intervalo desde x = 0 até x = a em uma infinidade de
subintervalos tomando os pontos com abscissa a, aF, aF?,aF?, ... onde 0 < E < 1. Nesses
pontos ele levantava ordenadas da curva e depois aproximava a area sob a curva por meio

de retangulos, como mostra a Figura 3.29.

—— x

0 afE - af? a.F? aE a

Figura 3.29: Exemplo de area sob a curva por meio de retangulos

As areas dos retangulos circunscritos de aproximacao, a comecar pelo maior, sao
dados pelos termos em progressao geométrica a"(a —aFE), a"E"(aE —aFE?), a"E*"(aE?* —

aF?),... A soma infinita destes termos é

a"(1 - E) a™tt
1—grit " Ty EfE2. 4 En
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Quando E tende a 1 (ou seja, os retangulos se tornam cada vez mais estreitos) a

an+1
1tn que

soma das areas dos retangulos se aproxima da area sob a curva, obtemos entao
é a area procurada sob a curva y = x" desde x = 0 até x = a.

A necessidade de se determinar um método mais geral para o calculo de areas
limitadas por curvas estd na base do calculo integral e foi abordada j& no século III a.C.
por Arquimedes que utilizou o método de exaustao representando a area como o limite das
sequencias de areas de sucessivos poligonos regulares inscritos na regiao limitada da curva.
O céalculo deste limite dependia de procedimentos especiais e restritos para cada tipo de
problema. Uma das principais realizagoes do calculo foi substituir esses procedimentos
por um método geral e poderoso: a integral.

Newton e Leibniz foram os pioneiros do Calculo Diferencial e Integral e Bernhard
Riemann, em 1854, forneceu uma defini¢ao rigorosa para a integral de uma fungdo em um

intervalo.

3.7.3 Integral de Riemann

Seja inicialmente f uma funcdo continua num intervalo [a,b] e tal que f(z) > 0
para todo x € [a,b]. Consideremos uma parti¢ao do intervalo [a, b] formada pelo conjunto
de pontos P = a = xg,x1, T2, ..., T, = b. Assim, subdividimos o intervalo [a,b] em n
subintervalos da forma [z;_1,2;], 1 < i < n. Tomando as n divisdes de [a,b] de mesmo
tamanho, temos entao que cada um dos subintervalos tera comprimento Ax = x; — x;_1.
Consideremos os retangulos com bases nesses intervalos. Cada um desses retangulos tera
altura igual ao valor minimo da funcao restrita ao subintervalo base, ou seja, em cada um
dos sub-intervalos [z;_1,x;] podemos considerar o ponto m; que fornece o valor minimo
fim:) da funcao. A unido desses retangulos é uma regiao a qual podemos atribuir area:
a soma das areas dos retangulos (Ver a Figura 3.30), obtendo um valor aproximado por

falta para a area da regiao, que é dado por:

¥

Figura 3.30: Soma Inferior de Riemann
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s(P, f) = Ax.f(my) + Az.f(ma) + Az.f(m3) + ... + Dx. f Z Az f(m;)

que é a Soma Inferior de Riemann relativa a particao P e a funcao f.

Da mesma forma, podemos considerar retangulos com base nesses mesmos in-
tervalos cuja altura serd igual ao valor maximo da funcao restrita ao subintervalo base,
ou seja, em cada um dos sub-intervalos [z;_1,x;] podemos considerar o ponto M; que
fornece o valor maximo f(M;) da funcao, como mostra a Figura 3.31, obtendo um valor

aproximado por excesso para a area da regiao, que é dado por:

¥

S_F-I’_’—, X
D T T T T
L . X .=h

Figura 3.31: Soma Superior de Riemann

S(P, f) = Ax.f(My) + Ax. f(My) + Az f(Ms) + ... + Aa. f(M, Zm F(M

que é a Soma Superior de Riemann relativa a particao P e a funcao f.
Tomando um ponto z;* diferente de m; e de M; em cada um dos subintervalos,

obteremos um valor aproximado para a area da regiao
s* (P, f) = Ax.f(x}) + Aw.f(x3) + Dw.f(zh) + ... + Dz f(z ZAm f(x

Obviamente, s(P, f) < s*(P, f) < S(P, f).
Tomando uma quantidade cada vez maior de intervalos, obteremos uma quanti-
dade maior de retangulos cuja soma de suas areas estard cada vez mais proxima da area

A da regiao. Ou seja, fazendo n — oo , obteremos

lim [s(P, f)] = lim [S(P, f)] =

n—o0 n—0o0

Logo, pelo Teorema do Confronto,

lim [s"(P, f)] =

n—o0
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Definimos, assim, a integral definida como

[ f@de = s (P 1)

Onde, conforme podemos conferir em Mol [18],0 simbolo [, o dz, e o nome
"integral" foram introduzidos por Leibniz para sugerir a maneira pela qual o limite é
obtido.

3.8 Calculando a area do Triangulo e do Trapézio atra-

vés da Integral

Apresentaremos a dedugao das areas do triangulo e do trapézio utilizando o con-

ceito de integral.

3.8.1 Area do Triangulo

Vamos considerar a area do triangulo T" formado pelas retas y = ax , x = b, que
se interceptam no ponto (b, h), e o eixo das abscissas. Assim este tridngulo possui base b

e altura h, conforme mostra a Figura 3.32.

x=h y=ax

b

Figura 3.32: Area do triangulo T

Como o ponto (b, h) é ponto da reta y = ax, temos entdo que

h:a.b:>a:ﬁ

b
h
Logo, podemos representar a reta y = ax como y = ZI Desta forma, temos que A(T) =
/b h hz®®  hb?  bh
—xdr = —| = — = —.
0o b 2b lo 2b 2
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3.8.2 Area do Trapézio

Vamos calcular a area do trapézio T,, formado pelas retas y = ax, y = h,
y = a'x + c e o eixo das abscissas. No ponto (b, h), e o eixo das abscissas. Observemos as
Figuras 3.33 e 3.34.

y=ax y=a'x+c

Figura 3.33: Area do Trapézio T},

Podemos dividir este trapézio em 3 areas:

a-,
& ) 2 \

Figura 3.34: Area do Trapézio em 3 4reas

Ay = A(Th), onde Ty é o triangulo de base a; e altura h.
Ay = A(T3), onde T; é o triangulo de base ay e altura h.
Az = A(R), onde R & o retangulo de base b e altura h.

Observe que o trapézio possui base menor b e base maior B = a; + b + as.
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Para calcularmos a area do retangulo basta calcularmos area sob a reta y = h no

intervalo de a; a a; + b que é dada por
ai+b a1+b
A3:A(R):/ hdx = hz| = (a; + b)h — ayh + bh — a1h = bh.
a ai
Assim, a area do trapézi(l) ¢ a soma destas 3 areas:

A(T,,) = A1+ Ay + As

al.h CLQ.h
= 2T bk
2 * 2 *
al.h—l—ag.h—l—th
2

(a1+a2+b+b).h
2
(B+10b).h
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Capitulo 4

O Teorema de Pick

4.1 Quem foi Pick

Figura 4.1: Georg Alexander Pick

Segundo Connor [7], Georg Alexander Pick nasceu em uma familia judia em 10
de agosto de 1859, em Viena, Austria e morreu em 26 de julho de 1942 em Thereslenstadt,
Bhoemia, atual Reptublica Tcheca.

Entrou na Universidade de Viena em 1875, aos 16 anos. Estudou Matematica e
Fisica e graduou-se em 1879 com uma qualificacao que lhe permitiu ensinar essas duas
disciplinas. Concluiu seu doutorado em 1880, sendo nomeado assistente de Ernest Mach
na Universidade Karl- Ferdinand, em Praga. Em 1888, foi promovido a Professor Ex-
traordinario de Matematica e, em 1892, foi nomeado Professor Ordinario (Titular) na
Universidade Alema de Praga. Em seus 67 artigos publicados trata sobre diversos te-
mas como Algebra Linear, Célculo Integral, Analise Funcional, Geometria, Funcdes de
Varaveis Complexas, Equagoes Diferenciais e Geometria Diferencial, sendo essas quatro
ultimas areas responsaveis por mais da metade de suas publicacoes.

Em 1911, participou do comité que indicou Albert Einstein para uma cadeira de

Fisica-Matematica na Universidade Alema de Praga. Aposentou-se em 1927, sendo no-
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meado professor emérito e retornou a sua cidade natal, Viena. Em 1938, ap6s o Anschluss
(anexacdo da Austria por parte da Alemanha), voltou a Praga onde foi eleito membro
da Academia Tcheca de Ciéncias e Artes mas, apos a invasao de Praga pelos nazistas em
marco de 1939, foi excluido da Academia. Aos 82 anos, Pick foi preso e enviado ao campo

de concentracao de Theresienstadt, onde faleceu.

4.2 Teorema de Pick

Publicado pela primeira vez em 1900, em um periodico tcheco, sob a forma de um
artigo de 8 paginas intitulado Geometrisches zur Zahlenlehre (Resultados Geométricos so-
bre a Teoria dos Numeros), Pick [20], o Teorema de Pick nio recebeu muita aten¢ao mas,
apos ser divulgado pelo matematico polonés H. Steinhaus em 1969 no seu livro "Mathe-
matical Snapshots"[23], foi descoberto e apreciado por sua simplicidade e elegancia. E
uma formula simples para o calculo de um poligono cujos vértices sao pontos de uma

malha quadriculada.

Teorema 4.2.1. "A drea de um poligono simples representado em uma malha
quadriculada € dada por A =1+ % —1, onde I é a quantidade de nds interiores

do poligono e B é a quantidade de nés da borda do poligono".

A saber:

Poligono Simples: poligono formado por uma poligonal fechada simples (sem inter-

seccOes entre suas arestas) e que nao possui "buracos" em seu interior;

No: cada ponto de interseccao da malha, que representam os vértices de cada qua-

drado da malha;

Nos Internos (I): nos que fazem parte do interior da figura;

Nos da Borda (B): nos que fazem parte da borda que contorna a figura.
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A figura 4.2, mostra o calculo da area do Poligono aplicando a Formula de Pick.

e NOs da Borda - B
| . N . / « NOs Internos - |
CR Na figura, temos:
B=38
{ L] L L] L /
=16
* '\' Substituindo na formula de Pick, teremos
—\ B
A=1T+ 5 1

Azlﬁ—l—g—l_—-lﬁ—l-él—l:lgu.a

Figura 4.2: Calculo da area do Poligono aplicando o Teorema de Pick

4.3 Demostracao do Teorema

4.3.1 Resultados a serem considerados

Seguindo as ideias da demonstragao de Lima [14] no livro intitulado Meu professor

de Matemdtica, utilizaremos na demonstracao os resultados e defini¢coes que se seguem:

(i) Triangulo Fundamental: é o tridngulo que possui os 3 vértices, e nenhum outro

ponto, seja da borda ou do seu interior, sobre os vértices da malha quadriculada.

Na figura 4.3 temos exemplos de triangulos que sdo (a) e que nao sao (b) funda-

mentais:

(a) Tridngulos Fundamentais (b) Tridngulos MNao Fundamentais
Figura 4.3: Triangulos Fundamentais e Triangulos nao Fundamentais
(ii) A area de um triangulo fundamental ¢ igual a 3;
(iii) A soma dos angulos internos de um poligono de n lados é igual a (n — 2).7;
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(iv) Todo poligono de n lados pode ser decomposto como a reuniao de n — 2 triangulos

justapostos, cujos vértices sao os vértices do poligono dado;

(v) Todo triangulo cujos vértices sao vértices de quadrados de uma malha quadriculada
pode ser decomposto numa reuniao de triangulos fundamentais, em consequéncia
do item (iv), todo poligono com vértices coincidindo com vértices dos quadrados
de uma malha quadriculada podem ser decompostos em uma reuniao de triangulos

fundamentais.

4.3.2 Propriedade do niimero de Pick: Aditividade

A area de um poligono P é dada por A(P) =1+ %B — 1 que ¢, segundo Rupolo
[22] um nimero caracteristico, que depende, do poligono P e o chamamos de numero de
Pick representando por Pick(P) = I + %B — 1. Assim, se o nimero de Pick é a area de
um poligono simples entao ele é aditivo. Por exemplo, se um poligono P for composto

pela justaposicao de outros dois poligonos Py, P», entao:
Pick(P) = Pick(Py) + Pick(P;) (4.1)

Demonstracao: 6. Considere os poligonos Py e Py, arbitrdrios, representados na Figura

4ok

Figura 4.4: Poligonos P, e P,

Sejam B; os nos da borda e I; os nés interiores do poligono P, e By 0s nos da
borda e Iy os nos interiores do poligono P,. Justapondo os dois poligonos obtemos um

poligono P com B noés da borda e I nds interiores.
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Note que, desta forma, temos k nos de contato entre P, e P,, que antes eram
pontos da borda, e que se tornaram noés interiores do poligono P. Assim, a quantidade
de nos interiores de P sera

I=1+1L+k (4.2)

Essa quantidade k de no6s das bordas de P, e P, nao serao contabilizadas como
nos da borda de P pois se tornaram nés interiores. Temos entao que a quantidade de nos
da borda de P; que serao consideradas é B; — k, entre eles, A e B. A quantidade de nos
da borda de P, que serao consideradas é By — k, entre eles, A e B. Como os nos A e
B foram considerados duas vezes, teremos entao que a quantidade de nés da borda de P
serd dada por

Substituindo na férmula de Pick, teremos:

B By + By — 2k — 2
chk:(P):HE_l:[lHﬁH( Lt = ), _

(2I) 4 2I, + 2k + By + By — 2k — 2 — 2)

2
(2L +2L+B +B—2-2)
_ . _
(2]1+B1—2+212+B2—2) -
. —

B B

=(h+5 -+ L+ -1)=
Pick(Py) + Pick(P,)

4.3.3 Teorema de Pick : A(P)=1+1B—1

A aditividade do nimero de Pick nos sugere a ideia de demonstrarmos o teo-
rema através da decomposicao de um poligono P em triangulos fundamentais, conforme

demonstracoes de Tavares [24].

Demonstracao: 7. O poligono P pode ser decomposto por T tridngulos fundamentais de
o1
drea —.

2

1
Logo, a A(P) = §T.

Como temos T tridngulos e a soma dos dngulos internos de um triangulo é 7

radianos entao a soma dos dngulos internos do poligono P é mT radianos.
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Figura 4.5: Decomposicao de um poligono em T triangulos

Podemos realizar a mesma soma, mas agora adicionando os angulos vértice a

vértice, como mostra a Figura 4.6.

Figura 4.6: Soma de angulos vértice a vértice

Neste caso, temos [ vértices interiores formando dngulos de 27 radianos nos dando
um total de 27/ radianos. Temos ainda B vértices que coincidem com os angulos internos
de um poligono de B lados cuja soma é 7(B — 2).

Assim,

nl =2l +7(B — 2)
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T'=2I+DB-2
Como a area de A(P) = 3T, segue-se que
(21 + B —-2)

1 1

que é o Teorema de Pick.
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4.4 Aplicacoes

O Departamento de Matematica da Universidade Estadual de Maringé criou um
programa computacional da formula de Pick, disponivel em http://www.dma.uem.br /kit
/textos/pick/pick.html, com o seu auxilio ou através do software Geogebra, podemos citar

algumas aplicagoes:

(i) Desenvolvimento de areas de lesdes: A imagem da Figura 4.7 de lesao é fotografada
e acompanha-se diariamente o seu desenvolvimento e a velocidade da cicatrizacao,

0 que permitird determinar a melhor droga, entre outras, em testes.

Figura 4.7: Lesao causada por doenca de pele

(ii) Area de Queimadas e Devastacdes: A partir de fotos de satélites, como mostra a
Figura 4.8, realiza-se o calculo de area de regioes de queimadas e de devastacoes de

forma a poder acompanhar e intervir na redugao ou estagnagao do evento.

Figura 4.8: Desmatamento da Amazonia
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(iii) Calculo de areas de espagos geograficos: Com o auxilio de imagens de rios, lagos,
mapas de estados e paises, como mostra a Figura 4.9, calculamos a aproximacao de

suas areas.

Figura 4.9: Lagoa Rodrigo de Freitas
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Capitulo 5

Atividades Orientadoras de Ensino

5.1 Piblico Alvo e Periodo de Aplicacao

O objeto de conhecimento "Area de Figuras Planas"é componente curricular do
4° bimestre do 6° Ano do Ensino Fundamental. Assim, visando uma complementacao
curricular, as atividades foram iniciadas no 4° bimestre do ano letivo de 2013 com uma
turma de 28 alunos voluntérios do 6° Ano do Ensino Fundamental de 2013 do Colégio
Militar de Manaus como parte da programagao do Clube de Matematica e foram conti-
nuadas no 1° bimestre de 2014. Os encontros aconteceram no turno invertido das aulas,
das 14 as 16 horas, uma vez na semana, totalizando 8 encontros.

A seguir, apresentamos o desenvolvimento das atividades de forma sequenciada

sendo que elas foram particionadas nos diversos encontros.

5.2 Atividade 1: Area de Figuras Planas

A atividade consistiu em trabalhar com as pegas do TANGRAM para que, con-
forme orientagdo de Costa [9] através da equivaléncia entre figuras, pudéssemos deduzir
as formulas para o calculo de area.

Iniciamos definindo superficie como uma porcao do plano limitada por uma curva
(que geralmente, mas ndo necessariamente, € uma poligonal) e drea como um nimero que
representa a medida desta regiao.

Dividimos a turma em duplas e distribuimos o TANGRAM a cada uma delas.
Identificamos os 7 poligonos que formam as pegas do TANGRAM e iniciamos uma disputa

para a montagem das trés imagens representadas na Figura 5.1 utilizando todas pecas.
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Figura 5.1: Atividade com Tangram

Perguntamos aos alunos qual das trés figuras possuia a maior area. De imediato
foram dadas respostas diferentes e solicitamos que olhassem com calma e com atencao
no que todos concordaram, entao, que as trés figuras tinham a mesma area pois foram
construidas com as mesmas 7 pecas.

Dando continuidade, passamos para as deducoes das areas das figuras planas.

Area do Retangulo: A partir de um retangulo dividido em uma unidade padrio
de area, como mostra a Figura 5.2, deduzimos intuitivamente a area do retangulo como

sendo o produto da medida da base pela medida da altura.

Figura 5.2: Area do Retangulo
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Area do Quadrado: O quadrado é um caso particular do retangulo, em que a

medida da base e da altura sao iguais (observe a Figura 5.3), assim:

A B

a

Figura 5.3: Area do Quadrado

Area do Paralelogramo: Solicitamos que os alunos utilizassem 3 pecas do
TANGRAM: os dois triangulos menores e o quadrado (ver Figura 5.4). E construissem
primeiramente um retangulo e, em seguida, com as mesmas pecas, um paralelogramo.
Assim, os alunos concluiram que as duas figuras eram equivalentes e, portanto, possuiam
a mesma area: Apgraiciogramo = Aretanguio = b.h, com ambos os poligonos possuindo base
b e altura h.

Figura 5.4: Area do Paralelogramo

Area do Triangulo: Solicitamos que os alunos utilizassem 3 pecas do TAN-
GRAM: os dois triangulos menores e o paralelogramo (ver Figura 5.5). E construissem

primeiramente um paralelogramo e, em seguida, com as mesmas pecas, um triangulo.

Figura 5.5: Area do Triangulo

Temos entao que as duas figuras sao equivalentes e, portanto, possuem a mesma
area. Note que ambos os poligonos possuem mesma base b (ver Figura 5.6), porém, a
altura do retangulo (que equivale a altura de um dos tridngulos pequenos) é metade da
altura do triangulo (que equivale a altura dos dois tridngulos pequenos, que sdo congru-

entes).

42



Assim, se o triangulo construido possui altura h, o retangulo construido possui

h b.h b.h
altura R logo Aretanguio = base.altura = 5 = % = Atriangulo-

Figura 5.6: Figuras Equivalentes 1

Area do Trapézio: Solicitamos que os alunos utilizassem 3 pecas do TAN-
GRAM: os dois triangulos menores e o quadrado. E construissem primeiramente um

paralelogramo e, em seguida, com as mesmas pecas, um trapézio, como mostra a Figura

5.7.

Figura 5.7: Area do Trapézio

Mais uma vez, temos que as duas figuras sao equivalentes e, portanto, possuem
a mesma area. Para calcularmos a area do trapézio precisamos entao calcular a area do
paralelogramo. Para isso, utilizaremos a decomposicao do paralelogramos em um retan-
gulo e dois triangulos congruentes (ver Figura 5.8). Comegamos nomeando as medidas

dos dois quadrilateros: ambos possuem a mesma altura h.

Figura 5.8: Figuras Equivalentes 2

O trapézio possui duas bases, a base menor b e a base maior B que, conforme a
construcao, € B =a+ b+ a = 2a + b. O paralelogramo é formado por dois triangulos de

base a e altura h e um quadrado de lado b e altura h. Temos entao que:

(base.altura)  (a.h)

Atridngulo = 9 - 9 (5 . 1)
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Aquadrado =0b.h (5 . 2)

At”‘pézio = Aparalelogramo - 2Atri&ngulo + Aquadrado (53)
At’/‘apézio - (L2h) + b.h = ( ah;_ bh) — ( a_; b)h' _
(@+a+b+bh  ([(2a+b)+bh)  ((B+b).h) -
2 a 9 = 5 :

Area do Losango: Utilizando os dois triangulos congruentes maiores que com-
poem o TANGRAM construimos um losango onde a diagonal maior D do losango é a base

de cada triangulo e a diagonal menor d equivale a duas alturas do triangulo (ver Figura

d
5.9), ou seja, a altura de cada triangulo é 3

I
Figura 5.9: Area do Losango

Assim,

Atringulo = =

D.d 2.D.d D.d
Alosango = 2Atm’£mgulo = 2( 4 ) = ( 1 ) = ( 9 ) (56)
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Dando continuidade a atividade, solicitamos aos alunos que fizessem a aplicacao

das formulas em um exercicio da Figura 5.10 que foi distribuido:

COLEGHO MILITAR D MANAUS
CLUBT BE SATEMATICA -
xenaE PARTE2

Come mimaismmey 3 = dm g pzpas
u

PARTE1

Cabevls 8 e i gy plamms dmvemiade o s

=0 §° Ans. Conmdos cada qaminds da ma com L on de sempes

Figura 5.10: Exercicio

A resolucao da 1 parte transcorreu tranquilamente, porém muitos tiveram duvi-
das em como proceder para realizar o calculo de areas da 2% parte.

Projetamos cada uma das figuras da 2* parte e iniciamos um debate para deter-
minarmos se era possivel calcular essas areas e qual seria a melhor forma de fazé-lo.

Uma das ideias que surgiram foi a de calcular a area da unidade padrao, no caso
do quadrado de 1em de lado que é 1em? , e multiplicar pela quantidade de quadrados que
compoem a figura. Ao passarmos para a figura da letra b, verificamos que este procedi-
mento nao era o mais apropriado pois a figura nao era formada apenas de quadrados.

Outra ideia apresentada foi a de dividir a figura, decompondo-as em poligonos os

quais sabemos calcular as areas (ver Figura 5.11 e 5.12), conforme apresentado:

By

| Ry

Figura 5.11: A= R; + R»
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Figura 5.12: A=T+ R

Verificamos que o mesmo procedimento poderia ser adotado na letra c, sendo que
daria mais trabalho pois seriam varios poligonos. Os alunos passaram a questionar se
nao haveria uma forma mais simples para calcular a area de figuras deste tipo no que
respondemos que apresentariamos um novo método mais adiante.

Ao analisar a figura da regiao nao poligonal, de imediato os alunos contaram os
quadrados dentro da figura, no caso 25 quadrados completos que equivalem a 25¢m? de
area, sendo que alguns deram uma quantidade maior pois h& quadrados "quase todo"
dentro da Figura 5.13.

Figura 5.13: Regiao nao poligonal

Questionamos se esse seria o valor da area e eles disseram que nao, que era um
resultado aproximado, menor. Perguntamos se poderiamos utilizar a decomposicao da
figura em poligonos e eles responderam que sim, prontamente alguns alunos se manifes-
taram e disseram que ainda assim obteriam uma aproximagao pois como o contorno da
figura nao era uma poligonal ainda assim sobrariam partes. Perguntamos se obterfamos

2 e eles disseram que ndo que seria um valor maior, mais proximo

o mesmo valor, 25c¢m
mas ainda assim menor que o valor real da area.

Aproveitamos a oportunidade e discorremos de como os matematicos antigos
tratavam esta questao do célculo de area, dando uma ideia do método da exaustao e do

calculo integral.
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5.3 Atividade 2: Teorema de Pick e o calculo da Area

de Mapas

A atividade consistiu em aplicar a Formula de Pick para calcularmos a area
de estados e regioes através de mapas. Iniciamos apresentando uma breve biografia do
matematico George Pick. Em seguida, definimos, em uma malha quadriculada (ver Figura

5.14), o que seriam os nds, nos internos e nés da borda de uma figura ali representada.

e NO: definiremos como n6 cada ponto de interseccao da malha, que representam os

vértices de cada quadrado da malha;
e Nos Internos: I nés que fazem parte do interior da figura;

e Nos da Borda: B nos que fazem parte da borda que contorna a figura

- L]

o . ) . - ° o ° » o NOs da Borda
® ® . . ° ° . . * o o Nés do Interior
L - L L] L] L] - - - L]

L L] L L] L L] L L] L -
- - L L] L - -

Figura 5.14: N6s na malha quadriculada

Reforcamos com os alunos que pontos como o que esta destacado com a seta na
figura anterior nao ¢ contabilizado nem como no6 interior nem como né da borda pois ele
nao é vértice de nenhum quadrado que compoem a malha quadriculada. Em seguida,

apresentamos o Teorema de Pick:

Teorema 5.3.1. "A drea de um poligono representado em uma malha quadriculada é
dada por A = I + % — 1, onde I € a quantidade de nds interiores do poligono e B € a

quantidade de nos da borda do poligono”.
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Esclarecemos que este resultado é valido apenas para poligonos simples cujos vér-
tices coincidam com os vértices dos quadrados (nos) que compoem a malha quadriculada.
Exemplificamos para os alunos o que seriam poligonos simples e poligonos nao simples,

conforme o que se segue na Figura 5.15 e 5.16, respectivamente.

Figura 5.15: Poligonos Simples

Figura 5.16: Poligonos Nao Simples

Projetamos as mesmas figuras do exercicio dado na atividade 1 e pedimos aos
alunos que calculassem novamente as areas, desta vez aplicando a formula de Pick. Apro-
veitamos para verificar se a nocao de nos internos e nés da borda estava bem entendida,
solicitando que determinados alunos destacam-se os nos internos e nés dos pontos da

borda como mostra a Figura 5.17 e 5.18.
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Figura 5.17: Alunos destacando os nés internos e da borda de poligonos

Figura 5.18: Alunos aplicando a férmula de Pick no calculo de figuras compostas por
poligonos

Os alunos perguntaram se nao era possivel utilizar a féormula de Pick para os
outros tipos de poligonos e para figuras que nao eram poligonos. Respondemos que sim,
mas 0 que obterfamos seriam apenas aproximacoes e nao o valor exato da area, conforme
comprovariamos com o prosseguimento da atividade.

Distribuimos para cada dupla um mapa com escala de um estado ou de uma
regiao do Brasil, uma folha de papel quadriculado de 10mm e uma folha de papel de
seda, como mostra a Figura 5.19 e 5.20. Solicitamos que repassassem o desenho para o
papel quadriculado, contabilizassem os nos internos e da borda e fizessem o céalculo da

area utilizando a férmula de Pick.
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Figura 5.19: Alunos contornando o mapa utilizando o papel de seda para representa-lo
na folha quadriculada

Figura 5.20: Alunos calculando a area do mapa através da formula de Pick

Apos todos terem terminado perguntamos se este valor encontrado era o valor da
area do mapa, alguns disseram que achavam que sim mas outros lembraram que aquele
nao era o valor real porque o mapa possui uma escala que deve ser considerada. Assim, se
a escala for 1:40 000 000 significa que cada 1 cm do mapa corresponde a 40 mil centimetros
ou 400 km . Ou seja, cada quadrado da malha quadriculada possui area equivalente a
400.400 = 160.000 km? nesta escala dada. Assim, os alunos deveriam multiplicar o valor
encontrado utilizando a formula de Pick pelo quadrado do valor da escala de seu mapa.

Como mostra a Figura 5.21, temos como exemplo o mapa representando o estado
de Sao Paulo com escala 1 : 7.000.000 (1 cm equivale a 70km).

[=146,B =238
A=T+5-1=46+5-1=49
A =49 x 70 x 70 = 240100 km?
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Figura 5.21: Mapa representando o estado de Sao Paulo

Solicitamos que cada dupla apresentasse o resultado encontrado e comparamos
com o valor real, segundo dados do IBGE. No exemplo apresentado, a 4rea real do estado
do Sao Paulo é de 248.222,801 km?. No geral, todos os valores encontrados eram menores
que o valor real. Questionamos o porqué de nao termos obtidos o valor exato da area e
os alunos observaram que os mapas nao tinham a forma de poligonos e por isso s6 era
possivel obter uma aproximacao.

Prosseguimos com a tltima etapa da atividade, distribuindo para cada dupla uma
folha quadriculada com o desenho de trés mapas do estado do Amazonas: um desenho
do contorno do mapa, outro desenho do mapa com um poligono inscrito e outro desenho
do mapa com um poligono circunscrito, como mostra a Figura 5.22. Todos com escala 1:
16650000 (lcm equivale a 166,5 km).

Figura 5.22: Modelo da atividade
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Explicamos que a atividade consistia em calcular as areas das 3 figuras utilizando
a formula de Pick. Antes de iniciar os calculos, perguntamos qual dos 3 mapas nos dariam
o valor mais aproximado. A maioria dos alunos achou que seria a area do primeiro mapa,

o segundo daria um valor menor e o terceiro daria um valor maior (ver Figura 5.23 e 5.24).

Figura 5.24: Célculo das areas dos mapas do estado do Amazonas
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A Figura 5.25, mostra o momento em que os alunos estao fazendo a conferéncia
dos resultados.

A

e
m—

Figura 5.25: Confirmacao e conferéncias dos resultados encontrados

A figura 5.26, mostra o resultado dos calculos de uma das duplas.

Figura 5.26: Calculos realizados pelos alunos

Os resultados encontrados foram identificados em forma de tabela:

Mapa I B B A em km?
A=IT+5-=11 ny166,5 x 166,5)
1 50 | 11 545 1.510.862.625
2 28 | 30 42 11643345
3 50 | 37 675 1.871.251 875

Segundo o IBGE, a area do estado do Amazonas & 1.559.150, 148km?. Assim, o

valor mais aproximado da area foi o obtido pela aplicagao da férmula de Pick considerando
o contorno do mapa como uma poligonal.
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5.4 Avaliacao da Atividade

Distribuimos aos alunos um questionario com duas perguntas:

1. Que vantagens e desvantagens vocé poderia citar na aplicacao da Formula de Pick

para o cdlculo de 4reas?

2. Que consideracoes vocé pode fazer a respeito das atividades realizadas com os ma-

pas?

No geral, as vantagens citadas foram: "é mais facil e pratica de calcular porque
nao é preciso usar muitos nimeros no célculo, nao é preciso gravar muitas féormulas",
"é uma formula universal para calcular areas", "facilita na hora de calcular figuras que
nao sao comuns, sem muitas complicacoes e sem precisar dividir uma figura maior em
menores para encontrar um valor aproximado", "nao preciso decorar muitas férmulas que
até chegam a ser confusas", "calculamos areas maiores e mais complexas de maneira mais
rapida e as vezes mais precisa". Entre as desvantagens, a maioria dos alunos citou que
"nem sempre da o resultado correto", "se nao for um poligono a féormula nao mostrara o
numero exato", "a figura tem que estar na malha'.

Com relacao a segunda pergunta, os alunos responderam que "achei uma ativi-
dade legal porque deu para entender bem o assunto, fez com que a gente treinasse bastante
a formula", "foi um melhor jeito para a fixacao do assunto", "achei legal, algo novo, que
nao era do meu conhecimento. Prético e bem interessante", "gostei bastante pois nao
sabia desse método e pude perceber suas vantagens e precisao", "gracas a essa atividade
n6s pudemos executar o teorema na pratica'.

Durante os encontros notamos o empenho e envolvimento dos alunos em realizar
o que foi solicitado, estando atentos as explicagoes e participativos quando solicitados a
responderem perguntas ou a irem ao quadro resolver os célculos. Podemos concluir entao
que a atividade foi bastante satisfatoria e atingiu o objetivo de motivar os alunos em
um novo aprendizado e de fazé-los participar na construcao deste conhecimento de forma

pratica e enriquecedora.
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Capitulo 6
Consideracoes Finais

Neste trabalho propusemos uma nova abordagem para o ensino-aprendizagem
do céalculo de area de figuras planas no Ensino Fundamental II que se iniciou com uma
atividade com o0 TANGRAM despertando o interesse dos alunos e seguindo uma sequencia
didatica que possibilitou uma compreensao da problematica do calculo de areas que nao
se restringe apenas a formas poligonais mas também a formas com contornos irregulares
apresentando uma nova forma para se calcular dreas através da Foérmula de Pick e de sua
aplicagdo em uma atividade interdisciplinar utilizando mapas. Pretendemos contribuir
ainda, com este trabalho, no incentivo aos professores para que possam, junto com o0s
alunos, deduzir as formulas do calculo de area propiciando uma efetiva construcao e
aquisicao do conhecimento.

Sugerimos ainda, para enriquecimento da atividade, a utilizacao de programas de
geometria dinamica como o Geogebra que foi utilizado na construcao das figuras apre-
sentadas neste trabalho. Através destes programas, além de possibilitar aos alunos a
construcao e visualizacao das figuras para calcular as areas, pode-se fazer a verificagao
dos resultados através do comando area disponivel no Geogebra, por exemplo.

Porém, para se atingir efetivamente este objetivo, deveriamos ter uma organiza-
cao curricular que facilitasse o desenvolvimento dos contelidos e garantisse a possibilidade
da interdisciplinaridade e da contextualizacao. Deparamo-nos, entretanto, com uma grade
curricular extensa que nao nos permite uma flexibilidade e liberdade de tempo para a rea-
lizacao de atividades praticas e que garanta o alcance das metas do ensino da Matemaética
que &, segundo os PCN [6], garantir o desenvolvimento de capacidades como a observagao,
estabelecimento das relagoes, comunicacao em diferentes linguagens, inclusive simbolicas
e graficas; argumentacao e validagao de processos e resultados; estimulo as formas de
raciocinio, como intuicao, inducao, deducao, analogia, estimativa.

A aplicacao do trabalho com os alunos s6 foi possivel por ter sido realizada como
atividade do Clube de Matemética em horérios especificos, nao comprometendo o segui-
mento dos conteidos previstos para o bimestre. Desta forma, vemos na implantacao do

Ensino Integral e em Tempo Integral uma possibilidade de propiciar que o ensino da Ma-
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tematica atinja o objetivo proposto nos PCN [6] que é desenvolver no aluno habilidades
que favorecam a construcao do pensamento logico e o desenvolvimento da capacidade de
raciocinio e de argumentagao, preparando-o para estudos mais avancados em outros niveis
de escolaridade.

Esperamos assim, com este trabalho, nao apenas incentivar praticas pedagogi-
cas diferenciadas e motivadoras mas também gerar discussoes relacionadas ao ensino da
Matematica que possam contribuir para que desperte no aluno uma grande admiracao e
compreensao do largo alcance da Matematica, estimulando seu interesse pela disciplina.

O ensino da Matemética, segundo Avila [2], ¢ justificado pela riqueza dos dife-
rentes processos de criatividade que ele exibe, proporcionando ao educando excelentes
oportunidades de exercitar e desenvolver suas faculdades intelectuais. E cabe a nos, pro-
fessores, unir esforcos e propiciarmos de forma gradativa essas oportunidades a nossos

alunos.

26



Referéncias Bibliograficas

1]

2]
3]

4]

[5]

(6]

7]

8]

19]

[10]

[11]

ANDRADE, Doherty, GUZZO, Sandro Marcos e ZENONW.T. A."Formula
de Pick computacional”. Disponivel em <http://www.dma.uem.br/kit/textos
/pick/pick-doc.html>. Acesso em 25 fevereiro 2014.

AVILA, Geraldo S.S. Vidrias faces da matemdtica.Sao Paulo: Blucher, 2007.

BERLINGHOFF, Willian P.A matemdtica através dos tempos: um guia fdcil e prdatico
para professores e entusiastas. Willian P. Berlinghoff, Fernando Q. Gouveia; traducao
Elza Gomide, Helena Castro. Sao Paulo: Edgard Blucher, 2008.

BOLTIANSKI, V. G. Figuras equivalentes e equicompostas. [Cole¢ao Matemdtica:
aprendendo e ensinando]: traduzido por Seiji Hariki. Sao Paulo: Atual: Moscou:
Editora MIR, 1996.

BOYER, Carl B. Historia da Matemdtica: traducao: FElza F. Gomide. Sao Paulo.
Edgard Blucher, 1974.

BRASIL. Ministério da Educagao. Secretaria de Educacao Fundamental. Pardmetros

Curriculares Nacionais: Matemdtica(3° e 4° ciclo do ensino fundamental). Brasilia:

MEC/SEF., 1998.

CONNOR, JJ O’ e EF, Robertson. Georq Alerander Pick. Disponivel em
<http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/ history /Biographies/Pick.html>. Acesso em:
15 fev. 2014.

COSTA, Celso.;CARDIM, Nancy. Topicos de aritmética, dlgebra e geometria para o
ensino médio. Rio de Janeiro: UFF/CEP EB, 2006.

COSTA, Celso.; FIGUEIREDO, Luiz M. S. Instrumentac¢do para o ensino da geome-
tria. Rio de Janeiro: UFF/CEP, 2007.

COURANT, Richard.; ROBBINS, Herbert. O que é matemdtica?. Rio de Janeiro:
Editora Ciéncia Moderna Ltda., 2000.

DOLCE, Osvaldo.; POMPEO, J. N. Fundamentos de matemdtica elementar,9: geo-
metria plana. 7. Ed. Sao Paulo: Atual, 1993.

o7



[12] GOWERS, Timothy. Matemdtica: uma breve introdugao. Lisboa: Ed. Gradiva, 2008.

[13] KILHIAN, Kleber. "Demonstracio da drea do circulo,2009. Disponivel em
<http://obaricentrodamente.blogspot.com.br/2009/08 /demonstracao-da-area-do-

circulo.html>. Acesso em: 22 marco 2014.

[14] LIMA, E. L. Meu Professor de Matemdtica e Outras Histdrias. Rio de Janeiro: Fun-
damentos da Matematica Elementar - SBM, 1991.

[15] LINTZ, R.G. Histdria da Matemdtica. Blumenau: ED. Da FURB, 1999.

[16] MALTA, Iaci. et al. Uma introducio ao cdlculo. Rio de janeiro: Ed. PUC Rio;Sao
Paulo: Loyola, 2002.

[17] MARQUES, Eriem Cortez. Tdpicos sobre poligonos. |Trabalho de Conclusdo de
Curso|. Sao Paulo: Universidade Federal de Sao Carlos, Curso de Matemaética, De-

partamento de Matematica: 2012.

[18] MOL, Rogério Santos. Introdu¢do a historia da matemdtica. Belo Horizonte : CAED-
UFMG, 2013.

[19] MORGADO, A. C.; WAGNER, E. M. Geometria II: métrica plana. Rio de Janeiro:
F.C. Aratjo da Silva, 2002.

[20] PICK, G. A. (1900). Geometrisches zur Zahlenlehre (Geometric results on number
theory). Sitzungsber. des Deutschen Naturwissenschaftlich-Medizinischen Vereins fiir
Bohmen "Lotos", Prag, 1900.

[21] ROQUE,Tatiana.; Carvalho, J. B. P. F. Tdpicos de Histéria da Matemdtica. 1. ed.
Rio de Janeiro: Sociedade Brasileira de Matematica, 2012. v. 1. 466p.

[22] RUPOLO, Diogo. Estudo das aplicacoes do método de monte Carlo a determinagao da
drea de figuras planas nao-regulares. [ Trabalho de Conclusao de Curso|. Mato Grosso:
Universidade do Estado de Mato Grosso, Curso de Matematica, Departamento de
Matematica: 2010.

[23] STEINHAUS, H. Mathematical Snapshots. Oxford University Press, 1969.

[24] TAVARES, J. Nunes. "O teorema de Pick”. Disponivel em: <http://cmup.
fc.up.pt/cmup/pick/index.html>. Acesso em: 8 margo 2014.

28



APENDICES

COLEGIO MILITAR DE MANAUS
CLUBE DE MATEMATICA

NOME:

PARTE 1

Calcule a area das figuras planas desenhadas nas malhas abaixo utilizando o que

vocé aprendeu no 6° Ano. Considere cada quadrado da malha com lcm de comprimento.

il ]

29



=

PARTE 2

Como calculariamos a area das figuras a seguir?
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Atividade: Calculo de Area dos Mapas do Amazonas
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