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Resumo da Dissertagdo apresentada ao Programa de P6s-Graduacdo em Matematica,
da Universidade Federal do Amazonas, como parte dos requisitos necessdrios para a

obtencdo do grau de Mestre em Matematica. (M.Sc.)
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Guilherme Santos Silva
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Orientador: Prof. Dr. James Dean Oliveira dos Santos Janior

Area de Concentracio : Estatistica

Investigamos a performance de um novo modelo linear dindmico onde o parametro
de amortecimento da tendéncia possui uma evoluc¢do temporal dada por uma distribui-
cdo de probabilidade normal. O objetivo € determinar se a inclusdo de uma dindmica na
evolucdo do paradmetro de amortecimento melhora a performance preditiva do modelo em
relacdo aos modelos polinomiais existentes, em particular o0 modelo de tendéncia aditiva
Damped Holt. Para avaliar esta nova proposta, foi desenvolvido um estudo de simulacao
e de aplicacdes em dados da competicdo internacional M3, analisando a performance do
modelo. Foram simuladas séries polinomiais de ordem dois com diferentes valores para
a variancia observacional e a variancia de evolucio dos estados. Os resultados do estudo
sugerem que o novo modelo proposto consegue obter um ganho preditivo marginal em
relacdo aos modelos polinomiais existentes em boa parte do espaco paramétrico. Com 0s
dados da competicao internacional M3, vérias séries com diferentes caracteristicas foram
analisadas. A func¢do preditiva k passos a frente foi avaliada apds um periodo de ajuste
do modelo aos dados. Para a estimacdo dos parametros dos modelos ja existentes, foi
empregada a técnica de multiprocesso classe I e para a estimacao dos parametros do novo
modelo foi empregada a minimizacdo da medida de erro SMAPE. O novo modelo tem
toda a evolugdo dos estados em forma analitica e nenhum tipo de simulacdo é necessa-

ria para a estima¢do dos parametros. A limitagdo para o novo modelo surge quando o



parametro de estado referente a inclinagcdo se aproxima de zero. Neste caso o modelo é
considerado inapropriado e novos estudos sdo necessarios para contornar este problema.
Palavras-chave: Séries Temporais, Modelos Lineares Dinamicos, Damped Holt ¢ Nor-
mal.
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A novel dynamic linear model is proposed and its forecasting performance was inves-
tigated. This model allows the trend dampening parameter to evolve with time according
to a normal distribution. The main goal is verify whether the inclusion of a temporal dy-
namic in the trend dampening parameter improves the model’s performance when com-
pared to the existing polynomial models, in particular the Damped Holt model. To assess
this new model, a simulation study was carried out and the model’s forecasts were com-
pared with other models using the M3 competition monthly data. Time series of second
order polynomial models were simulated with different values for the observational vari-
ance and the state evolution variance. The results of both studies suggest that the proposed
model achieves a marginal predictive gain when compared with the existing polynomial
models in part of the parametric space. Several series from the M3 competition data with
different characteristics were analysed. The k-step ahead predictive function was evalu-
ated after a training period. Multi-process class I and mean squared error minimization
were employed for the parameter estimation of the existing models. For the novel model,
minimization of the Symmetric Mean Absolute Percentage Error (SMAPE) metric was
used. The proposed model has the state evolution in analytical form and there is no need
for any kind of simulation for parameter estimation. A limitation of the proposed model

is its inability in dealing with the second component of the state vector when its value is



near zero. In this case, the model is deemed inappropriate and new studies are necessary
to solve this problem. keyword: Time Series, Dynamic Linear Models, Damped Holt
and Normal Distribution.
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Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo apresenta-se o enfoque de previsdo bayesiana de séries temporais, seus
objetivos e exemplos de aplicacdes. Também ¢ descrita a proposta do trabalho e sua

organizagao.

1.1 A Analise Estatistica de Séries Temporais

As aplicacdes de andlise de séries temporais ganharam um crescimento enorme nas
ultimas décadas e podem ser usadas em diversos campos de estudo, tais como financas,
engenharia, demografia, economia, medicina, etc. Como exemplos de alguns problemas

que sdo resolvidos por esta técnica temos:

Previsdo de vendas de produtos;

Andlise e previsdo de efeitos promocionais em vendas e marketing;

Detec¢do de anormalidades em monitoramento de pacientes pds-operatorio;

e Previsdo de precos de ativos financeiros para gerenciamento de portfdlio;

Previsdo de volatilidade para precificacdo de instrumentos financeiros;

Previsdo de demanda de partes em gerenciamento de inventdrio;

Devido ao recente desenvolvimento computacional, muitos destes procedimentos ja
sdo feitos em processos automatizados e on-line, muitas vezes em séries de alta frequéncia
(Hang [16]).



O problema abordado em andlise de séries temporais é oferecer uma previsdo do fu-
turo desenvolvimento de uma série com precisdo aceitdvel. A previsdo de dados é um
componente essencial na estratégia de muitas empresas. Existem duas principais aborda-
gens para andlise estatistica de séries temporais: a frequentista (por exemplo, a metodo-
logia ARIMA de Box-Jenkins (Carmona [7])), e a bayesiana (por exemplo, os modelos
dinamicos de Harrison-Stevens (West & Harrison [39]).

Neste trabalho adotou-se a abordagem bayesiana.

A previsio bayesiana de séries temporais é¢ uma técnica que permite resolver os pro-
blemas acima de forma intuitiva e simples. Ela oferece uma formula¢do muito flexivel
para analisar fendmenos dinadmicos e sistemas que evoluem no tempo. Além disso, ela
contribuiu para estender os dominos de aplica¢do para processos ndo estaciondrios e da-
dos discretos e multivariados. Os modelos bayesianos mais comuns sdo os modelos de
Espaco de Estados. Eles usam um vetor ou matriz de estados para definir o modelo. Caso
os estados e as observacdes tenham distribuicdo normal e o relacionamento entre as ob-
servacdes e os estados seja linear, tem-se o caso particular, chamado de Modelos Lineares
Dinamicos (Durbin & Koopman [10], West & Harrison [39]).

1.2 Inferéncia Bayesiana

Este trabalho emprega a modelagem bayesiana na previsao de séries temporais usando
Modelos Lineares Dinadmicos (DLM). Estes modelos foram desenvolvidos pelo campo da
engenharia na década de sessenta e receberam um enorme impulso devido ao desenvolvi-
mento de recursos computacionais na década de noventa (Robert & Casella [31], Venables
& Ripley [37], Tanner [33], Wasserman [38]).

Em um sistema estocdstico, a incerteza é devida principalmente a varidveis que ndo
foram consideradas no modelo e erros de medi¢cdo. Esta incerteza é descrita através de
uma distribui¢do de probabilidade. Por consequéncia, a estimac¢do dos estados do sistema
e outras quantidades de interesse sdo resolvidas calculando a distribuicdo condicional,

dadas as informagdes disponiveis. Este € um conceito basico em inferéncia bayesiana.

DLMs sdo baseados na idéia de descrever a saida (denominado Y, no tempo 7) de um
sistema dinamico como uma fun¢do de estados nio observaveis que possuem uma evolu-
cdo Markoviana. Este sistema é naturalmente afetado por erros aleatérios. Ao condicionar
a varidveis latentes a dependéncia temporal dos dados consegue-se uma dindmica que se
encaixa de maneira natural no enfoque bayesiano. Outra vantagem de DLLMs € que os cal-

culos podem ser feitos de maneira recursiva. As distribui¢des condicionais de interesse



podem ser atualizadas, incorporando os novos dados, sem que seja necessdrio guardar
todo o histdrico de informagdes. Isto € muito vantajoso quando os dados tem natureza
sequencial e a inferéncia on-line € necessdria. A natureza recursiva dos cédlculos € uma

consequéncia da férmula de Bayes na formulagdo dos DLMs.

Na estatistica bayesiana toda a incerteza que se tem sobre os pardmetros de um pro-
cesso ou fendmeno € descrita por meio de uma distribui¢io de probabilidade. Esta distri-
bui¢do tem uma interpretacdo subjetiva, sendo uma maneira de formalizar a informacgao
incompleta que o pesquisador tem sobre o processo que estd sendo analisado. O processo
de aprendizado consiste da aplicacdo de regras de probabilidade, onde basta calcular a
probabilidade condicional do evento de interesse, dado a informacgao disponivel. O Teo-
rema de Bayes € a regra bdsica a ser usada. Este teorema explica como atualizar crencas
depois que nova evidéncia sobre o processo € considerada. A distribuicdo posteriori do
parametro de interesse é proporcional a verossimilhanca observada vezes a probabilidade

a priori do pardmetro. Em geral, isto é representado como:
Posteriori o< Verossimilhanga observada x Priori . (1.1)
O evento de interesse e o resultado do sistema dependem do problema.

Antes de seguir adiante, vamos introduzir a notacdo e as convengdes usadas. Varidveis
aleatdrias ou vetores aleatdrios serdo denotados por letras maitsculas e um valor reali-
zado serd denotado por letras mindsculas. Nao existe distin¢do de nota¢do entre vetores e
quantidades multivariadas e a distin¢do serd clara dentro do contexto. Uma série tempo-
ral univariada ou multivariada é uma sequéncia de varidveis ou vetores aleatdrios e serd
denotada por (Y, : 1 =1,2,...),(Y;);>1 ou simplesmente (Y,). Quando se considera uma
sequéncia finita de observagdes consecutivas entre o i-ésimo e j-ésimo valor, usa-se a no-
tacdo Y;.;. Densidades de probabilidade serdo denotadas por f(-). Adota-se a convensio
de usar o mesmo simbolo f para a distribui¢do de diferentes varidveis aleatdrias, onde o
argumento torna claro a qual distribuic@o se refere. Para um vetor aleatério p-dimensional
0, com média m e matrix de variancia C, adota-se a sua distribuicdo multivariada como

0 ~ N,[m,C]. Quantidades multivariadas serdo denotadas em negrito.

Em inferéncia estatistica, o experimento é geralmente o resultado de uma amostragem,
e este é descrito por um vetor aleatério Y. E comum usar um modelo paramétrico para
atribuir uma densidade de probabilidade de Y. A quantidade de interesse € o vetor 6 dos
parametros do modelo. A inferéncia bayesiana de @ consiste em calcular a sua distribui¢do
condicional dado os resultados da amostragem. Baseado no conhecimento do processo
sendo analisado, o pesquisador pode atribuir uma distribui¢do condicional f(Y|@) para

Y dado 0. Esta € a fungdo verossimilhanga, como definido acima. E também atribuida



uma distribui¢@o priori f(0) que expressa a incerteza sobre o vetor de pardmetros 6. Ao
observar Y =y , pode-se usar uma generalizagdo do Teorema de Bayes para calcular a
densidade condicional de @ dado y:

/(316)/(6)
T /(y16)/(6)d6 (-2

Na maioria das vezes, o principal objetivo da andlise estatistica de séries temporais € a

f(8ly) =

previsdo. Logo tem-se interesse pela distribui¢do preditiva de Y, ou seja, f(y, x|¥1./)

onde £ > 1. Em modelos paramétricos isto pode ser calculado como

Fesl¥ra) = [ FOrxo 8191080 = [ F(3416.31) 7Bl )d6. (13

Geralmente é mais simples especificar a densidade condicional f(y;.,|€) de Y., dado O e
a densidade f(0) do que obter diretamente f(y,.,) usando f(y;.,) = [ f(¥1.,10)/(60)dO

A estrutura de dependéncia mais simples € a independéncia condicional (Berger [4]).
Nas aplicagdes que serdo tratadas, € possivel assumir que Yi,...,Y, sdo condicional-
mente independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.) dado 6, ou seja, f(y;.,|0) =

ﬁ f(y;|0). Neste caso, a densidade preditiva é dada por:
i=1

F@inlye) = [ 131100/ Oly ). (14

A densidade posteriori pode ser calculada pela férmula de Bayes:

f(Oly1) = % Hf (v,10) (1.5)
Note que a distribuicdo a posteriori pode ser calculada recursivamente, de forma que
a posteriori no tempo ¢ =n — 1 se torna a priori no tempo ¢ = n. Assim que a nova
observacdo y, ¢ feita, basta calcular a verossimilhanca, que é f(y,|0,¥1.,—1) = f(¥,]0)
assumindo a independéncia condicional, e atualizar a priori f(6|y;.,_;) pela regra de
Bayes, obtendo

f(0|y1:n—17yn) o< f(9|YIn 1 yn|0 Hf yt|0 Yn|0) (1.6)

A estrutura recursiva da posteriori serd fundamental ao introduzir os modelos dindmicos

no préximo capitulo.

Por conveniéncia, € comum usar prioris conjugadas, i.e., se a priori pertence a uma

certa familia de distribui¢des, entdo a posteriori também pertencerd a mesma familia.



Para a familia exponencial, tem-se uma no¢do de priori natural conjugada, que é definida
a partir da densidade da estatistica suficiente (Berger [4]). Na pratica, usa-se prioris ndo
informativas para expressar ignorancia ou informacio vaga sobre o parametro. Estender
a nocdo de priori vaga ou uniforme quando o espaco paramétrico € infinito leva a dis-
tribui¢cOes improprias. Estas distribui¢des ndo podem ser consideradas distribuicdes de
probabilidade, pois a integracdo sobre o seu dominio retorna o valor infinito. Contudo,
muitas vezes a densidade posteriori de prioris impréprias sdo proprias, o que justifica o

S€u uso.

1.3 Proposta do Trabalho

Modelos dindmicos sdo uma alternativa eficiente para andlise de séries temporais,
pois permitem a inclusdo de conhecimento especifico do especialista de maneira natural
no modelo (West & Harrison [39]). Dentro desta classe, varios tipos de modelos foram
desenvolvidos ao longo dos anos, cada um lidando com determinadas caracteristicas da
série a ser ajustada. Neste contexto, foram desenvolvidos modelos polinomais, para lidar
com diferentes taxas de crescimento e modelos sazonais para lidar com os ciclos que a sé-
rie pode apresentar. Dentre os varios modelos existentes, os modelos com amortecedores
de tendéncia se apresentam como um dos mais promissores para previsdes (Taylor [35]).
Estes modelos foram desenvolvidos numa classe mais ampla, denominada exponential

smoothing (Hyndman et al. [19]).

O modelo aditivo com amortecimento de tendéncia, também conhecido como Damped
Holt, se destacou em competi¢des internacionais de previsdo. Nestes modelos, o parame-
tro de amortecimento de tendéncia € constante ao longo do desenvolvimento da série.
Geralmente a estimacio deste parametro ocorre por minimizacao dos erros quadrados ou

maximiza¢do da funcdo de verossimilhanca (Hyndman & Khandakar [20]).

O objetivo geral deste trabalho € investigar se a inclusdo de uma dindmica temporal no
parametro de amortecimento traz ganhos de performance preditiva aos modelos Damped
Holt.

Os objetivos especificos deste trabalho sdo:

e Revisdo de literatura sobre todos os conceitos envolvidos no desenvolvimento desse
trabalho;

e Propor um novo Modelo Linear Dindmico com pardmetro de amortecimento de



tendéncia dindmico;

e Avaliar o novo modelo proposto em diversos cendrios de simula¢do, com diferentes

valores para 0s parametros;

e Aplicar a nova metodologia proposta em dados reais da competicdo international
M3 e, em particular, quantificar a diferenca de performance entre o novo modelo e

os modelos existentes.

1.4 Organizacao do Trabalho

Esta dissertacio estd dividida em seis capitulos. Este Capitulo 1 com a Introducdo
sobre inferéncia bayesiana e motivacdo. No Capitulo 2 apresenta-se a definicdo de Mo-
delos Lineares Dindmicos e os métodos de estimacdo de parametros para esse modelo.
Aborda-se ainda algumas particularidades desses modelos, como a incorporacdo de uma
evolugdo temporal para a variancia observacional e o uso de fatores de desconto ao invés

da especificacdo da variancia de evolucdo dos estados.

No Capitulo 3, apresenta-se os modelos aditivos Damped Holt e a estimagdo de para-
metros por misturas de densidades via multiprocessos classe I. Além disso, sdo apresen-
tados as diferentes medidas de comparacdo de performance de modelos, assim como as

suas principais caracteristicas.

No Capitulo 4 € apresentado o novo modelo Damped Holt dindmico, assim como
as suas propriedades. Neste contexto, é discutida a estimacdo de parametros e algumas
limita¢des do modelo, e também situagdes onde o modelo é adequado. A evolugdo do

amortecedor é demonstrada e a sua dinimica é discutida.

No Capitulo 5 sdo apresentados os resultados obtidos por meio dos estudos de si-
mulacdes e aplicacdes com dados da competi¢do internacional M3. J4 houveram varios
estudos para comparar a capacidade preditiva de varios métodos para andlise de séries
temporais. As competicdes M1, M2 e M3, conhecidas como as competicdes M, sdo as
mais reconhecidas na literatura. Estes estudos comparam a performance de um grande
numero de métodos usando especialistas renomados, cujas previsdes sdo analisadas em
um conjunto amplo de séries com variadas caracteristicas e de diferentes dreas de conhe-
cimento. Os resultados da simulacio sdo discutidos e a andlise da performance do modelo

na competicdo € apresentada.

As conclusdes e sugestdes sdo apresentadas no Capitulo 6.



No Apéndice A sdo apresentados os dois lemas usados na demonstragdo da evolugdo

do amortecedor dindmico de tendéncia e nos principais teoremas do Capitulo 2 e 4.



Capitulo 2

Modelos Lineares Dinamicos

Neste capitulo sdo apresentados modelos lineares dindmicos e suas principais pro-
priedades. Discute-se a estima¢do dos seus pardmetros por meio de aprendizagem da
varidncia observacional e a especificacdo da variancia de evolu¢do dos estados por meio
de fatores de desconto. Os principais resultados apresentados na literatura sdo mostrados
e discutidos no contexto deste trabalho. Os modelos lineares dindmicos sdo apresentados
como um caso especial dos modelos de Espaco de Estados, sendo lineares na relagdo com

a varidvel resposta e com distribui¢des gaussianas.

2.1 O Modelo Linear Dinamico

Devido ao acesso facilitado de poder computacional, tem havido um interesse cres-
cente na aplica¢do de modelos de Espago de Estados na andlise de séries temporais; veja
(Harvey [17], West & Harrison [39], Durbin & Koopman [10], Migon et al. [28], Petris
et al. [29] e Pole et al. [30]) e todas as referéncias citadas nestas obras. Modelos de Es-
paco de Estados consideram uma série temporal como uma saida de um sistema dinamico
perturbado por efeitos aleatérios. Com esta formulacdo, é possivel uma interpretacdo in-
tuitiva de uma série temporal como sendo uma combinagdo de blocos estruturais mais
simples, tais como tendéncia, sazonalidade ou componentes de regressdo. Além disso,
devido a natureza da formulagdo e ao Teorema de Bayes, todos os cdlculos podem ser
implementados de maneira recursiva, sem a necessidade de armazenar todo o historico
da série. A estimagdo de parametros e a previsdo € feita de maneira recursiva através do
calculo da distribuicdo condicional dos estados e da varidvel resposta, dada a informacgao

disponivel.



Modelos de Espaco de Estados podem ser usados para modelar séries temporais univa-
riadas ou multivariadas, além de séries ndo estaciondrias, séries com mudancas estruturais
e/ou séries com padroes irregulares. Toda andlise de séries temporais se baseia na pos-
sibilidade de encontrar padrdes que se reproduzem no desenvolvimento da série. Existe
também a demanda por modelos que sejam flexiveis que nao assumem padrdes regulares
ou possuem mudancas estruturais, tais como uma mudanca repentina de nivel. A pos-
sibilidade de analisar a série sem a necessidade de pré-transformar os dados, como € o
caso dos modelos ARIMA, também pode ser citada como uma vantagem desta classe de
modelos. Em vdrias situacdes, ¢ muito desejdvel poder incorporar no modelo varidveis
regressoras com o objetivo de auxiliar a previsdo de mudancas bruscas nas séries. A mo-
delagem de séries multivariadas também pode ser realizada de maneira simples e intuitiva,
desde que cada série do conjunto atenda aos requisitos de normalidade e as séries sejam

correlacionadas.

Nas proximas se¢Oes serd discutido a formulagdo basica dos modelos de Espaco de
Estados e seu caso particular, modelos lineares dindmicos, assim como a estrutura recur-
siva do filtro de Kalman, usado para obter uma estimativa dos estados do sistema.

2.1.1 Modelos de Espaco de Estados

Seja uma série temporal (Y,),>;. Neste caso ndo é possivel assumir independéncia
das observacdes, ja que geralmente a autocorrelacdo entre elementos da série € alta pelo
fato do tempo exercer influéncia sobre os dados. Dentre as formas de dependéncia, a
Markoviana € a mais simples entre os Y,’s no qual o indice de tempo ¢ tem influéncia.

Diz-se que a série (6,),>; é uma cadeia de Markov se, para qualquer t > 1,
f(0t|01:l—1):f(0t|0t—1)- (2.1

Isto significa que a informagdo sobre 6, vinda de todas as observacdes até o tempo 7 — 1
¢ exatamente a mesma informacao vinda apenas de 6;_. Para uma cadeia de Markov, a

distribui¢do conjunta pode ser escrita de maneira simples como:

f(YIt Hf y]‘Y] 1 (22)

J=2

Considere no tempo ¢ = 0 a informacao inicial a priori como Dy. Em qualquer tempo



t futuro o conjunto de informagdes disponivel é dado por:
D, = {YlaDt—l}'

No entanto, assumir uma estrutura markoviana para as observacdes ndo € apropriado em
muitos casos. Modelos de Espaco de Estados definem relacdes mais complexas para
as observacdes com base na estrutura de dependéncia de uma cadeia de Markov. Em um
modelo de Espago de Estados tem-se uma cadeia de Markov ndo observavel (6,), chamada
de processo de estados. Y, é definido como uma medida imprecisa de 8;, podendo ser uni-
ou multivariado. Em andlise de séries temporais, 8, ¢ uma varidvel latente que caracteriza
0 processo estocastico sendo analisado. Pode-se enxergar (6,) como uma série temporal
que auxilia na especifica¢do da distribui¢do de probabilidade da série observavel (Y,).
De maneira formal, um modelo de Espaco de Estados consiste de uma série temporal p-
dimensional (@, :1=0,1,...) e uma série temporal m-dimensional (Y, :7=1,2,...) onde

as seguintes condic¢des sdo satisfeitas:

1. A série temporal dos estados 6, é uma cadeia de Markov;

2. O valor de Y, depende apenas de seu respectivo 8, e, condicionado a 6,, os Y, sdo

independentes entre si.

Como consequéncia das condi¢des listadas acima, o modelo de Espago de Estados ¢é
completamente especificado pela:

1. Distribui¢do inicial a priori dos estados f(0o);
2. Densidade condicional da evolugdo dos estados f(6,|0,-1);

3. Densidade condicional f(y,|6;);

de forma que a distribuicdo conjunta das observacdes e dos estados, para qualquer # > 1

seja dada por

1

f(60s,¥14) = Hf 6;l6;-1) (Yj‘e.i)- (2.3)

J=1

De 2.3, pode-se obter qualquer outra distribui¢do de interesse, seja por condiciona-
mento ou por marginalizacdo. Note também que esta é a densidade usada para obter as

condicionais completas para o amostrador de Gibbs (veja Robert & Casella [31]), se esta
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for necessdria para inferéncia sobre os estados. Modelos de Espaco de Estados nos quais
os estados sdo varidveis aleatdrias discretas sdo comumente chamados de Modelos de
Markov Ocultos (Hidden Markov Models).

No caso de modelos de Espaco de Estados, a sua execucdo funciona de acordo com
o principio de "Gerenciamento por Excecdo"(Management by Exception). Isto envolve o
uso do modelo até que circustincias excepcionais acontecam. Tais circunstincias ocor-
rem de duas maneiras distintas. A primeira acontece quando informacgao de especialistas
no dominio é recebida. Por exemplo, pode-se obter informacdes sobre nova legislacdo
a ser adota, greves, dificuldades de fornecimento, etc. Esta informacdo é de carater an-
tecipatoria (feed-forward) e € incluida no modelo através de mudancas nas densidades
dos estados que sejam afetados. A segunda possui natureza corretiva (feedback) e ocorre
quando o sistema de monitoramento usado para avaliar a performance preditiva da série
sinaliza erros de previsdo fora do usual. A reac¢do pode ser a introdu¢do de procedimentos
de correcdo, automdticos ou manuais. Estes procedimentos podem ser semelhantes aos

descritos acima ou podem ser projetados para corrigir as defici€éncias detectadas.

2.2 Modelos Lineares Dinamicos

Modelos Lineares Dindmicos sdo uma classe importante dos modelos de Espaco de
Estados. Para um vetor m dimensional de observa¢des Y,, onde as observacdes sdo rece-
bidas sequencialmente ao longo do tempo, ¢ um vetor p-dimensional de estados 6,, com

t=1,2,..., temos que:

Definicao 2.1. O Modelo Linear Normal é construido pela seguinte quddrupla:
{F7G7V7W}t - {FtaGl-,VhWt}
para cada tempo t, onde
1. F, é conhecida como a matriz de projeto, com dimensées (p x m);
2. G, é conhecida como a matrix de evolugdo, com dimensoes (p x p);

3. V; é conhecida como a matrix de varidncia observacional, com dimensdes (m x m);

4. W, é conhecida como a matrix de variancia dos estados, com dimensoes (p x p);
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A quédrupla define o modelo que relaciona a varidvel resposta Y, com o vetor de

estados @, no tempo ¢ através das seguintes distribui¢des de probabilidade:

(Y,|8;)) ~ NIF.0,,V,] (2.4)
(01‘01—1) ~ N[Gtet—lawl]a (2.5)

onde assume-se implicitamente que as distribui¢cdes sdo condicionais a D,_1, o conjunto
de informacdes disponivel antes do tempo ¢. Este conjunto tipicamente se compde dos
valores passados da série Yi.,—1 e os valores das varidncias V, e W;, além da informa-
cdo inicial Dyg. Também pode-se representar as probabilidades acima com as seguintes

equagoes

Yl E F;Ot —|—V[, Vt ~ N[O,V;] (2.6)
0, = G0, 1+w, w ~N[0O,W,], (2.7

onde as sequéncias de erros v; e w; sio mutuamente independentes entre si e dentro de
cada série. Denomina-se v, como o erro observacional e w, como o erro de evolucdo ou
erro de estados. A Equacgdo 2.6 é denominada a equagdo de observagdo do modelo e define
a distribuicdo de Y; condicional ao vetor de estados 6;. A independéncia condicional é
valida aqui e os Y, s@o independentes entre si, dado o vetor 8,. Esta equacio relaciona a
varidvel resposta Y; ao vetor de estados 6, através de uma regressao linear com erros que
tem uma distribui¢do normal multivariada se a varidvel resposta for multivariada também.

A resposta média (mean response, mean level) é dada por p, = F; 0,.

A Equagdo 2.7 € denominada a equacdo de evolucdo ou equacdo dos estados e define
a evolugdo do vetor de estados. A evolucdo é dada por uma cadeia de Markov, como
descrito anteriormente, de forma que dado 8;_; e os valores de G, ¢ W, 8, é independente

da informacdo anterior ao tempo f.

Agora pode-se introduzir a defini¢do geral do DLM:

Definicao 2.2. Para cada indice de tempo t, o Modelo Linear Normal multivariado é

definido por

Equagdo de Observagdo: Y, = F;Hl +v,, v, ~NI[0,V,]
Equagdo de Sistema: 0, = G,0,_1+w;, w, ~ N[0, W,]
Priori Inicial:(69|Dg) ~ N[mg,Cy],

onde assume-se que as sequéncias de erros observacionais v; e de evolugcdo w; sdo inde-

pendentes ao longo do tempo e entre si, e independentes da priori (6g|Dy).
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Note que o erro v, é simplesmente uma perturbacio aleatdria no processo de medida
das observagdes Y;. O erro de evolucdo wy, por outro lado, influencia no desenvolvimento
do sistema ao longo do tempo. A suposi¢do de que estes erros sdo independentes entre si
e mutuamente, claramente separa estas duas fontes de variagdo estocdstica e torna mais
nitido o papel que cada uma representa. Se algum componente é dado como conhecido,

basta assumir que a sua respectiva variancia/covariancia é zero.

O modelo de Espaco de Estados pode ser especificado de modo geral de maneira
semelhante a acima, com uma distribui¢do a priori para o vetor de estados, mas com

equagdes de observacgdo e evolu¢do dadas por

Y, = ht(etayt)
0, = 8t(0t—17wt)>

para funcdes arbitrdrias g¢ e h;. Neste caso mais geral pode-se assumir distribuicdes
diferentes da normal e relagdes ndo lineares entre os estados e entre as observacdes e
os estados. Um exemplo importante sdo os modelos lineares generalizados, usados para
tratar observacdes com distribuicdo pertencente a familia exponencial (West & Harrison
[39]). Tais modelos sdo apropriados para diversos problemas, tais como séries temporais

discretas e séries com erros com distribui¢io diferente da normal.

2.2.1 Modelo Polinomial de Ordem 1

O DLM mais usado é o modelo polinomial de ordem 1, também chamado de passeio
aleatdrio (random walk). Ele é usado sobretudo para previsdes de curto prazo, onde neste
horizonte de tempo assume-se que a série permanece constante. Este modelo € definido

pela quadrupla
{ 1 ’ 1 ’ ‘/i ’ Wt }

Ele ¢ introduzido pela seguinte defini¢do

Definicao 2.3. Para cada indice de tempo t, o0 Modelo Linear Dindmico de ordem 1 é

definido por

Equagdo de Observagdo: Y, = p,+v;, v, ~NI[0,V]
Equagdo de Sistema: p, = p,_1+w;, w; ~ N[0, W]
Priori Inicial: (py|Dg) ~ N[mg,Cy,
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onde assume-se que as sequéncias de erros observacionais v; e de evolugcdo w; sdo inde-

pendentes ao longo do tempo e entre si, e independentes da priori (pg|Do).

Por exemplo, a0 modelar a demanda por um produto, p, representa a demanda real
no tempo ¢ e v, descreve uma flutucio aleatéria, que naturalmente surge ao se postar as
ordems dos clientes. De forma geral a demanda p, € considerada aproximadamente cons-
tante no curto prazo. E possivel que mudancas significativas acontecam no longo prazo,
mas a varidvel aleatdria w, implica que o pesquisador ndo deseja antecipar a dire¢do da

mudanca no longo prazo.

2.2.2 Modelo Polinomial de Ordem 2

Modelos polinomiais de ordem 2 sio usados para descrever processos estocdsticos que
apresentam tendéncia linear. Sdo também chamados de modelos de crescimento linear

(linear growth models). Sdo caracterizados pela quiadrupla

1 11 oﬁ 0
) s Vi 2 5 (28)
0 0 1 0 o

A sua defini¢do € dada por

Definicao 2.4. Para cada indice de tempo t, o Modelo Linear Dindmico de ordem dois é

definido por
Equagdo de Observagdao: Y, = 01,+v,;, v, ~N[0,V,]
Equagdo de Sistema: 01; = 01,_1+02,_1+wis, wi, ~ N[0,0’i]

9

Priori Inicial: (09|Dg) ~ N[mg,Cy,

0, = 92,t—1+wz,t,wz,z~N[0,U;23]

onde assume-se que as sequéncias de erros observacionais v; e de evolugcdo w; sdo inde-

pendentes ao longo do tempo e entre si, e independentes da priori (6g|Dg). onde

0 w
6= " Jw=""]. (2.9)
2.t W2t

Note que as matrizes G; e F; e as matrizes de covaridncia V; and W, sdo constan-
tes. Neste caso, 0 modelo € invariante no tempo, também ¢é chamado de DLLM de séries
temporais (TSDLM). Como usual, 81, é o nivel da série e 0, representa o crescimento

incremental.
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2.2.3 Modelos Sazonais

A sazonalidade é usada para descrever flutuacdes periddicas no nivel da série tempo-
ral. Assume-se que estas flutuacdes possuem um padrdo regular, de forma que podem ser
incorporadas no modelo. Como exemplo pode-se citar as alteracdes mensais que ocorrem
na demanda por passagens aéreas. Este fator deve ser levado em consideragdo ao realizar

as previsodes, pois ele pode ter implicagcdes importantes no desenvolvimento da série.

Em DLMs, existem duas formas usuais de se incorporar sazonalidade nos modelos: a
de fatores de forma livre (form-free seasonal factors) e a de coeficientes de fourier (fourier
form). Os fatores de forma livre modelam as flutuacdes como componentes do vetor
de estado, um componente para cada flutuacio existente. Os modelos de coeficiente de
Sfourier tentam aproximar as flutua¢des como uma combinacdo linear de senos e cossenos.
Neste trabalho optou-se por utilizar somente a sazonalidade com fatores de forma livre.
As flutuagdes a serem modeladas possuem cardter mensal e podem ser bem aproximadas
por doze fatores, um para cada més do ano. Geralmente se aplica uma restri¢do nos fatores
de forma livre. A mais usual € tornar a soma dos fatores zero, de forma que a tendéncia

seja incorporada no modelo pelo componente polinomial, apresentado acima.

Antes de apresentar formalmente este tipo de modelo, é necessario a seguinte defini-

cao.

Definiciio 2.5. E, (p x 1) e a matriz de permutagdo P (p x p) sdo definidas por:

| 0 0 ... 0
0 .. 0
0
E,=| |.P=]|: SR (2.10)
(') 0 0 0 1
1 0 0

, s 7. . np __
Note que P é p-ciclica, ou seja, paran > 0, P"? = I,

Agora pode-se introduzir o modelo sazonal de forma livre:

Definicao 2.6. Para cada indice de tempo t e varidancias observacional V,, de evolugdo

W, e vetor de estados 8,, o Modelo Sazonal de Forma Livre de periodo p é definido por

{Ep, P, Vi, W:}. (2.11)
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Com o vetor de pardmetros 0,, este DLM pode ser escrito como:

Observacgdo: Y, = E/[,H,—i—u,,
Sistema: 0, = PO,_1+w;.

Com E[0,|D,] =m, = (0, ,... ,0,717,1)/, a fungdo de previsdo é dada por:
fi(k) =E,P'm, =m, ;. j = p|k. (2.12)
Com a restrigdo 1/0,5 =0, 0 modelo é chamado também form-free seasonal effects.

Para um ciclo trimestral, por exemplo, toma-se G, como sendo uma matriz p X p,
onde p =4, ou seja, cada fator representa um trimestre. Ao decompor um conjunto de p
fatores sazonais em um nivel desazonalizado e p desvios sazonais, os desvios sdo chama-
dos efeitos sazonais (seasonal effects). Por fim, impOe-se uma restricdo que permite a sua
identificabilidade. Geralmente a restri¢do € tal que a soma dos efeitos € zero, para sazona-
lidade aditiva. Outros tipos de restricdes sdo possiveis, mas nao siao discutidos aqui. Para
mais detalhes, veja (West & Harrison [39]) e (Harvey [17]). E muito comum sobrepor
um DLM de efeito sazonal com DLMs polinomais, de forma a obter um componente de
efeitos sazonais com nivel diferente de zero. Note que a restricdo de soma de efeitos iqual

a zero € a mais usada para DLMs de forma livre.

2.2.4 Estimacao dos Estados e Previsao

Nesta se¢do assume-se que o modelo € dado, i.e., as densidades (Y;|0;) ¢ (6,|0,—)
sdo conhecidas. O problema de construcdo de modelos ndo serd abordado neste trabalho,
mas pode-se consultar as referéncias (West & Harrison [39], Durbin & Koopman [10] e
Petris et al. [29]). Para um dado modelo de Espac¢o de Estados, o mais importante ¢ fazer
inferéncia sobre os estados ndo observdveis e prever futuros valores da série com base nos
valores observados até o presente. A estimacdo e a previsdo sdo resolvidos calculando as
densidades condicionais dos estados e das observacdes, dado a informacdo disponivel.
Neste caso, pode-se usar os resultados padrdes da teoria de distribui¢cdes multivariadas
normais, veja (Johnson & Wichern [22]). Pode-se provar que o vetor aleatério (01.,Y1,)
tem distribui¢do normal para todo indice de tempo 7, r > 1. Entdo segue, a partir dos
lemas (A.1, A.2) do apéndice que as distribui¢cdes marginais e as condicionais sdo também
normais, sendo completamente determinadas pela sua média e varidncia. A solugdo ao
problema de filtragem é dada pelo filtro de Kalman. O préximo teorema € chave para as

secdes seguintes:
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Teorema 2.1. Para cada tempo t, no DLM multivariado da defini¢do 2.2, as distribuicoes
dos estados e as preditivas um passo a frente sdo dadas por:

(a) Posteriori no tempot — 1:
(0,-1|D;—1) ~ N[m,_1,C,_].
(b) Priori no tempo t:
(6:|D;—1) ~Nla,,R;],
onde
a,=Gm,_;, R, =G,C,_,G,+W,.
(c) Previsdo um passo a frente:
(YD, 1) ~ NIf,, Q]
onde
f,=Fa;, Q,=FRF,+V,
(d) Posteriori no tempo t:
(60:|D;) ~ Nlm;,C],
onde
m —a,+Ae, C,=R —AQA, A, =RFQ " e =Y —f,.

Prova: A prova é omitida, mas pode ser encontrada em West & Harrison [39], por exem-

plo.

O erro de previsdo um passo a frente é e, e a quantidade A, chama-se coeficiente
adaptivo, no tempo 7. Uma identidade dtil, obtida acima, é A; = R, F;Q, = CFV,/ I

A expressdo da média do filtro m, tem a forma intuitiva de erro-corre¢do, onde a
correcdo depende do peso dado a ela. A importancia da inovagdo (diferenga entre o valor
observado e a previsio) é de acordo com o valor do coeficiente adaptativo A,. Note que o

peso depende da variancia observacional V, e de R;.

Na prética, ao avaliar a matriz de variancia do filtro C; (e consequentemente também
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R, e Q,) usando a formulagdo do teorema acima pode trazer instabilidade numérica que
pode levar a matrizes de varidncia nio simétricas e que sejam negativa definidas, i.e.,
matrizes de variancia invalidas. Durante o desenvolvimento do trabalho notou-se as insta-
bilidades numéricas descritas acima com certa frequéncia. Algoritmos mais estaveis que
solucionam este problema de forma satisfatoria ja foram propostos na literatura. Neste
trabalho adotou-se a técnica de decomposicao por valor singular (SVD ou singular value
decomposition). Alguns detalhes podem ser encontrados em Petris et al. [29]. Basica-
mente, o filtro SVD pode ser visto como um filtro de raiz quadrada usual, por exemplo,
se A é a matriz de variancia, a decomposi¢do leva a A = UDZU,, onde D é uma matriz

/!

diagonal e U é uma matriz ortogonal, .i.e., U™ =U.

2.2.5 Distribui¢oes de Previsao

Definicao 2.7. A funcdo de previsao f,(k), no tempo t, é definida para todos os inteiros

k>1 como
F(k) = Elpt; 1 Dy) = E[F, 0,.4D1] = E[Y,4|Dy). (2.13)
onde
p, =F.0, (2.14)
€ a fungdo de resposta média para qualquer tempo t > 0.

A funcdo de previsdo é muito importante ao se projetar DLMs, como veremos nos
capitulos seguintes. Os resultados seguintes oferecem as distribuicdes de previsao dos

estados e das observacgdes.

Teorema 2.2. Em cada tempo t, as distribuicées marginais preditivas k-passos a frente,
k > 0, sdo dadas por

(a) Distribui¢cdo dos Estados: (0,|D;) ~ Nla,(k),R;(k)]
(b) Distribuigdo de Previsdo: (Y;x|D;) ~ NIf,(k),Q, (k)]

onde

/

f,(k) =F, (k) , Q,(k) = F, R (K)F, s+ Vi iy (2.15)

As quantidades acima sdo calculadas recursivamente usando

a;(k) = Gia(k—1) (2.16)
R(k) = G, iR (k—1)G, ,+W, (2.17)
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junto com os valores iniciais a,;(0) = m;,R,;(0) = C,. As expressdes para as covaridncias
entre os estados e as observagoes podem ser vistas em West & Harrison [39].

Prova: A prova é por indugdo, assuma que (0, 4—1|D;) ~ N[a,(k—1),R,(k—1)] é ver-
dade. Usando a equagio de evolugdo dos estados (0,4 x|0;1x—1,D;) ~N[G;116;1k—1, Wi«
e o lema A.1 do apéndice, temos que (6, ,|D;) ~ N|a,(k),R;(k)] com média e varidncia
dadas como acima. Para a previsdo das observacdes, use a equagdo de observacdo padrdo
k passos a frente (Y, 4|0 x) ~ N[F;+k0,+k,V,+k] e o resultado (a) acima, junto com o

lema A.1. Isto mostra (Y, «|D;) ~ N[f;(k),Q,(k)], com média e varidncia dados acima.

Nos casos especiais onde a matriz de evolucdo G, e F, sdo constantes, os resultados

acima simplificam consideravelmente, e sdo detalhados abaixo.

Corolario 2.1. Se a matriz de evolugcdo G; = G ¢é constante para todo t, entdo para k > 0,
a; (k) = ka[ 5 ‘fl(k) = F;+kamt. (218)

Se F, for também invariante no tempo, de forma que o modelo seja um TSDLM, entdo a
fungdo de previsdo fica f,(k) = F 'G*m,.

2.2.6 Distribuicoes de Suavizacdo

A inferéncia sobre os estados passados, dado todas as observacdes, € feita pelas equa-
coes de suavizacdo, ou andlise retrospectiva. Geralmente ¢ empregada para melhorar o
entendimento do processo estocdstico e auxiliar no processo de decisdes quanto ao desen-
volvimento futuro do processo. O teorema abaixo demonstra a distribui¢do condicional

de estados passados.

Teorema 2.3. No DLM definido por {F;,G,,V,,W,}, defina B, = C,G;HR;rll. Entéo

para todo k, 1 < k < t, as distribui¢coes marginais de suaviza¢do sdo
(0;—«|D;) ~ Nla,(—k),Ri(—k)],
onde

at(_k) = mt—k+Bt—k[at(_k+1)_at—k+1] (2.19)
R(—k) = C_x+B,_[R(—k+1)—R,_;+1]B, ;. (2.20)

com valores iniciais a;(0) =m;, R,(0) =Cy, a; (1) =a,_1, R_; (1) =R, ;11
Prova: A prova é feita por indugdo. Note que (0,1 1]0;,—x,D;—1) ~N[G;—x 110, -k, Wi—k11]
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e (0;—x/D;—x) ~ Nm;_;,C,_;]. Aplicando o lema A.2, reconstréi-se a distribuicao con-

junta de (6;—y11,0,—|D;—):
Qi ki1 R_ir1 Gr1Ci
my— ’ Ct—kG;_k+1 Ci—k ’

0,_
t—k+1 ‘Dz—k ~N
0«

onde

R i1 =Wi_pp1+ Gt—k—i—lCt—kG;_ker (2.21)
€

(0r—k|6;—k+1,D1) ~ Na[hy (—k), H, (—k)], (2.22)
onde

h(—k) = my_;+B_;[0,_j1 —a_iy1]
Ht(_k) - Cz—k_Bz—th—k+1Blfk-

Agora aplicando o lema A.1 com (0, _¢|0,_1,D;) e (0,_;11|D;) ~N[a,(—k+1),R,(—k+
1)] temos que

(0:—k|D;) ~ Nia,(—k), R, (—=k)], (2.23)
onde
a(—k) = m_ +B fa(—k+1)—a, ;1]
Ri(—k) = Cig—Biy[Ripr1 —Ri(—k+ 1B,
€

a,(0) =m,, R,(0) = C,. (2.24)

2.2.7 Variancias Observacionais

Na quéddrupla que define um DLM, {F}, G, Vi, Wi}, geralmente a matriz de vari-
ancia observacional V; € desconhecida e precisa ser estimada. Como esta variancia é

geralmente a principal fonte de incerteza no processo estocdstico sendo modelado, foram
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desenvolvidos procedimentos de aprendizagem usando o enfoque bayesiano no caso da
variancia ser desconhecida mas constante, i.e., V; = V para todo 7. E mais conveniente
trabalhar com a sua inversa, chamada de precisido ¢, onde ¢ = 1/V. A préxima sec¢do
trata de variancias com pequenas mudancas estocdsticas, onde a andlise introduzida aqui
¢ ligeiramente modificada para tratar do caso onde a variincia possui uma evolucdo tem-

poral. Segue abaixo a defini¢do geral.

Definicao 2.8. Para cada t, o DLM univariado com aprendizagem de varidncia observa-

cional é definido por

Equacdo de Observacdo : Y, =F ;Gt + Vv, v, ~N[0,V]
Equagado de Sistema : 0, =G,0,_; +w,;, w, ~N[0,VW]]
Priori Inicial : (0¢|Dg, ) ~ N[mg,VCy)

ny npSo
(¢|D0) ~G |:777:| 5

onde assume-se que as sequéncias de erros observacionais V; e de evolucdo w; sdo inde-

pendentes ao longo do tempo e entre si, e independentes da priori (0g|Do, @).

O teorema abaixo mostra as equagdes de evolucdo. Note que as distribui¢des de pre-

visdo agora sdo 1-Student ao invés de gaussianas.

Teorema 2.4. O DLM definido acima possui as seguintes distribuicoes condicionais

(a) Condicionado a V:

(0,-1|Di—1,V) ~ Nlm,_1,VC}_,]
(0:D;—1,V) ~ Nlai,VR;]
%|Dy-1,V) ~ Nfi,V O]

(6,D,,V) ~ Nlm,VC],

com

a,=Gm,_,, R =GC _,G,+W
fi=Fa, Q =1+FRF,
ee=Y—fi, A =R[F/Q
m,=a,+Ae, C =R —AAQ".
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(b) Para a precisdo ¢ = 1/V, temos:

n—1 181
D,_ ~ G _—
(q)l 1 1) |: 2 ) 2 :|7
n, ngS;
D ~ G|—,—
(¢| t) |:2’ 2 :|’

571 6’2
onden; =n,_1+1eS;=8,_1+=% (@tz_ 1)’

ny
(c) Marginalizando as distribui¢cdes em relagdo a V, temos:

(0:-1[D—1) ~ T [my_1,Ciy],
(0:[Dy—1) ~ Ty_ 2, R]
(Y,|D,_1) ~ Tn,_1[ﬁ7Ql]a

(6:D;) ~ T, [m,C,

Ol’lde Rl - Sl_lR;k, Q[ - Sl_lQ;k € Ct - S[C;k
(d) As equacdes de atualizacdo sdo dadas abaixo, onde Q; = F;R,F, +S,_1e A, =R/F,/Q;:

S
Si—1

m, — al +At€t; Cl — (Rl _AIA;QI)' (2.25)
Prova:A demonstragdo usa conceitos da teoria da distribuicdo normal-gama e serd omitida

por usar resultados padrdes (ver West & Harrison [39]).

2.2.8 Variancias Observacionais Dinamicas

Assumir que a variancia observacional V; € invariante no tempo € uma hipdtese muito
restritiva em muitas aplica¢des. Podem haver elementos adicionais que nao foram incor-
porados no modelo. Estes elementos sdo fontes extras de incerteza e podem ser modelados
através de uma variancia observacional dinamica. A dindmica da variancia é dada por um
distdrbio aleatério =, com distribui¢do beta, de forma que esta varidvel tenha esperanca

iqual a § e oscile entre zero e um.

Definicao 2.9. Para cada t, o DLM univariado com dindmica na varidncia observacional
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é definido por

Equacdo de Observacdo
Equacdo de Sistema
Equacdo de Precisdo
com

Priori Inicial

Y, =F.0,+V,, v, ~N[0,V]]
0,=G0,_+w,, w, ~T, [0,W]
&= Y Pi—1/6

~, ~ Beta[6n;—1/2,(1 — 8)n,—1 /2]
(60lDo, #g) ~ Nmo,Vo/ o]

ng noSo
Do) ~G |2
(@olDu) ~ |2, 752),

onde assume-se que as sequéncias de erros observacional v, e de evolucdo w, sdo inde-

pendentes ao longo do tempo e entre si, e independentes da priori (6g|Dg, ).

O teorema abaixo mostra os principais resultados da evolu¢do temporal da variancia.

Teorema 2.5. O DLM definido acima possui as seguintes distribuicoes condicionais

(a) Evolucdo:

(0—1|D;-1)
(6:|D;—1)
(Y:|D:-1)
(6:|Dy)
(¢r—1|Ds—1)
(¢|Dy—1)

com

a; = Gm;_q,
/

ﬁ :Ftat7

€ :Yt_fh

m; =a; +Ae,

~ Ty [m_1,Ci_1]

~ T, la;,R

~ TSnH [ft ) Qt]

~ Tsp [my, Ci]

~ Gln-1/2,d;—1/2]

~ G[én,—1/2,8d,—1/2],

R =G,C,_ G +W,

0, =S,_1 +FRF,

A, =R/F,/0,

C = (Si/Si—1) (R —A,A,0,),

onde ny = 6”[_1 + 1, dt == 6d[_1 +Sl‘—1€tz/Ql e S[_l = dt_l/n[_l
Prova:A demonstragdo usa conceitos padrdes de teoria da probabilidade e serd omitida,
mais detalhes veja (West & Harrison [39]) ou (James [21]).

Note que 6 é uma espécie de fator de desconto e tipicamente tem valores na faixa

(0.8,0.99). A definicdo de fatores de desconto é dada na subse¢do seguinte.
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2.2.9 Fatores de Desconto para a Especificacao da Matriz de Evolu-

cao

Ao determinar a influéncia de observagdes passadas, a estrutura e a magnitude da
matriz de covaridncia W, tem grande importancia. Valores grandes de W; implicam que
muita informagdo € perdida ao se passar do tempo 7— 1 ao tempo . Defina P, = G,C,_ G,
ou seja, P, seria a variancia caso ndo haja incerteza sobre a evolu¢do dos estados, i.e.,
W, = 0. Tem-se que R, =P, + W,, logo W, expressa a perda de informac¢do em cada
transi¢do de tempo, a magnitude da perda relacionada as propor¢cdes de W, em relagdo a

P;. Desta maneira, pode-se conceber que R, seja uma propor¢do de Py, i.e.,

1
R, ng, (2.26)
de modo que
1-0
W; - 5 P[, (227)

onde 6 é denominado fator de desconto e 8 € (0, 1). Tipicamente 6 fica na faixa (0.8,0.99).
Existem vdrios critérios para a escolha do valor deste parametro. Os mais usados sdo a ma-
ximizacao da funcio de verossimilhanca e a minimizacao de alguma estatistica preditiva,
tal como o MSE (Mean Square Error) ou 0o SMAPE(Symetric Mean Absolute Percentage
Error). E possivel também especificar um vetor de fatores de desconto i, ..., Op para um
DLM com p estados, onde cada fator seria relacionado ao respectivo elemento do vetor de
estados. Neste caso o modelo chama-se DLM de componentes de desconto (Component
Discount DLM). Para mais detalhes, veja (Solhjell [32]).
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Capitulo 3

Modelos Damped Holt e Estimacao

Bayesiana via Multiprocessos

Neste capitulo apresenta-se os modelos polinomiais de ordem dois com abafamento
(damping) da tendéncia, conhecidos na literatura como Damped Holt, caso a tendéncia
seja aditiva, e Damped Pegels, caso a tendéncia seja multiplicativa. O parametro de amor-
tecimento serve para atenuar uma curva de tendéncia muito acentuada, de forma que as
previsdes sejam mais condizentes com o desenvolvimento posterior da série temporal.
Discute-se as principais caracteristicas destes modelos e a estimacao dos seus parame-
tros pela técnica bayesiana de multiprocessos classe I, onde emprega-se uma mistura de
densidades para criar a densidade preditiva dos estados e das observacdes. Os principais
resultados apresentados na literatura sdo mostrados e discutidos neste trabalho. Para com-
pletar a revisdo, sdo apresentadas as diferentes medidas frequentistas de comparagdo de

performance de modelos, assim como as suas principais caracteristicas.

3.1 O Modelo Aditivo Damped Holt

O modelo Damped Holt foi introduzido como uma maneira de melhorar a perfor-
mance preditiva do modelo aditivo Holt tradicional (Makridakis & Hibon [26], McKen-
zie & Gardner [27], Gooijer & Hyndman [15]). Este modelo € definido como um modelo
polinomial de ordem dois univariado com um parametro adicional y para abafamento da

tendéncia linear (Gardner [12]). A motivacdo para a inclusdo deste parametro é a melhoria
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na performance preditiva. Neste caso, ele € caracterizado pela quadrupla abaixo.

1 1 o 0
) ll/ 7Vl7 b 9 (31)
0 0 vy 0 oy

de forma que a sua defini¢do seja

Definicao 3.1. Para cada indice de tempo t, o Modelo Linear Dindmico de ordem dois
Damped Holt é definido por

Equagdo de Observagao: Y; = F ;0, +V;, v, ~NJ[0,V,]
Equagdo de Sistema: 01, = 01,1+ Y0y, +wi,;, wi; ~ N[O,a’i]
0, = YO0, 1+wiy, wyy NN[O,O’%]
Priori Inicial: (89|Dg) ~ N[mg,Cy,

onde assume-se que as sequéncias de erros observacionais V; e de evolucdo w; sdo inde-

pendentes ao longo do tempo e entre si, e independentes da priori (6g|Dg). onde
0 o
o= " o= "], (3.2)
02, [

Note que as matrizes G, e F; sdo constantes. Como usual, 81, € o nivel da série e 0,
representa crescimento incremental. O escalar V; e a matriz de covariancia W, podem ser
constantes no tempo, mas existe a possibilidade de elas terem uma dinamica temporal. A
estimagdo do parametro ¥ pode ser feita pela maximizacdo da fun¢do de verossimilhanga,
onde neste caso este parametro € estimado junto com os demais parametros do modelo
de forma conjunta em uma malha de valores. Outra alternativa de estima¢do é minimizar
alguma estatistica de performance preditiva, tal como o erro de minimo quadrado (mean
square error ou MSE) ou o erro de desvio absoluto (mean absolute deviation ou MAD).
Outra opcdo € a minimizac¢do da varidncia dos residuos (Hyndman et al. [19] e Hyndman
& Khandakar [20]). O uso de multiprocessos € outra alternativa para estimar o parametro,
mas ndo ¢ muito adotado na literatura. Note que este parametro € invariante no tempo

nesta formulacdo. A funcio de previsdo k passos a frente para este modelo € dada por

k
f,(k) =F,G*m, =my, + () y/)my,. (3.3)
j=1

O parametro y controla a taxa de crescimento das previsdes. Esta funcio se aproxima

assintoticamente de uma linha reta dada por m; , + (%V)ml, se 0 < y < 1. Este é 0 caso
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mais usual na pritica. Quando ¥ > 1, a funcdo geralmente é empregada para modelar
séries com tendéncia exponencial. Caso Y = 1 temos 0 modelo Holt tradicional. O ultimo
caso acontece se ¥ = 0, onde temos entdo a suaviza¢cdo exponencial simples e 0 modelo
se torna polinomial de ordem um, i.e., sem um componente de crescimento no vetor de
estados. O principio da superposi¢do se aplica sem restricdes aqui, pois assume-se que
as distribui¢des das fontes de erro sdo normais. Existe na literatura modelos com uma
tinica fonte de erro (single source of error models), mas pode-se provar que alguns desses
modelos sdo apenas uma reparametrizacdo do modelo aqui apresentado, veja por exemplo
(Hyndman ef al. [19]).

3.2 O Modelo Multiplicativo Damped Pegels

Outra opcdo para modelos lineares abafados é o emprego de modelos multiplicativos,
também chamados de Damped Pegels (Taylor [35]). A aplicacdo da transformacio log
nestes modelos permite que os mesmos sejam considerados para anélise, como discutido
abaixo. Este método lida com a tendéncia de maneira multiplicativa, ja que as previsdes
sdo formadas pelo produto do nivel 6], e da taxa de crescimento 6;,. Neste caso a

equacgdo de observacdo € escrita como
*Y \Y/
Yl — T,l 927t_1€ l, (3.4)

e a equacdo de evolugdo dos estados permanece a mesma. Assume-se que (log(Y;)|6;) ~
N[F.0,.v/], i.e., a varidvel resposta ¥; tem distribui¢do lognormal, onde F, = (1,0). A
aplicacdo da transformacdo logaritmica na equacdo acima faz com que o modelo tenha a

formulacdo aditiva:
log(Y;) = 01, + w02, 1+ Vi, (3.5)
onde

0, =log(0},) ,i=1.2. (3.6)

A esperanga é expressa como E[Y;|0,] = exp(F;HI +Vv,/2). A fungdo de previsdo k
passos a frente agora se torna
f(k)=ap (3.7)
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onde
o = en’l131+V1/2 e ﬁl — M (3.8)

E importante resaltar que a mediana (¢ = ¢”+) é um melhor preditor do que a média

neste caso, pois a distribui¢do lognormal possui assimetria.

Note que o principio da superposi¢do de modelos ainda se aplica, pois a transforma-
cdo cria varidveis normais e a equagdo volta a ser aditiva. Um grande campo de aplica¢do
deste modelo é economia e financas, em especial regressdes em termos de taxas de mu-
danca da varidvel ¥; em funcdo da varidvel 8,. A interpretacdo dos diferentes valores
que o amortecedor ¥ pode tomar é a mesma do modelo aditivo, como descrito na se¢ao
anterior. Uma limita¢do dos modelos multiplicativos € a sua incapacidade de lidar com
séries que possuam zeros. Note que quando a mudanca de nivel da série (6, ;) tende a ser
muito menor que o proprio nivel da série (0 ), as previsdes dos modelos Damped Holt e
Damped Pegels acabam sendo muito similares. Taylor [35] mostra a prova analitica deste
fato. Para mais detalhes sobre o0 modelo Damped Pegels, veja (Taylor [35], Gardner [12]).

3.3 Estimacao Bayesiana via Multiprocessos

Pode-se assumir que um DLM definido pelo seu conjunto de pardmetros, denotado
por a, seja adequado para um certo processo estocdstico. E muito comum, no entanto,
que o comportamento da série seja tal que mudangas nos parametros do modelo sejam
necessdrias ao longo do desenvolvimento da série. Esta idéia € também uma das mo-
tivagdes para a introducdo de intervencdo e monitoramento em DLMs. A interven¢do
permite mudancas nos parametros, além de mudancas estruturais na quadrupla que define
o modelo {F,,G;,V,,W,}. O uso de técnicas de monitoramento automatico reconhece a
possibilidade de que talvez um tnico DLM ndo seja suficiente para modelar a série em

estudo.

Introduz-se a no¢do de que existem alternativas para o uso de um tnico modelo padrdo
ao se considerar classes de DLMs, sendo que a combinag¢do linear de modelos de uma
classe cria um supermodelo que seja adequado para a série. Modelos multiprocesso sdo
definidos como uma combinacdo linear de vdrias instancias de DLLMs, cada instancia
com um conjunto distinto de pardmetros «. Multiprocessos sdo também denominados
modelos de mistura (mixture models). Denota-se uma instancia de DLM, definido pela

sua quadrupla, como M; : {F,,G,,V,,W,}, condicionado a informacdo inicial Dy.
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O conjunto de parametros a estd sujeito a incertezas e tipicamente inclui fatores
de desconto, variancias, algumas das matrizes que definem a quddrupla do modelo ou
parametros de transformacgdo para as varidveis independentes. Como estas quantidades
agora sdo consideradas incertas, elas sdo colocadas no condicionamento de todas as dis-
tribui¢des na andlise do modelo. A informacdo inicial Dy representa todas as quanti-
dades conhecidas. A dependéncia do modelo das quantidades incertas € denotada por
M, =M,(a),(t=1,2,...). Logo M;(cx) é um DLM para o tempo 7 ¢ um dado valor de c.

Seja A o conjunto de valores possiveis para a, onde assume-se que A € discreto e
finito para fins praticos. A classe de DLMs no tempo 7 é dada por {M;(a) : a € A}.

Neste contexto, existem duas classes de supermodelos, a saber:

1. Classe I: Para algum ag € A , M, () € vdlido para todo 7.

2. Classe II: Para alguma sequéncia de valores o, € A, (r = 1,2,...), M;(cy) é vélido

para o tempo f.

Os modelos classe Il ndo serdo abordados neste texto por se considerar que os modelos
classe I ja sdo suficientes para fins de aproximag¢do. Uma exposi¢cdo sobre este tipo de
modelo pode ser vista em (Yelland & Lee [40] e West & Harrison [39]). Agora pode-se
introduzir a definicdo formal de modelos multiprocessos classe I:

Definicio 3.2. Se M;(«) é vdlido para algum o € A e para todo tempo t, onde A =
{ai,...,an}, paraN > 1, entdo a série (Y;);>1 segue um modelo de multiprocesso classe
I

Defina X; como sendo um vetor de varidveis aleatdrias de interesse no tempo z, como
o vetor de estados @, ou uma observacdo futura Y; ;. Dado um valor particular & € A,
o DLM M, () € analisado usualmente. A inferéncia sobre X, ¢ feita pela densidade
f(X;|e,D;). Inicia-se o processo com uma priori f(a|Dp) e a informagéo é sequencial-
mente processada para prover inferéncias sobre a via a posteriori f(a|D;) no tempo 1.

Usa-se o Teorema de Bayes para a atualizagao:

f(a|Dy) o< f(aDy—1) f (Y|, D1 ), (3.9)

onde f(Y;|a,D;—1) é a densidade preditiva um passo a frente de M;(a). A posteriori
f(a|Dy) dé informacdo sobre c, identificando os valores mais provaveis com base nos
dados observados. Para se fazer inferéncia sobre a quantidade de interesse X;, basta
marginalizar o, i.e., f(X;|D;) = Y aca f(Xi|a,Dy) f(a|D;). Com base nesta defini¢éo, o

processo de inferéncia sobre & é composto dos seguintes passos:
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e Inicie o processo atribuindo prioris iniciais para cada o € A. Geralmente faz-se

e Calcule a verossimilhanca /;(j) = f(¥;|aj,D,—1) no tempo 1

e Calcule a posteriori para o tempo ¢,
1
J([Dy) :C_f(aj|Dz—1)f(Yt|ajaDt—l)7 (3.10)
t

onde

N
a =Y flajiDi—y) f(¥]oy, D). (3.11)
j=1

Como se assume que « € discreto, as densidades marginais sao

N
f(X;D,) = Z (X;|a;,D;) f(e|Dy). (3.12)
j:

Note que as distribuicdes preditivas sdo misturas de distribui¢cdes normais ou ¢-Student,
dependendo de como se faz inferéncia sobre a variincia observacional V; (vide Capitulo
2). Os momentos das densidades de misturas sdo calculados pela seguinte expressao,

onde H; pode representar qualquer expressdo de varidveis aleatdrias de interesse:

N
EH,|D;] = ) E[H,|a;,D]p(c|D;). (3.13)
j=1

As densidades marginais para os dois primeiros momentos sao:

M=

EX;|D;] = E[X|aj, D p(e|Dy), (3.14)
j=1
N

VIX; D] = .ZI(V[Xt'aj’Dt] + (E[X;|aj, D] — E[X;|D,])(E[X;|etj,D;] — E[X;|D]))
J:

p(a|Dy). (3.15)

O procedimento de mistura descrito acima pode ser usado para a identificacdo de
modelo e estimacdo de parametros. As probabilidades posterioris em todo o espago A
identificam os valores de @ que sdo plausiveis para a série em questdo. Isto serve para
o proposito de encontrar o DLM, ou conjunto de DLMs, que seja mais apropriado para
a série. Note que estas probabilidades podem mudar drasticamente ao longo do tempo,

onde um DLM ou um conjunto pequeno de DLMs pode descrever melhor a série em
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pontos diferentes do tempo. Note que todos os modelos sdo marginalizados para fazer a
previsdo em vez de utilizar o modelo mais provédvel. No entanto, caso o modelo adequado
esteja presente no vetor de parametros A, as probabilidades a posteriori podem convergir
para zero com excessao de um valor no vetor A, com a probabilidade deste valor tendendo
a um. Isto serve para identificar o valor de v que melhor descreve a série apés um certo

periodo de tempo. Os valores finais de a sdo a estimativa dos parametros.

3.4 Meétricas de Performance Preditiva

Ap0s a defini¢do do modelo e a estimacdo dos parametros, o proximo passo € anali-
sar a sua performance. Existem na literatura vdrias métricas que permitem quantificar a
precisdo do modelo em relagdo aos dados observados (Flores [11], Armstrong & Collopy
[3], Hyndman & Koehler [18], Makridakis & Hibon [26]). Entre as varias propostas, as
principais e mais usadas na literatura sdo listadas abaixo, onde / denota o horizonte de

previsao, ¥; o dado no tempo ¢, f; o valor da previsdoe t > 1.

MAD (Mean Absolute Deviation) Erro Absoluto Médio, definida por:

1 h
MAD:}—ZZ|Y,—ft|. (3.16)

=1

MSE (Mean Square Error) Erro Quadratico Médio, definida por:

h
MSE = % Y (v, — )% (3.17)

r=1

MAPE (Mean Average Percentage Error) Erro Percentual Médio, definida por:

—fil

MAPE = Z 100 =1l (3.18)

Y,

SMAPE (Symmetric Mean Absolute Percentage Error) Erro Simétrico Percentual
Médio, definida por:

Y — fil

—(Yt+ﬁ)/2 (3.19)

1 h
SMAPE = — 100
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e MedAPE (Median Average Percentage Error) Erro Percentual Mediano, definida

por:

Y _
MedAPE — mediana (%) 1<t<h. (3.20)
1

e MASE (Mean Average Scaled Error) Erro Escalonado Médio, definido por:

h _
MASE:12100 Y = Al

- . (3.21)
= LYY
j=2

Estas medidas de desempenho podem ser classificadas em quatro grupos distintos
(Hyndman & Koehler [18]):

e Métricas Dependentes de Escala (scale-dependent metrics), tais como MAD e MSE;

e Métricas de Erro Percentual (percentage-error metrics), tal como MAPE, MedAPE
e SMAPE;

e Métricas de Erro Relativo (relative-error metrics), onde a média de razdes entre um

erro de um método e um erro de um método simples(naive), tal como MASE;

e Métricas de Erro Livre de Escala (scale-free error metrics): expressam cada erro
como uma razio entre um erro médio de um método e o erro médio de um método

base, usado para comparagao.

Métricas de Erro Percentual tem a vantagem de serem independentes de escala, logo
sdo frequentemente empregadas para comparar a performance de diferentes métodos com
vdrias séries temporais distintas, tais como as séries da competi¢do internacional M3. Me-
didas baseadas em erros percentuais tem a desvantagem de serem infinitas ou indefinidas
se existem zeros nas séries. No entanto, isto ndo acontece em nenhuma das séries usadas

na competicdo M3.

Meétricas de erro relativo sdo também independentes de escala. Contudo, quando os
erros sdo pequenos, o uso de métodos simples como benchmark nao € mais possivel, ja
que isso implicaria numa divisdo por valores perto de zero. Métricas como MAPE tam-

bém tem desvantagens, jd que erros positivos sdo mais penalizados que erros negativos.
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Isto levou a introducdo da métrica SMAPE. No entanto, 0 SMAPE também tem limita-
cdes, ja que ele pode ser negativo e portanto ter uma interpretagdo ambigua. O SMAPE s6

assume valores entre —200 e 200, logo o erro € simétrico com relag¢do a escala dos erros.

Neste trabalho adota-se as duas métricas mais empregadas na literatura e que foram
também adotadas pela principal competi¢do internacional do género, a competicio M3.
SMAPE e MedAPE sdo métricas livres de escala e portanto podem ser empregadas para
comparacdo em um conjunto variado de séries com diferentes valores de escala. Além
disso, SMAPE penaliza erros positivos e negativos da mesma forma se o erro for de baixa
magnitude, veja (Goodwin & Lawton [14]). MedAPE é uma medida robusta a outliers,
pois utiliza a mediana ao invés da média, uma vez que muitas vezes a distribuicdo dos
erros absolutos pode ser assimétrica. Estas métricas ja foram criticas na literatura, veja
(Hyndman & Koehler [18] e Goodwin & Lawton [14]), mas para fins de comparagdo com

os dados ja publicados sobre a competi¢do, foi decidido manté-las, apesar das limitacgdes.

Além de reportar as métricas acima, existem sugestdes na literatura que consideram
relevante calcular testes de significancia estatisca nos resultados. Por exemplo (Koninga
et al. [25]) introduz uma nova metodologia que permite comparar cada método contra
o melhor e contra a média dos métodos, de forma a avaliar se a acuracia dos diferentes
métodos € significativamente melhor dentro de um certo nivel de confianga. Como o en-
foque deste trabalho é bayesiano, ndo foram empregados testes de significancia estatistica
nos resultados. Além disso, existe também na literatura trabalhos com opinides contré-
rias ao uso de tais testes (Armstrong [2]), sendo o principal argumento contra baseado
na falta de evidéncia empirica que suporte o uso destes testes de maneira geral. Cita-se
que os testes muitas vezes sao usados de maneira imprépria € com um certo viés para a
hipétese que o pesquisador tenta provar. Como este assunto ainda estd em discussdo e
nenhuma conclusdo clara foi atingida, evitamos realizar testes de significancia estatistica

nos resultados.
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Capitulo 4

O Modelo Damped Holt com

Amortecedor Dinamico

Neste capitulo é apresentado o novo modelo polinomial de ordem dois com abafa-
mento (damping) dindmico da tendéncia, denominado Damped Holt dindmico. As suas
principais propriedades sdo apresentadas, assim como a estimagdo de parametros e algu-
mas limita¢cdes do modelo, e também situagdes onde o modelo € adequado. A evolucdo do
amortecedor é demonstrada e a sua dinamica € discutida. O estudo particular de algums
exemplos serd feito para mostrar algumas propriedades do modelo. O capitulo seguinte

ilustra a performance preditiva na competi¢do internacional M3 e em séries simuladas.

4.1 Motivacao

O modelo Damped Holt foi introduzido como uma maneira de melhorar a perfor-
mance preditiva do modelo aditivo Holt tradicional (veja definicdo 3.1). A inclusdo de
um amortecedor de tendéncia melhorou significativamente a performance preditiva do
modelo em vdrios horizontes de previsiao (Taylor [35], McKenzie & Gardner [27], Gard-
ner & McKenzie [13]). Os dois principais modelos que possuem abafamento, Damped
Holt para tendéncia aditiva e Damped Pegels para tendéncia multiplicativa, assumem que
o parametro de abafamento é constante. No entanto, existem varios tipos de séries onde a
tendéncia tende a mudar de magnitude ao longo do tempo. Ao se estimar um valor para
o amortecedor de tendéncia, usa-se todo o conjunto de treinamento, e neste caso a natu-
reza da série € tal que a estimagdo ndo é adequada. Nestes casos, € razodvel supor que o

abafamento da tendéncia, sobretudo para previsdes de curto prazo, deva ser dindmico. A
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inclusdo de uma dindmica temporal permite, por exemplo, modelar séries onde a tendén-
cia cresce ao longo do tempo ou possui saltos de valor, de maneira similar a modelos com
quebras estruturais. Note que existem pelo menos dois tipos de tendéncia, a linear e a ex-
ponencial. Na tendéncia linear a taxa de crescimento permanece praticamente constante

e na tendéncia exponencial a taxa aumenta com a passagem do tempo.

5000

4000
|

3000
|

2000
|

T T T T T T T T
Q 20 40 60 80 100 120 140

Figura 4.1: Exemplo de série da competicao M3 (N2523) onde a tendéncia possui dina-
mica temporal.

O exemplo da Figura 4.1 ilustra o problema de se usar um amortecedor fixo, pois a

tendéncia foi praticamente anulada no final da série.

Virias séries exibem este tipo de comportamento e pode-se perceber que é vantajoso
atribuir uma dinamica no abafamento, principalmente para previsdes de curto prazo. Em
nosso levantamento bibliografico, ndo existe proposta na literatura para atribuir uma di-
namica temporal no coeficiente de abafamento da tendéncia y. A seguir é apresentado a
formulacdo do modelo proposto.

4.2 O Modelo Damped Holt Dinamico

O modelo com abafamento dindmico da tendéncia (em inglés, Dynamic Damped Holt)

¢ apresentado na defini¢do abaixo.

Definicao 4.1. Para cada tempo t, o DLM univariado com amortecedor dindmico é defi-

35



nido por

(¥i16,) ~ N[F,0,,Vi]
(0:10,—1,y;—1) ~ N[G,6,—1, W]

02,1 1
(llft|llfz—1792,za92,t—l) ~ N 9;1 1_17@ )
com priori inicial dada por
0
(¥!60,D0) ~ N |po, qT
650

(60lDo) ~ Nlmo,Co,
onde

1 1 6
Ft - aGt - ll/[ 301‘ - b 9
0 0 v 6,

assume-se que 02, # 0 e (Y;|62,,D;) ndo depende de 0, ; para todo t.

Nesta definicdo, como usual, assume-se que os estados tem uma evolucao markoviana
e as observacdes sdo independentes entre si, dado o vetor de estados @;. Existem varias
possibilidades para a evolucao do amortecedor y, sendo uma das mais intuitivas uma ra-
730 entre os estados no tempo 7 — 1 e 7. Desta maneira obtém-se uma solucdo analitica,
sem a necessidade de realizar simulagdes para obter uma amostra da posteriori. Além
disso, a evolugdo do amortecedor y; depende apenas de 6,,_1 ¢ 6,,. Note que y € R e
possui uma distribui¢do normal, ao invés da formulacio usual onde 0 < y < 2. A dis-
tribuicdo normal permite modelar a evolu¢do do amortecedor de maneira conveniente e
intuitiva. Neste caso, a razdo entre os estados indica que conforme a inclinagio 6>, au-
menta, o abafamento da tendéncia se intensifica, o que é razodvel supor. Caso a série
decaia de nivel o abafamento deve ser minimizado, de forma que o modelo possa acom-
panhar rapidamente a mudanca de nivel da série. Se a inclina¢do ndo se alterar ao longo

do tempo, o valor do amortecedor no tempo 7 serd o seu valor no tempo anterior z-1/.

A informagdo sobre y; estd contida em 6, e nos dados e ndo depende de 6;,. Dado

V;, as atualizacdes do Teorema 2.2.4 continuam vélidas.

Antes de apresentar a proposicdo que demonstra que a evolucao dos estados perma-

36



nece normal, note que condicionado a D;_ temos que

f(017W—1|01—1;Dt—1) = f(01|0t—17ll’t—l;Dt—l)f(WI—l|9t—17Dt—1) (4.1)
= f(0t|et—17Dl—l)f(th—1|0l70t—17Dt—1)~ (4.2)

A variancia observacional V; pode ter uma evolucio temporal ou ser fixa no tempo,
como descrito na se¢do 2.2.7. De maneira similar, a especificacdo de W, pode ser feita
por fatores de desconto, veja 2.2.9. Valores tipicos para os hiperparametros de ¥ sdo um
para a média pg e a variancia go. A proposi¢ao a seguir mostra que a evolucao dos estados

ainda é normal apds marginalizar y;.

Proposicao 4.1. Dado D,_| e condicionado a 0, temos que

Il/l*llalaelfl NN

d[_] 1
0201 5163,
0!|0l—1 NN[G;kHt_l,W;“] s

onde

g-1———
S—1q1—1

+ 1/2W7112

Si—1 =
qi—1

Pr—1 o 1 0
—el; =
Si—191—-1 8r—1 8r—1

1 _
di—y = — (0, — H,_10,_1) W, '1,

Sr—1

1 _
G;k _ Pr—1
0 pi—1

W;k - Wl + IZII2Qt—17

H,_,=E —

Prova:Como as duas distribui¢des sdo normais, a conjugacdo gera outras duas distribui-

cdes também normais. Basta se concentrar na expressao da parte exponencial da densi-
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dade. Aplicando o log em ambos os lados da equacdo:

1 Ivxr—1 1922.t—1
log(f(0:, Wi—1|6,—1,D;—1)) o< _E(et_Gtet—l)W[ (et_Gtet—l)_E :

qr—1

(Wi—1 _Pz—l)z}'

Por conveniéncia, considere que

0; - G,Ot_l = Ol’t — 1 Yi-1 el,t—l
0>, 0 w_, 02,1

_ [ OO — 60, 1Yi-11
9271

=K —06y-1y-112,
onde
K'=(601,—61,-1,02,), (4.3)
expandindo o quadrado

o« —5 {K'W 'K —-2K'W, 1,65, _1y;-1+ 65,y  15W, ' 1o} +

2 2 2 2
V165, +pt—192,t—1 _2Pt—192,t—lll/t—1
qi—1 qr—1 qi—1 7

[N}

D=

a expressdo acima pode ser reescrita como

1 xr—1 922,t—1 2
< —5 {(K—Gz,t—lll/t—llz)wt (K—=6,1y-112) + p (Vft—l—Pt—l)}

1—1

o —1 {K’w;1K+{q 1+1’2W;112}922J_1%2_1}+
ti
2
N 1621 0,1
_% {_2%192,t1{K/Wt 112_|_pl—t}_|_p12_1 1 }
qr—1 qdr—1

03,1
o< —% {K’W[_IK—F(GQ,I1)2st1%2_1—21/11192711S,1d11—|-pt2_1 q’t + const ; ,

t—1

onde o termo const ¢ um termo que representa constantes com relacdo a y;,_; e 6,

1 _d,_ 67,
< —= S K'W K +(62,-1)%si-1 {%2_1 —2M} +pE = 4 const
2 92,171 qr—1
2 2
1 _ di—1 07,1
o —— K/Wt1K+(627[_1)2St—1{%_1_ : } —d? s+ pro ==t const 3,
2 62,1 qr-1
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defina

expandindo o quadrado (d;_1s;_1)?/s,_1:

St—1 qr—151—1 S,_1q12_1 [l

~1 Woilnuw! _ 160, 03, pr 07,
K—%{D—FK/{th— r 121, WY, }K_ZK/thlzptlz,zl_ 2,zlzl+p2 2’t1—|—COI’lSl 7

calculando a inversa da matriz W}, temos

—1
W, 1w !
Sr—1

Wi = {w,—l —

= W, ‘|‘12(St—1 - 1/2W1_112)_11/2
= Wz‘|‘121/241t—17

de forma que

10y,
2 {D+K/{W?_1}K_2K/Wf_l(wr+121’zqz1)W7112M}+

qr—15t—1

2 2 2

62,t—1pz—1 2 92,t—1

- TP +const »,
Si—14;_1 qr—1

D —

note as seguintes identidades

1+ 1/2W;112QI—1 = l+qsi—1—1=q-15-1

1 1
— — = LW 1,
QI*I Sl—lqt_l

substituindo as identidades acima, temos
1
o< —5 {(D+K'{W; "} K —2K'W; '1,p,_16,_1 + 63, p}_ | 15W; 15+ const } ,

a expressdo acima € reescrita como

2
} + (9; - G?Gt_l)/W?_l (0[ - G;kaz_l),

€ a proposi¢ao estd provada.

Esta proposi¢do mostra que a marginal (60,]|60,—) ainda é normal, com média e vari-

ancia dadas acima. A seguinte proposi¢do demonstra a densidade de suavizacdo de ;.
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Proposi¢ao 4.2. Dado D;_1 e 6,,_1, se

(0241624—1,D1—1,¥1—1) ~ N[W—1602,_1,w22,]

qr—1
(Vi—1]62,-1,D,—1) ~ N Pr—l,eé—],
2,1—1
entdo
b, k
(%—1'62,t792,l—15Dl—1)NN r+ d Uy, zt )
62,1—1 63,1
onde

WEZ,; = W t+qi-1
qr—1
o= pi(l—w) w = t* e ki =q1(1—u).
Wy

Prova: A prova usa o Lema A.2 de reconstrucio da distribuicdo conjunta, de forma que

di—1
92,1 Pi—1 92,;—1 w22+ i1 61
‘627t717Dl*1 ~N ’ qi—1 qi—1 )
/78] Di—1 62,1 2

2,—1

D

logo a distribuicdo (y;—1]62,,62,-1,D;—1) tem momentos:

—1

E[‘lft71|92,za92,zflaszl] = Phl"’e I " (92,1—1717192,171)

20—1Woo 4

qi—1 0 qi—1

= p|1l-
W22 6r—1 W5y,
qr—1 qr-1 o

VIYi-1]624,60,-1,D11] = —o- —< l_>
B - Ty sy

Usando os resultados da proposi¢do acima e a priori 6, ,_|D,—; constréi-se a propo-

sicdo do suavizagdo do segundo componente do vetor 6,.

Proposicao 4.3. Dado D,_, se

(024162,-1,D;-1) ~ N[p—162; 1,w3,]
(62,—1|D;—1) ~ Nlmp;—1,c22,-1],
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entdo
(92,1—1 |62,t7Dl—1 ) ~ N[llahl]a

onde

L = my1+b(0;—pr_1mas_1)
2
hy = CZZ,I—I_bl-xt
Pt—1C221—1 * 2
by = o e Xy =Wy, +Pr1622,1-1-
1

Prova:Primeiro, com a lei da variancia total, temos que

V[0, Di—1] = E[V[6:,]62,-1,D,—1]] +V[E[62,]62,—1,D,_1]]
= W%z,z+P3—1C22,tfl

Cov[62,02,1|Di—1] = Cov[p;—162,-1+w3,,02,-1] = pr—122-1-
Usando o Lema A.2 constréi-se a densidade conjunta dos estados em 7 — 1 e 7, dada por
2
0 D N | [ Prvmae W2+ P 1€224—1 Pr—1C22—1
-1 ]~ ) ’
021 nmy | Pr—1€22,1-1 C22,4—1

com base na densidade conjunta acima, calcula-se os momentos da densidade condicional
(02,-1(62,4,D;-1):

E[02,1—1|92,zaDt—1] = mp;—1 +pt—1C22,z—1xt_l(92,t_Pt—lmz,t—l)
Py 10%2 1
r— -
V[62,-1/62,,D,1] = R
1

Pode-se reconhecer estes momentos como /; e i, respectivamente, dados acima.

O resultado da Proposicdo 4.2 junto com a proposta da evolu¢do do amortecedor de
tendéncia Y sdo usados para demonstrar a proposicao abaixo. Ela apresenta a evolu¢do
temporal do amortecedor Y; com base no segundo componente do vetor de estados 6, nos
tempos 7 e t— 1. Note que a evolucao do amortecedor depende apenas de 6,,,60,,_1 €
D;_;.

Proposicao 4.4. Dado 6,;_1, 6>, e D,_1, e usando os resultados da Proposi¢do 4.2, se

2 k
(il 00-1) o~ N|riot g g
L 1
(VilYi-1,024,02-1) ~ N_ 3;11%_17@ 7
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entdo
(Wi]62,4,602,—1) ~ N[ps, 2],
onde

ry = Pt—l(l _ul)

62,1
pr = u+ é;’t Iy
ki +1
g = o

62,1

Prova: A prova € feita simplesmente aplicando o Lema A.1 nas duas densidades acima e

o resultado é imediato.

A tltima proposi¢do a ser apresentada permite determinar a densidade de y; dado 6,
€ Dt_ 1.

Proposicao 4.5. Dado 6, e D;_1, e usando os resultados das Proposigoes 4.4 e 4.3, se

62;—1 ki +1

(il62., 021,01 1) 6, 62,

Uy +

(927t—1 |92,17Dt—1) ~ N[mZJ—l +bt(92,t - Pz—1m2¢—1)7622,r—1 - blzx,],

entdo
6,,.D N |n, 2
(Illt| 2,15 t—l)N nlae_z s
2.1
onde
B qi—1
r *
W
- * 2
Xy = W22,t+pt—1c22,t—l

ki = Clt—l(l_uz)
ry = Pz—l(l_ut)

_1C20
b — Pr—1C221—1
Xt
rimo 4
n, — I/lt+ 192,t 1(1—pl_1b[)+l’}b[
2.1
hy = 022,t_b12xl
g = 1tk +rih.
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Prova:Como a relagdo entre y; e 6>, € linear na média, basta invocar o Lema A.1 e a
prova € imediata.

Como a previsdo de Y; depende apenas de 0,, existem infinitas formulacdes para
(Y;|w;—1,6,—1,D;_1) que geram a densidade da equagio de observacio (Y;|0,) ~ N[F;Ht, Vil
Virias combinacOes diferentes de y;—; e 6,1 podem gerar 0 mesmo valor de 6>,
ou seja, o sistema € ndo identificivel. Além disso, para que as equacdes de atuali-
zacdo do filtro e de previsdo tenham solu¢do analitica, é importante que a densidade

(Y:|wi—1,6,—1,D,_1) seja tal que a priori tenha a forma dada abaixo:

(llfz|02,t>Dt) NN[p,,q,/GZZJ],
onde p; e ¢, sdo constantes em relagdo a 6,.

Da Proposicdo 4.5, temos que

(ll/z|92,t7Dz—l) ~N

Como o sistema é ndo identificdvel, a nova priori para y;|62,,D; s6 pode ser dada por
sugestdes. Vadrias possibilidades existem, e dado o resultado da Proposi¢do 4.5, uma
sugestdo plausivel é

(v|62,,D;) ~N

onde

my.—1
my ¢

4 = 7‘451;(:7‘4(1+kt+”;2ht)7

P = utn (1 —pi—1b;) + by

onde A, € (0,1) é um valor definido pelo usudrio e representa o ganho de informagio ao
se receber a nova observagdo Y;, pois espera-se que a variancia ¢g; diminua devido a este
ganho. Esta solucdo permite resolver o problema de forma analitica. Note que a sugestdo
simplesmente substitui 6, ; pela sua respectiva média my ; no resultado da Proposi¢do 4.4.
Analisando a expressdo para a densidade, nota-se que a média é funcdo do valor da média
no tempo anterior, p,_1, e da razdo 6,,_1/6,,, ponderado pelo coeficiente adaptativo u
(Note que 0 < u, < 1). Pode-se perceber que em cada tempo ¢, € feita uma nova proposta

de priori devido ao fato do sistema ser ndo identificavel.

A desvantagem desta proposta € a incapacidade desta evolu¢do lidar com valores de
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0, proximos de zero. Caso isso aconteca, o valor € descartado e o valor vélido mais
recente ¢ tomado. Define-se valor vdlido como o valor gerado de ¥ que esteja na faixa de
valores (0,2). Este procedimento é vélido do ponto de vista bayesiano e evita instabilida-

des no vetor de estados, como discutido na se¢do 4.5.

A maneira como o amortecedor evolui no tempo serd discutida nas proximas secdes.
A tabela abaixo resume o modelo proposto e as equagdes de atualizacdo para a evolugdo

do sistema.
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Tabela 4.1: Resumo das Equagdes do Damped Holt Dinamico

Modelo Damped Holt com abafamento dinamico e V; e W, conhecidos

Equacgdes de Observacgdo e de Sistema

(Yi16:) ~ NIF,0,,V]
(01|0t—17‘l/t—1) ~ N[Gzet—bwt]
(0,]0,,1) ~ N[G;kO,,l,W;“]

onde
= F=( ) g =(! Y1) (! P} w_owi1l
2_( 3 )7 r — 0 ) [ 0 Vo1 3 r 0 Di_1 3 : — l+ 247411,

Prioris Iniciais

(W0|60,Dg) ~ N[po,ﬂ]

(09/Dg) ~ N[myg,Co,

Equagdes de atualizacio

q
(l//t|92,lth) ~ N ptve_zl]’
2.1

(6, 1
(ll/l‘|ll,l—la62,t762,l‘—l) ~ N 24 11[’[—17 ]7

TR
onde
my —1
pr = u+rn d (1 —pi—1by) +riby
my s
q = )«1(1+k1+r[2h1)
B qr1—1
, =
W%z,z

ki = Qt—l(l—ut)
ry = plfl(l_ut)

* 2
Xt = W22,t+pt—lc227t—1
P1—1€221—1
bt — —_—
Xt
h = —?
r = €224 r Xt
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4.3 A Evolucao do Amortecedor

A evolugdo temporal do amortecedor, da maneira como € apresentada pela Proposi¢do
4.2, possui oscilagdes muito grandes na sua média. Isto é devido sobretudo ao coeficiente
adaptativo u, ser alto e a razio entre os estados se alterar muito com a passagem do tempo.
O gréfico abaixo ilustra o problema com uma série da competicdo M3 (N2533). A série
¢ mostrada no primeiro painel. No segundo estdo os valores do segundo componente do
vetor de estados (8,;). No terceiro painel o valor da média de y; ¢ mostrado. No eixo

horizontal estd o indice de tempo.

0 20 40 &0 20 100 120

300
L

theta,24

-100 0 100

-300
1

psi

-05 00 05 10 15 20 25

T T
1984 1986 1988 1990 1992

Time:

Figura 4.2: Série da competicdo M3 (N2533) ilustrando o problema da dindmica do amor-
tecedor.

Uma maneira de solucionar este problema e evitar saltos abruptos no valor da média
¢ diminuir o peso dado a razdo entre os estados (6,,_1/6>,), de forma que a evolucdo da
média ao longo do tempo seja suavizada. Analisando o coeficiente adaptativo i, temos

que

qr—1 qr—1
W;z,z w2+ qi—1

(4.4)

Ur =
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Note que se a varidncia woy, € proxima de zero, entdo u; se aproxima de um, logo a
evolugdo € dada principalmente pela razdo entre os estados. Agora se wy;,; aumenta de
magnitude em relacdo a varidncia de y;, o valor imediatamente anterior da média de v,
p;—1 tem peso maior que a razdo entre os estados. Note também que 0 < u, < 1, de forma
que u, serve como uma espécie de peso entre o valor da média de y; e a razdo entre os
estados. Isto fica mais claro ao analisar a expressdo para a média de (W;—1|62;,602,-1),

dada por

92,t
92,t—1

pt_l(l _ut)+ u,. (4.5)
Uma maneira de controlar a dindmica de y; € tornar o coeficiente adaptativo i, constante,
de forma que saltos abruptos na razdo entre os estados nao influenciem muito na média.

Temos que u; é dado por

*
qi—1 M—1q)_y
- J
W§2J 24—141;(_1 +way

u = (4.6)
entdo existem infinitas combinagdes de wyy, e A, que permitem o mesmo valor de .
Agora temos que u, € fixo e ndo possui mais nenhuma dinamica temporal (i, = u para
todo ¢), o seu valor sendo especificado como os outros parametros. Isto implica em uma

influéncia direta em W,*:

Wil W12

W12, qi—1

Wi =W, +11hq, | = +115¢; 1 (4.7)

lfbtt
Uz

E interessante que W seja dada através de fator de descontos, em conformidade com
a abordagem bayesiana. A estratégia usual de fatores de descontos produz a seguinte
identidade

(1
W' = G'C_G’ <5—1) (4.8)
I R 22 Clig—1 C124-1 10 <1_1>
0 pi—1 Cl24—1 €224—1 Pi—1 Di—1 o

1
= piceny—1lal, <§ — 1)

2pi—1c124—1+Cli—1 Pi—1C12,4—1 (1 )

~—1 (4.9)
Pi—1C12,1-1 0

o

Agora basta verificar quais valores de W,* e A, tornam as expressdes 4.7 e 4.8 iguais

com i, e 0 fixados. Agora tem-se que existe apenas um unico A, para cada u, e 0 fixos,
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como descrito na equacgdo abaixo.

Md;_y

u « 1
t + g :pt2—1022.,1—1 (3 - 1> (4.10)

1
U

de forma que

U 1
M = _q*t Pi-1C224-1 (5 - 1) (4.11)

—1

No entanto, o valor de A, calculado acima pode ser tal que ndo exista wij; > 0 que
permita a seguinte igualdade

. 1
wity +Ag_ = (PP 2001 +2pi—1C1201 +ci1-1) (5 - 1) (4.12)

Ainda pode acontecer que A,¢;_; seja muito maior que o lado direito da equagdo acima
€ €aso isso acontega, tem-se que wyy, teria de ser negativo para tornar a igualdade acima

valida. Para solucionar isto, sugere-se proceder da seguinte maneira:

1. Apés atualizar o tempo 7, fixe § e u, com valores pré-definidos;
2. Calcule A;, dado por 4.11;

3. Calcule w1, dado por 4.12. Se wy1, > 0, prossiga. Se ndo for, aumente o fator de
desconto 6 e volte para o segundo passo;

4. Atualize a variancia de (y;|6,,,D;), dada por ¢, = A,q}’;

5. Prossiga com as atualizacdes restantes;

Ao realizar os testes com esta formulagdo, notou-se que valores tipicos de u, sdo
na faixa (0.01,0.99), onde valores acima de 0.6 em geral ndo sdo significativos, i.e., 0
efeito na série é o mesmo que se teria se o valor fosse 0.6. Em geral, quando u, = 0.5 a
série se comporta como o modelo polinomial de ordem dois tradicional. A figura abaixo
ilustra o efeito de diferentes valores de u, na previsdo um passo a frente para uma série
da competi¢cdo M3. Note que conforme u#; diminui de valor, 0 modelo tende apresentar

maior variabilidade dos estados e a seguir as observa¢des de maneira mais acentuada.
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Figura 4.3: Série da competicdo M3 (N2525) ilustrando a influéncia de diferentes valores
de u.

Note como o coeficiente adaptativo u, influencia na variabilidade do amortecedor v,
como mostra a Figura 4.4 abaixo. Pode-se perceber que conforme u, diminui a variabili-

dade do amortecedor aumenta.

~PO00
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Figura 4.4: Valores da média de y; para a série da competicdo M3 (N2525) ilustrando a
influéncia de ;.

A taxa de aumento de variabilidade depende da natureza da série. A influéncia de um
y; dindmico € realizada pela evolug¢do do segundo componente do vetor de estados 6>,
como ilustra a Figura 4.5 abaixo. Note como a variabilidade do estado aumenta conforme

u; diminui, devido ao amortecedor dindmico.
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Figura 4.5: Valores da média de 6, para a série da competicdo M3 (N2525) ilustrando a
influéncia de u;.

Relembrando a expressdo para a média de (y;|6,,,D;), temos que

mys—1
e = wApi(l—u)(1—pi—1b) ; +pi—1 (1 —u)b;
1
Pi—1 mp —1
o= w+(1—u) " 12 (Pt—lCZZ,z—l‘f’ ! WEQJ) . (4.13)
Wt P 1€224-1 24

Note que a média p, € uma funcio linear da razdo entre os estados com o peso dado

pela variéncia do estado 65, i.e., w3, ,.

4.4 Estimacio de Parimetros

A quédrupla {F¢, G¢, Vi, Wt} define completamente o DLM, condicionado a y;. O
novo modelo sugerido possui F, =F = (1,0)’ fixo para todo tempo z. A matriz G, depende
apenas de y;_ e portanto € totalmente especificada, mas com dindmica temporal. Note
que € necessdrio definir um valor para u;, como discutido na se¢do anterior. O coeficiente
adaptativo u, tipicamente toma valores no intervalo (0.01,0.99), onde valores préximos
de zero ddo maior peso a razdo entre os estados 6 ,_1/6,; e valores préximos de um dao

peso maior ao valor imediatamente anterior Y.

A metodologia sugerida para estimar o coeficiente adaptativo i, é escolher o valor que
minimiza a métrica SMAPE no conjunto de dados de treinamento. Este procedimento é

simples e teve resultados encorajadores nos dados referentes a competicao internacional

50



M3, como descrito no proximo capitulo. Outra metodologia sugerida é empregar um
conjunto de modelos, cada um com a mesma estrutura, mas com valores de u, diferen-
tes. Neste caso usa-se multiprocessos classe I para estimar o DLM que possui 0 #; mais
adequado para a série (para maiores detalhes, veja a se¢do (3.3 e West & Harrison [39]).
Dado o valor para i, e os dois primeiros momentos para a priori (Wy|6y,Dp), a saber, a
média pg e a varidncia qg, temos a evolucdo de y; completamente especificada. Caso ndo
se queira especificar u,, uma opgdo € usar a formulagdo original, i.e., u; = g,—1 /w3, ,. A
desvantagem ao se adotar esta opc¢do € a possibilidade de alteragdes bruscas no valor de
y;. Na prética, estes saltos de valor ndo sdo frequentes e ndo alteram muito a previsdo da
série, mas em algumas situacdes a alteracdo ¢ de grande magnitude e pode gerar instabi-
lidade no vetor de estados e portanto invalidar as previsdes a partir do momento em que

ocorre a alteracdo brusca de valor, veja a Figura 4.6.

Resta apenas especificar a varidncia observacional V; e a variancia de evolugao W,.
Ambas podem ser estimadas por métodos frequentistas, como a maximizacio da fungdo
de verossimilhanca (Petris et al. [29]). Como o enfoque deste trabalho é a metodologia
bayesiana, adotou-se a estimacao das variancias por meio de aprendizagem, como descrito
nas secdes 2.2.8 e 2.2.9. Neste caso, a varidncia observacional é definida como uma
distribui¢do gama inversa com evolucio temporal. Ao invés de especificar a matriz W,
usa-se fatores de desconto. Este fator expressa o ganho de variabilidade, ao se passar de
t— 1 para o tempo ¢, devido ao componente de erro estocdstico presente na evolucao dos
estados (veja secdo 2.2.9). Esta interpreta¢do permanece valida no novo modelo proposto.
Neste trabalho, a especificagdo de fatores de desconto € feita pela minimizag¢do da medida
SMAPE (veja, 3.4) em um conjunto de dados de treinamento. Desta forma encontra-se o
fator que melhor se adequa a série em estudo de maneira rapida e simples. Outra op¢do é
utilizar multiprocessos classe I, com uma faixa de valores para o fator de desconto. Tem-
se um conjunto de DLMs com a mesma estrutura, e fatores de desconto distintos, um para
cada modelo. Durante o estudo das simulac¢des, notou-se que o fator de desconto ndo
possui um grande impacto na capacidade preditiva do modelo em relacdo aos modelos
polinomiais de ordem dois convencionais, definidos na se¢do 2.2.2. Maiores detalhes sdo
mostrados no proximo capitulo, onde um estudo de simulacdo com séries artificiais foi

feito e a performance preditiva para diferentes fatores de desconto foi analisada.

4.5 Limitacoes do Modelo

Como foi descrito na se¢io 4.2, a evolugdo temporal do amortecedor € a principal ino-

vagdo do modelo proposto em relagdo ao modelo polinomial de ordem dois. Os modelos
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propostos na literatura assumem que o amortecedor de tendéncia € invariante no tempo,
pois a maior vantagem do amortecedor € melhorar as previsdes k passos adiante (Chatfield
& Yar [8], Gardner & McKenzie [13]). A estimacgdo € feita com um conjunto de dados
de treinamento. Em relacdo aos modelos existentes, a principal vantagem ¢é a estimagao
do parametro, pois 0 mesmo possui uma dinamica temporal que depende apenas dos da-
dos D, e dos valores iniciais da distribuicdo a priori (pg € qo). Caso seja desejavel uma
dindmica mais suave, € necessdrio especificar o coeficiente adaptativo u;, como descrito
na secdo anterior. No entanto o modelo, como proposto neste trabalho, possui algumas

limitagdes.

Deve-se notar a impossibilidade do modelo lidar com séries onde o vetor de estados
tenha uma dinadmica que permita que o valor do segundo componente do vetor de estados
(62,;) se aproxime de zero. Na prdtica isso ndo aconte¢a com frequéncia, pois 6, ; € conti-
nuo e ndo deveria se condensar em um tnico ponto. Note que a dindmica do amortecedor
y; € movida principalmente pelo seu valor anterior no tempo 7 — 1 e pela razio entre os
estados 0 ,_1/6,,. Pode-se ter problemas caso a razdo atinja valores altos de maneira si-
bita, 0 que geralmente € o caso se 6, ,_1 for distante de zero, mas 6, ; for muito proximo.
A Figura 4.6 ilustra o problema. No primeiro painel temos a série original. No segundo,
temos os valores de 6, ; a0 longo do tempo € no tltimo painel os respectivos valores de y.
Note que a partir do tempo ¢ = 115 o valor de y; apresenta um salto de valor e o sistema
fica instdvel, gerando previsdes com erros cada vez mais grosseiros. Tal comportamento,
apesar de ndo ser muito frequente, aconteceu em algumas das séries da competicio M3.
Este problema ocorre principalmente em séries onde a tendéncia apresenta uma mudanca
de nivel brusca. Isto implica que a razdo 6,,_1/6,, apresenta uma mudanca de valor alta
ao passar do tempo 7 — 1 para ¢. Existem pelo menos trés formas de solucionar isto. A
primeira € filtrar o valor absurdo de y; e tomar o dltimo valor vélido (p; = p;—1). Esta
solu¢do se enquadra dentro do enfoque bayesiano do trabalho e funcionou bem na com-
peticdo M3, como descrito no Capitulo 5. Outra solucio possivel € usar valores de u;
altos (em torno de 0.45 ja é suficiente na maioria dos casos), de forma que a dindmica
de y; seja governada principalmente pelo seu valor anterior. Lembre que 1, serve como
uma espécie de peso entre o valor anterior de y; e a razdo entre os estados. Uma terceira
solucdo € apresentada no Capitulo 6, onde uma nova distribui¢do a priori € proposta para
a densidade (y;|6,,,Dy).

52



Valores
L

4000
I

2000
|

0 20 40 60 ;1] 100 120

Index

<500
1

theta,2t

-2000 -1500 -1000

T T
0 20 40 60 a0 100 120

Index

psi
<100
L

<200
1

300
I

T T
0 20 40 60 ;1] 100 120

Index

Figura 4.6: Série da competicdo M3 (N2527) ilustrando o problema da dindmica do amor-
tecedor com valores proximos de zero.

Ao realizar o estudo com séries simuladas, notou-se também que o modelo nio conse-
gue capturar o valor de y usado para gerar as séries. Esta deficiéncia vem da formulagdo
adotada, como discutido na secdo 4.3 acima. O Capitulo 6 apresenta uma nova formula-
cdo que permite que o y; capture a dinamica, mas esta formulacdo ndo foi explorada em

detalhes e fica como sugestio para futuros trabalhos.

Para a previsao k passos adiante, usa-se a média dos ultimos dez valores e ndo o tltimo
valor. Adotou-se esta pratica para melhorar a capacidade preditiva do modelo na compe-
ticdo, pois o dltimo valor nem sempre correspondia bem ao desenvolvimento posterior da
série. Isto se deve sobretudo a séries onde a variabilidade do y; era considerdvel. Assim,
a média se tornava um valor representativo da dindmica do y; e conseguiu-se ganhos sig-
nificativos com ela. Caso se adotasse apenas o tltimo valor de y;, os erros de previsdo k
passos a frente poderiam ser tornar grandes. Por exemplo, se ¥; > 1 a previsao k passos
a frente se torna exponencial e caso a série ndo tenha essa caracteristica, os erros podem
ser de magnitude considerdvel. Ao se tomar a média ao invés do dltimo valor apenas,
consegue-se um efeito de suavizagdo da dinamica, de forma que as previsoes k passos a

frente sejam mais condizentes com o desenvolvimento da série.
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4.6 Estudo de uma Série

Para ilustrar o modelo, foi realizado um estudo com uma série em particular, de forma
que a principal caracteristica do modelo possa ser mostrada. A série N2528 da competi¢do
internacional M3 corresponde a evolu¢do mensal do patrimonio de bancos do Banco Cen-
tral Fed Federal Reserve. A série exibe um crescimento razoavelmente linear com certa
varia¢do e sazonalidade mensal. Para fins de compara¢do, adotou-se o modelo Damped
Holt como modelo alternativo, com o amortecedor constante e estimado por minimos
quadrados. A figura abaixo ilustra a série, junto com a previsdo dezoito passos a frente.
O modelo proposto € mais preciso que o modelo tradicional justamente por incorporar a

aceleracdo de crescimento na fase final da série.
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Figura 4.7: Série da competicdo M3 (N2528) ilustrando a vantagem da dinamica do amor-
tecedor para previsoes.

Ao invés de especificar a matriz W,, usou-se fator de desconto 0.8 para todos os com-
ponentes do vetor de estados e aprendizagem na variancia observacional V; para ambos

os modelos.
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Capitulo 5

Analise dos Resultados do novo Modelo

Neste capitulo apresenta-se uma andlise da performance preditiva do modelo proposto
em um conjunto de séries temporais simuladas e reais. Estudou-se a sua performance em
relacdo a outros modelos através de um estudo de caso na competicdo internacional M3,
realizada em 2000. O novo modelo polinomial de ordem dois com abafamento (damping)
dindmico da tendéncia (Damped Holt Dinamico) apresentou um desempenho satisfatério
em relacdo aos modelos tradicionais e mais usados na prética, como os modelos aditivos
Holt Winters e Damped Holt. As principais descobertas sdo apresentadas e discutidas

neste contexto.

5.1 Simulacao de Séries Temporais

A primeira parte da andlise consiste em gerar uma sequéncia de séries com parime-
tros pré-definidos numa faixa de valores discreta. Desta forma, consegue-se observar o
comportamento do modelo em diferentes condi¢des em algumas regides do espago para-

métrico. Para a geragdo das séries é necessdrio especificar os seguintes pardmetros:

e A varidncia observacional V;, com valores nos reais positivos, i.e., V; > 0;
e A matriz de varidncia de evolugdo dos estados W, positiva definida, i.e., |W;|> 0;

e O valor do amortecedor de tendéncia y, com valores na faixa (0,2);

O estudo consistiu na simulacdo de séries, cada uma com um conjunto distinto de

valores para os parametros {V;, Wi ,,Wa,;, y}. Como o espaco paramétrico é grande, e
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a combinacdo possivel de valores € explosiva, optou-se pela escolha de um conjunto pe-
queno, mas representativo deste espago paramétrico. E possivel que os resultados possam
ser extrapolados para valores fora da faixa escolhida, mas nenhum estudo nesse sentido

foi realizado. As seguintes combinacdes de pardmetros foram usadas:
V; =(100,10,1) Wy, = (100,10, 1) Wy, = (10,1,0.1) v = (1,1.01,1.05).

Note que a combinacio destes valores gera séries temporais apropriadas para modelos
polinomiais de ordem dois. Por exemplo, caso ¥ < 1 para todo o tempo ¢, a série apresenta
mais ruido que sinal de tendéncia, e portanto o modelo polinomial de ordem dois ndo
seria adequado. Desta forma, garante-se que todas as séries simuladas sdo consideradas
adequadas para o modelo proposto. Tomou-se a variabilidade da tendéncia 6,, como
10% da variabilidade do componente de nivel 6;,. Nio se tomou valores de Yy acima
de 1.05 pelo fato da série, neste caso, apresentar uma tendéncia muito forte e a geracdo
criaria séries com comportamento explosivo. Isto ocorre devido ao fato das variancias
permanecerem constantes na simulacdo da série e o nivel aumentar muito em relagdo a

variancia observacional e dos estados.

Para avaliar a adequacdo do modelo as séries geradas, foram adotados quatro medidas
de performance preditiva: SMAPE, MedAPE, MASE e Percent Better. Para mais detalhes
sobre estas métricas, veja secio 3.4. Apenas foi computado o erro de previsdo um passo

a frente, i.e., calculou-se a média do erro de previsdo um passo a frente para toda a série.

Para cada combinagdo de pardmetros {V;, Wi, W2, W}, gerou-se 1000 séries simu-

ladas de 100 pontos cada e calculou-se as quatro métricas listadas acima.

Os valores das métricas do novo modelo foram calculados junto com o DLLM polino-
mial de ordem dois tradicional, de forma que o mesmo sirva de base para comparagao.
Medidas bayesianas de performance, tais como fatores de bayes, ndo foram adotadas, pois
as mesmas nao sdo empregadas nas competi¢des de previsdo internacionais € ndo ofere-
cem uma medida absoluta de desempenho do modelo. As subsecdes seguintes ilustram os
resultados obtidos para cada combina¢do de parametros empregada e para cada métrica
adotada. Nas subsecdes abaixo, cada figura ilustra a métrica usada no eixo vertical e os
valores de fator de desconto no eixo horizontal.

5.1.1 Resultados para as Séries com V; = 100,W;;, = 1,Wy, , =0.1

Nesta subsecdo, é discutido o comportamento do modelo para séries onde o nivel de

ruido, representado pela variancia observacional V;, ¢ muito maior que o nivel de sinal,
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dado pela varincia do primeiro componente do vetor de estados Wiy ,. Na literatura,
para modelos polinomiais de ordem um esta € a razdo sinal/ruido (signal-to-noise ratio,
Petris et al. [29]). Lembre que adota-se W, ;, a varidncia da tendéncia, como sendo 10%
da variancia do nivel. Esta representacdo é condizente com os valores encontrados na

pratica.

A Figura 5.1 mostra os valores de SMAPE para as séries simuladas, onde cada ponto
representa a média SMAPE de 1000 séries simuladas. Note que o novo modelo performa
melhor que o polinomial de ordem dois, sendo que a melhora diminui conforme o fator
de desconto decresce. Para o fator de desconto 0.80 os resultados podem ser conside-
rados equivalentes. Veja que para ¥ = 1.05 o resultado é muito melhor do que para os
outros valores. Isto gera evidéncias de que o modelo performa bem em séries com forte

tendéncia.
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Figura 5.1: SMAPE das séries simuladas com parametros V; = 100,W;; ; = 1,Wp, =0.1.

As conclusdes acima ainda sdo vélidas para os valores de MedAPE obtidos nas mes-

mas condi¢des, mas com valores menos significativos, como mostra a Figura 5.2.
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Figura 5.2: MedAPE das séries simuladas com pardmetros V; = 100,Wy;, = 1, Wy, =
0.1.

Usando MASE, as diferencas entre os modelos ndo sdo tdo claras, a nio ser para
v = 1.05, onde o novo modelo performa melhor. O modelo polinomial performa pior

quando o fator de desconto se encontra acima de 0.95 (veja Figura 5.3).
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Figura 5.3: MASE das séries simuladas com pardmetros V; = 100, Wy, = 1,Wp, = 0.1.

Por fim, a medida Percent Better mostra que o SMAPE do novo modelo € melhor que
o SMAPE do modelo polinomial de ordem dois por pelo menos 60% dos casos, sendo
que a percentagem aumenta conforme se incrementa o fator de desconto. Para v = 1.05

o resultado é ainda melhor, como mostra 5.4.
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r=0.01.v=100, Wi1=1, W22= 0.1

10

_| —— Novo Modelo, PSI= 1
—— Novo Modelo, PSI= 1.01
= Novo Modelo, PSI= 1.05

08
|

08
|

07
|

06
|

T T T T
0.80 085 090 095

Figura 5.4: Percent Better das séries simuladas com pardmetros V; = 100,W;;, =
1,Wp, =0.1.

A préxima se¢do mostra os resultados para séries onde o nivel de ruido é menor, i.e.,

onde a razdo Wi ,/V; é maior.

5.1.2 Resultados para as Séries com V, = 100,W;; , = 10,Wx, , = 1

Aumentando a variancia do estado, obtém-se resultados mais claros, onde se pode
conjecturar que o novo modelo performa melhor ao longo de todo o espaco paramétrico.
A Figura 5.5 mostra os valores de SMAPE para as séries simuladas. Pode-se notar que o

novo modelo é visivelmente superior.
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Figura 5.5: SMAPE das séries simuladas com pardmetros V; = 100,W;;;, = 10,W5,; = 1.
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As conclusdes acima ainda sdo validas usando a medida MedAPE, como mostra a
Figura 5.6.
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Figura 5.6: MedAPE das séries simuladas com pardmetros V; = 100, Wy ; = 10, Wy, , = 1.

Usando MASE as medidas ndo sdo tio claras, mas consegue-se perceber ganho de

performance preditiva a partir de fator de desconto 0.85 e acima (Figura 5.7).
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Figura 5.7: MASE das séries simuladas com parametros V; = 100,W;, = 10,Wy, = 1.

Por fim, a medida Percent Better mostra a mesma conclusdo da subsecdo anterior,
agora com resultados ainda melhores. Note também que a performance melhora conforme

se aumenta o valor de Y usado nas simulagdes.
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Figura 5.8: Percent Better das séries simuladas com pardmetros V; = 100,W;;, =
10,Wa, = 1.

5.1.3 Resultados para as Séries com V; = 10,W;;, = 10,Wy, =1

A Figura 5.9 mostra os valores de SMAPE para séries onde o nivel de sinal em relagdo
ao ruido € ainda maior que o da secdo anterior. Os resultados sdo ainda mais encorajadores
para o novo modelo. Veja que independente do valor de y usado para gerar a série, o
novo modelo performa muito acima do modelo tradicional, sendo que a melhoria aumenta
conforme se aumenta o valor de y. Conforme o fator de desconto diminui, a performance
preditiva aumenta, j4 que ainda existe um nivel de ruido considerdvel na geragdo das
séries.
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Figura 5.9: SMAPE das séries simuladas com pardmetros V; = 10, Wy, = 10, Wy, = 1.
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As conclusdes acima ainda sdo vélidas para a medida MedAPE, como mostra a Figura

5.10. Agora os resultados sdo ligeiramente piores.
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Figura 5.10: MedAPE das séries simuladas com parametros V; = 10, Wy, = 10, Wy, , = 1.

Usando MASE as conclusdes agora sdao as mesmas obtidas das medidas SMAPE e
MedAPE acima. Veja Figura 5.11.
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Figura 5.11: MASE das séries simuladas com pardmetros V, = 10,W;, = 10,Wy, = 1.

Por fim, a medida Percent Better para SMAPE € omitida pois os resultados sdo muito

bons, acima de 98% para diferentes valores de y.
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5.1.4 Resultados para as Sériescom V, = 1, W1, = 10,Wy, =1

A Figura 5.12, como nas sec¢des anteriores, mostra os valores de SMAPE obtidos
com a simulacdo. Note que os resultados sdo ainda melhores do que os obtidos na se¢do
anterior. Agora fica mais claro a melhoria na performance preditiva em vérios pontos do
espaco paramétrico. Neste conjunto de parametros as quatro medidas sdo muito similares

em termos de comportamento e as conclusdes sdo as mesmas da secao anterior.
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Figura 5.12: SMAPE das séries simuladas com pardmetros V; = 1,Wy;; = 10,Wp , = 1.

Para a medida MedAPE, chega-se as mesmas conclusdes, como mostra a Figura 5.13.
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Figura 5.13: MedAPE das sé€ries simuladas com pardmetros V, = 1,W;;;, = 10,Wy; = 1.

A medida MASE também é muito similar as duas medidas acima e é mostrada (5.14).
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Figura 5.14: MASE das séries simuladas com parametros V; = 1, Wy, = 10, Wy, = 1.

A medida Percent Better ¢ omitida novamente, pois os valores sdo acima de 98% em

todos 0s casos.

5.1.5 Resultados para as Séries com V; = 1,W;;, = 100,W»,, = 10

Nesta tdltima se¢do, os resultados sdo ainda mais encorajadores, onde agora o nivel

de sinal € muito alto em relagdo ao ruido da série. As quatro medidas permitem obter as

mesmas conclusdes obtidas na secio anterior. Veja 5.15 para a medida SMAPE.
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Figura 5.15: SMAPE das séries simuladas com pardmetros V; = 1,W;; = 100, W5, , = 10.

A Figura 5.16 mostra os resultados para a medida MedAPE.
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Figura 5.16: MedAPE das séries simuladas com pardmetros V, = 1,W;1, = 100,W», , =
10.

A medida MASE ¢ ilustrada na Figura 5.17.
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Figura 5.17: MASE das séries simuladas com pardmetros V, = 1, W1, = 100, W, , = 10.

Novamente, a medida Percent Better de SMAPE ¢ omitida, pois os resultados sdo

todos acima de 98% em todos os valores de V;, W,, v usados.

Analisando os resultados acima, pode-se perceber que o modelo performa melhor em
séries com tendéncia forte, ou seja, séries onde ¥ > 1. Conforme a tendéncia aumenta
de magnitude o modelo proposto tende a performar melhor que o modelo polinomial de
ordem dois. Além disso, pode-se notar que na medida que a série apresenta mais sinal que

ruido, dado pela razdo entre as varidncias Wi ,/V, o modelo tende a performar melhor.
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Note também que o fator de desconto ndo apresenta uma influéncia muito grande na

capacidade preditiva do novo modelo em relacdo ao modelo polinomial de ordem dois.
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5.2 Analise da Competicao Internacional M3

Além da simulacdo de séries para andlise do comportamento de modelos, estudos em-
piricos no campo de anélise de séries temporais tem comparado a acuricia (post-sample
forecasting accuracy) de vérios métodos, de forma que a sua performance preditiva possa
ser determinada de maneira objetiva e mensurdvel. A competi¢do internacional M3, rea-
lizada em 1999/2000, € a mais reconhecida do género (Makridakis & Hibon [26]). Outras
competi¢des estdo em fase de desenvolvimento, como a competicio M4 (a mais nova
versdo da competicdo M3) e a competicdo NN3, que é uma replicacdo da M3 com uma
extensdo para métodos de redes neurais e inteligéncia computacional (Cronea et al. [9]).
Previamente, houveram também as competi¢cdes M1 e M2, mas foram realizadas em um
conjunto de dados menor e menos abrangente. As competicdes M1, M2 e M3 sdo estudos
empiricos que compararam a performance de um grande nimero de métodos para anélise
de séries temporais usando especialistas reconhecidos. Estes provem as previsdes, usando
o método no qual sdo especializados. Makridakis & Hibon [26] publicaram os principais
resultados da competicio M3, sumarizando a performance relativa de todos os métodos

empregados no estudo.

Os resultados da competi¢io sdo os seguintes:

Meétodos estatisticos sofisticados ou mais complexos ndo produzem necessaria-

mente previsdes melhores que métodos mais simples;

e O ranking de performance relativa dos varios métodos varia de acordo com a mé-

trica usada;

A acurdcia de vérios métodos combinados é, na média, melhor que a acuricia de

cada método individual;

A acurdcia dos varios métodos depende do comprimento do horizonte de previsdo;

O conjunto de dados do estudo consistiu de 3003 séries com variadas caracteristicas e
diferentes intervalos de tempo entre as observagdes (anual, quaternal, mensal, etc.), além
de pertencer a dreas de conhecimento distintas, tais como inddstria, demografia, financas,
macroeconomia, microeconomia e meteorologia. Afim de garantir que um nimero sufici-
ente de dados estava disponivel para desenvolver um modelo adequado, foi decidido que
cada série teria um nimero minimo de observacdes para cada tipo de dado, de acordo com
o intervalo de tempo entre as observacdes. As séries mensais variam em comprimento de
48 a 126, com mediana 115. Todos os dados da competicio sdo estritamente positivos.

Para as previsdes k passos a frente (k > 1), caso alguma delas seja negativa, o valor foi
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substituido por zero, de forma que a métrica SMAPE seja sempre positiva. Este proce-
dimento foi empregado para todos os modelos testados e segue o procedimento usado na

competicdo M3.

Para previsdes de vérios passos adiante, ndo se adotou uma dindmica no amortece-
dor, pois ndo existem dados que possam orientar a dindmica. Neste caso, uma solu¢do
razodvel é adotar uma média dos dltimos dez valores do amortecedor como estimativa
do coeficiente. A razdo para adotar esta estimativa foram os bons resultados obtidos na
competi¢cdo M3. Note que neste caso as previsdes serdo diferentes do modelo com amor-
tecedor fixo, pois o modelo fixo usa todo o conjunto de treinamento para estimar o seu
valor. No caso do modelo com abafamento dindmico, os ultimos valores do amortecedor
possivelmente irdo capturar o valor considerado adequado, pelo menos para a previsdo de

curto prazo.

Cinco medidas de acurdcia foram empregadas na competicio: SMAPE, MedAPE,
Percent Better, Average Ranking e RAE mediano. Para uma descri¢do de cada uma delas,
veja (Makridakis & Hibon [26] e a secdo 3.4).

Modelos lineares dindmicos niao foram avaliados na competi¢do. A tese de Zhai [41]
continuou o estudo da competicdo M3 e avaliou a performance de trés paradigmas, a
saber: Modelos Lineares Dinamicos, Redes Neurais e modelos ARIMA (Autoregressive
Integrated Moving Average models). O objetivo foi descobrir como os diferentes tipos de
séries temporais afetam a capacidade preditiva destes trés paradigmas. Além disso, foi
exposto uma metodologia de sele¢cdo de modelos de previsdo de acordo com as caracte-
risticas dos dados. Para comparar os resultados foi empregada a métrica SMAPE (veja
secdo 3.4), a mesma usada na competi¢cdo internacional M3. A tese de Karlon [23] focou
apenas na performance de DLMs otimizados para a competicdo M3, o que mostrou que
a performance deste paradigma é dependente da classe de séries temporais. Neste caso,
Karlon conseguiu atingir um performance preditiva superior a de Zhai através da técnica
de selecao de modelos, i. e., foi determinado a arquitetura 6tima para cada série temporal
e entdo foi determinado se o DLM escolhido supera os paradigmas da competicio M3 e
da pesquisa feita por Zhai.

Neste estudo, foram consideradas apenas as 1428 séries mensais da competi¢ado, se-
guindo a mesma metodologia de (Taylor [35]). Neste caso, procedimentos automaticos
de previsdo raramente sdo usados para séries com frequéncia maior que a mensal. Note
também que o novo modelo, por ndo precisar realizar simulag¢des, pode também ser usado
para séries de alta frequéncia, tais como séries com intervalos de um minuto ou de ape-
nas segundos, como € o caso de muitas séries financeiras de pregos de ativos listados em

bolsa.
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Os dados ndo foram dessazonalizados, como usualmente se procede antes de aplicar
o modelo para previsdo e estimacdo de pardmetros. Ao invés de dessazonalizar os da-
dos, aplicou-se um componente de sazonalidade de forma livre (veja se¢do 2.2.3), ja que
a sazonalidade € mensal. Para determinar se a sazonalidade era necesséria para o Dam-
ped Holt Dinamico, criou-se dois modelos, sendo um deles com um componente extra
correspondendo a sazonalidade e o outro com apenas o componente de tendéncia linear.
Calculava-se a métrica SMAPE para os dados de treinamento e comparava-se o valor de
cada modelo, sendo que 0 modelo com o menor valor era o escolhido para realizar a pre-
visdo k passos a frente, seguindo a metodologia de Karlon. Para o modelo Damped Holt
tradicional, usou-se minimos quadrados para estimar se a sazonalidade era necessdria, ja

que este é o procedimento mais empregado na literatura.

Uma vez detalhado como as séries sdo tratadas, parte-se agora para definir os dois
principais objetivos da andlise: descobrir se existe valor em atribuir uma dindmica tempo-
ral no amortecedor de tendéncia e quantificar como o novo método performa em relacdo
ao modelo tradicional Damped Holt, com y fixo e 0 < y < 1.1 e aos DLM polinomiais
de ordem dois, o caso particular com y; = 1 para todo tempo t e o DLM polinomial de

ordem um.

Foram produzidas previsdes para os quatro métodos considerados adequados para sé-

ries com tendéncia:

e Damped Holt com erro e sazonalidade aditivos, com pardmetros estimados por mi-

nimos quadrados e 0 < y < 1.1;

e O novo modelo Damped Holt Dinamico, com parametros (u, e fator de desconto
0) estimados pela minimizag¢do da métrica SMAPE, aprendizagem na variancia e
0<y<LIL

e DILM polinomial de ordem dois com aprendizagem na variancia e fator de desconto

estimado pela minimizacdo da métrica SMAPE, com y = 1;

e DLM polinomial de ordem um com aprendizagem na variancia e fator de desconto

estimado pela minimizacido da métrica SMAPE;

Uma nota € conveniente neste momento. Adotou-se a estimacdo de pardmetros por
minimos quadrados para o modelo Damped Holt por este ser o procedimento mais em-
pregado na pratica e também o mais adotado pela literatura. Como o enfoque deste tra-
balho é bayesiano, nas secdes seguintes sdo apresentados mais resultados com o0 mesmo
modelo, mas com a estimacdo dos parametros por multiprocessos classe I. As previsdes

foram feitas na série original, sem nenhuma transformacdo das varidveis.
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Os valores iniciais da priori 8Dy foram escolhidos como my = (y1,1) e Cy =

diag(1e7,1e7T), onde y; € o primeiro valor da série.

Usando cada um dos quatro métodos acima foram produzidos previsdes nos horizon-
tes de 1 a 18 para cada uma das 1428 séries, de maneira similar ao procedimento adotado

na competicdo M3 e nas outras competi¢des internacionais M1, M2 e NN3.

5.2.1 Resultados para todas as Séries

As tabelas abaixo sumarizam os resultados para cada um dos quatro métodos aplica-
dos a todas as 1428 séries mensais da competi¢do M3. Vdrias métricas foram propostas
na literatura e decidiu-se adotar as mais comumente usadas nas competi¢cdes internacio-
nais, SMAPE (Symmetric Mean Absolute Percentage Error), MedAPE (Median Average
Percentage Error) e MASE (Mean Absolute Scaled Error). A medida MASE foi proposta
na literatura em 2006, veja (Hyndman & Koehler [18]), e a mesma ndo foi adotada na
competi¢do M3 por ter sido sugerida anos mais tarde, e portanto ndo pode ser usada para
fins de comparagdo com os métodos empregados na M3. No entanto, como a métrica
foi usada na competi¢cdo NN3 e é usada com certa frequéncia na literatura, foi decidido
adotd-la também. Para mais detalhes, veja se¢do 3.4. Por simplicidade, reporta-se a média
de cada métrica para diferentes horizontes de previsdo: 1-6, para curto prazo, 7-12, para
médio prazo, 13-18 para longo prazo e, para complementar, o horizonte 1-12 e o horizonte
completo 1-18. Alguns horizontes individuais de curto prazo também sio reportados. Os

melhores resultados para cada horizonte de previsdo sio escritos em negrito.

A Tabela 5.1 sumariza o erro SMAPE, MedAPE e MASE de cada um dos quatro
métodos no curto prazo (horizontes 1-6). Note que o novo método € ligeiramente melhor
para horizontes de curto prazo de acordo com a SMAPE e MASE nos horizontes de 3 a 6,
e em primeiro ou segundo lugar de acordo com 0 MedAPE. Para previsdes de um passo a
frente, o método ficaria em sexto lugar na competic¢ao internacional. Os DLLM polinomiais
tradicionais ndo performaram bem em relacdo ao modelos com amortecedores, sendo que

o modelo polinomial de ordem um obteve a pior performance nos horizontes 1-6.
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Tabela 5.1: SMAPE, MedAPE e MASE de horizontes 1-6 para as 1428 séries mensais da
competicdo M3.

Horizonte de Previsao

Meétrica  Método

1 2 3 4 5 6
Damped Holt 11.6 12 12.5 14 15.15 13.33
SMAPE Novo Método 11.73 1145 12.19 1332 13.44 12.99
DLM Polinomial ordem2 11.62 119 13.13 1444 14.12 13.96
DLM Polinomial ordem 1 13.96 13.08 1491 16.16 148 14.73
Damped Holt 417 421 446 594 6.05 6.29
MedAPE Novo MéFodo ' 422 452 445 6.14 584 578
DLM Polinomial ordem 2 4.44 461 475 633 6.11 6
DLM Polinomial ordem 1 6.6 636 722 866 757 1.5
Damped Holt 093 1.05 1.21 1.55 1.69 1.8
MASE Novo Método 1.02  1.08 1.2 1.49 1.6 1.68

DLM Polinomial ordem 2 1.02 1.1 1.25 1.55 1.66 1.78
DLM Polinomial ordem 1  1.68 1.76 1.99 2.26 2.32 2.46

Por simplicidade e em conformidade com a maneira como os dados foram reportados
na competicdo M3, foram calculadas os valores médios das métricas no curto (1-4 e 1-
6), médio (7-12 e 1-12) e longo prazo (13-18), assim como a performance geral, dada
pelo horizonte completo 1-18. A Tabela 5.2 mostra os resultados para todas as métricas
usadas. O modelo Damped Holt Dindmico performa um pouco melhor que todos os outros
modelos no curto e médio prazo. No longo prazo, o modelo proposto é um pouco pior
que o Damped Holt, mas melhor que o modelo polinomial de ordem dois, de acordo com
a métrica MedAPE. Para os horizontes de 1 a6 ¢ 7 a 12 0 modelo tem valores menores
em todas as métricas adotadas, o que sugere que o modelo € potencialmente melhor que o
tradicional Damped Holt no curto e médio prazo. Para o horizonte 13-18, o novo modelo é
ligeiramente pior, ficando em segundo lugar em todas as métricas, exceto o SMAPE, onde
fica em primeiro lugar. Isto é esperado, ja que o modelo Damped Holt € 6timo para séries
com tendéncia moderada, o que € o caso em muitas séries da competicdo. No horizonte
completo de 1-18, contudo, 0 Damped Holt dinamico é um pouco melhor de acordo com
o SMAPE e o0 MASE, e fica em segundo lugar de acordo com o MedAPE. Note que os
modelos polinomiais tradicionais, consistentemente performam pior de acordo com todas
as métricas. Como este modelo ndo performa bem no longo prazo nas outras métricas, é
provavel que previsdes muito ruims em algumas séries tenham prejudicado o desempenho
do novo modelo e do Damped Holt tradicional. Uma confirmacao disso € o fato do modelo
Damped Holt ter performado bem no longo prazo na métrica MedAPE, a mediana dos
erros absolutos. O fato do novo método ter performado ligeiramente melhor no curto e

médio prazo em relacdo ao modelo Damped Holt tradicional é muito encorajador, ja que
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¢ um dos modelos mais empregados na pratica a varias décadas e tem sido usado como

benchmark em competi¢Oes internacionais.

Tabela 5.2: SMAPE, MedAPE e MASE de horizontes curto, médio e longo prazo para as
1428 séries mensais da competicdo M3.

Horizonte de Previsao

Métrica  Método 14 16  7-12 1318 1-12  1-18

Damped Holt 12.52  13.1 1473 19.55 1391 1579
SMAPE Novo Método 12.17 12.52 14.13 1947 13.32 15.37
DLM Polinomial ordem 2 12.77 132 1549 21.77 1434 16.82
DLM Polinomial ordem 1  14.53 14.61 1571 19.82 15.16 16.71
Damped Holt 4.7 519 694 937 6.07 717
MedAPE Novo MéFodo . 483 516 6.67 971 591 7.18
DLM Polinomial ordem 2 5.03 5.37 7.06 10.1 6.22 7.51
DLM Polinomial ordem 1 7.21 736 889 1198 8.12 941
Damped Holt 1.18 137 215 3.07 176 2.2
MASE Novo Método 1.2 1.34  2.02 3.11 1.68 2.16

DLM Polinomial ordem 2  1.23 1.39 2.1 3.23 1.75 2.24
DLM Polinomial ordem 1 1.92 2.08  2.88 3.87 248 294

Para confirmar se as métricas usadas tiveram em geral coeréncia para as séries da
competi¢cdo, calculou-se a percentagem de vezes que as métricas tiveram resultados di-
vergentes, i.e., 0 nimero de vezes em que a métrica SMAPE do novo modelo era melhor
que a mesma métrica para o Damped Holt € a0 mesmo tempo a métrica MedAPE do novo
modelo era pior que a mesma métrica do modelo Damped Holt. 1sto aconteceu em 166
séries de 1428 (11.6%), o que indica que nestas séries existem outliers que podem estar
prejudicando a performance do modelo. A divergéncia entre 0 SMAPE e o MASE foi

menor, de apenas 1.3%, o que estd dentro de limites aceitdveis.

O novo modelo assume que os residuos possuem distribuicao normal. Como as séries
da competicdo vem de diferentes categorias e possuem tamanhos diferentes, foi realizado
um teste de normalidade dos residuos para assegurar que esta hipétese do modelo tenha
sido atendida pela maioria das séries. Das 1428 séries mensais, 1427 passam no teste
de shapiro de normalidade com 5% de significancia. Deste modo, podemos ter certa
seguranca que a hipétese de normalidade praticamente ndo influenciou a performance do

modelo na competi¢ao.
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5.2.2 Resultados para todas as Séries usando Multiprocessos

A abordagem bayesiana permite que a estimagdo dos parametros seja feita por uma
mistura de densidades, como descrito na se¢do 3.3. Neste caso, a previsdo é composta de
um conjunto de previsdes de cada modelo individual, ponderado pela sua probabilidade a
posteriori, dadas as observagdes. Para fins de comparacdo com os resultados acima, fo-
ram também feitas andlises dos quatro principais modelos ja existentes com os dados da
competi¢do, agora usando multiprocessos classe I como método de estimagdo de pardme-
tros e da densidade preditiva. Como o enfoque deste trabalho € bayesiano, considera-se
importante apresentar os resultados também com uma estimacio bayesiana. A acuricia
de previsdo pode ser melhorada através da combinacdo de multiplas previsdes individu-
ais. Nao existe uma tnica técnica ou modelo que consegue performar bem em todas as
séries e horizontes de previsdo. L.ogo, ao combinar as previsdes de modelos individuais,
pode-se reduzir o viés de especificagdo dos modelos individuais e aumentar a capacidade

preditiva do supermodelo resultante da combinacao.

A Tabela 5.3 ilustra os resultados obtidos com esta abordagem no curto prazo, com ho-
rizontes 1-6. Os resultados para o novo modelo foram calculados usando multiprocessos
para uma malha de valores de u, na faixa (0.1,0.8) com intervalo de 0.05. No horizonte
de curto prazo 1-3 o modelo novo ainda performa melhor nas métricas MedAPE e MASE.
Para os horizontes 3-6 ele ainda fica em primeiro ou segundo lugar em relacido aos outros
modelos, ficando em primeiro lugar na métrica MASE. A pior performance ficou com o
modelo polinomial de ordem um e o modelo polinomial de ordem dois foi o segundo pior

em quase todos os horizontes.

Seguindo a metodologia da secdo anterior, sdo reportados também os resultados para
horizontes de curto, médio e longo prazo, como mostra a Tabela 5.4. Para os horizontes
de 1a4el a6, 0novo modelo fica em primeiro lugar em todas as métricas. Novamente,
todas as medidas confirmam que a performance do novo modelo € boa no curto prazo.
Para o horizonte de médio prazo, 7 a 12, o modelo proposto fica em primeiro ou segundo
lugar. No longo prazo, o novo modelo fica em segundo lugar nas métricas MedAPE
e MASE. O fato do novo modelo ficar em segundo lugar na medida SMAPE no prazo
completo 1-18 indica a presenca de outliers que podem estar prejudicando a performance
do modelo. Isto motivou o estudo de condi¢des onde o modelo pode ter boa acurdcia. Os
resultados estdo na secdo seguinte. Para horizontes de longo prazo, ndo houve consenso
entre as métricas sobre qual modelo performa bem. Para o horizonte completo 1-18, o

novo modelo ficou com a melhor performance de acordo com o MedAPE e o MASE, e
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Tabela 5.3: SMAPE, MedAPE e MASE de horizontes 1-6 para as 1428 séries mensais da
competi¢cdo M3, com multiprocessos classe I.

Hori Previsa
Métrica Método orizonte de Previsao

1 2 3 4 5 6
Damped Holt 11.74 1144 1252 14.04 12.88 12.55
SMAPE Novo Método 11.59 1152 1224 13.39 13.38 12.85
DLM Polinomial ordem 2 11.75 11.74 12.57 13.71 13.58 13.15
DLM Polinomial ordem 1 12.76 1231 13.6 15.07 13.12 12.6
Damped Holt 442 467 496 6.51 566 584
MedAPE Novo MéFodo ' 431 461 447 6.11 5.776 5.9
DLM Polinomial ordem 2 4.65 505 495 6.44 5.9 6.16
DLM Polinomial ordem 1  5.83 555 595 7.74 6.77 6.75
Damped Holt 1.03 1.1 1.23  1.55 1.6 1.71
MASE Novo Método 1.01 1.08 1.19 1.5 1.59 1.68

DLM Polinomial ordem 2  1.04 1.12 1.22 1.53 1.62 1.72
DILM Polinomial ordem 1 1.46 1.56 1.78 2.08 2.09 2.2

em terceiro lugar de acordo com o SMAPE.

Tabela 5.4: SMAPE, MedAPE e MASE de horizontes curto, médio e longo prazo para as
1428 séries mensais da competicdo M3, com multiprocessos classe 1.

L. , Horizonte de Previsao
Métrica  Método 1-4 16 7-12 1318 1-12 1-18
Damped Holt 1244 1255 13.76 18.63 13.15 14.98
svapp  Novo Método 1218 1249 1385 1929 13.17 1521

DLM Polinomial ordem 2 12.44 1275 1432 199 13.54 15.66
DLM Polinomial ordem 1 13.44 13.24 14.05 18.12 13.65 15.14

Damped Holt 513 534 6.6 9.54 597 7.6
MedAPE Novo Método 488 519 666 957 593 714
DLM Polinomial ordem 2 527 552 692 993 622 7.46
DLM Polinomial ordem 1  6.27 643  7.95 107 7.19 836
Damped Holt 123 137 208 325 173 224
MASE Novo Método 1.2 1.34 2 3.07 1.67 214

DLM Polinomial ordem 2 1.23 1.37 2.04 3.1 1.71 2.17
DLM Polinomial ordem 1 1.72 1.86 2.7 3.62 2.28 2.73

5.2.3 Resultados para todas as Séries onde a Tendéncia é forte

Alguns métodos podem ser muito tuteis quando aplicados seletivamente a um conjunto

apropriado de séries temporais. Ja existe uma ampla literatura para protocolos de sele¢do

74



de modelos (Billah er al. [5], Tashman & Kruk [34], Taylor [36], Billah et al. [6]). Na
competicdo M3, o novo modelo produziu melhores previsdes pela métrica SMAPE em
707 das 1428 séries. Isto nos fez investigar as condi¢des sob as quais o modelo teria uma

performance boa em relagdo aos modelos tradicionais polinomiais € 0 Damped Holt.

Os modelos com amortecedores sdo conhecidos por performar bem quando a série
possui tendéncia forte (Taylor [35], Gardner [12]). A fim de investigar mais a fundo
a performance do modelo em situagdes onde o mesmo € considerado adequado, foram
refeitos os célculos das métricas para séries onde o amortecedor ¥ > 1. O objetivo é
quantificar os ganhos de performance em relagdo aos métodos tradicionais existentes e

validar o potencial do modelo e o valor de se ter um amortecedor com dindmica temporal.

Das 1428 séries mensais da competi¢cdo, 153 tiveram o valor do amortecedor maior
que um, segundo o método de estimacdo dos minimos quadrados para o modelo Damped
Holt tradicional. Curiosamente, isto contradiz o achado por Taylor [35], usando 0 mesmo
método. Um valor maior do que um para y sugere que o Damped Holt ndo podera fazer as
previsdes de modo satisfatério e que outros métodos podem ser melhores. Foi investigado
se 0 novo modelo poderia performar melhor nestas condi¢cdes, dado que o amortecedor
agora € dinamico e portanto teria mais chances de capturar o valor de ¥ mais adequado.
As Tabelas 5.5 e 5.6 sumarizam as medidas SMAPE, MedAPE e MASE para os quatros
métodos em estudo aplicados ao subconjunto de 153 séries onde y > 1.

Tabela 5.5: SMAPE, MedAPE e MASE de horizontes 1-6 para as 153 séries mensais da
competi¢do M3 onde y > 1.

Métrica Método Horizonte de Previsao

1 2 3 4 5 6
Damped Holt 13.56 14.79 14.53 17.51 16.99 12.62
SMAPE Novo Método 13.16 10.79 11.97 13.05 13.27 11.76
DLM Polinomial ordem 2  12.8 12.58 14.68 16.56 14.67 12.93
DLM Polinomial ordem 1 17.13 13.29 16.88 17.18 18.72 16.89
Damped Holt 517 534 392 556 589 6.05
MedAPE Novo Método 576 4.06 351 522 556 546
DLM Polinomial ordem 2  5.06 5.4 445 585 564 4.86
DLM Polinomial ordem 1 941 888 9.76 10.64 11.02 10.14
Damped Holt 0.86 0.84 0.8 1.16 1.15 122
MASE Novo Método 091 077 078 098 098 1.02

DLM Polinomial ordem2 0.97 092 0091 1.13 1.16 1.12
DLM Polinomial ordem 1  2.38 2.29 2.59 2.75 2.82 2.83

Para os horizontes 1 a 6, 0 novo método ficou em primeiro ou segundo lugar, ficando
em primeiro nos horizontes 2-5 em todas as métricas. A prior performance ficou com o

modelo polinomial de ordem um, como era de se esperar, pois este modelo nio se adequa
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bem a séries com forte tendéncia. O tradicional Damped Holt também performou bem

nas previsdes mais proximas, de horizontes 1-3.

Em todos os horizontes agregados de curto, médio e longo prazo, o novo modelo
performou muito melhor que os outros modelos em todas as métricas usadas. O modelo
polinomial de ordem dois ficou em segundo lugar em todas as métricas e em todos o0s
horizontes considerados. A pior performance ficou com o modelo polinomial de ordem

um, como era de se esperar para séries com tendéncia forte.

Tabela 5.6: SMAPE, MedAPE e MASE de horizontes curto, médio e longo prazo para as
153 séries mensais da competicdo M3 onde y > 1.

Horizonte de Previsao
1-4 1-6 7-12  13-18 1-12  1-18

Meétrica  Método

Damped Holt 15.1 15 1461 2035 14.8 16.65
SMAPE Novo Método 1224 1233 1337 164 1285 14.04
DLM Polinomial ordem 2 14.15 14.04 1443 19.85 14.23 16.1
DLM Polinomial ordem 1 16.12 16.68 1724 21.06 1696 18.33
Damped Holt 5 532 6.66 897 599 6.99
MedAPE Novo MéFodo ' 464 493 641 8.13 5.67 649
DLM Polinomial ordem 2 5.19  5.21 6.61 8.74 5091 6.85
DLM Polinomial ordem 1  9.67 998 11.79 1447 10.88 12.08
Damped Holt 0.91 1 1.6 2.41 1.3 1.67
MASE Novo Método 086 091 138 184 115 1.38

DLM Polinomial ordem 2  0.98 1.04 1.43 2.05 1.23 1.5
DLM Polinomial ordem 1 2.5 2.61 3.22 4.26 2.92 3.36

5.2.4 Resultados para todas as Séries onde AIC seleciona Modelos
Ordem Dois

Seguindo a idéia da secdo anterior, buscou-se as séries onde o Akaike Information
Criterion (AIC) indicasse que os modelos polinomiais de ordem dois fossem adequados
em relacdo aos modelos de ordem um. O critério AIC foi desenvolvido usando principios
de entropia da informac¢do e possui ampla aceitacdo na literatura (Hyndman & Khanda-
kar [20], Koehler & Murphree [24]). O AIC é uma medida de qualidade do ajuste de
um modelo estatistico para um certo conjunto de dados. Como tal, pode ser usado para
selecdo de modelos. Esta medida lida com uma pondera¢do entre qualidade de ajuste e
complexidade do modelo. O AIC oferece uma estimativa relativa da informacao perdida

quando um certo modelo € usado para representar o processo que gera os dados obser-
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vados. Note que o AIC ndo consegue determinar se 0 modelo se ajusta bem aos dados
de maneira absoluta. Existe uma versdo para amostras finitas, denominada AIC corrigido
(AICc) e esta € a versdo que usou-se para determinar, dentre as 1428 séries mensais da
competi¢do, as séries onde o AICc julga que o modelo polinomial de ordem dois € mais
adequado para descrever a série que o modelo polinomial de ordem um. Neste caso 644
séries foram selecionadas. Para permitir que os diferentes modelos se adaptassem aos
dados, descartou-se os valores das cinco primeiras previsdes. Calculou-se o valor das
métricas nestas séries e o resultado € mostrado na Tabela 5.7 para os horizontes de curto
prazo, 1 a 6.

Tabela 5.7: SMAPE, MedAPE e MASE de horizontes 1-6 para as 644 séries mensais da
competicdo M3 onde o AICc seleciona o modelo de ordem dois.

Horizonte de Previsao

Métrica Método 1 ) 3 4 5 6

Damped Holt 372 431 454 6.19 729 743
SMAPE Novo Método 334 385 422 592 637 6.78
DLM Polinomial ordem2 3.79 427 483 6.5 68 7.19
DLM Polinomial ordem 1 5.79 6.46 7.71 847 946 9.76
Damped Holt 1.01 1.52 1.82 247 292 3.18
MedAPE Novo Método 0.89 135 1.73 247 278 3.17
DLM Polinomial ordem2 1.21 1.66 174 249 274 2.99
DLM Polinomial ordem 1 221 2.75 3.33 429 432 5.05
Damped Holt 092 127 156 222 253 2.8l
MASE Novo Método 0.82 1.12 141 202 23 259

DLM Polinomial ordem?2 1.07 131 155 2.1 236 262
DLM Polinomial ordem 1 2.29 2.65 3.04 3.52 3.82 4.13

Segundo todas as métricas, o novo modelo ¢ o melhor nos horizontes de 1 a 4. De
acordo com 0 SMAPE e MASE, ele € melhor nos horizontes 5 a 6 e fica em segundo no

MedAPE, o que é um bom indicativo de sua performance no curto prazo.

Valores médios para os horizontes de curto, médio e longo prazo sdo sumarizados na
Tabela 5.8. Agora pode-se notar que no curto prazo, horizontes de 1 a4 e 1 a 6, para todas
as métricas, o novo modelo performa melhor. Para o médio prazo ele ainda é o melhor de
acordo com o SMAPE e fica em segundo de acordo com o MedAPE e MASE. No longo
prazo, horizontes 13-18, ele fica em segundo lugar no SMAPE e em terceiro no MASE
e MedAPE. No geral, nos horizontes 1-12 0 novo modelo fica em primeiro ou segundo
lugar e no horizonte completo, 1-18, performa melhor de acordo com o SMAPE e em
segundo de acordo com 0 MedAPE e o MASE. A pior performance fica, como era de se
esperar, com o modelo polinomial de ordem um. O modelo polinomial de ordem dois

performou bem no médio e longo prazo de acordo com o0 MedAPE e o MASE.
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Tabela 5.8: SMAPE, MedAPE e MASE de horizontes curto, médio e longo prazo para as
644 séries mensais da competicdo M3 onde o AICc seleciona o modelo de ordem dois.

Meétrica

Método

Horizonte de Previsao

1-4 16 7-12 13-18 1-12 1-18
Damped Holt 469 558 849 1226 7.04 8.78
SMAPE Novo Método 433 5.08 846 1257 6.77 8.7
DLM Polinomial ordem 2 4.85 556 851 1335 7.04 9.14
DLM Polinomial ordem 1  7.11 794 10.64 14 9.29 10.86
Damped Holt 1.71 215 393 6.01 3.04 4.03
MedAPE Novo MéFodo ‘ 1.61 206 376 6.11 291 3098
DLM Polinomial ordem 2 1.78 2.14 3.42 56 278 3.72
DLM Polinomial ordem 1 3.14 3.66 588 874 477 6.09
Damped Holt 149 189 344 52 266 351
MASE Novo Método 1.34 171 332 524 251 342
DLM Polinomial ordem2 151 1.84 3.18 519 251 34
DLM Polinomial ordem 1 2.87 3.24 496 6.82 4.1 5.01
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Capitulo 6

Conclusao e Trabalhos Futuros

6.1 Conclusao

Neste trabalho, apresentamos uma nova abordagem para modelos lineares dinamicos

polinomiais de ordem dois com abafamento da tendéncia, adotando o enfoque bayesiano.

A inovacdo deste estd na atribui¢cdo de uma estrutura dindmica na evolucao do amor-
tecedor de tendéncia. Em toda literatura pesquisada, o pardmetro de abafamento ¢ fixado,
sendo estimado de forma a minimizar alguma medida de eficiéncia. Desta forma, esta

proposta € inédita. As principais vantagens deste método sdo:

1. O modelo possui solucdo analitica e ndo existe a necessidade de realizar simulagdes
para obter os momentos da densidade posteriori dos estados ou do amortecedor via
técnicas computacionalmente exigentes, tais como Markov Chain Monte Carlo ou
o amostrador de Gibbs. Isto permite que o modelo seja empregado para prever o
desenvolvimento de vdrias séries simultaneamente e de maneira automatizada e em
larga escala, como € o caso de pregos de ativos financeiros listados em bolsa ou

items de monitoramento online.

2. Como o modelo assume uma distribuicdo normal, usando o teorema da superposi-
cdo (veja West & Harrison [39], Capitulo 6), ele pode ser facilmente incorporado a
outros componentes do DLM para a criacio de um modelo adequado para a série
em estudo. Desta forma, o modelo proposto pode ser mais uma opg¢do a ser usada

na defini¢cdo de DLLMs para previsdo de séries temporais.

3. Em geral, o modelo é mais preciso para previsdes de curto prazo que o modelo

polinomial de ordem dois existente e pode ser considerado como uma alternativa
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em casos onde deseja-se adicionar um componente para modelar a tendéncia. Note
também que o componente pode lidar com vdrios tipos de tendéncia, sejam elas
linear ou exponencial. Os resultados das simulacdes e o estudo de caso da compe-

ticdo internacional M3 ajudam a confirmar esta hipétese.

Nos estudos de simulag¢do, o método proposto nesse trabalho mostra desempenho si-
milar ou melhor ao DLM polinomial de ordem dois ja existente. Ao simular séries tempo-
rais com diferentes valores no espago paramétrico, foi possivel observar o comportamento
do novo modelo em relagdo ao modelo polinomial de ordem dois tradicional. Neste caso
os resultados sugerem que o novo modelo pode apresentar capacidade preditiva superior
em parte do espaco paramétrico. Observou-se também que a performance preditiva do
novo modelo melhora muito conforme o valor de ¥ aumenta ou conforme a razio entre
as variancias observacional e dos estados, denotada por Wi;,/V;, aumenta. Isto permite
identificar as condi¢des onde o modelo tem maior chance de performar muito acima da
média dos modelos lineares ja existentes. Os resultados obtidos permitem recomendar o
modelo para modelar séries com tendéncia forte ou onde o critério AIC corrigido sugere

0 uso de modelos de ordem dois.

De um modo geral, considerando os resultados obtidos na competi¢io M3, 0 novo mé-
todo teve um desempenho satisfatério e conseguiu ter performance melhor que o modelo
Damped Holt tradicional em quase metade das séries da competicao internacional M3.
Para horizontes de curto e médio prazo o modelo foi ligeiramente melhor que os modelos
polinomiais tradicionais € o modelo Damped Holt. Este resultado, confirmado por todas
as métricas usadas, pode indicar que o novo modelo é uma alternativa a se considerar ao

modelar séries com tendéncia.

E importante considerar, no entanto, que o novo método foi aplicado de forma indis-
criminada em todas as séries da competicdo. Em muitas séries, é razodvel supor que o
modelo polinomial de ordem dois ndo é adequado para descrever o comportamento da
série e portanto ndo se espera que as previsdes do modelo sejam boas. Seria interessante
desenvolver ou aplicar metodologias para sele¢do e identificacdo de modelos para séries
temporais, de forma que os modelos sejam aplicados somente quando considerados ade-

quados. Acredita-se que os resultados podem melhorar consideravelmente.

Outra limitacdo € o fato do modelo ser univariado e ndo poder ser empregado para
previsdo conjunta de séries correlacionadas. Nao foi possivel desenvolver um modelo,
com solu¢do analitica, para séries multivariadas, devido a limitacdes de tempo. Pode-se
argumentar que mesmo que as séries tenham correlacdo alta, ¢ bem provavel que a dina-

mica do amortecedor y; seja similar para cada uma delas e provavelmente a evolu¢do dos
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amortecedores também tenha correlagdo. J4 existem na literatura modelos multivariados

para séries com amortecedores constantes no tempo, veja (Hyndman et al. [19]).

6.2 Trabalhos Futuros

Nesta secdo sdo apresentadas algumas idéias para futuras pesquisas relacionadas com
o que foi desenvolvido neste trabalho.

e Fazer novos estudos com diferentes formulagdes na evolucio temporal do amorte-
cedor y;|y;_ e estudar o impacto destas na capacidade preditiva do modelo. Um
aspecto importante é poder capturar o valor adequado do amortecedor. Por exem-
plo, se a série é um passeio aleatdrio, entdo a dinamica do amortecedor deve ser tal
que o valor de y; decaia para zero, degenerando para o modelo polinomial de ordem

um. Uma proposta para a nova priori que se adequa a este caso ¢ dada abaixo:

my ¢ myr—1
= —(u+nrb)+—r,(1—p;_1b
Pr m27,—|—1(t ib1) sz—I—lt( Pi-1br)
g = l+s+7rh.

Caso o estado atinga valores perto de —1 de forma subita, o valor de p, calculado
¢ descartado e adota-se o ultimo valor vélido. Mais estudos sd0 necessarios para
validar esta nova proposta de hiperparametros da priori para a evolu¢do do amorte-

cedor.

e Refazer os testes com o modelo multiplicativo, Damped Pegels dindmico, no lu-
gar do modelo aditivo e quantificar os possiveis ganhos de performance com esta

formulacdo.

e Avaliar a relacdo entre o coeficiente adaptativo i, e a acurdcia de previsdo fora da
amostra de treinamento, de modo que haja uma metodologia para a estimacgdo de
u; que gera previsdes mais precisas, principalmente no curto prazo. Outra op¢ao
¢ estudar o emprego de multiprocessos classe I ou II no novo modelo e realizar as
previsdes usando a mistura de densidades resultante, ao invés de usar apenas um

unico modelo com pardmetros otimizados.

e Estender a formulacdo atual para o caso multivariado, de forma que séries correla-
cionadas possam influenciar na evolucdo temporal do amortecedor e trazer ganhos
preditivos a0 modelo. E muito provavel que neste caso a formulagio ndo tenha
mais solucdo analitica e métodos de simulacdo sejam necessdrios para obter uma

aproximacao da distribui¢io a posteriori dos parametros.
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e Comparar a formulacdo com dados mais recentes vindos da nova competi¢do M4,

ainda em fase de desenvolvimento e avaliar se a performance preditiva se mantém.
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Apéndice A

Lemas empregados

A.1 Teoria de Distribuicao Normal

As duas proposicdes abaixo sdo usadas na prova das equacdes de atualizacdo dos
estados, também chamado de filtro de Kalman. Ambas usam conceitos da teoria de dis-

tribuicdo normal multivariada.
Lema A.1. Sejam G uma matrix d X s. Se X|Y ~ N;(GY,W) e Y ~ Ny(m,C) entdo
X ~ Ny(a,R), (A.1)

onde a =Gm e R = GCG +W.
O resultado usa conceitos padrdes da teoria de distribui¢do normal, veja Johnson & Wi-
chern [22] ou Anderson [1] .

O lema abaixo permite a reconstruc¢io das condicionais dada a densidade conjunta.

Lema A.2. Sejam X|Y ~ Ny, (py +G(Y — ), W) e Y ~ Ny, (1, 322), entdo

X
Z=| . | ~Nw, D), (A2)
Y
com
73 X0 0 X
n = 2= | X22]>0,d=d,+dy, o1 =2p,, (A3)
153 o1 1 ¥x
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I iW—i-GzzzGl, Y1 =GX. (A4)
Alternativamente, se Z ~ Ny(p, X) entdo Y|X ~ Ny, (), 2y )1), onde

Hyje = By + D1 B (X — ), (A.5)
Sy = T2 — T o (A.6)

O resultado usa conceitos padrdes da teoria de distribui¢do normal, veja Johnson &
Wichern [22] ou Anderson [1] .
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