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RESUMO

EQUACAO DE CODAZZI EM VARIEDADES
BIDIMENSIONAIS

Neste trabalho, dissertamos sobre uma teoria abstrata para a equacao de Codazzi em va-
riedades bidimensionais (ou simplesmente superficies), a saber, a teoria dos pares de Codazzi,
que serve como ferramenta analitica para obter novos resultados globais para superficies nas
formas espaciais R?, S* e H?. Precisamente, generalizamos alguns teoremas classicos da teo-
ria de superficies e unificamos a prova de outros resultados, aparentemente nao relacionados.
Além disso, estudamos a existéncia de diferenciais quadraticas holomorfas, estimativas de
altura e aplicamos a referida teoria abstrata na classificacao das superficies de Weingarten
especiais elipticas, completas e mergulhadas em R3, cuja curvatura Gaussiana nao muda de
sinal.

Palavras-chave: Equacao de Codazzi, pares de Codazzi, formas espaciais, superficies de
Weingarten, diferencial de Hopf.



ABSTRACT

CODAZZI EQUATION IN 2-MANIFOLDS

In this paper, we dissert on an abstract theory for the Codazzi equation in 2-manifolds
(or simply surfaces), namely, the theory of Codazzi pairs, which serves as an analytical tool
to obtain new results overall for surfaces in the space forms R3, S* and H?. Precisely, we
generalize some classical theorems of surfaces theory and unified the proof other results,
apparently unrelated. Furthermore, we study the existence of holomorphic quadratic dif-
ferentials and height estimates and we apply such abstract theory in the classification of
complete embedded elliptic special Weingarten surfaces in R3 whose Gaussian curvature
does not change sign.

Keywords: Codazzi equation, Codazzi pairs, space forms, Weingarten surfaces, differential
Hopf.
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Introducao

Com a imersao de uma superficie ¥ no espaco euclidiano R?, sempre é possivel obter
as chamadas equacgoes de Gauss e Codazzi, que sao as relagoes de compatibilidade entre
a primeira e a segunda formas fundamentais de Y. Lembramos que a equacao de Codazzi
permanece invariante quando substituimos o espaco ambiente R? por outra forma espacial
S? ou H3.

Muitos resultados cléssicos da teoria de superficies em R3, dependem principalmente
da equacao de Codazzi para serem verificados, e podem ser generalizados para superficies
imersas nos espacos modelos tridimensionais quando consideramos sobre a superficie pares
de formas quadréaticas (I,I1), em que I é uma métrica Riemanniana e os coeficientes de
I e I, verificam a equacao de Codazzi. Dentre estes resultados estao, o teorema de Hopf,
que afirma que as esferas redondas sao as tnicas esferas de curvatura média constante, e
o teorema de Liebmann, que garante a unicidade das superficies completas de curvatura
constante positiva.

Autores como T. K. Milnor, U. Simon e Oliker, desenvolveram amplamente esta teoria
abstrata, ver por exemplo [17], [18] ou [19]. Tendo como material de apoio alguns destes
trabalhos e outros envolvendo certas classes de superficies, a presente dissertacao, baseada
no artigo |1, e em partes no artigo |2|, tem como objetivo, utilizar a teoria abstrata de
pares de Codazzi como uma ferramenta analitica para obter novos resultados globais para
superficies nas formas espaciais R?, S* e H3, e dar uma aplicacao desta teoria para classificar
as superficies de Weingarten especiais elipticas em R3. Vale ressaltar que esta teoria uni-
fica a prova de teoremas aparentemente nao relacionados, fornece uma ferramenta analitica
para provar resultados de unicidade para superficies de Weingarten e revela a existéncia de
diferenciais quadraticas holomorfas.

Para isso, organizamos o trabalho em trés capitulos, como segue. No capitulo 1, fixa-
mos as notacoes, definicoes e resultados fundamentais no decorrer do texto. Definimos par
fundamental de uma superficie 3, bem como as curvaturas média e extrinseca em relacao a
parametrizacoes locais e especiais, relagao entre pontos umbilicos e a diferencial de Hopf, e
a definicao de par de Codazzi.

Ja o capitulo 2 foi dividido em trés segoes. Na primeira segao, falamos sobre a gene-
ralizacao de resultados classicos da teoria de superficies para as formas espaciais acima
mencionadas, utilizando como ferramenta os pares de Codazzi. Na segunda se¢ao, definimos

o tensor e a funcao de Codazzi associada a um par fundamental (I,17), e algumas aplica-



Sumario 2

¢oes envolvendo este tipo de funcao, que revela o quanto o par fundamental deixa de ser
de Codazzi. E na terceira secao, sob certas condi¢coes em um par de Codazzi, exibimos um
novo par de Codazzi na superficie X, cuja diferencial de Hopf é holomorfa, e este novo par
fornece informacoes geométricas sobre o par inicial. Neste caso, trabalhamos com pares de
Weingartein especiais.

Finalmente, no capitulo 3, mostramos uma aplicacao da teoria de pares de Codazzi para
classificar as superficies de Weingarten especiais elipticas em R? , que satisfazem o principio
do méaximo de Hopf. Além disso, estimamos a altura maxima que uma superficie desta classe

de superficies atinge.

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



Capitulo 1

Preliminares

Ao longo deste capitulo, uma variedade diferenciavel bidimensional ou simplesmente su-
perficie diferenciavel, serd denotada por Y. Vamos supor que tal superficie é orientavel, e
que ser diferenciavel é sempre de classe C*.

Para uma melhor compreensao do trabalho a ser apresentado, primeiramente destaca-
mos resultados e defini¢oes essenciais para o seu desenvolvimento. Para mais informacoes
consultar [9]. Achamos conveniente nao apenas enuncia-los e sim demonstra-los, pois servem

de pré-requisitos para os demais capitulos. Comecamos pela definicao de par fundamental.

1.1 Par Fundamental

Sejam Y uma superficie e (U, ¢) um sistema de coordenadas em um ponto p € 3, com
UcCXeyp=(z,y). Indicamos por 7,3 o plano tangente a > em p, cuja base associada a ¢
[0 0
éq—,— ¢.

oxr’ Oy

O plano cotangente, denotado por T3, é o espago dual de 7)Y, com base {dz,dy}.

Além disso, X(X) representa o conjunto dos campos de vetores diferenciaveis em %, e C*°(X)

o conjunto das funcoes reais diferenciaveis em 3.

Definicao 1.1. Um par fundamental em uma superficie X é um par (I,I1I) de formas

quadrdticas reais, onde I € uma métrica Riemanniana.

Associado ao par fundamental (I, I7) esta o operador de Weingarten S : X(X) — X(3),
definido por
[I(X,Y) = I(SX,Y),V X,Y € X(). (1.1)

Esta definicao é motivada pela teoria de superficies imersas em uma variedade Rieman-
niana de dimensao 3. De uma forma geral para uma variedade diferenciavel de dimensao n
imersa em uma variedade Riemanniana de dimensao n+m, m > 1, como pode ser visto, por
exemplo, nas referéncias [6| e [7|. Assim, dar um par fundamental em ¥ é equivalente a dar
uma métrica Riemanniana I em Y, induzida pela imersao, e um operador S auto-adjunto,

visto que a segunda forma fundamental I fica completamente determinada por I e S.



1.1. Par Fundamental 4

Em particular, temos a seguinte definicao.

Definigao 1.2. A curvatura média H e a curvatura extrinseca K. associadas ao par (I,11),

sao definidas em termos dos coeficientes da primeira e sequnda formas fundamentais por

Eg—2Ff + Ge

H=H(III) = 1.2

( ? ) 2(EG_F2) Y ( )

K, =K(I H)—M (1.3)

e ) - EG— F27 .
onde

[ = Edz®+2Fdzdy + Gdy?, (1.4)

II = edx?® 4+ 2fdxdy + gdy?, (1.5)

para parametros locais (x,y) € 3, em que E, F,G e, f,g € C(U).

Além disso, as curvaturas principais do par fundamental (I, 11) sao

ey = H++/H? — K, (1.6)

ko= H— /H?— K,, (1.7)

em que ky é a curvatura maxima e ks a curvatura minima, isto é, ky > ks.

A partir de agora, vamos trabalhar com os resultados de Geometria Riemanniana com-
plexificados. Para isto identifiquemos a parametrizagao (x,y) em U C ¥, onde ¥ representa
uma superficie de Riemann, com o parametro complexo z = x + 4y, e denotemos por T;,CZ 0
plano tangente complexificado de 7),X

Recordemos que uma superficie conexa ¥ é uma superficie de Riemann se admite um
atlas A = {(U;, i) }iea tal que o;(U;) C C, U;NU; # 0 e pjop; " sao sempre fungdes
holomorfas.

Assim, dado um parametro z = x + iy, podemos definir campos de vetores em U por
g 1[0 _ 0
0z 2\ox 0oy)’
0 1 /0 4 0
_— = = - 71—
0z 2\dx 0Oy)’

o 0, c
2 5} ¢ uma base de 77X
0

Definimos a base dual de {— —}, como sendo as 1-formas complexas locais

0z’ 0z

de modo que {

dz := dx + idy,

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



1.1. Par Fundamental 5

dz = dx —dy.

Aqui, uma funcao f : ¥ — C é holomorfa se, e somente se, = 0 para toda parametri-
Z
zacao local de .
Sabemos que se V é a conexao de Levi-Civita associada & métrica Riemanniana I, entao

em parametros locais (z,y), os simbolos de Christofell Ffj e C>U),1,7,k = 1,2, sdo dados

por
o .0 50
V%% = Fn% + Fna_y (1-8)
o .0 5,0
V%a—y — F12% + FlQa_y (19)
o .0 .0
V{%a—y = FQQ% + FQQa—y (1.10)

A seguir escreveremos as curvaturas H e K., e os simbolos de Christofell complexificados.

1.1.1 Complexificacao das curvaturas média, extrinseca e simbolos
de Christofell

Seja (z,Z) um parametro complexo local em ¥, onde z = x + iy e X é uma superficie de

Riemann. Podemos reescrever I e I] como

I = Pdz* + 2\|dz|* + Pdz?, (1.11)
I = Qd>* + 2pldz|* + Qdz* (1.12)
onde
|dz|* = dzdz,

e, usando (1.4) e (1.5),

P o= 1 (%, %) - i(E _ G- 2ip), (1.13)
N (%,%) - B +a) (1.14)
P =1 (%,%) = i(E—GJrziF), (1.15)
Q = I(S%,%) :%(e—g—%f), (1.16)

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



1.1. Par Fundamental 6

o 0 1
p = I(Saz a_) 4( e+9), (1.17)
@::I<%%%%>:i®—g+%ﬂ. (1.18)

Proposicao 1.1. As curvaturas média e extrinseca de um par fundamental (I,II), em

coordenadas complexas, sao dadas por

PQ —2\p+ PQ
H 1.19
2(PP 3] 19
QP — p?
K = ————. 1.2
€ ’p’2 — )2 ( 0)
Demonstragao. De fato, pois de (1.13) a (1.18), temos que
QP —p* _ QQ—p* _  gle—g—2if)(e—g+2if) — f5(e+g)*
|P|2 — A2 PP - )\ (E—G-2F)(E— G+mFyﬁﬂE+G)
(e—9)° - (,ﬂ —(e+g)
(E—-G)?—(2iF)? — (E+ G)?
—deg+4f*  eg— f? o
—4EG +4F?2  EG-F?2 ¢
De forma analoga, obtemos a curvatura média H. ]

Os simbolos de Christofell Ffj € C>(U) da conexao V também podem ser complexifica-
dos. Neste caso, tais simbolos estido associados a parametrizagio (z,Z), e sdo denotados por

k ,
Cry;, isto ¢,

o o0

0
0 5’ 3
0 3 8

H& uma relacao entre os simbolos de Christofell Ffj associados a parametrizacao (x,y),

e os simbolos de Christofell (CFZ- associados a parametrizagio (z,%).

De fato,
0 1 0 0
Vig: = 1Vas (a__a_y)
1 0 . 0 0
- Z(Vg%—Q'LVga—y—vfga—y)
1 0 0 0 0 0
= Z{ Fha_"‘ria) 21 (F%Qa +F%18_y) (F%Qa "’FgQa )]
1 0 0
— S T, — L) L (12, — T2, —T2,) =
1 {( 11— 2l 22) 8x+( 11— 2l 22) 8y]

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



1.1. Par Fundamental

1 g0 0

1 0
=3 (T}, — 2iT}, — T}, + 4}, + 2T}, — il'3,) 5

1 . . 0
+7 (T}, — 2iT), — T}, —ilF, — 2%, +i15,) — 5
0 1 1 1 2 2 2 1 d
V%& = 1 [(Fll — Iy + 2F12) +1 (Fll =T — 2F12)] 9
1 , 0
+Z [(Fil — T3 — QF%z) —1 (F% —T5 + 2F%2)} Pr
onde
0 _ 0.0
or 0z 0z
9 _ . (9_29
dy 0z 0z)°
Logo, a partir de (1.21), temos
1
Crh = 4_1 [(Fh - F%z + 2F%2) +1 (F%l - ng -
1 )
CF%I = 1 [(Fh - P%2 - 2F§2) -1 (Fi - F§2 + 2F%2)] .

De forma andloga, usando (1.22) e (1.23), obtemos

Cri, = i [Ty + T+ (T3, +13,)],

CIr2, = i[rﬁ , —i (02 +1%)],

Crl, = i[rl T4, — 202 +i (12, — T2, 4 2I'L,)]
Ccri, = i[rl—r;pﬂr —i(IF, — T3 —

Note que,

Cr%l - CF%%
(CF%l = CF%%

= 3 (T}, —2ily, —T3,) (5 + 5) + (I3, — 2il%, — I'3,) (@

2I',)] -

2Fi2):| 9

9,

Dz

0
— =

0z

)

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



1.1. Par Fundamental 8
Proposi¢ao 1.2. Em coordenadas complezas (z,Z) escrevemos
Cry, = - (PP, — 22X\, + AP), (1.24)
2(1P? = 2%)
Cri, = —m (PP: — 2P\, + \P,), (1.25)
crl, — m (PP. — \P.). (1.26)
Cri, = m (PP, —\P;), (1.27)
CTy, —m (PP, — 2PXs 4+ \P3), (1.28)
Cr3, m (PP:—2)\\: + \P,). (1.29)

Demonstragao. Com efeito, de (1.21) obtemos

o 0N ... (0 0 L [0 0
1 (Via@) = Gl (az’az> +CLd (az’a )

z
a a _ 1 a a 2 a 8
H(agege) = o () ot (2 32)

0
, a—) = CI'{,P+CI3),

9

0z

o 0 —
I(Vag,g) = CIj\+CT'}LP.

Por outro lado, usando a compatibilidade de V com a métrica Riemanniana T e (1.13)-

(1.14), obtemos

0 0 0 g 0 0 0
WVeges) = ot (oee) 1 (5-723)

0
(2w, )

0z 0z 920z
_,_19,(0 9
T 2097 \ 927 92
ot p i
20z 2

Assim, comparando as igualdades acima, obtemos o seguinte sistema

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



1.1. Par Fundamental 9

N[
N

PCT}, + XCIY, =
ACIy, + PCI% = X\ —1iP;

P oA cri, ) ilp,
NP crz )\ —-1p )7

P A
Mas a matriz ( N é invertivel, pois [ ¢ uma métrica Riemanniana. Logo

que implica em

-1
Ty _ [P A 1p,
cri, \ _ 1 (F —A)( 1p, )
Cr2, PP—-X\ -\ P —1p
Ccry, \ 1 PP, — A\, +3P;
crs ) |PP-X —AP + P\, — iPP;
cri | ( W(PP 20\, + AP%) )

Pela igualdade de matrizes, concluimos que

1

CIr'l, = ————— (PP, —2)\\. + \P:
11 2(|P|2—/\2>( + )7
1
? = ———— (AP, — 2P\, + PP;).
= g )
Os demais casos sao calculados de forma analoga. ]

1.1.2 Parametrizacoes Especiais

Uma outra maneira de trabalhar com um par fundamental (I, 1) em uma superficie 3 é
através das parametrizacoes especiais isotérmicas e duplamente ortogonais, que definiremos

a seguir.

Definigao 1.3 (Parametros Isotérmicos). Dizemos que os pardmetros locais (x,y) sao isotér-
micos com relacio a métrica Riemanniana I = Edx* + 2Fdxdy + Gdy?, quando £ = G > 0
e FF=0.

Definicao 1.4 (Parametro Conforme). Dizemos que o parametro complexo z = x + iy é
um parametro conforme com relacdo a métrica Riemanniana I = Pdz? 4 2\|dz|* + Pdz?,
quando P = 0.

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



1.1. Par Fundamental 10

Observagao 1.1. O pardametro complero z = x + iy € um pardmetro conforme para I se, e

somente se, (x,y) sao pardmetros isotérmicos.

Assim, considerando um parametro conforme z, obtemos equagoes para uma par funda-

mental (I, 7), expressas nas proposigoes abaixo.

Proposicao 1.3. Sejam (I, 11) um par fundamental em uma superficie 3 e z um parametro

conforme local para I. Entao

I = 2)\dz|, (1.30)
II = Qdz*+2H\|dz|* + Qdz>. (1.31)
Além disso,
Kezfﬁ—gg (1.32)
s w9l 19
%%::%g H%. (1.34)

Demonstra¢ao. Como P = 0, pois z é um parametro conforme local, entdao (1.19) se reduz a

H=1. (1.35)

Dai, (1.30) e (1.31) seguem da substitui¢ao de (1.35) e P = 0em (1.11) e (1.12). Substituindo
também (1.35) e P =0 em (1.20), obtemos (1.32).
Seja S o operador de Weingartein associado ao par (I, 11). Podemos escrever fungoes

complexas locais a e b por:

0 0 0
S—=a—+b—.
9. o2 * 0z
Aplicando o produto interno na igualdade anterior por 5 e depois fazendo o mesmo
z
0
para — Brs , temos respectivamente que
Z
o 0
=1 S— — | =0\
o 0
M =1(5—,— | =a\
(a %) a
donde segue (1.33).
Analogamente, encontramos (1.34). |

Observagao 1.2. Dado um par fundamental (I,11) em uma superficie ¥, I1 é uma métrica

Riemanniana se, e somente se, K. (I,1I) > 0.

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



1.1. Par Fundamental 11

Além disso, considerando um parametro conforme z em relacao a métrica Riemanniana
IT = Qdz* + 2H\|dz|? + Qdz?, temos que Q = 0 e o par fundamental (I1,1) é tal que

11 = 2p]dz|2, (1.36)
I = Pdz*+2)\|dz|* + Pdz>. (1.37)
Dai, temos a seguinte proposicao.

Proposicao 1.4. Sejam (I,11) um par fundamental em 3, em que 11 é uma métrica Rie-

manniana, e z um pardmetro conforme com relacao a II. Entao

0 Ho PO
S =K. (—— - ——_) . (1.38)

Demonstrag¢ao. De (1.19) e (1.20), usando que @ = 0,

—\p
H = —————
PP
2
—P
K, = —W——,
PR
A H
donde segue que Hp = \K, & — = —.
p K
Sendo 5 9 3
o= =
59 =9 oz

para funcoes complexas locais a e b, temos
o 0
=1({S—,— | =aP+Db\
0 <58z’ 82) aP + DA,

g 0 =

Multiplicando por P a primeira equacio e por A a segunda equacio, obtemos

alP* +bAP = 0, (1.39)
a)> +bA\P = pA. (1.40)

Dai, obtemos

al|PP = %) = —pA
ou

—pA

DT

A
- K2 =K,
p

A

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



1.1. Par Fundamental 12

Substituindo a em (1.39), e fazendo os devidos calculos, obtemos

P
b=—-K.—.
p

E isso prova (1.38). |

Definigao 1.5 (Parametros Duplamente Ortogonais). Seja (I, I1) um par fundamental em

uma superficie ¥. Dizemos que os pardmetros locais (x,y) sao duplamente ortogonais com

relagiao a (I,II), se F = f =0, em que [ = Edz*+2Fdxdy+Gdy? e I = edx?+ 2 fdrdy +

gdy?.

— 3 é tal que
ox’ Oy q

Para parametros duplamente ortogonais (x,y), a base coordenada {

0 0 0 0

em que S é o operador de Weingarten e ki, ko as curvaturas principais do par (I, I17).

Dai, segue-se que

I = Ed2® + Gdy?, (1.41)
I1 = k1 Edx* + kyGdy?*. (1.42)

Proposicao 1.5. Sejam (I1,11) um par fundamental em ¥ e (x,y) pardmetros duplamente

ortogonais para (I,11). Entao os simbolos de Christoffel sao dados por:

ry, = f—é (1.43)
2 = —QE—é, (1.44)
r, = % (1.45)
rz2, = 5—5 (1.46)
Iy = —f—é, (1.47)
s, = 2% (1.48)

Demonstracao. Anélogo ao que fizemos na Proposicao 1.2, temos:

1
rt = —— (GE, —2FF,+ FE,),
11 2(EG - FQ) ( + y)

1
2, = ————(FE,—2FF,+ FE,),
11 Q(EG_ F2) ( Yy + )
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1.1. Par Fundamental 13

Iy m (GE, — FG.),
I, = m (EG, — FEy),
ry, = —m (GG, —2GF, + FG,).
I, = m (EGy, —2FF, + FG,).
Substituindo F' = f = 0 nas equagoes acima, obtemos o que queriamos. [ |

1.1.3 Pontos Umbilicos e a Diferencial de Hopf

Dado um par fundamental (I, I7) em uma superficie ¥, definimos a curvatura assimétrica

de (I,II) por :
2
q=q(,II)=H*- K, = (b = ko)” 4k2> ,
1
em que H = 5(1@1 + ko) e Ko = kiks.

Definigao 1.6. Seja (I,11) um par fundamental em . Dizemos que (I,11) é um par um-
bilico no ponto p € ¥ (ou p € X2 € um ponto umbilico do par (I,11)), se I1 é proporcional a

I em p, isto €, Il = ol em p, para algum o real.

De forma equivalente a definicao anterior, dizemos que um par fundamental é umbilico

em p € X quando acontece uma das seguintes situagoes:
o kyi(p) = ka(p). Neste caso, H* = K, em p.
e S = fpld,, para algum 8 € R, sendo Id a aplicacao identidade.
e q(p) = 0.
Observagao 1.3. O par (I,11) € totalmente umbilico, se ¢ =0V p € ¥.

Definigao 1.7. Sejam z um pardmetro conforme local e (I,II) um par fundamental em %
dado por (1.11) e (1.12) . Dizemos que a forma quadrdtica Qdz* de II € a diferencial de
Hopf do par (I,11). Noutras palavras, a parte (2,0) de I1 € a diferencial de Hopf de (I,11).

Proposicao 1.6. Sejam (I,11) um par fundamental em 3 e z um parametro conforme local

em X com respeito a 1. Entao (I,11) € umbilico em p € ¥ se, e somente se, Q(p) = 0.
Demonstragcao. Sendo z um parametro conforme local para I, temos:
p
H = -,
A

K. =
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Segue das expressoes acima que
QP = )2 (1.49)

De (1.49) concluimos que, (I, 1I) é umbilico em p € ¥ se, e somente se, Q(p) = 0. |

Da proposicao anterior, observamos que a diferencial de Hopf determina a umbilicidade

do par fundamental (I, 1) nos pontos da superficie 3.

1.2 Par de Codazzi

Quando o par fundamental (I, 1) verifica, de forma abstrata, a equagao de Codazzi de
uma imersao isométrica para superficies em formas espaciais R3, S? e H?, veja, por exemplo,

[6], esta equagdo se escreve
VSY — VySX = S[X,Y], X,Y € X(%),

onde S é o operador de Weingarten associado a (I,II) e V representa a conexao de Levi-
Civita associada a métrica I.

Assim, temos a seguinte definicao.

Definigao 1.8. Dizemos que um par fundamental (I,11), com operador de Weingarten S,

€ uma par de Codazzi se
VxSY = VySX —S[X,Y]=0, VXY € X(2). (1.50)

Exemplo 1.1. A primeira e a sequnda formas fundamentais de uma superficie imersa em

uma forma espacial de dimensao 3 € um par de Codazzi.

Um caso particular de par de Codazzi é o chamado par de Weingarten que satisfaz uma
relagao nao trivial W(H (I, 11), K.(I,1I)) = 0, onde W é um funcional diferenciavel, definido
em um conjunto aberto de R? que contém o conjunto de pontos {(H(p), K.(p)) : p € Z}.
Outros tipos de pares de Codazzi serao estudados nos proximos capitulos.

Mas exemplos de pares de Codazzi podem ser encontrados em [17] e [19].
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Capitulo 2
Teoria dos Pares de Codazzi

Neste capitulo, usamos a teoria abstrata de pares de Codazzi para generalizar alguns
resultados classicos da teoria de superficie nas formas espaciais R?, S* e H?, que dependem,
em esséncia, da equacao de Codazzi da imersao, tais como, o teorema de Hopf que afirma
que as superficies imersas em R? com curvatura média constante sdo totalmente umbilicas
e o teorema de Liebmann, que afirma que as tnicas superficies completas em R? com curva-
tura Gaussiana constante positiva sao as esferas totalmente umbilicas. Além disso, usamos
esta abordagem abstrata para obter algumas aplicacoes quando estudamos as superficies de

Weingarten especiais, dentre outros resultados que comentaremos mais a frente.

2.1 Pares de Codazzi na Teoria de superficies

Comecamos por enunciar dois resultados, um de Andlise Compleza e o outro da Teoria

de Superficies, que farao parte da demonstracao do primeiro teorema desta secao.

Lema 2.1. Seja f : U € C — C uma funcao complexa definida em um conjunto aberto U
de C. Suponha que

s
A<l

onde h € uma funcao real continua, nao negativa. Além disso, suponha que zg € U seja um

zero de f. Entao existe uma vizinhang¢a V C U de zy, onde ou f =0 ou

f(z)=(z— zo)kfk(z),z eV,

para algum k > 1 e uma fungao continua fi(2), tal que fi(2) # 0.

Demonstragcao. Sem perda de generalidade, podemos supor que o zero de f é a origem 0 e
U é o disco de centro 0 e raio R. A prova do lema é consequéncia das seguintes afirmacoes.

Afirmacao 1:

z
Com as mesmas hipdteses do lema e o fato de lim 1)

z—0 Zk_l
z
lim L}) existe.
z—0 Z

= 0, para algum k£ > 1. Entao

15
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Afirmacgao 2:

z
Com as mesmas hipoteses do lema, se lim f(z) =0V k > 1, entao f = 0 em alguma
z

—0 zk—1
vizinha de 0.

Com efeito, da afirmacao 2, sabemos que se f nao é identicamente nula em uma vizi-

nhanca de 0, existe £k € N tal que lim%zz = 0, mas limL]f> pode nao existir. Porém
( ) z—0 ZF— z—0 z
z

2k

a afirmacao 1 nos diz que liné = ¢ # 0, isto é, existe tal limite e é nao nulo. Logo,
z—
podemos escrever

f(2) =cz* + R, limE =0,

z—0 Zk

ou R
f(2) = 2"fu(2), fulz) =c+ ot

tal que fi(0) = ¢ # 0, e isto prova o lema. [ |

As provas das afirmagoes 1 e 2, podem ser encontradas em [3], onde é usado a teoria de

integrais para resolvé - las.

Observagao 2.1. O sequndo caso do Lema 2.1, significa que os zeros de [ sao isolados e

de indice negativo.

Teorema 2.1 (Teorema de Poincaré). A soma dos indices de um campo de vetores diferen-
ciavel X com singularidades isoladas em uma superficie compacta X € igual a caracteristica

de Euler-Poincaré de X.
Demonstragao. Ver [5]. [
Como consequéncia do teorema de Poincaré temos os seguintes corolarios:

Corolario 2.1. Se X € uma esfera topologica, entao todos os campos vetoriais com singula-

ridades isoladas tém a soma de seus indices igual a 2.

Corolario 2.2. Se X € um toro topologico, entao todos os campos vetoriais com singulari-

dades isoladas tém a soma de seus indices igual a 0.

O teorema abaixo, generaliza os teoremas de Hopf e Liebmann comentados na introducao

deste capitulo.

Teorema 2.2. Seja (I,11) uma par de Codazzi em uma superficie ¥. Se (I,1I) é um par
de Weingarten para um funcional W (x,y) tal que V t,

W, (t, %) + 2tW, (¢, %) # 0, (2.1)

entao ou os pontos umbilicos de (1, 11) sao isolados e de indice negativo ou o par é totalmente

umbilico. Em particular, se 2 € uma esfera topoldgica, entao (I,I1I) é totalmente umbilico.
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2.1. Pares de Codazzi na Teoria de superficies 17

Demonstracao. Seja z um parametro conforme local com relacao a métrica /. Entao o par
fundamental (I, 1) se escreve como em (1.30) - (1.31), e as equagdes (1.24), (1.25), (1.28)

e (1.29) se reduzem a

AL Az
CIy, = % CI? =0, Cl'y, =0, CI'3, = T

Consequentemente, (1.21) e (1.23) sdo dadas por

a A0
0 M0
Em particular, para X = aa Y = aa [882 68_} = 0, a equacao de Codazzi (1.50), fica
0 0
Va&‘z S} - V e S& -

Usando (1.33) e (1.34), obtemos

o Qo )
VitSe: ~ Vai(x&”f%)
Q. 9 [Q\ 0 0 0
- Ve N et Ve e

o o Qo
V%;Sa = Vé(Haﬁ-X%
- 0 o Q_ o [Q\ 0
- Hva@zaz+Hzaz+Aviaz+(A)az

Substituindo as igualdade acima na equagio de Codazzi, e usando (2.2)-(2.3), segue que

o)\ O [(Q\ 0 0 0 QM 0O Q
ﬂ@*(x)z—”fﬁ H&‘ﬁ&‘@)z

S (), - (5) ) -
(HZ_QA Qz>\+Q>\>
: %o

=0

SfIQ» Slev & @

(92*'
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2.1. Pares de Codazzi na Teoria de superficies 18

0 0
Como — e — sao linearmente indepententes, entao

0z 0z

Q.
2N - S
3 z 0,
Q=
H,—— = 0.
A
ou
@z = AH?) 2.4
Derivando (1.32) em relagdo a z, obtemos
1 Q:Q +QQ,
(Ke)z =2HH, — |62|2 (ﬁ) o 22 ’ (26)

Por hipotese W(H, K.) = 0, em que H e K, sao as curvaturas média e extrinseca de
(I,11). Entao
HWg(H,K,.) + (K.). Wk, (H,K.) = 0.

Substituindo (2.5) e (2.6), na equagdo acima, temos

H.Wy(H, K,) + [2HHZ — QP (%) - W} Wi (H,K,) =0
Wi H, )+ 2H Wi (1, KL, = Wi (1,) [ () + S ]

[WH(H7 Ke) + QHWKe (Ha Ke)]Q? - )‘WKe (H’ Ke) |:|62|2 (_) w]

Se p € ¥ é um ponto umbilico de (I, 1), isto é, H* = K, em p, entao

Wi, )+ 2H Wi (01, Qs = Wi 1117 [l () + S92,

donde
g:=Wy(H, H2) +2HWg (H, H2) #0VY H(p),

usando (2.1).
Em particular g # 0 em uma vizinhancga U de p.
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2.1. Pares de Codazzi na Teoria de superficies 19

Além disso,

1 Z_ _Z
0Q] = |AWK6<H,K6>|’|@|2 (1) 2290
1 . 9) _Z
< |AWKE<H,K6>|[|@,2 (r) L@ ||Q||;||Q||Q|}
1 . _z
- il flal| () |+ 2 e
Q:| < hlQ|,
R [ (1Y [, 10+ 2
onde h = T {|Q| ’(ﬁ)z + X }

Note que h é continua na vizinhanca U de p, pois g # 0 nesta vizinhanca. Logo, pelo
Lema 2.1, Q = 0 em U ou p é um zero isolado de indice negativo de Q).
Em particular, se ¥ é uma esfera topologica, entao pelo Corolario 2.1 a diferencial de

Hopf do par (I, 1I) é identicamente nula, isto é, (I, ) é totalmente umbilico. [ |

O resultado acima também é valido, por exemplo, para superficies que sao homeomorfas

ao toro, conforme o

Corolario 2.3. Seja X um toro topoldgico sob as hipdteses do Teorema 2.2, entao o par

(I,11) ou é totalmente umbilico ou livre de pontos umbilicos.

Demonstragao. Pelo Teorema 2.2, se (I,1I) nao é totalmente umbilico, entdo os pontos
umbilicos de (I, 1) sao isolados e de indice negativo. Mas pelo Corolario 2.2, concluimos

que o par (I,I1) é livre de pontos umbilicos. |

Agora, usaremos a teoria abstrata de pares de Codazzi para unificar a prova de dois
teoremas da teoria de superficies imersas em R?, aparentemente nao relacionados, como
consequéncia do Teorema 2.2. Sao eles: teorema de Bonnet e Unicidade do Problema de
Christoffel.

O teorema de Bonnet diz que duas imersoes isométricas de uma superficie homeomorfa
a uma esfera em R3, com a mesma curvatura média, coincidem, a menos de isometria de

R3. Vamos primeiramente demonstrar a versao abstrata desse teorema.

Corolario 2.4 (Teorema de Bonnet Abstrato). Sejam X uma esfera topologica, (I,11;) e
(I,115) dois pares de Codazzi com a mesma métrica Riemanniana I. Se ambos os pares tém

a mesma curvatura média, entao 11, = 11s.

Demonstrag¢ao. Primeiramente mostraremos que o par fundamental (1,11} — I15) é de Co-
dazzi.
Com efeito, seja S = S — Sy o operador de Weingarten associado ao par (I, 11} — I1),

em que S; e Sy sao respectivamente os operadores de Weingarten associados a (I,1I;) e
(1,115).
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Assim,

VxSY — VySX — S[X,Y] = V(S — S2)Y — Vi (S; — So)X — (S — S5)[X, Y]
= VxSY — VSV — Vy S X + Vy S X — S [X,Y]
+5,[X, Y]
= (VxS1Y = VySiX — S1[X,Y]) = (VxSaY — VySoX
—So[X,Y]).

Como (I,I11) e (I,11y) sao pares de Codazzi, entdo
VxSY —VySX — S[X,Y]=0.

Logo (I,1I; — I15) é um par de Codazzi.
Por hipotese, sendo H(I,11;) = H(I,115), segue que H(I,II; — I1,) = 0.

Em particular, tomando um parametro conforme local z, podemos escrever

I = 2)\dz|?,
I, = Qid2” + 2 \H|dz|* + Qidz*, i = 1, 2.

Assim o par (1,11, — I1,) é tal que II; — II, = Qdz*> + Qdz?, onde Q = Q1 — Q.

Além disso, considerando o funcional W (z,y) = z, temos que
W, (t, 2) + 2tW, (t,1%) =1 +2t.0 =1 # 0.

Como W(H,K.,) = H = 0, em que H e K, sdo as curvaturas média e extrinseca de
(1,11, —11I5), entdo (1,11, —115) é um par de Weingarten. E sendo ¥ uma esfera topologica,
concluimos, pelo Teorema 2.2, que esse par é totalmente umbilico, ou seja, () = 0. Portanto

11, = Il,, como queriamos demonstrar. [ |

Para o proximo resultado, precisaremos da definicao da terceira forma fundamental em

uma superficie X.

Definigao 2.1. Seja (I,11) um par fundamental em 3 com curvaturas média e extrinseca

H e K.. Definimos a terceira forma fundamental de ¥ por
INI(X,)Y)=-KJI(X,Y)+2HII(X,Y), X, Y € X(2). (2.7)

Ver, por exemplo em [17].
Em particular, se ¥ é uma superficie imersa em uma variedade Riemanniana de dimensao

3, entao a terceira forma fundamental é dada por

III(X,Y) =I(SX,SY), X, Y € X(%), (2.8)
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onde S é o operador de Weingarten em .

Corolario 2.5. Sejam ¥ uma esfera topoldgica e (I;,11;),i = 1,2, dois pares de Codazzi
com curvatura média H; e curvatura extrinseca K:. Se ambos os pares tém a mesma Terceira
Forma Fundamental com K!(p) #0,Vp€e X e & =2 entio (11, 15) = (I, I I5).

Demonstragio. Sendo K'(p) # 0V p € ¥, entdao o operador de Weingarten S; associado
ao par (I;, I1;) é invertivel. Consequentemente S? também é invertivel. Assim 7] é uma
métrica Riemanniana em Y. Logo (I11,11I;) é um par fundamental.

Seja S; o operador de Weingarten associado ao par (I11,11;). Entdo por (1.1)
IL(X,Y)=1I1(5X,Y), X,Y € X(X).
Usando (1.1) e (2.8) na igualdade acima, temos
LS:X,Y)=IL(X,Y)=II1(5X,Y)=1(55X,5Y), X,Y € X(X),

Segue de
L(X,SY) = Ii(S:5.X, SiY),
que Sigi = Id, isto é, 5’1 =5
Mostremos agora que V definida por S;VxY = Vi S;Y ¢ a conexao de Levi-Civita de

IIT em ¥, em que V' é a conexao de Levi-Civita associada aos pares de Codazzi (I;, I1;)

3

Q=12
Sejam X, Y, Z e X(X) e f, g € C®(X).

Usando as propriedades da conexio afim V' e a definicio de V, temos:

1. V é uma conexao afim.

De fato, pois

Z) SivaJrgYZ = j‘XJrgYSiZ
= fVYS:Z + gV SiZ
= fS;VxZ+gSiVyZ
= Si(fVxZ+gVyZ)

i) SVx(Y+2) = ViSi(Y + Z)
= VySY +VySZ
= S,VxY +S8VxZ
= Si(VxY +Vx2)
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iii) S;Vx(fY) = ViSi(fY)
= Vi /f(SY)
= fVLSY + X(f)S;Y
= fSiVxY + X(f)S;Y
= S(fVxY + X(f)Y)

2. V é simétrica.

De fato, pois

Si(VxY —VyX) = SVxY —SVyX
= V4SY — VS X
= Si[X,Y].

Visto que (/;, 11;) € um par de Codazzi.

3. V é compativel com a métrica Riemanniana [71.

De fato, pois

III(VxY,Z)+II1(Y,NxZ) = IL(S;VxY,SZ)+ I(S;Y,S;VxZ)
= L(V5SY,S:Z) + I;(S;Y, Vi S; Z)
= XI,(S;Y,8:7)
= XIII(Y,Z).

Como o operador de Weingarten associado ao par (I11,11;) ¢ S~', entao usando a defi-

nicdao de V e o fato do par (I, I1;) ser de Codazzi, temos

Si(VxS™Y = VyS'X —SHX)Y]) = SiVxSY - SVySX — S5 X, Y]
= V4SSTY —VLSiSTIX — S5 X, Y]
= V4Y = Vi X — [X,Y]
= 0.

Logo (II1,11;) & um par de Codazzi.

Sendo auto-adjunto o operador Sy, existe uma base ortonormal, em relagao a métrica
Riemanniana [y, {X;, Xa} de T,% tal que S1.X; = a1 X e S1Xs = apXs, isto &, Xy, X, sao
autovetores e oy, o sao autovalores de S;. Observamos que o # 0, 7 = 1,2, pois K! #£0.

Além disso,

1, se j=k

L(X, X)) =0, = .
12X, Xe) i {O, se j#k
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Logo para a métrica Riemanniana [7/, temos:

[I1(X;, X)) = L(SiX;,S1X)
= (X, . Xy)
= ooy (X, Xk)
= ajaRdg, J,k=1,2

Assim, uma base ortonormal com relagao a métrica 111 é {Y1,Y5}, em que Y] = aile e

Yy = - X,. Segue que

2H(III,11,) = IL(Y1,Y1)+11,(Y2,Y5)

= L(5Y, Y1)+ [(S1Y3,Y5)

1 1
= ¥11(51X17X1>+?II(SIX27X2)
1 2

1 1
= —L(X1, Xh) + —L(Xs, Xy)
aq (6]
1
n (051 (0D)]
. a1 + Qo
- 109
Entao,
1
Yo +
HIL L) = 2tee)
e31e%)
Hy
Analogamente, obtemos
Hy
HITL 1) = 35
) . . H, H
Dai, H(I11,11;) = H(III,I1,), pois por hipotese et el Consequentemente, usando

o Corolario 2.4 para os pares de Codazzi (I11,11;) e (Ie]I,II;), temos 11, = I1.
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Por outro lado,

K (11, 11) = IL(Y1,Y2)[11(Y2,Y5)

= L(SY, V) L(S1Y, V)

1 1
= —L(Xy, Xh)—1L(Xs, X))
(03] 9

1

[651e%)
1

Kl

e

De forma analoga, obtemos
1
K.(III,1L) = —

K2
5 1 1 1 2
Segue destas expressoes que TR Consequentemente K, = K.
Por fim, usando (2.7), temos que
1 H;
K. ' K

Portanto 11 = Is.
[ |

O corolério anterior é a versao abstrata do teorema da unicidade do problema de Chris-
toffel. Lembramos que, em R3, este resultado nos diz que duas imersoes isométricas de uma

superficie homeomorfa a uma esfera, com as mesmas hipoteses dadas, coincidem.

Observacao 2.2. Os teoremas de Bonnet e Unicidade do Problema de Christoffel, ambos
em R3, sao consequéncias do teorema de Bonnet abstrato, quando é aplicado para pares de
Codazzi (I,1I) e (I11,II), respectivamente. Ressaltamos que em R3, estes resultados sdo

provados usando a teoria de integracao em superficies.

O proximo resultado é uma generalizacdo de um teorema provado por Grove em |[12]
sobre a rigidez de ovaldides. Ele provou que dois ovaloides em R?, com a mesma segunda

forma fundamental e curvatura extrinseca, sao congruentes.

Observacao 2.3. As superficies conezas e compactas em R? com curvatura Gaussiana po-

sitiva sao chamadas ovaldides.

Teorema 2.3 (Teorema de Grove Abstrato). Seja X uma esfera topologica e (I;,11), i = 1,

2, dois pares de Codazzi em ¥, com a mesma curvatura extrinseca K, > 0. Entao I; = I5.

Demonstragao. Sendo K. (I;, IT) > 0, entdo 1 é uma métrica Riemanniana em ¥. Tomando
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um parametro conforme local z para I/, temos que

IT = 2pldz|*.

Assim, as curvaturas média e extrinseca do par (I;, IT) sao dadas por

—2X\ip Aip
H;(I[;,I]) = = 2.
eI = 5mp 33 = x| 29

p2 p2
K (I, 11) = P % = W _IPP (2.10)

Denotemos por V* a conexao de Levi-Civita associada a métrica I;, e escrevemos

;0 4,0 9 0
V%$ = P118—+F11£,
D 9
V%£ - F128 +F126z

Ti 2
onde I'); =1'5.

Sendo (I;, 1) um par de Codazzi, temos que

Vi Siz= = V'y Siz- = 0. (2.11)

Fazendo o produto interno em (2.11) por e usando a compatibilidade de V* com I,

&7

; o 0 ; o 0\
](V S@z 82) ](V S@z 6z>_0'

) o 0 o _. 9\ 0 o 0 o _, 0\
@Il <Sz£, @) —Il <Sz£,v59z£) —%L (Sla, £> +[z (Sla,vaazg) =0. (212)

Note que,

obtemos

Logo (2.12) fica,

0 i, 0 0 i 0N _
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Mas,
0 —; 0 0 ; 0 ; 0 i i= i
I; (Si£7 Vaaza) =1 (Sz'%,ﬂi& + F%i%) = th—i_ F%l@ = Fi’lp
‘ 9 _. 0 R 9
I; <Si&’vi§z£) =1 (Siaari’;& + Fg%) = F%;Q + F}’le = FEP-
Assim,
em que
1, 1 -
M = sooopp @~ PRe — APs) (2.14)
17
Iy = 2()\2_—|H|2)()\ipiz — P.P). (2.15)

De (2.14) e (2.15), escrevemos

2002 — [P = 2\ — PP — AP,

NPz = 20 =[BTy + PP

Dai,

208 = I[P = 20Ai: = PP = 203 - |BP)Y; - PP,

que implica em

22:Aiz = 20 = |PP)(Ty +T33) + PiPe + PP (2.16)

Por outro lado,
(A} = |Pi[*): = 2X\i\iz = PP, = PPy,

Substituindo (2.16) na expressdo acima, resulta que
(N = 1B): = 203 = [B) (D) + Ty3)- (2.17)
Derivando (2.10), obtemos

(K):%Mﬁ—mﬂ—ﬂﬁ—WWz
o (2 - IRPy |
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e por (2.13) e (2.17),

207 (00 = T1)(AF = |P*) — 20°(AF — [PIP) (01 + Ti3)

Kez -
e (2= PP
22— |RP)TY T ~ T —Th)
(A = [P]*)?
_ 4Ty
- A BP
= —4K.Ty.
Consequentemente,

(K.)s = —4K,I'13.

0 o 0
Pz = glz ($7$)

.00
- (Va—a—>

= 2THP +IHA).

Como

Entao substituindo

Ol = - g (K
(§]
M =~ (K-
segue que
P = i (KO)<Pi+ (Ko)A). (2.15)
2K,

Por (2.9) e (2.10)
N="LH,i=12¢p K, >0

K,
Assim,
A — Ao = |K£6H1 . K£6H2| — K£€|H1 —Hy| = Kie (H, — H,)2. (2.19)

Afirmamos que

VU ) < |\JHE — K.~ \JH} - K.|. (2.20)
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De fato, pois de (2.20)

(H, ~H) < (\JH} — K.~ \/H} — K.)
HY —2H\Hy+ H} < H?— K, —2\/(H} - K.)(H} -~ K.) + H} — K,
“2H\H, < 2K, 2\/(H} - K.)(H} ~ K.))
20\/(H2 — K)(H} — K.) < 2HH, 2K,
VU~ K)(H; ~ K.) < HH, K,
(H12 - Ke)<H22 - Ke) < (H1H2 - Ke)2
HH} — HiK, — H}K,+ K? < HiH; —2H H,K, + K’
—(H} + H})K. < —2H\H,K,
—(H? + H}) < —2H\H;
2H\H, < H?+ H?
0 < H?—2H,H,+ H?
0 < (H — H)*

Isso garante que a desigualdade é sempre verdadeira.
Logo usando (2.20) em (2.19), obtemos

A1 — do| < Ki|\/H12—Ke—\/H§—Ke|. (2.21)

Além disso, como S; é o operador de Weingarten associado ao par (I, II), entdao pela

o 0
Proposicao 1.4, a matriz de S; em relagao a base < —, — » é dada por
0z 0z
H K.
Ke H )
b Reg

donde
K2
K, = det(S;)s = H* — —£|P,J>.
p

Dai, segue-se que
P|= L2/~ K..
K

e

Substituindo em (2.21) a expressao acima, temos

(A= Xe| S [|P1] = |Bf| < [P = P (2.22)
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Por outro lado, de (2.18) e (2.22), obtemos

‘(Ke)fpl + (KG)Z>‘1 B (KG)ZPQ - (Ke)z)\2|

PQ—PE —
[Fiz = Pl oK,
o JEDIP = Byl + (Ko l|M = %
o 2K,
< |(K6)E||P1_P2|+|(Ke)z||P1_P2|
o 2K,
KeE + Kez
sl + 1)l

2K,

Como por hipotese > é uma esfera topologica, entao usando o Lema 2.1, concluimos que
a forma quadratica (P, — Py)dz? ¢ identicamente nula em X, logo P; = P,. Além disso, como
a curvatura extrinseca é a mesma para os pares (I;, 1), i = 1,2, entao A\; = Ay por (2.10).
Portanto I, = I,. [ |

2.2 O tensor e a funcao de Codazzi

Sabemos que nem sempre um par fundamental em uma superficie ¢ um par de Codazzi,
mas conseguimos obter consequéncias importantes sobre a superficie, quando definimos o

tensor de Codazzi e a funcao de Codazzi. Tal estudo seréa desenvolvido nesta secao.

Definicao 2.2. Dado um par fundamental (I,11) em uma superficie 3, com operador de
Weingarten S, chamaremos tensor de Codazzi de (I,11) para a aplica¢ao Ts : X(X)xX(X) —
X(X) definida por

Ts(X,Y)=VySY — VySX — S[X,Y], X,Y € X(2).

Segue da defini¢ao anterior, que um par fundamental (I, /) é um par de Codazzi em X,
quando Ts(X,Y) =0, X, Y € X(X).
O tensor de Codazzi de um par fundamental em uma superficie satisfaz as seguintes

propriedades basicas:

Lema 2.2. Seja (I,I1) um par fundamental em uma superficie 3, com operador de Wein-

garten S e tensor de Codazzi Tg. Entao
1. Tg € anti-simétrico, isto é, Ts(X,Y) = =Ts(Y, X) para todo X,Y € X(X)

2. Ts é C®(X) — bilinear, isto é,

Ts(fiXe + [2X2,Y) = [ATs(X1,Y) + fols(Xe,Y),
Ts(X, fiY1 + [2Ys) = f[iTs(X, Y1)+ foTs(X,Y3),

X17X27}/1aYéaX7Y € x(z) e f17f2 COO(E)
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3. Dados campos de vetores X, Y € X(X) e f € C*(X), temos

Tys(X,Y) = fTs(X.Y) + X(f)SY - Y (f)SX.

Demonstracio. 1. Sejam X, Y € X(X). Como [X,Y] = —[Y, X], entdo

Ts(X,Y) = VxSY — VySX — S[X,Y]
= —(VySX — VxSY + S[X,Y])
— —(VySX —VxSY — SV, X))
= —Ts(Y, X).

2. Sejam Xp, X5, Y € X(X) e f1, fo € C®(X). Temos que

Ts(fiX1+ foX2,Y) = Vx4 5,97 — VyS(fiX1 + fo.Xo) — S[f1iX1 + foXo, Y]

Mas
vf1X1+f2XQSY = flele + fZVXzsya

VyS(fiXi+ f2X2) = Vy(fiSXi + f25X5)
= fAVySXi+Y(f1)SXi + foVySXs + Y (fa)SXo,

S[fiXy + f2Xo,Y] = S[fiX1, Y]+ S[fo X5, Y]
= S(fi[X,Y] =Y () X)) 4+ S(fo[Xa, Y] = Y (f2) X2)

= fiS[X1,Y] =Y(f1)SXi+ f2S[Xo, Y] = Y (f2)SXs.

Fazendo a substitui¢ao de (2.25), (2.26) e (2.27) em (2.24), obtemos
Ts(fiXi+ f2X2,Y) = fiTs(X1,Y) + foT5(X2,Y).
De forma analoga, obtemos

Ts(X, fiYi + f2Ys) = fiTs(X, Y1) + fo2Ts(X, Ys).

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)
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3. Sejam X, Y € X(X) e f € C>(X), entao

Tis(X,Y) = VxfSY —VyfSX — fS[X,Y]
= fUXSY + X(f)SY — fVySX — Y (f)SX — fS[X,Y]
= f(VxSY — VySX — S[X,Y]) + X(f)SY — Y (f)SX
= fTs(X,Y)+ X(f)SY — Y(f)SX.

Associado ao tensor de Codazzi de um par fundamental (7, 1), definimos a funcao de

Codazzi, a qual mede o quanto o par fundamental deixa de ser Codazzi.

Definicao 2.3. Seja (I,11) um par fundamental em uma superficie 3, com operador de
Weingarten associado S. Chamamos de fun¢ao de Codazzi do par (I,11) a fungio 7s : ¥ — R
dada por

](TS(uv U)a TS(uv ’U)) = TS(p) (I<u7 U)I(vv U) - ](u’ 0)2)7

onde {u,v} € uma base de T,3, com p € X.

Vamos mostrar que a funcao de Codazzi 75 é uma funcao diferenciavel bem-definida, isto
¢, independe da escolha da base de T,X.

De fato, seja {u/,v’} outra base de 7,¥. Entao podemos escrever

v = aqu+ Piv

/

Vo= agu+ Bov, ag,an, B, B2 € R,

tal que Ozlﬁg — 610./2 7é 0.
Logo,

Ts(u',v") = Ts(agu + Brv, asu + Bov)
= oaTs(u,u) + aifeTs(u,v) + fraTs(v,u) + ag 52Ts(v, v)
= a1BTs(u,v) — frasTs(u,v)
= (fy — fraa)Ts(u,v), (2.28)

em que Ts(u,u) =Ts(v,v) =0e Ts(v,u) = —Ts(u,v).

Além disso,

I u') = I(oqu+ Biv, agu + Bav)
= i 1(u,u) + 2018, I(u,v) + B71(v,v),
IWV,V) = a3l(u,u) + 2081 (u,v) + B31(v,v),
I(u',v") = oaqal(u,v) + (a1fBecefr)I(u,v) + 11 (v,v).
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Segue que
T/ )V, — T/, 0")? = (a1 By — Bran)*(I(u, u)I(v,v) — I(u,v)?). (2.29)

Por fim, usando (2.28) e (2.29), temos:

Ts(p) = [(Ts (', v'), Ts(u', v')) _ I(Ts(u,v), Ts(u,v)) .
I I, 0) — I, v)2  I(u,u)l(v,v) — I(u,v)2

Observagao 2.4. 75 ¢ identicamente nula se, e somente se, (I,11) é um par de Codazzi.

Lema 2.3. Seja (I,11) um par fundamental em uma superficie 3, com operador de Wein-
garten associado S, curvatura média H e curvatura extrinseca K.. Se z é um pardmetro

conforme local para I, tal que

I = 2)\dz|?,
II = Qdz*+2H\|dz]> + Qdz>.

Entao

ATs

(H2 - Ke)

onde S € o operador de tragco nulo S — HId, e Id, a aplica¢ao identidade do plano tangente

em p € .

Demonstragcao. Para um parametro conforme local z, sabemos que a conexao de Levi-Civita

compativel com I é dada por

0 A, 0
Vg T Ao
\Y 0 = 0.

|

9
Oz
Temos também que o operador de Weingarten S é dado por

0 _ 49,00

Dz 9z Aoz
0 Q0 0
S% = X&+H£'
Entao 5 5

o 0
de | —, —| =0.
One[@z’@?} 0
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Mas

0

=

N—

I\

Q| > e
&
|QJ Q3|Q-> %|Qj

Q

I\

De forma anéaloga,

Logo

a 0 — 0
15 (6,2 82’) (Qzé_

Além disso, a definicao da funcao de Codazzi fica:

1(T~(
s (3:2) 1

Entao substituindo (2.30) em

0 0

9z’ a—) T~(
):0.

(2.31), temos:

v (%5
1 — —
(.02 - Q:Q.N)

| 20.Q-
A

- 2Q.P
A

9 9
0z’ 0z

o 0
0z 0z

9 9
0z’ 0z

1
—Tg)\z

Segue da igualdade acima que

Q. =Ty

VaSQ—VaH[d—
0z

-l

0

0
Va HId&

0

I\

QZ%) . (2.30)

0 0

92 5% (2.31)

)

- Qep@g - Qg
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De (1.32),
)\2 _ |62|2
H? - K,
Portanto,
ATa
12 S 2
|QZ| 2(H2—Ke)|Q |7
como queriamos demonstrar. [ |

Para o proximo resultado, dado um par fundamental (7, 17) em uma superficie ¥, deno-

taremos por Xy C X, o conjunto dos pontos umbilicos deste par.

Teorema 2.4. Seja (I,1I) um par fundamental em uma superficie > com operador de
Weingarten associado S, curvatura média H e curvatura extrinseca K.. Suponhamos que

cada ponto p € 0%y tenha uma vizinhanga V,, tal que
7s
H? — K,
é limitada em V, N (X — Xy ), onde S =S — HId. Entio ou a diferencial de Hopf de (I,11)

€ identicamente nula ou seus zeros sao isolados e de indice negativo. Em particular, se X €

uma esfera topologica, entao o par € totalmente umbilico.

Demonstracao. Por hipotese, para cada p € 0¥, existe uma vizinhanca V), e uma constante
myg tal que

T§ <
H? — K,

em V, N (X — Xy). Assim, usando o Lema 2.3, temos que

A
Q- < moJIQP (2.32)

em V,N(X—Xy). Além disso, concluimos que (2.32) se mantém em V), pois esta desigualdade
é valida no interior de >;.

Portanto, pelo Lema 2.1, ou a diferencial de Hopf de (I, IT) é identicamente nula ou seus
zeros sao isolados e de indice negativo. Em particular, se ¥ é uma esfera topologica, entao

novamente pelo Corolério 2.1, o par (I, 1]) é totalmente umbilico. [ |

Note que, se (I, 1I) é um par de Codazzi, entdo usando (2.30), (2.4) e (2.5),

(0 9) _ @0 Q0
S\oz'0z) XNdz Nz
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Assim, substituindo a expressao acima em (2.31), obtemos

) o) o) o)
—7:N = [|(Hs— —H.— H:— — H.—
[ ( 0 o 0: Zaz)

o 0 o 0
— _HEHZI (&7%) _HZHZ[ (%7%)

— _)\HZHE_ )\HzHg

Logo,

2
TS = X|HZ|2

2

A
_ 1 H2 H2
= |IVH|P,

_(Hx - iHy)

21
2

em que VH denota o gradiente de H e ||VH||? = [(VH,VH).

VHI|?
Portanto, o Teorema 2.4 pode ser aplicado para pares de Codazzi quando H é
- e

limitado. Noutras palavras, temos o seguinte corolario.
Corolario 2.6. Seja (I,11) um par fundamental em uma superficie ¥ com operador de
Weingarten associado S, curvatura média H e curvatura extrinseca K.. Suponhamos que

cada ponto p € 0¥y tenha uma vizinhanga V, tal que

IVH|
H? — K,
é limitado em V,N (X —Xy), onde ||VH||* = I(VH,VH). Entdo ou a diferencial de Hopf de

(I,11) ¢ identicamente nula ou seus zeros sao isolados e de indice negativo. Em particular,

2.3 Diferenciais Quadraticas Holomorfas

Nesta secao, dado um par de Codazzi com certas hipodteses, obtemos um novo par de
Codazzi com curvatura média constante nula, que estd geometricamente relacionado com
o primeiro. A partir deste segundo par de Codazzi, mostramos a existéncia de uma dife-
rencial quadratica holomorfa que fornece informacoes importantes sobre o comportamento
geométrico do par inicial.

Sabemos que se (z,y) sdo parametros duplamente ortogonais para um par fundamental
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(I,I1), entao podemos escrever
I = Eda? + Gdy?, 11 = ki Eda?* + koGdy?.

Temos também, que para campos coordenados { o tensor de Codazzi Ts se

9 9
ox’ Oy |’

expressa por

oz ay oy al‘

0 0

7 (2 2) - Vsl ov,sl

- ’Waia% " (/@)z&% BV D (k)
= (k- kl)vai(% + (k:g)x(% - (/ﬁ)y%
Como ) o
Va%a—y = F}Q% + F%Qa_y’

entao pela Proposicao 1.5, temos que

v,
%0y 2E0r  2G oy

Dai, o tensor de Codazzi fica:

o 0 E, 0 G0 9 9
Ts (%7 a—y) = (k2 — k1) (ﬁ% + @a—y) + (k‘z)xa—y - (k‘l)y%

B E, 0 Gy 0 E, 0 G, 0
- (kl oE (kl)y) o+ (kQQG * (kQ)x) oy “par  Mag Ay’

Como (k1E), = k1 E, + (k1),E, entao

(b E), kE
(k1>y = E L Ey'

De forma analoga, verificamos que

(kQG)x B kQGx
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Logo,
A E, (ME), kE,\ 0 Gr  (kaG)e  kaGy\ O
TS(@x’@y) - (kle+ E F o "\Magt G a ) oy
E, 0 G, 0

G 2G

B (k1 E), kB O n (koG)y koG o
N E 2F ) Ox dy
E, 0 G, 0

heopar Mg oy

(B, kB, | kE, 9 . (k2G)e koG kaGy\ O

a E oF oF T G 2G 2G ) Oy
! by + ks o 1 ky 4 Ky )

- -2 ((/ﬁE)y - Ey) e ((sz)m — G, 5

= L), - 1E) L+ Line), — HG) L (2.33)
oot Yoy G oy '

Ao longo desta secao, denotaremos por I1’ a forma quadratica associada ao par funda-
mental (I, 11) dada por II' =11 — HI.

Lema 2.4. Seja (I,1I) um par de Codazzi em uma superficie ¥ com curvaturas média e

extrinseca H e K., respectivamente. Seja o uma funcgao diferencidvel em X tal que a fungao
sinh
d possa ser estendida diferenciavelmente a . Entao

H? — K,
A bl +—Smhe  pp (2.34)
= (o8 ——T, .
ST VISR,
B = /H?— K_,sinhl + coshpIl’, (2.35)

é um par fundamental com curvatura média H(A, B) =0, curvatura extrinseca K.(A, B) =

—(H? — K.), e cujo tensor de Codazzi Tg satisfaz
1
T:(X,Y)=wY)X —w(X)Y, w= §(dH —VH? — K.dp), VXY € X(2). (2.36)

Demonstragao. Seja (x,y) parametros duplamente ortogonais com relagao ao par de Codazzi
(I,11), tal que
I = Edz* + Gdy?, 11 = ki Edz? + k,Gdy?,
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em que ki > ko. Dali,

o 0
A(%’%)

o 0 sinh ¢
hel —r
cosh ¢ <(9 D )—i— e

sinh

0 0
COSthE—i-H—_[(e |:[I (ax ax

H—H/H?—Ke—

2 m(a )

cosh o + sinh
%2 2 - K.
cosh pF + sinh

(cosh ¢ +sinhp)E

e¥f+e ¥ ef—e¥
1))
(o)

eI,

n sinh ¢ T 2’
H? - K,

cosh ol (83 88) + [S;lh_nge [II (5%’67/) —HI (%,_
cosh oG + %(/{:gG — HG)

cosh oG + sinh QOIZ—_KSG

cosh G + sinh p—— ZZ : ;: -

cosh oG — sinh G
(cosh ¢ — sinh )G

ef+e P ef—e ¥
— G
(- 5)

e ¥d.

Logo A = e?Edx? + e ¢Gdy>.

Y

0
8_> =0, pois ' =0,

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



2.3. Diferenciais Quadraticas Holomorfas 39

Temos também que

B(%,%) = \/ﬁsmhcpl< )—i—cosh(p{ ((%,%) —HI (%,%)]
= H? - K,sinh oE + cosh o(kiE — HE)
= /H? — K, sinh E + cosh p(k, — H)
= /H? — K,sinh oE + cosh o(H

= H? —Ke(sinh<p+coshg0)E

— K,— H)E

P _ e P4 e
_ K, e e +e +e r
2 2
= H? - K.eE,

B ((%,(%) = \/ﬁsmhgof( )—i—coshgp {II <88 (‘fy) H’I(a 3)1
= /H? — K,.sinh oG + cosh p(koG — HG)
= /H? — K_sinh oG + cosh ¢(ky — H)
= /H? — K,sinh G + cosh p(H
= H?— K. (sinhy — coshp)G

— K.— H)G

P _ o ¢ —¢
_ K, e ev e +e a
2 2
—VH? - K.e %G,
o 0
eB(@xa):O’pOiSF:O'
Logo,

B = VH?— K. ?Edi* —\/H? — K.e ¢Gdy?
= VH? - K (e?Edr* — e ?Gdy?)
ki —k
- U 5 2(e? Eda® — e *Gdy?).
(k1 — k»)?
4 ' k:
Assim o par (A, B), onde A = e? Eda?+e ¢Gdy* e B = — (e¥ Bdx*—e ?Gdy?) é um

par fundamental, pois A é uma métrica Riemanniana em X. Além disso, como F' = f = 0,

Note que H? — K, =
— ky

temos

eG + gF

K.(I,1) = é—é e H(IIT) = =1
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Consequentemente
_ (BFR) B [—ePG (M)
K.(4,B) = e?Ee=*G
(ki k)
B 2
= _(H2 - K.)
e
H(A. B) (kl )e‘PEe G — ( )e “’Ge‘pE

2e¢FEe~ ‘PG

Por fim, vamos mostrar que o tensor de Codazzi T ¢ dado por (2.36).

ky — ko k1 — ko

Primeiramente observemos que e — sao as curvaturas principais asso-
ciadas ao par (A, B). Além disso, e?FE e e ¥G sao os coeficientes de A. Entao de (2.33),
temos:

o 0 1 (ki — ks 0 1 ki — ko _ 0
T- (= Z) = —— (X ™2ep) L _ v il
o (81:’ 8y> e?E ( > © )y@x e vG ( > © G>I Jy
1 9,
— _ ¢ _ ¢
= 20?7 [(kl kg)ye E+ (kl kz)(e E) ] o
1 0
_26_‘PG [(k‘l — k’Q)weinG + (kl — kg)(ein»p} a—y
1 E,1 0
= g [t b+ - 2] 2
1 G| 0
—— | (k1 — ko)z — (k1 — ko) oz + (k1 — ko) — | =—.
2[(1 2)e = (k1 — ka)pz + (K Q)G]ﬁy

Como (I, II) é um par de Codazzi, entao Ts = 0. Assim de (2.33), obtemos

1 1
—p((E)y — HE,) =0, 5((kG)o — HG:) =
Dai,
(kiE), — HE, = 0
(k1),E + kE,—HE, = 0
ki + k
(k1) E + (kzl - 5 2) E, = 0
ki —k
(k1) E + — 5 ’E, = 0.
Segue que
E.
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De forma analoga, verificamos que

G,
2k)e = (ks — k)= (2.38)
Substituindo (2.37) e (2.38) em Tz 9.9 temos
37) 0 (2.38) em Ts | 50, 5 | temos
a 0 1 0
T (o) = =10, = (k) + (s — kg, — 200, 2
1 9,
=5 [(k1)e = (ka)o — (k1 — Ko)pi + 2(ks)] ay
1 J 1 0
= —5l=(ka)y = (ka)y + (kr = ka)py] 5 = Sl(Ru)o + (k2)e — (Rr — k2)%]a—y
o ((kr)y + (k2)y k= ky ﬁ B (k1)e + (k2)a k= ky 2
- 2 2 7)) ox 2 2 7] by
0 0
= (- VI K)o~ (B~ VI = Kep.) -
z Y
(29 (2) 9
B oy ) Ox ox ) oy’
E por linearidade, obtemos (2.36) [

Com as mesmas hipoteses do Lema 2.4, se tomarmos um parametro conforme z para A,

temos pela Proposi¢ao 1.3 que o par (A, B) é tal que
A =2)\dz|?, B = Qdz* + Qdz*, (2.39)

em que H(A, B) = 0. Além disso, de (2.30) e (2.36),

1/~ 0 0 g 0 Jd\ 0 o0\ 0
X(QZ$_Q2£>_T§(£’%)”’(%)E—“<&>a€‘

Dai,

ou

0 A
© “ (82) 2 7

Assim, concluimos que o par (A, B) é um par de Codazzi se, e somente se, dH —v/ H? — K.dyp =

0, ou de forma equivalente )z = 0.

Noutras palavras, temos o

Corolario 2.7. Seja (I,1I) uma par de Codazzi em Y. com curvaturas média e extrinseca H
sinh

H? - K,

e K., respectivamente. Seja ¢ uma func¢ao diferencidvel em X tal que a funcao
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possa ser estendida diferenciavelmente a . Entao para o par fundamental

sinh 7
H? — K,
B = +/H?— K_.sinhpl + cosh oI,

A = coshpl +

com curvatura média H(A,B) = 0 e curvatura extrinseca K.(A,B) = —(H? — K.), as

sequintes condicoes sao equivalentes:
1. (A, B) é um par de Codazzi.

2. A diferencial de Hopf de (A, B) € holomorfa para a estrutura conforme induzida por

A.

3. dH — VAT — K.dp = 0.

Agora veremos uma situacao onde o corolario anterior pode ser usado. Mas para isso,

precisamos da seguinte defini¢ao.

Definigao 2.4. Dizemos que um par de Codazzi (I,1I) é um par de Weingarten especial,
se eziste uma fungao diferencidvel f definida em um intervalo J C [0,00), tal que suas

curvaturas média H e extrinseca K, satisfazem H = f(H* — K.).

Se o par de Codazzi (I,11) é um par de Weingarten, com H = H(t), K. = K.(t), t

variando em um certo intervalo, entao pela condi¢ao 3 do Corolario 2.7, temos que

H(t)* — K (t)¢'(t) = H'(1).

H'(t)
H(t)2 — K.(t)

Assim, existe uma primitiva ¢(t) da funcio ©'(t) =

sinh (1)

H(t)? — K.(1)
novamente usando o Corolario 2.7, concluimos que o par de Codazzi (A, B), dado por (2.39),

Além disso, se esta bem definida, inclusive nos pontos umbilicos, entao

existird em toda superficie X.
Se (I,II) ¢ um par de Weingarten especial, isto ¢, satisfaz H = f(H* — K_.), entdo
podemos parametrizar H(t) = f(t?), em que t* = H(t)? — K,.(t). Segue-se que a fungao

olt) = / 2f'(s%)ds

é uma primitiva de ¢'(¢). Além disso, a fun¢ao

sinh (1) _ sinh o(t)
a0k ¢
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esta bem definida, inclusive para os pontos umbilicos, isto é, pontos nos quais ¢ = 0, pois

lim sinh (%)

lim =" = lim cosh ()¢ (1) = ¢ (0) = 2/'(0).

Consequentemente a métrica A, dada no Corolario 2.7, esta bem definida.

Corolario 2.8. Sejam X uma superficie e f uma fun¢ao diferencidvel definida em um

intervalo J C [0,00). Seja o(t) a primitiva de 2f'(t?) neste intervalo, tal que a fungdo

sinh (¢
—90() seja bem definida. Entao todo par de Weingarten especial (I,11) em % satisfa-

zendo H = f(H? — K.) é dado por

I - _sinhtgo(t)Q + cosh p(t)A — sinh go( )@
IT— f(tHI = —coshp(t)Q +tsinhp(t)A — cosh 0(t)Q,

onde A é uma métrica Riemanniana em % e (Q uma 2-forma holomorfa para A, tal que a
imagem da fungao t : ¥ — [0,00) definida por 2|Q)| = tA estd contida em J. Em particular,
t*=H?> - K,.

Demonstra¢ao. Dado um par de Weingarten especial (I, 1) em X, entao pelo Corolario 2.7,
existem uma primitiva ¢(t) de ¢'(t) = 2f'(¢*) e um par de Codazzi (A, B), cuja diferencial
de Hopf ) é uma 2-forma holomorfa com respeito a métrica A. Além disso, podemos escrever
A=2\e B=Q+Q, desde que H(A, B) = 0.

Como K(A, B) = —(H? — K.), entio

2 _ g2 _ QP QP
£ =1 = Ko = —K(A,B) = 55 =47,
Se 2 |Q|
gue que t* = |A| , donde 2|Q| = tA.
Agora, usando (2.34) e (2.35), temos
A = (Cosh o(t) — w f(t2)) I+ wn, (2.40)
Q+Q = (tsinho(t) — coshp(t)f(t*))] + cosh ()11 (2.41)

Multiplicando por ¢ cosh p(t) (2.40) e por —sinh ¢(¢) (2.41), entao

tcosh(t)A = (tcosh® p(t) — cosh p(t) sinh o(t) f(t*))] 4 cosh @(t) sinh ¢ (t)11,
—sinh(t)(Q + Q) = (—tsinh?p(t) + sinh ¢(t) cosh p(t) f(t?))I — sinh ¢(t) cosh ()11
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Somando as equacoes anteriores e isolando I, obtemos

sinh p(t)

t _ sinhp(t) 0.

t

I = Q) + cosh p(t)A

De forma anéloga, ao multiplicarmos as equacoes (2.40) e (2.41) por tsinh ¢(t) e — cosh p(t),

respectivamente,obtemos
IT — f(t*)I = — cosh p(t)Q + t sinh () A — cosh Q.

E isso finaliza a demonstracao. [ |
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Capitulo 3
Uma aplicacao para superficies em RS

Neste capitulo, exibimos alguns resultados referente a uma familia de superficies em
R? que satisfaz o principio do maximo de Hopf, e estimamos a altura maxima que uma
superficie dessa familia pode alcancar. Em seguida, aplicamos a teoria abstrata de pares de
Codazzi, para classificar as superficies de Weingarten completas e mergulhadas em R3, que

particularmente, satisfazem o principio do maximo de Hopf.

3.1 O Principio do Maximo de Hopf

Nesta secao, enunciaremos algumas definicoes e conceitos necessarios para o desenvolvi-
mento do capitulo. Nao faremos a prova de alguns resultados, mas indicaremos referéncias
onde tais justificativas podem ser encontradas. Comecaremos com o principio do maximo de
Hopf para equacoes elipticas de segunda ordem. Mais detalhes sobre este assunto podem ser
encontrados em [10].

Seja L o operador dado por

L 52 "9
L= Z%J’M"‘Zbia_xi"’cy

ij=1 i=1
onde a;;, b; e ¢ sao fungdes reais de classe C* que dependem somente de (1, ...,2,) € €,
sendo 2 um dominio de R™. Além disso, A = (a;;); j=1,.., ¢ uma matriz simétrica.

Adotamos a seguinte definicdo que pode ser encontrada em [10].

Definicao 3.1. Dizemos que o operador L € uniformemente eliptico, se existe uma constante

0 tal que

n

Z aij(2)6i&; > ‘9|f|27

ij=1

Vo € Q e VE € R™.

Usando a definicao anterior, podemos enunciar o Principio do Maximo no interior e

fronteira de Hopf, conforme os teoremas a seguir.
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Teorema 3.1 (Principio do Méaximo no Interior de Hopf). Seja L um operador uniforme-
mente eliptico em um dominio Q0 C R". Suponhamos que Lu > 0 para uma funcio u € C*(Q).

Entao,
e se c =0 eu atinge seu mdximo em €, u € constante.
e sec <0, u atinge seu mdrimo em ) e esse mdrimo é nao negativo, u € constante.

Teorema 3.2 (Principio do Maximo na Fronteira de Hopf). Seja L um operador unifor-
memente eliptico em um dominio 2 C R™, com fronteira 02 duas vezes diferencidvel. Se

xo € 0f) tal que
1. u € de classe C' em xq;
2. u(zg) > u(z), Vel
3. g—;}‘(xo) =0, em que n € o vetor normal interior de OS.
Entao,
1. se ¢ =0, u é constante;

2. se c <0 eu(xg) >0, ué constante.

Agora, se ¥ ¢ uma superficie em R3?, vista localmente como gréafico de uma funcdo u
em C%(Q), em que Q é um dominio do plano tangente a Y, entdo a versao geométrica do

principio do maximo é dada conforme o corolario abaixo.

Corolario 3.1 (Principio do Méximo). Sejam %y e Xy duas superficies em R3 vistas como
grdficos de funcoes diferencidveis uy e us, com curvatura média constante Hy e Ho, respec-

tivamente. Suponha que

o cxiste um ponto p € X1 Ny tal que 3y e Xy sao tangentes em p(interior ou fronteira);
[ H1 = HQ,’
e em uma vizinhanca de p, uy > uy, com relacao a orientac¢ao dada pelo vetor curvatura
meédia.
Entao uy = uy em uma vizinhanga de p.

Observacao 3.1. O coroldrio anterior nos diz que as superficies 31 e g coincidem em

uma vizinhanca de p.

Em todo este capitulo, trabalharemos com familias de superficies satisfazendo o principio

do maximo. Particularizaremos para superficies de Weingarten especiais elipticas.

Definicao 3.2. Dizemos que uma familia A de superficies orientadas em R® satisfaz o

principio do mdximo de Hopf, se as sequintes propriedades sao satisfeitas:
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1. A € invariante sob isometrias de R3. Noutras palavras, se ¥ € A e ¢ é uma isometria
de R3, entio p(2) € A.

2. SeX € Ael éoutra superficie contida em X, entao Y e A.
3. Eziste uma superficie compacta, merqulhada e sem bordo em A.

4. Quaisquer duas superficies em A satisfazem o principio do mdzimo (interior e fron-

teira).
Vamos enunciar o seguinte resultado cléssico.

Lema 3.1. Se X € uma superficie compacta, merqulhada em R? que possui planos de simetria

em todas as direcoes de R3, entao ¥ é uma esfera.
Demonstrag¢ao. Veja Lema 1.2 em [8]. [
Usaremos o Lema 3.1 e o método da reflexao de Alexandrov para provar a

Proposicao 3.1. Se uma familia de superficies A satisfaz o principio do mdzimo de Hopf,
entdo existe, a menos de isometria de R®, uma tinica superficie compacta, mergulhada e sem

bordo em A. Tal superficie é necessdariamente a esfera totalmente umbilica.

Demonstragio. Sendo A uma familia de superficies que satisfaz o principio do méaximo de
Hopf, entao existe uma superficie > compacta, mergulhada e sem bordo em A. Consideremos
P(t) uma familia a um parametro de superficies totalmente umbilicas em R3, isto ¢, uma
familia de planos paralelos. Para cada t € R, consideremos Y7 (¢) a reflexdo de 3 com
relagdo a P(t). Por compacidade de 3, existe ¢ty € R tal que ¥ e X7 (¢y) sdo tangentes em
um ponto p (interior ou fronteira). Como ¥ e X7 () satisfazem o principio do méximo de
Hopf, concluimos que tais superficies coincidem em uma vizinhanga de p, donde P(ty) é um

plano de simetria de R®. Portanto, pelo Lema 3.1, ¥ é uma esfera totalmente umbilica. W

3.2 Estimativas de altura

Nesta secao, dada uma superficie > € A satisfazendo as propriedades da Definicao 3.2,
iremos desenvolver um método geométrico para estimar a altura maxima que esta superficie
pode alcancar, quando seu bordo esta contido em um plano de R3.

Vamos considerar ¥ como um gréfico, cujo bordo esta contido em um plano P de R3.
Sem perda de generalidade, podemos supor que este plano é o plano-zy.

Comecamos com o seguinte teorema.

Teorema 3.3. Seja A uma familia de superficies em R® satisfazendo o principio do mdzimo
de Hopf, e X € A um grdfico compacto em um dominio 2 no plano-ry com bordo 9% contido
nesse plano. Entao para todo p € X, a distdncia em R® de p ao plano-zy é menor do que ou

igual a 4R 4, onde R4 € o raio da unica esfera totalmente umbilica em A.
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Demonstragao. Seja > um gréafico definido no dominio €2 do plano P. Pela proposicao 3.1,
Yo representa, a tnica esfera totalmente umbilica em A. Além disso, dado ¢t € R, sejam P(t)
planos horizontais de R?, em que P = P(0) e t é a distancia entre P e P(t).

Afirmamos que para cada t > 2R 4, o diametro de qualquer componente conexa limitada
por ¥(t) = P(t) N ¥ é menor que ou igual a 2R 4.

Suponhamos por absurdo que tal afirmacao é falsa, entao para alguma componente co-
nexa C(t) de X(t), existem pontos p e ¢ no interior de €(¢) no plano P(t) limitado por C(t)
tal que d(p,q) > 2R 4.

Seja f uma curva em (t) unindo p e g, tal que 5 e C(t) sdo disjuntas. Além disso, sejam

@Q o dominio em R? limitado por ¥ U Q e II o retangulo dado por
II={as(r):seZ,re|0,t]},

em que Z é o intervalo onde 3 esta definida, e o, é a geodésica parametrizada pelo compri-
mento de arco r, com condi¢oes iniciais o, (0) = 5(s) e o/4(0) = —e3 = (0,0, —1). Como X ¢é
um grafico e § esta contida no interior de €(¢), entdo II C Q.

Seja p € Il um ponto cuja distancia a JII é maior do que R 4. Tal ponto necessariamente
existe, pois se tomarmos p = a,(0) = 3(s) tal que d(p,p) = d(p, q), entdao d(p,p) + d(p,q) >
2R 4, donde segue o resultado.

Seja 1(r) uma geodésica horizontal passando por p. Como d(p,0Il) > R4, entao cada
ponto de n(r) esta longe de OIl uma distancia maior que R4. Podemos escolher a reta
horizontal n = 7(¢;) no plano P(t;) como tal geodésica que passa por p e é ortogonal a
geodésica com vetor velocidade (0), ligando p e q.

Sejam ¢p o primeiro ponto em que 7 encontra () e ¢, o ultimo, e consideremos esferas
Yo(t1) € A centradas em cada ponto de 7, obtidas da esfera rotacional ¥, por meio de trans-
lagoes de R3. Existe uma primeira esfera 3,(¢?) nesta familia(proxima de qo) que encontra
> em um ponto ¢y. Se os vetores normais destas superficies coincidem neste ponto, entao
¥ = 34(#?), pelo principio do méximo, o que é um absurdo.

Por outro lado, se os vetores normais sao opostos, entao consideramos a primeira esfera
¥o(tY) em A encontrando IT em um ponto interior de II, e para cada t; > ¢} denotamos
por %(tl) a parte da esfera Xy(t1) que passa por II. Como essas esferas deixam @) em ¢ e
nenhuma dessas esferas encontram OlI, existe um primeiro valor r; tal que Yy(r;) encontra
Y em um ponto ¢g, em que os vetores normais coincidem. Assim, pelo principio do méaximo,
Y = Yo(r1), o que é uma contradi¢ao. Portanto a afirmagao feita é sempre verdade.

Por fim, veremos que P(t) N Y = X(t) para t > 4R 4. Mas para isso, basta provarmos a
seguinte afirmacao.

Afirmacgao. Seja €2; uma componente conexa limitada por X(2Ry4) = P(2R4) N Y. A
distancia de qualquer ponto em X (que é um grafico sobre €2;) ao plano P(2R4) é menor que
ou igual ao diametro de €2;.

Seja ¢ uma reta suporte de 0€); em P(2R4) com vetor normal unitario exterior v, e
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1
X
os planos II(r) em R?® passando por 7(r) e ortogonais a 7'(r) = n(0). A interse¢ao de tais

tomemos 7(r) uma geodésica com n(0) € o e '(0) = —=(v + e3). Para cada r, consideramos

planos com os planos horizontais P(214) sao retas paralelas & o, sendo 7 o angulo entre
eles.

Suponhamos que a afirmacao dada é falsa, entdo existe um ponto p € Y(gréfico sobre
1) tal que sua distancia ao plano P(2Ry4) é maior que o diametro de €. Seja ¥; a parte
compacta do grafico ¥ sobre ;. Para r suficientemente grande, observamos que II(r) nao
intercepta ¥;. Além disso, para r = 0, o plano II(0) contém a reta suporte o, e a reflexao de p
com relagao a I1(0) é um ponto cuja projecao ortogonal em P(2R 4) nao esta em €2;. Portanto,
usando o principio da reflaxdo de Alexandrov para os planos II(r), com r suficientemente
grande, existe um primeiro valor ro > 0 tal que ou a reflexao da parte de oy que esta sobre
[1(r) encontra primeiro o; em um ponto interior ou ambas as superficies sdo tangentes em

um ponto na fronteira, mas isso é uma contradicao, pelo principio do méaximo. [ |

Como consequéncia do resultado anterior e do método de Alexandrov, estimamos a dis-
tancia maxima atingida por uma superficie compacta e mergulhada 32, cuja fronteira esté

contida em um plano.

Corolario 3.2. Seja A uma familia de superficies em R3, satisfazendo o principio do md-
zimo de Hopf. Entao cada superficie compacta e mergulhada X € A, cuja fronteira estd
contida em um plano P, verifica que para cada p € ¥, a distincia em R? de p ao plano P é

menor do que ou itgual a 8R 4, onde R4 € o raio da tinica esfera totalmente umbilica contida

em A.

Demonstragao. Seja p € X tal que d(p, P) > d(z, P), Yx € ¥. Tal ponto necessariamente
existe, pois 2 é compacta.

Seja P(t) a folheagao de planos paralelos a P, com P(0) = P. Para t € (%, h], conside-
remos ST (¢) a reflexiio de £ (t), com relacio a P(t).

Afirmacao. X" (%)(parte de X que estd sobre o plano P (%)) é um grafico em um

dominio deste plano.

h
2
ponto da fronteira. Pelo principio do maximo, P(f) é um plano de simetria de Y. Mas isso

Se a afirmacdo ¢é falsa, existe € (%, k] tal que ©7(%) e S (7) sdo tangentes em um
é impossivel, pois neste caso, X é uma superficie compacta sem bordo.

Logo, 2* (%) ¢ um grafico em um dominio de P (%) Dai, pelo teorema 3.3, d(p, P (%)) <
4Ry, Vp € X (%), donde d(p, P) <8Ry, Vp € X. [ |

3.2.1 Superficies de Weingarten Especiais Elipticas

Um caso particular de familia de superficies que satisfaz o principio do maximo de Hopf,
¢ a de superficies de Weingarten especiais elipticas em R? com curvatura média constante
nao nula (para detalhes ver [4]). A partir de agora, daremos uma aplicacao da teoria de

pares de Codazzi para esta classe de superficies.
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Definigao 3.3. Seja X uma superficie de R® e f:[0,+00) — R uma fun¢io diferencidvel.
Dizemos que ¥ € uma superficie de Weingarten especial com respeito a f, se suas curvaturas
média H e Gaussiana K, satisfazem H = f(H* — K).

Definigao 3.4. Seja X uma superficie de Weingarten especial satisfazendo H = f(H* — K),
em que [ estd definida em [0,a),0 < a < co. Dizemos que ¥ € eliptica quando 4t f'(t)* < 1,
vV tel0,a).

Em termos de pares de Codazzi, a definicao anterior se escreve da seguinte maneira.

Definicao 3.5. Seja (I,11) um par de Codazzi em ¥. Se as curvaturas média e Gaussiana,
H e K, satisfazem H = f(H? — K), em que f é uma fun¢do diferencidvel definida em [0, a),
0<a<ooedtf'(t)? <1,V tel0,a), dizemos que o par (I,II) é um par de Weingarten

especial eliptico.

Exemplo 3.1. Em [}/, Fabiano G. B. Brito e Ricardo Sd Earp, provaram que duas super-

ficies de Wiengarten especiais elipticas satisfazem o principio do mdzimo de Hopf.

Ja em |20], Rosenberg e Sa Earp provaram o Teorema 3.4 abaixo, para superficies de
Weingarten especiais elipticas satisfazendo o principio do maximo de Hopf e estimativas
de altura. Uma outra demonstragao deste teorema, pode ser encontrada em [16], para uma

familia qualquer de superficies satisfazendo o principio do méximo de Hopf.

Teorema 3.4. Seja A uma familia de superficies em R? satisfazendo o principio do mdzimo
de Hopf. Entao,

e A nao contém uma superficie mergulhada homeomorfa ao plano.

e Uma superficie X2 € A com dois fins € uma superficie rotacional contida em um cilindro
de R3.

O lema abaixo é fundamental para demonstrar o teorema principal deste capitulo, que

trata da classificacio de superficies de Weingarten completas e mergulhadas em R3.

Lema 3.2. Seja (I,1I) um par de Weingarten especial eliptico em uma superficie 3, com
curvaturas média e Gaussiana H e K, respectivamente. Se H> — K # 0 em X, entdo a nova
métrica gy = VH? — KA é uma métrica plana em Y, onde A é dada em (2.34) em termos
da primitiva ¢ de 2f'(t?). Assim, se I é completa e H> — K > ¢y > 0, entdo a métrica go
é completa. Em particular, 3 com a estrutura conforme dada por A(ou por gy) € o plano

complezo, o plano complexo furado ou o toro.

Demonstragao. Pelo Corolario 2.8, sabemos que 2|Q| = tA, em que t = VH? - K e @
¢ uma forma quadratica holomorfa para A. Assim, como ¢ = H?> — K # 0 em ¥, entdo
go = tA = 2|@Q| € uma métrica plana bem definida em ¥, pois podemos tomar um parametro

conforme local z tal que 2Qdz? = dz?, donde gy = |dz|*.
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Agora, vamos mostrar que go € uma métrica completa, sendo I completa.

Com efeito, do corolario 2.8, temos

1] = Jeoshpa - T2 4 )

IN

mmwwm+mmﬂmc%+%g

< | coshp(t)||A] + | cosh ()] A].
Logo,
I <2coshp(t)A (3.1)

Por outro lado, como (I, IT) é um par de Weingarten especial eliptico, segue que 4t f/(t*)? <

1

1. Assim, t2¢/(t)* < 1, visto que ¢/(t) = 2f'(*), ou de forma equivalente |¢'(t)| < 7,

cuja
integral ¢ |¢(t)| < |logt|.
Observamos que

logt —logt t 1/t t2 1 t2 1
coshgo(t)gcoshlogt:e te it / _ U —t + ,

2 2 2t 2t2
?+1  cp+1 co+1
M < is t > . L hp(t) <t de dg = .
as 57 S o pois t > /cg. Logo, cosh p(t) < tdy, onde dy S
Por fim, de (3.1), segue que
L 1<
25, —

Logo, go ¢ uma métrica plana completa, pois I é completa. Portanto o recobrimento
universal Riemanniano de ¥ para a métrica gy ¢ o plano Euclidiano. Dai, ¥ é conformemente

equivalente ao plano complexo, ao plano complexo furado ou ao toro(ver [11]). |

Observagao 3.2. Sejam (M, g1) e (M, go) variedades Riemannianas. Se (M, g3) € completa

e eriste uma constante c tal que g1 > cga, entao (M, g1) € completa.

O ultimo teorema deste trabalho é um fato conhecido para superficies com curvatura
média constante. Ver por exemplo [14] e [15] , que mostram que uma superficie completa
em R3, com curvatura média constante nao nula e curvatura Gaussiana que nao muda de
sinal é uma esfera ou um cilindro circular reto. No caso em que a curvatura média é nula,
a superficie completa é uma superficie minina, tal superficie tem curvatura Gaussiana nao-
positiva em todos os seus pontos. Vejamos agora este resultado, usando pares de Weingarten

especiais elipticos, como ferramenta principal.

Teorema 3.5. Seja X uma superficie de Weingarten especial eliptica em R3 satisfazendo

H = f(H? — K). Suponhamos que sua curvatura Gaussiana nao muda de sinal.

1. Se X € completa e K > 0 em todos 0s pontos dessa superficie, entao X € uma esfera

totalmente umbilica, um plano ou um cilindro circular reto.
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2. Se X ¢ propriamente mergulhada, e K <0 em todos os pontos dessa superficie, entao

Y ou é um cilindro circular reto ou uma superficie minima (isto é, f(0) =0).

Demonstragiao. No caso 1, se K = 0, entao H = f(H?). Considerando a fungao g(t) =
t — f(t?), segue que g(H) = H — f(H*) =0e ¢ (t) =1 —2tf'(t*). Mas ¥ é uma superficie
de Weingarten especial eliptica, logo de (2tf'(t?))* = 4t*f'(1*)* < 1, segue que ¢'(t) = 1 —
2t f'(t?) > 0. Concluimos que g ¢ uma fungao estritamente crescente. Além disso, observamos
que H é o zero da funcao g, consequentemente H é constante.

Se f(0) = 0(H = 0), e usando o fato de X ser completa com K = 0, obtemos que ¥ é
um plano. Por outro lado, se f(0) # 0(H # 0), entao novamente usando o fato de ¥ ser
completa e K = 0, segue que X é um cilindro circular reto.

Agora, se existe um ponto p € X, com K(p) > 0, entdo ou X é homeomorfa a uma esfera
ou é completa e mergulhada homeomorfa ao plano(ver[13]). Além disso f(0) # O(ver[21]).
Mas o segundo caso nao é possivel, pelo Teorema 3.4, pois X ¢ uma superficie de Wiengarten
especial eliptica. Logo Y é homeomorfa a uma esfera.

Considerando a funcdo diferenciavel W (z,y) = z — f(2* — y), temos que

Wo(z,y) =1 —22f' (2> —y) e Wy(z,y) = f'(z* —y).

Assim,

W, (¢, %) + 2t W, (t, %) = 1, Vt.

Como ¥ é homeomorfa a uma esfera, concluimos que ¥ é uma esfera totalmente umbilica,
pelo Teorema, 2.2.

No caso 2, sendo K < 0, entao
0>K=H?—-(H>-K)=f(H*—- K)*— (H* - K). (3.2)

Se f(0) # 0, como a fungao f(s)* — s é continua para s > 0 e é positiva em s = 0, entio
existe so > 0 tal que f(s)> —s > 0 para s € [0, so]. Consequentemente H? — K > sy > 0 em
Y, por (3.2). Dai, pelo Lema 3.2, ¥ é homeomorfa ao plano complexo, ao plano complexo
furado ou ao toro. Usando novamente o Teorema 3.4, ¥ nao pode ser homeomorfa ao plano.
Além disso, como toda superficie compacta em R? possui pontos com curvatura Gaussiana
positiva, entao > também nao pode ser homeomorfa ao toro. Logo > é homeomorfa ao plano
complexo furado, e pelo Teorema 3.4, > é uma superficie de rotacao e esta contida em um
cilindro C de R3.

Por fim, vamos mostrar que > é um cilindro circular reto.

De fato, a menos de isometria de R3, podemos supor que Y é uma superficie de rotacao
com respeito ao eixo z. Seja o = LN {(z,y,2) € R?: x > 0,y = 0} a curva geratriz de X.
Segue que « é uma linha de curvatura, cuja curvatura k, nao muda de sinal no plano y = 0,
pois K < 0. Assim, v é uma curva convexa.

Observamos que « esté contida numa faixa determinada pelo eixo z e pela reta paralela
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aCN{(z,y,z) €eR3: x>0,y =0}, logo a ¢ uma reta paralela ao eixo z. Portanto 3 ¢ um

cilindro circular reto. [ |

Este resultado pode ser estendido para superficies de Weingarten especiais elipticas em

S? e H3, visto que, a equacao de Codazzi ¢ a mesma nesses espacos modelos.
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