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RESUMO

Neste trabalho buscou-se fazer uma nova abordagem na construgao dos
nameros primos, na forma de encarar os numeros naturais, e na diferencia-
¢ao de nimeros compostos e primos, bem como mostrar sua distribuicao ao
longo do conjunto dos niimeros naturais com a finalidade de aprimoramento
dos nossos alunos do Ensino Fundamental e Médio no estudo do Conjunto
dos Numeros, apresentando-lhes em forma de subconjuntos e cisao de con-
juntos concluindo finalmente no Teorema Fundamental da Algebra (TFA).
Inicialmente fazendo um resumo histérico e em seguida uma introducao onde
destacamos o principio da boa ordenacao, divisibilidade, congruéncia, MDC,
MMC, definicao de ntimeros primos e nimeros composto e também o TFA.
Logo depois dividimos o trabalho em cinco capitulos nos quais tratamos a in-
finitude dos niimeros primos, aplicacoes, como achar niimeros primos, como
saber se um nimero é primo e por fim um trabalho feito com os alunos
do Colegio Militar de Manaus junto ao Clube de Matematica 14 existente.
Palavras-Chave: Conjuntos; Numeros Primos ; Nimeros Compostos; Con-

gruéncia; Divisibilidade.



ABSTRACT

In this study we attempted to take a new approach in the construction of
primes in the form of facing the natural numbers, and differentiating com-
pounds and prime numbers and show their distribution over the set of natural
numbers with the improvement of our purpose students of primary and se-
condary education in the study of the numbers set by presenting them in the
form of sub-assemblies and fission products finally emptying into the Fun-
damental Theorem of Algebra (TFA). Initially making a historical summary
then an introduction where we emphasize the principle of good order, divisi-
bility, congruence, MDC, MMC, definition of prime numbers and composite
numbers and also the TFA. Soon after divided the work into five chapters in
which we treat the infinity of prime numbers, applications, how to find prime
numbers, how to tell if a number is prime and for the end work done with

the students of Colegio Militar de Manaus with the math club there existing.

Keywords: Sets; Prime Numbers; Compounds numbers; congruence; Severa-
bility.
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Capitulo 1

Introducao

Nos professores de matematica, em geral, trabalhamos muito pouco as
caracteristicas dos nimeros primos com nossos alunos. Dentre alguns dos
motivos para que este fato ocorra, temos a dificuldade por parte dos alunos
em determinar se um numero é primo ou composto, faltando muitas vezes
estruturagao e método, e a falta de aplicacao no cotidiano dos alunos e, jun-
tando a isso temos as experiéncias negativas que envolvem esta matéria e a

maneira como os professores abordam esse tema.

Pensando nisso, deve-se escolher uma maneira motivadora para que sejam
abordados os temas relacionados aos niimeros primos, tentando envolver o
contetido o méximo possivel com a realidade do aluno, procurando sua apli-
cabilidade, de modo a tornar o processo ensino-aprendizagem mais tranquilo

e satisfatorio, em termos de resultados.

Neste texto, apresentamos uma proposta de abordagem do tema dos Ni-
meros Primos no Ensino Fundamental e Médio. Acreditamos que este tema
é muito importante, trazendo situagoes-problema para a sala de aula, onde
o aluno serad motivado a utilizar o raciocinio e a criatividade. Além disso,
verificamos que alguns contetidos, que a principio sao trabalhados no En-
sino Superior,podem ser iniciados nas séries anteriores ao curso universitario,
como por exemplo o estudo das congruéncias, o algoritmo de Euclides, mé-

todo de fatoracao de Fermat, os crivos e as classes residuais, que pode trazer



maior interesse por parte dos alunos com relacao aos niimeros primos.

Sendo assim com a finalidade de destacar os nimeros primos iremos orga-
nizar o conjunto dos ntumeros naturais N = {1,2,3,4, ...} em trés conjuntos,
o conjunto {1}, conjunto dos ntimeros primos P = {2,3,5,7, ...} e o conjunto
dos nameros compostos C' = {4,6,8,9, 10, ...} e posteriormente trataremos
de suas distingoes e relacoes, e importancia de cada um deles e como obter
elementos de cada um desses conjuntos.

Nesse contexto a unidade nao pode ser considerado um namero primo
pois contraria o Teorema Fundamental da Algebra, quando diz que todo ni-
mero natural diferente do 1 pode ser escrito de uma tnica forma através
do produto de potencias de nimeros primos. A titulo de exemplo podemos
observar, caso considerarmos o nimero 1 como um ntmero primo teriamos
6 =2x3 =1x2x3, sendo assim adotar o nimero 1 como primo contrariaria
esse teorema. Por outro lado o numero 1 nao pode ser considerado composto
pois é o tnico nimero natural que nao pode ser escrito através dos ntmeros
primos, desse modo temos o conjunto dos nimeros naturais, através destes 3
conjuntos, atendendo as condigoes de cisao onde a uniao é o préprio conjunto
dos naturais e a intersecio é vazia. E importante observar que os nimeros
primos sao nimeros positivos, mas muitas vezes e ao longo deste trabalho a
presenca dos nimeros inteiros positivos e negativos com suas operagoes serao

amplamente utilizados.

Estrutura do TCC

Além dos capitulos - Um pouco de Histoéria e a introducao - este trabalho
estd organizado como segue.

Consideragoes inciais:

Onde sao dadas as nocoes iniciais que serao importantes para o entendi-

mento e aplicagao dos nimeros primos.

Existem infinitos niimeros primos 7

Quantos nimeros primos existem? Existem infinitos nimeros primos?



onde se procura utilizar as demonstracoes mais simples que nos permite en-
tender a existéncia de infinitos nimeros primos dentro do contexto do ensino

médio e fundamental.

A importancia dos Nimeros Primos

Porque os nimeros primos sao importantes? Neste topicos é colocado si-
tuacoes em que os nimeros primos sao importantes para solucoes de alguns
problemas ou para gerar solugoes particulares ou para garantir a existéncia

delas.

Esse ntimero é primo?;
Como identificar se um ntmero é primo? Onde serd tratado alguns mé-
todos de se identificar se um nimeros é primo mostrando as vantagens e

desvantagens de cada um.

E possivel gerar Numeros Primos ?
Como gerar ntimeros primos? Nesse tltimo topico é feito um estudo sobre
os varios métodos de se gerar niimeros primos citando os aspectos positivos

e negativos de cada método.

Trabalhando com os Alunos:
Trabalho feito sobre o estudo dos ntimeros primos com os alunos do Clube

de matematica do Colégio Militar de Manaus.



Capitulo 2

Um pouco de Histoéria

Introduzimos um pouco de Historia segundo a referencia [08], [14] e [16].

Os gregos, em particular os pitagoricos, estudaram os nimeros extensiva-
mente e perceberam a importancia dos nimeros primos. Eles tinham um pro-
fundo interesse pelos niimeros perfeitos e pelos pares de niimeros amigaveis.
Posteriormente, Eratostenes descobriu como determinar todos os ntmeros
primos através de um crivo.

Os Elementos de Euclides (cerca de 300 a.C) possuem importantes teore-
mas sobre nimeros primos, inclusive uma prova de que os nimeros primos
sao infinitos, utilizando uma demonstracao pelo método da contradicao.

Euclides demonstra também a Teoria Fundamental da Aritmética que diz
que qualquer inteiro pode ser decomposto como produto de potencias de
ntmeros primos de forma tnica. Euclides também mostrou como construir
um nimero perfeito a partir de um primo Mersenne.

A palavra primo significa primeiro, e sua origem estd na concep¢ao numé-
rica da escola pitagorica por volta do século V a.C. Nessa época, os matema-
ticos gregos dividiam os ntimeros inteiros naturais em trés classes: a monad
(unidade, 1); os protoi arithmoi (significa nimeros primos) ou asynthetoi
aritmoi (nimeros nao compostos), ou seja,aqueles que nao podem ser gera-
dos pelo produto de outros niimeros além da unidade. {2,3,5,7,11,...} e os
deuterdi arithmoi (ntumeros compostos): aqueles que podem ser gerados pelo
produto dos protoi arithmoi. {4,6,8,10,12, 14, ...}.

Durante a Idade Media, o desenvolvimento da Teoria dos Nimeros Primos



ficou estagnado, assim como praticamente todas as outras areas do conhe-
cimento. Somente no seculo XVII, apos estudar a Aritmética de Diofanto
(escrita provavelmente no seculo III), Pierre de Fermat ressuscitou a ques-
tao, e é considerado o fundador da moderna Teoria dos Ntimeros. Fermat nao
era matematico profissional. Mesmo assim, encontrava tempo para se dedi-
car a matematica. Algumas de suas conjeturas posteriormente provaram-se
falsas, como a de que seria primo todo numero da forma Fn = 2% + 1, os
quais ficaram conhecidos como Numeros de Fermat, que ele fez baseado na
observacao de que Fy = 3, Fy = 5, Fy = 17, F3 = 257 e Fy = 65.537
sao primos onde em 1732, Leonhard Euler mostrou que F; = 22 41 =
4.294.967.297 = 641 x 6.700.417, portanto, composto, desmentindo assim a
afirmacao de Fermat.

Outra conjetura, hoje conhecida como Pequeno Teorema de Fermat, revelou-
se verdadeira e diz que se p é primo, e a e p sao primos entre si (dizemos que
dois niimeros a e p sao primos entre si quando seu tnico divisor comum ¢é o
1), entdo a?~! — 1 & divisivel por p. Utilizando esse teorema, podemos con-
cluir, por exemplo, que 2% — 1 ¢ divisivel por 101, sem termos que calcular
o valor desse namero.

Euler, desta vez, demonstrou sua veracidade, e percebeu, inclusive, que
esse teorema na verdade é um corolario de um teorema mais geral.

Euler, como bem se sabe, foi extremamente ativo na sua producao cienti-
fica. Durante sua vida publicou mais de 500 artigos em quase todas as areas
da matemaética. Entre suas contribuicoes, que depois tiveram consequéncias
na historia dos nimeros primos, esta o estudo da funcao ¢, conhecida como
Funcao Zeta de Euler.

Até entao ninguém havia conseguido ver um padrao na distribuicao dos
numeros primos. Essa distribuicao, aparentemente aleatoria, ensejou a ques-
tao de saber se era possivel prever a localizacao precisa do proximo numero
primo. Foi Gauss quem deu o primeiro e decisivo passo nesse sentido, aos
15 anos de idade. A tabela de ntimeros primos contida na contracapa de seu
livro de logaritmos parece ter sido a responsavel por esse passo. Onde em

vez de tentar prever a localizacao precisa do proximo primo, ele buscou ao



menos descobrir quantos primos haveria entre os primeiros 100 nimeros, os
primeiros 1.000 e assim por diante. Ou seja, se tomdassemos o numero N,
haveria alguma maneira de estimar quantos primos encontrariamos entre os
ntmeros 1 e N7

Ao se perguntar quantos primos existiam entre 1 e N, isto é, qual é o valor
da funcao m(n) para n = N, Gauss percebeu que parecia existir uma rela¢ao
entre esse valor e os logaritmos. Assim, parecia haver uma conexao entre a
funcao logaritmica e a distribuicao dos niimeros primos, que o levou, por fim,
até a descoberta da integral logaritmica. Gauss, de fato, foi um dos grandes
propulsores da Teoria dos Ntumeros. Em 1798, aos 21 anos, produziu uma das
obras-primas da matemaética, o livro Disquisitiones Arithmeticae, publicado
em 1801, onde, entre outras novidades, introduziu o conceito de congruén-
cia, que consiste em uma aritmética com os restos da divisao euclidiana por
um numero fixado, e que acabou por ter uma utilidade pratica, descoberta
somente apos cerca de 200 anos.

Analisando os estudos de Gauss, e estudando a Funcao Zeta de Euler,
estendendo-a para nimeros complexos, Riemann deparou-se com algo que
parecia acabar com a impossibilidade de prever a localizacao exata dos nu-
meros primos. Ele visualizou uma relacao entre os zeros nao triviais da
funcao zeta e a localizacao dos nimeros primos. Tal relacao teve como con-
sequéncia uma conjetura, ate hoje nao provada, conhecida como a Hipotese
de Riemann. Se sua conjetura estiver correta, a estimativa de Gauss sobre a
distribuicao dos numeros primos serd cada vez mais precisa a medida que se

avanca na cont agernn.



Capitulo 3

Consideracoes Iniciais

3.1 Principio da boa Ordenacao

Por muitos milénios os nimeros foram considerados entes intuitivos e al-
gumas de suas propriedades, como a comutatividade e associatividade da
adicao e da multiplicacao, consideradas inerentes & sua propria natureza,
sem a necessidade de demonstracao.

Com o desenvolvimento da matemética surgiram novos problemas que,
para melhor serem compreendidos e solucionados, precisavam de uma funda-
mentacao mais rigorosa do conceito de ntmero. Este trabalho foi realizado

pelos matematicos do século XIX.
1. Todo Numero Natural tem um sucessor, que ainda é um ntimero natural;
2. Numeros Naturais diferentes tém sucessores diferentes;
3. Existe um tnico Natural 1 que nao é sucessor de nenhum outro natural;

Definicao 3.1. Desta forma o conjunto nimerico que contém o nimero 1
e contém também o seu sucessor e possui também o sucessor de cada um de
seus elementos, esse conjunto contém todos os niumeros chamados naturais.
N=1{1,2,3,4,5,6,....} tem um elemento minimo 1 e uma relagao de ordem,
ou seja, dado dois elementos do conjunto acima a e b temos a < b ou a > b
ou a = b. Diante do exposto qualquer colecao finita de elementos deste
conjunto sempre teremos um menor e um maior elemento, e toda colegcao

infinita de elementos deste conjunto sempre haverd um menor elemento.

7



Exemplo 1. seja o conjunto dos divisores naturais do nimero 12 maiores
que 1, representado por D(12) = {2,3,4,6,12} neste caso é um conjunto
finito de nimeros naturais e tem um menor elemento o 2 e o maior elemento
o 12.

3.2  Divisibilidade

Definicao 3.2. Sejam a e b dois inteiros com a # 0 se a divide b tem-se
a notagao alb se somente se existe um inteiro k de modo que b = a X k e
chamamos b um miltiplo de a. Se a divide b temos que alb , a|—b e —a| —b.

Se a|l entao a = 1, pois se 1 = a X k implica a = k = 1.
Proposigao 3.1. Se alb e c|d entio a x c|b x d

Demonstracao: 1. Pois se b = a X ky ed = ¢ X ky temos b x d =

a X ¢ X ki X ky logo ac|bd

Proposicao 3.2. Se alb e se a|d entao alb x ki £ d X ky para todo ky, ko

nteiros

Demonstracao: 2. Pois seb=a X ki ed=a X kg logobx x+dxy=

axkixrxtaxkyxy=ax(k xzxxk xy)
Proposigao 3.3. Se alb e b|c entdo alc

Demonstragao: 3. Seb=axk ec=0bxk; entao c = ax k xky logo alc.

3.3 Nuimeros primos e niimeros compostos

Como ja citado o conjunto dos nimeros naturais pode ser dividido em
trés grupos chamados: 1, o conjunto dos nimeros primos (p, p1, P2, .., Pn) €

conjunto dos nimeros compostos (a, b, c, ..).

Definicao 3.3. Um numero natural p € primo, se para todo ¢ natural em
que 1 < ¢ < p, ¢ nao divide p. Por outro lado, um nimero composto, a, €

aquele em que existe um c natural tal que 1 < ¢ < a e c|a.

8



3.4 Divisao Euclidiana

Teorema 3.1. Dados inteiros d e D com d # 0, existem inteiros q e r tais

que
D=dg+re0<r<|d. (3.1)

Além disso, q e r sao unicamente determinados pelas condicoes acima.

Demonstracao. Considere o conjunto limitado inferiormente,
S={re€Z%x=D—dn para algum n € Z}.

Este conjunto é nao vazio pois existe um inteiro n tal que n.(—d) > D,
portanto r = D —n.d € S.

Pelo Principio da Boa Ordenagao, segue que S possui um menor elemento
r. Logo r = D — d.q, para algum ¢ € Z. E claro que r > 0 pois r € S.
Vamos agora provar que 7 < |d|.

Suponha por absurdo que r > |d|, logo r = |d| + s para algum s tal que
0 < s < r. Portanto

D=dqg+|d+s=d(qg+1)+s,
e consequentemente,
s=D—d(qg+t1)eS.

Como s € S e s < r, temos uma contradicao pois r era o menor elemento de
S.

Para provar a unicidade suponha que
D =d.q +r =dg+re,
com 0 <7y <|d|le0<ry<|d|. Por estas ultimas desigualdades segue que

—ld| < —ro<ri—ry ey —ry < |d| — 19 < |d],



e portanto

—‘d‘ <11 —T9g < ‘d‘

Consequentemente, temos que |r; — ro| < |d|. Como

d(Ql - 92) =T — T,

Segue que
ld|.lg1 — qo| = [r2 — mi| <|d].
Isto 86 € possivel se g1 = g € 71 = 79,
Portanto é possivel em 7Z efetuar a divisao de um nimero D por outro
niamero d # 0 com resto pequeno.

Os nimeros D, d, q e r sao chamados respectivamente de dividendo, divi-

sor, quociente e resto.

Observacao 3.1. Na divisao euclidiana, se D > 0 e d > 0, entao q > 0.

De fato, se valesse ¢ < 0, teriamos
D=dg+r<dg+d=dg+1) <0,

Logo D < 0, absurdo.
Por tudo que foi dito acima podemos fazer a seguinte definicao.

Definicao 3.4. Na divisao de a por b onde b nao divide a de forma inteira
definimos: a = bq + r...(1) restringindo v o 0 < r < |b|.... (2) Onde a
relagao (2) impoe a unicidade da igualdade (1).

Vejamos um exemplo:

Exemplo 2. Vejamos um exemplo seja a = —8 e b = 3 na divisao de —8 por
3 utilizando apenas (1) podemos ter: —8 = 3(=3)+1 ou —8 = =3 x2+(—2)
ou —8 = 3(—4) + 4. Utilizando também (2) temos apenas:—8 = 3(—3) + 1.
Um outro exemplo seria a = —8 e b = —3 logo temos apenas —8 =
(—3)3 + 1 obedecendo a relagao (1) e (2). Nesse contexto da divisibili-

dade podemos identificar os dois conjuntos: primos e compostos. Os primos

10



como o conjunto dos nimeros p, natural, onde para todo inteiro significa-
tivo b = {+1,£2,£3,..,£(p — 1)} temos que p = bqg + r o resto r sempre
0 <r <|b|. Por outro lado identificamos o conjunto dos nimeros composto
dentro do contexto da divisibilidade como aquele natural a onde existe um
inteiro significativo b = {£+1, 42,43, .., +(a—1)} tal que a = b.k para algum

numero k inteiro.

Observacao 3.2. O resto também ¢ denotado por a mod b na divisao de a

por b tratamento que serd dado posteriormente.

Exemplo 3. 43 (mod 12) = 43 +12 = 3comresto7 — — > 43 (mod 12) =7
59 (mod 5) =59 +5 =11 comresto4 — — > 59 (mod 5) = 4

2+ 3(mod7) =5 porque 5+7=0 com resto 5

2+ 9(mod 7) =4 porque 11 =7 =1 com resto 4

3 x 3(mod 7) =2 porque 9 =T =1 com resto 2

3.5 Teorema Fundamental da Aritmética

Este importante teorema mostra que os nimeros primos sao os construtores
dos inteiros, ou seja, todo niimero inteiro pode ser escrito de forma tinica como

um produto de poténcias de niimeros primos.

Teorema 3.2. (Teorema Fundamental da Aritmética (TFA)). Todo inteiro

maior que um se escreve de maneira unica como um produto de primos.
Lema 3.1. O menor divisor de um nimero natural € um nimero primo.

Demonstragao: 4. Seja a um nimero natural maior que 1 e seja d seu
menor divisor se d nao € primo existe ¢ tal que 1 < ¢ < d entao c|d logo

pelas propriedades demostradas acima cla logo ¢ < d contradicao.

Lema 3.2. (Lema de FEuclides) Se p é um primo que divide a.b entiao p
divide a ou p divide b.

Demonstracao: 5. Suponha que p é um primo que divide a.b mas que p

nao divide a. Como p € primo podemos afirmar que p e a sao relativamente
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primos. Assim existem inteiros r e s tais que ra + sp = 1. Entao r(ab) +

sb(p) =b. Como p divide ab e p divide p temos que p divide b.
Existéncia - TFA.

Seja S C Z formado de inteiros maiores que 1 que sao primos ou um
produto de primos. E claro que 2 € S. Supondo agora que para algum
inteiro n, S contém todos os inteiros k com 2 < k < n. Devemos mostrar
que n € §. Se n é primo, entao n € S por definicao. Se n nao for primo, n
podera ser escrito na forman =a.bonde 1l <a<nel <b<n.

Como estamos assumindo que a e b pertencem a S, eles sao primos ou
produtos de primos. Assim, n também é um produto de primos. Existéncia
provada.

Unicidade - TFA

Sejam duas fatoracoes em primos de n:

n = pip2...Pr = q142...4s

Pelo Lema de Euclides pi|g; para algum ¢; e como p; e ¢; sao primos
temos que p; = ¢; para algum ¢ € {1,2,...,s}. Analogamente py = ¢; para
algum j € {1,2,..., s} e assim por diante. Pela propriedade do cancelamento
teremos 1 = g;,...q;, se s > r. Mas isso ¢ um absurdo pois nenhum produto
de nimeros primos pode ser igual a 1. Analogamente se s < r também
chegamos a um mesmo absurdo. Logo s = r e 0s primos sao os mesmos.

Também podemos observar que dado um niimero a composto seja p seu
menor divisor diferente de 1 tal que b = a/p sendo assim se b primo temos
a = b.p sendo assim terminada a fatoracao de a. Caso b seja composto temos
p1, menor elemento que divide b diferente de 1, um nimero primo ( que pode
ser igual a p ou nao) tal que ¢ = b/py se ¢ um numero primo temos a = c¢.p.p
terminamos a fatoracao, caso contrario seguimos sucessivamente dessa forma
até obtermos a fatoracao final do niimero a como:a = p.p1.ps...py.

Quanto a unicidade, seja a um composto dado, seja p o menor divisor de a
pelo principio da boa ordenagao ele é tinico, partindo dai seja b, onde b = a/p,

e 1 < p1 < b o menor divisor de b, é tinico pelo principio da boa ordenacao,
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desta forma e assim sucessivamente segue a unicidade:a = p.p1.ps...pp.

Diante do exposto e estendendo um pouco mais o raciocinio podemos dizer:

Proposicao 3.4. Dado nimero natural a diferente de 1 é composto se e
somente se possui algum divisor primo p cujo quadrado é maior do que 1 e

menor ou iqual a a.

Demonstragao: 6. Se existe p o menor divisor primo de a tal que: 1 <
p < p?® < a entio a é composto. Por outro lado, se a é composto, ele possui
um divisor natural q¢ cujo quadrado e maior do que 1 e menor do que ou
igual a a. Se q € primo basta colocar p igual a q. Se q € composto ele possui

um menor divisor primo p tal que: 1 < p* < ¢* < a.

Exemplo 4. Tomemos por exemplo o nimero 1638 o seu menor divisor
¢ 2 entao: 1638/2 = 819, agora o menor divisor é 3 e dai 819/3 = 273
dai 273/3 = 91 dai 91/7 = 13 dai 13/13 = 1 dessa forma temos 1638 =
2 X 3 X3 X7x 13 nao havendo outra forma sendao pela troca de ordem dos

fatores.

Observacao 3.3. Agora utilizando TFA podemos demostrar, outra vez, que
se p um nidmero primo e pla X b se e somente se pla ou plb, basta decompor

a e b em fatores primos algum deles (ou os dois) terd de ter o fator primo

p-

3.5.1 Meétodo de fatoracao de Fermat

Por fim apresentaremos nessa secao este método simples que nos permite
fatorar um ndmero impar identificando até se ele é um nimero primo. O
método consiste basicamente em: dado um ntmero natural impar N, vai se
somando a ele os primeiros ntimeros impares L = {1, 3,5, %} em cada

linha. Até se encontrar um quadrado perfeito n? neste momento temos:

N =(n+L)(n—L)

.Caso seja a ultima linha um quadrado perfeito, ou seja, a linha L = %

temos que N é um numero primo.
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Agora vejamos um exemplo:

Exemplo 5. Seja N = 33 temos que:

1:334+1=234
2:344+3=37
3:37+4+5 =42

4:42 4+7 =49 = 7?

logo temos: :
33=(7—4) x (7+4)

Nao é um nimero primo.

Exemplo 6. Seja N = 43 temos que:

1:43+1=44
2:44 43 =47
3:4745 =52

22 : 441 + 43 = 484 = 222

Logo temos:
43 = (22 +21) x (22 —21)

Um nimero primo.

3.6 MDC e MMC

Definigao 3.5. Dados dois ou mais nimeros inteiros (que nao sejam nulos
ao mesmo tempo) chamamos de MDC desses dois ou mais nimeros ao maior

divisor comum a ambos.
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Existéncia: Considere os divisores desses niimeros pelos menos teremos
o 1 como elemento comum.

Unicidade: Como o conjunto dos divisores de qualquer inteiro é limitado
temos que o conjunto formado pela intersecao desses conjuntos também é

limitado, logo havera um maior elemento.

Exemplo 7.
D(12) = {£1,£2, 43, +4, +6, 12}
D(18) = {£1,£2, 43, 4+6,4+9, 18}
D(12) N D(18) = {£1,£2,£3,£6}
Logo 0 mdc(12,18) = 6.

Pela definicao dada acima o mdc entre dois ou mais nimeros sempre sera
um namero positivo afinal sendo o ntimero 1 sempre um dos divisores de
qualquer nimero, com certeza o mdc serd maior ou igual a unidade. Por
outro lado um numero jamais vai poder ser dividido por um valor maior que

seu valor absoluto pela definicao de divisibilidade logo, podemos escrever:1 <

mdc(a,b) = mdc(—a,b) = mde(a, —b) = mdc(—a, —b) < min(|al, |b]).

Definicao 3.6. Dados dois ou mais nimeros inteiros (todos nao nulos),

chamamos de seu MMC" ao menor miltiplo positivo comum a eles.

Existéncia: Considere os multiplos desses ntimeros teremos pelos menos
como elemento comum o produto dos nameros dados.

Unicidade:Como o conjunto dos multiplos positivos sao naturais temos
que o conjunto formado pela intersecao desses conjuntos também é limitado,

logo havera um menor elemento.

Exemplo 8.
M(12) = {+12,+24, +36, £48, 60, 72, ...}

M(18) = {+18, 436, £54, +72, ...}
M(12) N M(18) = {36, +72, £108, ...}
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Logo 0o mmc(12,18) = 36.

Por definicao o mmec tem que ser positivo e como é um miltiplo comum
aos numeros dados temos que o mmec de dois ou mais niimeros nao podera ser
menor que o valor absoluto do menor valor sobre os quais se calcula o mmec.
Por outro lado sempre vai ser menor ou igual ao médulo do produto de todos
os valores envolvidos. Para o caso de dois valores a e b temos:min(|al, |b]) <

mmec(a,b) = mme(—a,b) = mme(—a, —b) < |a.b|.
Lema 3.3. Se a = bq + r, entio mdc(a,b) = mde(b, 7).

Demonstracgao: 7. Se ¢ = mdc(a,b) temos cla e c|b, logo c|la —bg = c|r e
portanto ¢ € Db Dr. Da mesma forma, se ¢ € DbN Dr temos c|b e c|r,
logo c|lbg+ 1 < cla e assim c¢€ DbN Dr.

3.7 Algoritmo de Euclides

O algoritmo de Euclides ¢ um método que tem por finalidade determinar o
mdc entre dois nimeros inteiros dados e que por fim ird determinar a solucao
de Equacoes Diofantinas que sao equacoes da seguinte forma: a.x + b.y = ¢
com a, b, ¢ inteiros assunto tratado no capitulo "A importancia dos nimeros
primos". E um método simples de possivel inserciao no Ensino Fundamental,
e uma ferramenta ttil no Ensino Fundamental e Médio. O método segue
a seguinte regra: divide-se o maior pelo menor, este pelo primeiro resto
obtido, em seguida o segundo resto pelo primeiro e assim sucessivamente até
encontrar um resto nulo, nesse ponto o ultimo resto encontrado diferente de

zero ¢ o mdc procurado. Este metodo se baseia no seguinte lema:

Lema 3.4. Seja a e b tais que a = b.g+ 1, com r > 0 entao mdc(a,b) =
mdc(b,r).

Demonstracao: 8. Se mdc(a,b) = d entao d|(a — b.q), logo d|r e sendo
assim d|b e d|r, mas se existe um ¢ que divida b e r entao c|b.q + r logo cla

entao ¢ < d.

Observagao 3.4. mdc(a,b) = mdc(b.r1 )= mdc(ry,rs) = ... =mde(rp_1,75).
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Observagao 3.5. Se bla entao mdc(a,b) = b.

Exemplo 9. Vamos determinar o mdec(963,657). Dai temos:
963 = 657 x 1 4 306

657 = 306 x 2 445
306 =45 x 6+ 36
45 =36 x1+4+9
36=9x4+0

Logo o mdc procurado é 9 que pode ser escrito como uma combinac¢ao linear

dos nimeros 963 e 657 da sequinte forma:
9=145-36 = 45—(306—45x6) = —306+7x45 = —306+7 x (657—306 x 2)

= 7 x 657 — 15 x (963 — 657) = 963 x (—15) + 657 x 2

ou seja, 963 x (—15) + 657 x 2 =9

3.8 Fatorial

Definicao 3.7. O fatorial de um numero natural n € definido por n! onde
nl=123..n (3.2)

Exemplo 10. 3! =123=6¢ 1l =0!=1.

3.9 Teorema de Wilson

Proposicao 3.5. Seja p um nimero natural diferente de 1 tal que:

plllp =D+ 1] (3-3)

Entao p € primo.
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Demonstracgao: 9. Se p ¢ menor do que 6, ele nao pode ser composto, pois
4 nao divide 7, ou seja, 41 [3! + 1]. Se p e maior ou igual a 6, ele também
nao pode ser composto, pois se n e um numero composto maior ou igual a
seis, n|(n —1)! pois seja n = a.b, um produto de dois inteiros (a e b) tal que
1 <a,b<n. Sea eb sao distintos, eles sao fatores distintos do fatorial
acima, donde seque o resultado. Se b e igual a a, quer dizer que n e igual
a a® e que a e um fator do fatorial acima. Vamos mostrar agora que 2a e
um fator distinto do mesmo fatorial, o que e suficiente para o que foi pedido.

Como a € maior do que dois: 2 < a < 2a < a?> =mn . Sep é composto entdo
pl(p— 1) logo pt [(p — 1)t +1].

Exemplo 11. Uma das aplicacoes mais conhecidas € dada a sequir: Seja:
K=Mx(N+1)—(N!'+1) (3.4)

com M e N naturais. em sequida aplica-se :
P:%x(N—1)UK2—1|—(K2—1)]+2 (3.5)

Nesta aplicacao os primos P aparecem muito lentamente, ou seja, para M =
1 eN =2 temos o primo P = 3, para M =5 e N = 4 temos o primo
P =5, para achar o primo P =7 temos que ter M = 103 e N =6, e para o
primo P = 11 temos M = 329891 ¢ N = 10. Isso deve-se ao fato de que a
expressio | K2 —1|—(K%—1) sd assumir dois valores:0 ou 2, respectivamente
para K # 0 e para K = 0. Sendo assim temos que fazer escolhas adequadas
para M e N utilizando o teorema de Wilson. Pois para termos K = 0 na

primeira formula teremos:
M x (N+1)=N!+1 (3.6)

Ou seja, (N + 1)|(N!+ 1) o teorema de Wilson. Desta forma no
momento que se escolher para N um valor igual a um nimero primo menos

1 acha-se M e temos para P um primo.
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3.10 Congruéncia

Definigao 3.8. Seja a,b e m naturais temos que se m|(a — b) ou m|(b— a)

escrevemos: a = b(modm) ou b = a(modm)
Proposigao 3.6. Se a = b(modm) e ¢ = d(modm) entio a.c = b.d(modm)

Demonstragao: 10. Se m|(a—b) e m|(c—d) entao mla.(c—d)+d.(a—b)

entio m|(a.c — b.d) escrevemos a.c = b.d (modm).

Consequéncia: logo a = b(mod m) < a.n = b.n(modm).

Proposicao 3.7. Se m|(a — b) e m|(c — d) entdo a +c = b+ d (modm)
Demonstracao: 11. m|[(a—b)+(c—d)] = m|[(a+c)—(b+d)] = (a+c) =

(b+ d)(modm) da mesma forma como m|(d — ¢) temos m|(a —c) — (b—d)

sendo assim (a — ¢) = (b — d)(modm).
Consequéncia: Se a +c = b=+ c(modm) < a = b(modm).

Proposicao 3.8. Se a.c = b.c (mod m) e o mdec(c,m) = d entao
a="b(modm/d).

Demonstragao: 12. Observe que se a.c = b.c(modm) entao m|(a.c—b.c) =
c.(a —b) dado v e s tal que m = r.d e ¢ = s.d e mde(r,s) = 1 logo
r.d|s.d(a — b) logo r|s.(a — b) logo r|(a — b) entdo a = b (mod 1) ou seja
a = b(modm/d).

Consequéncia: Seja a.c = b.c(modm) de tal modo que mdc(m,c) = 1 vale

a simplifica¢ao a = b (mod m).

3.11 Pequeno Teorema de Fermat
Lema 3.5. Se p € primo e nao divide a entio plaP™t — 1 entio escrevemos:
a’~! = 1(modp) (3.7)

Demonstragao: 13. Sejam os mailtiplos positivos de a, {a, 2a, 3a, 4a, ..., (p—

1)a} todos eles nao sao divisiveis pelo primo p e sao incongruentes 2 a 2,
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ou seja, dador e s tal que 1 <r < s < p—1 entao p nao divide r — s logo
também nao divide ar — as. Sendo assim os a,2a,3a,4a, ...,(p — 1)a, cada
um deles € congruente a algum dos termos 1,2,3,4...,p — 1. Dai podemos

escrever:
a,2a,3a,4a, ..., (p— 1)a =1.2.3.4...(p — 1) (mod p)
@ (p—1)! = (p—1)! (mod p)
a’~! =1 (mod p)

Exemplo 12. Seja p =7 e a =8, temos 8.1,8.2,8.3,8.4,8.5,8.6. Teremos
8.1 = 1(mod 7), 8.2 = 2(mod 7), 8.3 = 3(mod 7),8.4 = 4(mod 7), 8.5 =
5(mod 7) e 8.6 = 6(mod 7). Logo temos :

8.1.8.2.8.3.8.4.8.5.8.6 = 1.2.3.4.5.6 (mod 7)

80.1.2.3.4.5.6 = 1.2.3.4.5.6 (mod 7)
89.6! = 6! (mod 7)
8% =1 (mod7)

Proposicao 3.9. Se p é um primo qualquer e seja a um inteiro entao pla’—a

entao escrevemos:
a’ = a(mod p) (3.8)

Demonstragao: 14. Podemos escrever pla? —a ou pla.(a?~t —1) entdo pla

ou plaP~t — 1 pelo lema anterior.

3.12 Classes Residual Modulo m

Definicao 3.9. Seja Z,, = {[0], [1],[2], ..., [m — 1]} onde [n] = {mk+n;k €

Z)} chamado de sistema completo de residuo modulo m.
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Exemplo 13. Para m = 3, ou seja, Z3 temos:
0]={...—6,-3,0,3,6,9,12,15,....} =3k +0

1] ={..—5-214,7,10,13,16,...} = 3k + 1
2] = {.. —4,-1,2,5,8,11,14,17, ...} = 3k + 2
Proposigao 3.10. Dada uma classe residual modulo m, Z,, = {[0], [1],[2], ..., [m—

1]} a uniao [0)U[1JU[2],...,Ulm —1] € o conjunto dos inteiros e a intersecdo
[1] N [2]...[m = 2] N[m — 1] a dois € vazia.

Exemplo 14. Conforme o conjunto Zs a uniao de [0)U[1]U[2] = Z (conjunto
dos inteiros) e interse¢ao dois a dois dos conjuntos (0], [1]e[2] ¢ vazia.
Operagoes: Adicao: [a] + [b] = [a + b] Multiplicacao: [a] X [b] = [a X b]
Exemplo 15. Para Zs temos: [1]4[2] = [142] = [0] e [2] x[2] = [2x2] = [1].
Definicao 3.10. Um elemento [a] € Z,, é chamado de invertivel quando
existe um [b] € Zy, de forma que [a] X [b] = [1] com a e b diferente de zero.

[
Exemplo 16. Em Z,, temos : [1] x [1] = [1], [2] x [2] = [1].

Observagao 3.6. Seja p primo no conjunto Z;, = {[1], [2], ..., [p — 1]} todos
os elementos sao invertiveis e o produto de quaisquer dois elementos desse
conjunto nunca ¢ [0]. Por outro lado seja m onde Z;, = {[1],[2], ..., [m —1]}
nao primo haverd pelo menos dois elementos desse conjunto cujo produto

seja [0].
Exemplo 17. Em

Zy: 2] x[2] =1[0] Ze: [2]x[3]=[0]
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3.13 Curiosidades sobre niimeros primos e compostos

Nesta secao € tratado sob a forma de observacao algumas curiosidades
sobre nimeros primos e compostos, citando algumas conjecturas que ainda
nao foram provadas.

Primos gémeos sao inteiros positivo impares consecutivos que $ao primos
por exemplo: 17 e 19, 29 e 31, 41 e 43,.., 857 e 859,.., 22961 e 22963,..,
140.737.488.353.699 e 140.737.488.353.701. Nao se sabe ainda a existéncia
desses pares de niumeros primos € infinita.

O menor nimero primo € 0 2 e € 0 Unico primo par, € 0 MenoT NUMero na-
tural composto € 0 4. Os primeiros nimeros primos sao: {2,3,5,7,11,13,17,19, ....}.

Todo nimero inteiro par maior que 4 € a soma de dois primos ( Congectura
de Goldbach) como se observa: 6 = 3+ 3; 8 =3+ 5; ...; 20 = 3+ 17....
essa congjectura jd foi verificada para acima dos 100.000 primeiros nimeros
naturais e € utilizada como verdadeira mesmo sem a demonstracao.

Temos também que todo inteiro impar n > 5 pode ser escrito na forma:
n=p+2xq ondep eq sio primos ( Conjectura de Lagrange) como se
observa: T=3+2x2,..;29=74+2x11;..;47T=13+2 x 17;...;71 =
13+ 2 x 29;... também essa propriedade é utilizada sem demonstracao.

A soma de nimeros pares é sempre um niumero par logo nao € primo.
Por outro lado a soma de uma quantidades par de nimeros impares € par
logo nao é primos (exce¢io 1+1), e também a soma dos primeiros nimeros
impares € um quadrado perfeito logo nao € primo.

Congectura de TSCHEBISCHEFF onde afirma que para todo inteiron > 3

existe pelo menos um primo entre n e 2.(n — 1).
Exemplo 18. Para n =4 temos p = 5; paran =5 temos p =7,
paran =6 temos p="7; paran =7 temos p = 11;
para n =8 temosp =11 ep =13
O nimero p € um primo de Sophie Germain se 2p + 1 também for um

ndmero primo. Atualmente conjectura-se que existam infinitos primos de

Sophie Germain, mas ainda também nao se consequiu demostrar. Um fato
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interessante sobre este tipo de nimero € que se p € um primo de Sophie Ger-
main, entao existem inteiros x, y e z, diferentes de zero, tais que xP + yP =
2P. Este ¢ o primeiro caso para o ultimo teorema de Fermat. Demostracao
essa que nao cabe neste trabalho.

Por fim uma sequéncia curiosa de alterndncia de nimeros primos e ni-
meros compostos:

91 composto
9901 primo
999001 composto
99990001 primo
9999900001 composto
999999000001 premo
99999990000001 composto
9999999900000001 primo

Ocorrendo assim uma curiosa sequéncia de niumeros primos e composto
da sequinte forma:
N =10"" - 10"+ 1

onde n natural. E se n-impar o nimero N é composto e se n-par entao o N

€ primo.
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Capitulo 4

Existem infinitos niimeros primos?

Neste capitulo iremos demostrar a existéncia de infinitos niimeros primos
e dentro de uma narratiwa historica analisar a sua distribuicao no conjunto

dos numeros naturais.
Proposicao 4.1. Eziste uma infinidade de nimeros primos.

Demonstracao: 15. Suponha que exista apenas uma quantidade n de ni-
meros primos sejam eles p1,pa...,pn € também seja N = p1.ps....p, £ 1. Se
N ¢ primo entao temos um primo diferente de p1,po, ...p, caso N composto
seja p um primo tal que: se p|N e p € {p1,p2,....pn} entio p| + 1 sendo
assim p = £1 o que contraria o fato de p ser primo logo p é diferente de

P1,D2; ---Pn-

Faremos agora duas outras demostracao:

Demonstragao: 16. Podemos também demostrar a infinitude como se se-
gue:seja N um natural resultado do produto de todos os n primos e como
o m.d.c(N,N — 1) =1 logo os fatores primos de N e N — 1 sao distintos,
entao existe p primo diferente dos p1,pa, ..., pn que divide N — 1, dai seque

também a infinitude dos niumeros primos.

Demonstracao: 17. para cada nimero natural n > 1 defina x(n) = n!+1.
Como x(n) é wm nimero natural (para cada n natural) , entao existe um
primo p fator de x(n). Esse primo p nao pode dividir wm nimero menor do
que ou igual a m, pois neste caso, diwvidiria n! e dai, dividiria x(n) —n! =

1 entao dividiria a unidade o que ¢ uma contradicao. Sendo assim dado
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qualquer natural n > 1, sempre existe um primo p > n concluindo entao
que hd uma infinidade de numeros primos!. FEsta demostracio se deve ao

matemdtico francés Charles Hermite que viveu de 1822 a 1901.

Proposicao 4.2. Seja n nimero natural com n > 4 ele serd composto se e

somente se n|(n — p)! onde p é o menor divisor primo de n.

Demonstragao: 18. Provaremos inicialmente que n composto divide (n —
D)!.De fato, suponha que n = ny.ng com ny < n e ny < n. Seny #
na,podemos supor que ny < ng, e portanto, (n—1)! =1..n1...n9....(n—1); o
que mostra que n|(n — 1)!, neste caso. Suponhamos que ny = ny > 2. Logo,
Suponhamos que ny = ny > 2. Logo, (n — 1)l = 1..m1...2 X ny.....(n —
1); o que implica também que n = ny x ny divide (n — 1)!. Agora, note
que m.d.c(nyn — 1) = 1 e que n|(n — 2)!(n — 1); portanto, n|(n — 2)!.
Generalizando como se seque: Seja p o menor nimero primo que divide n;
entio, n|(n—p)! De fato, temos que m.d.c(n—1;n) = 1; m.d.c(n—2;n) =1 e
m.d.c(n—(p—1),n) = 1; ,. Logo, seque que (n—1)(n—2).....(n—p+1);n) =

1, o que, em vista do fato de n|(n — 1)! Entao se conclui que n|(n — p)!.

E possivel gerar nimeros compostos de vdrias maneiras dentre as mais
interessantes € gerar uma quantidade finita de niumeros compostos consecu-
tivos utilizando o sequinte recurso: Dado n natural maior ou igual a 2 temos
(m+1)!4+2, (n+ D)!+3,....,(n + 1)+ (n+ 1) todos nimeros compostos e
divisiveis por 2,3,4,...,n+ 1 essa sequencia de nimeros naturais consecuti-
vos onde nao aparecem nem um numero primo sao chamados de desertos de

numeros primos.

Exemplo 19. Seja 4!+2, 4143 e 4144, sao nimeros compostos consecutivos.
Caso tivéssemos escolhido um natural maior que 3 teriamos encontrado uma

sequencia muito maior de nimeros compostos.
I[sso mostra que apesar dos niimeros primos serem infinitos a medida que os

numeros crescem encontramos maiores desertos de niimeros primos ficando

cada vez mais rara a sua frequéncia.
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4.0.1 A Distribuicao dos Niimeros Primos

Utilizando uma narrativa histérica apresentaremos um modelo capaz de
mostrar a distribuicao dos numeros primos de 1 a N natural de acordo com
o texto abaixo da referencia [25].

Muitos matematicos ao longo do tempo estiveram dedicados tentando re-
solver dois problemas um era localizar de forma precisa o proximo primo a
partir da posicao de um primo conhecido, e o outro era de determinar quan-
tos primos existiam entre 1 e N. Entre eles, Gauss, que se dedicou a saber
quantos primos existiriam entre 1 e um nimero N qualquer. Afirma-se que
Tal percepcao tenha sido motivada pela leitura de um livro de logaritmos
que continha na sua contracapa uma tabua de ntmeros primos nessa opor-
tunidade percebeu, entao, que parecia haver uma forte regularidade. Nessa
oportunidade ele foi estudar uma funcao, que posteriormente foi denotada
por m(z), definida como o nimero de primos p tais que p < z, chamada de

funcao de contagem dos ntumeros primos. Assim temos:

Exemplo 20. (1) = 0, n(2) = 1, n(3) = 2, n(10) = 4, 7(100) = 25,
m(1000) = 168, etc. Nao é necessirio que T seja um nimero natural,
m(vV2) = 0, w(e) = 1, m(n) = 2, etc. Desse modo, a proporcio de ni-

meros primos entre 1 e x € dada por w(x)/x .

Dessa forma foi feita uma analise do comportamento deste quociente para
uma quantidade relativamente grande de nimeros naturais, dessa forma
Gauss buscou encontrar uma funcao de comportamento bem conhecido que
se aproximasse de 7(x)/z para z suficientemente grande. Com uso dos com-
putadores atuais construiu-se a Tabela abaixo alguns valores do quociente

Na época foram construidas varias tabelas muitas utilizadas e construidas
por Gauss. Ele observou que, sempre que multiplicava seu espaco amostral

por 10, o valor do quociente z/m(z) era acrescido em cerca de 2, 3.

Essa propriedade de transformar produtos em somas é a que caracteriza
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X m(x) X/ w(xX)
10 4 2.5
100 25 4.0
1000 168 0.0
10.000 1220 8.1
100.000 gs592 10.4
1.000.000 T8 498 12,7
10000 000 a6d 570 150
100,000,000 5.761.455 17.4
1.000.000.000 50.847.534 19.7
10000000 000 455.052.511 22.0

Figura 4.1: A Distribuicao dos Ntimeros Primos

as funcoes logaritmicas. Logo se levou a crer que, entao, haveria uma base
a de modo que: z/m(z) = log,x < mw(x)/x = 1/log,x Analisando tabelas,

concluiu-se que essa base poderia ser o numero e, e assim conjeturou:
m(x)/x = 1/lnx < w(z) =~ z/lnx (4.1)

Em 1896, Poussin e Hadamard, independentemente, demonstraram que:

m(x).Inx _1 (4.2)

lim
T—00 €T
Esse resultado ficou conhecido como Teorema dos Numeros Primos, pro-
vando a igualdade assintotica das duas funcoes. A demonstracao desse te-
orema ¢ bastante dificil e nao serd apresentada neste trabalho pois utiliza
ferramentas de Anélise Complexa que nao tem significado neste compendio
apesar de ser uma area que atualmente é muito importante no desenvolvi-
mento da Teoria dos Nimeros.
Em 1949, Selberg recebeu a Medalha Fields, um dos maiores reconheci-
mentos de um matematico, por ter simplificado de forma substancial a de-
monstragao original desse teorema. Por meio dele, podemos obter uma boa

aproximacao para o n-esimo nimero primo p,, vendo que:
pn = n.dn(n) (4.3)
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Inconformado com a aparente incorrecao da estimativa de Gauss, e anali-
sando as tabelas de primos existentes até entao, Legendre apresentou o que

seria uma melhoria na estimativa, onde Legendre substituiu a aproximacao

N N
InN InN—1,08366 °

efeito de desviar a curva de Gauss em direcao ao nimero verdadeiro de pri-

por introduzindo assim uma pequena correcao que tinha o
mos. Considerando-se os valores dessas funcoes situados dentro do alcance
computacional da época, era impossivel distinguir os gréficos de 7(N) da
estimativa de Legendre. Além do mais, no século XIX havia uma grande pre-
ocupacao com a aplicagao pratica da matematica, que deveria dar resultados
mais precisos quanto possivel, independentemente do método empregado, o
que pesava a favor da estimativa de Legendre. O termo 1, 08366 introduzido
na formula, porém, era pouco consistente, e considerado totalmente artificial,
o que fez com que alguns matematicos acreditassem que deveria haver algo
melhor e mais natural. Anos mais tarde, o proprio Gauss apresentou um refi-
namento na sua estimativa, que ficou conhecida como a integral logaritmica,

denotada por:

/; 1/ln(x)dx (4.4)

Segundo a justificativa tedrica da nova estimativa de Gauss baseava-se
na ideia de probabilidade. Como a distribui¢ao (dos primos) parecia tao
aleatoria, o lancamento de uma moeda talvez fosse um bom modelo para a
escolha dos primos. [...| Porém, pensou Gauss, a moeda teria que ser viciada,
de modo que nao caisse em cara a metade das vezes, e sim com a probabilidade
de W Assim como, em N lancamentos de uma moeda nao viciada, espera-
se que o numero de caras seja % + % + ...+ % com total de n-termos. Gauss
supoOs que, para a moeda viciada dos primos, o nimero de caras, ou seja, o

1

nimero de primos até IV, seria algo como: ;5 + 75+ 75+ ... + V)

Considerando cada um destes termos como a area de um retangulo com base
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igual a 1 e altura igual a m, para n = 2,..., N, Gauss seguiu os passos

naturais que o levaram até a integral logaritmica, que é a area exata sob a
curva m , limitada pelas retas x = 2, © = N e o0 eixo-x. Dessa forma assim

foi possivel comparar as estimativas sobre a quantidade de primos até x.

b Erro (%0)de x/In x Erro (%) dex/(In x- 1,08366) | Erro (%) de At/In t
10 8,57 105,10 28.00
10° -13,14 13,59 16,32
10° -13.83 2.20 5.10
10* -11,65 0.12 1.31
10° -9.44 -0,04 0,38
108 -7.79 0,06 0,16
10’ -6.64 0,08 0,05
10° -5.77 0,11 0,01
109 -5.09 0,14 0,003
10" -4.56 0,15 0,0007

Figura 4.2: A Distribuicao dos Numeros Primos

A nova estimativa de Gauss passou a ser mais precisa do que a de Legendre,
a medida que as tabelas de ntimeros primos comecaram a ficar mais extensas.
A anélise tedrica de Gauss havia triunfado sobre a tentativa de Legendre
de manipular sua formula para se adequar aos dados disponiveis, segundo a

tabela acima. Prevalecendo até os dias atuais.
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Capitulo 5

A 1mportancia dos Niimeros Primos

E natural perceber a importancia dos ntimeros primos em varias aplica-
coes matematicas tanto na algebra, aritmética e geometria. A presenca desses
nimeros nos permite ver até aonde podemos simplificar os processos, a iden-

tificar unicidades e até em alguns casos determinar a impossibilidade.

Primeira Aplicacao:

Buscando o caso em que os nimeros primos tornam sempre possivel a
solucao de um problema, podemos citar o caso, por exemplo, das equagoes
diofantinas em que toda equacao diofantina na forma a.x + b.y = ¢ com
a, b, c constantes inteiras, s6 havera solucao, ou seja,s6 haveré valores z e y
que atendam a equagao, se e somente se ¢ for um miltiplo do mdc(a, b) sendo
assim sempre havera solugao se o mdc(a,b) = 1 e isso sempre vai acontecer
se a ou b for um ntmero primo, ou se forem primos entre si, nesse caso a
equacao terd sempre solucao independente do valor de c¢. Se também a e b
forem nimeros de Fermat também atende para qualquer ¢ conforme veremos

no capitulo 7.

Segunda Aplicagao:

Um caso em que os nimeros primos sao determinantes, seja Z,, a classe
residual modulo m (natural), ou seja, Z,, = {[0], [1],[2],..,[m — 1]} ,onde
[r] s@o todos os nimeros naturais que divididos por m da resto r. Z,, ¢ um

corpo se, e somente se, m é primo, pois nesse caso todos os seus elementos
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diferentes de zero sao invertiveis, dessa forma o conjunto Z,, deixa de ser um

anel e passe a ser um Ccorpo.

Terceira Aplicacao:

Se formarmos um produto de fracoes onde os numeradores sao os nime-
ros primos {3,5,7,11,...} e os denominadores sao os vizinhos do numerador
desde que seja diferente de um multiplo de 4 achamos uma forma de deter-
minar o valor 7 . Assim temos % X % X % X % X % = 3.

Quarta Aplicacao:

Hoje em dia a grande aplicacao dos ntimeros primos é na criptografia. Bem
vamos a uma, breve explicagao, Para interpretar uma mensagem codificada,
temos duas formas: decodifica-la ou decifra-la Decifrar significa interpretar
uma mensagem codificada sem possuir a receita de decodificacao. Obvia-
mente, esta opcao é utilizada por quem nao é o destinatario legitimo da
mensagem. Assim, o objetivo dos criadores de codigos criptogréficos é difi-
cultar ao maximo o trabalho dos decifradores. Hoje em dia é muito utilizado
um sistema de criptografia conhecido como RSA. Em breves palavras o RSA

funciona da seguinte forma:

1. Escolhemos dois ntimeros primos p e q.
2. Para codificar uma mensagem, utilizamos o niimero n = p X q.

3. Para decodificar uma mensagem, precisamos conhecer p e q.

Como jé foi dito, a seguranca do método reside na dificuldade de fatorar n,
ou seja, na dificuldade de se obter p e ¢, mesmo possuindo n. Isto é facil de se
compreender, quando se estd falando de nameros grandes, com centenas de
algarismos, como os que sao usados atualmente para a seguranca da Internet
pela criptografia RSA. Numeros grandes pois apesar de apresentarem algum
trabalho para um ser humano decompostos facilmente e rapidamente por um

computador de mesa com software adequado.
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Capitulo 6

Esse Nuiimero é Primo ?

Mesmo sabendo que existem infinitos niimeros primos na maioria das vezes
nao é muito facil concluir que um determinado niimero é primo ou nao, a
tarefa se torna ainda mais dificil quanto maior for o namero.

Ao longo do tempo foram desenvolvidos alguns métodos que ajudam nessa
tarefa, mas em geral nao tem uma aplicacao pratica razoavel para alunos
do ensino médio, esses métodos muitas vezes precisam da utilizacao de com-
putadores e boas calculadoras para realizacao de célculos repetitivos e enfa-
donhos, afastando assim os alunos e professores deste tema. Neste capitulo
colocaremos algumas ideias que podem ajudar a estruturar o estudo deste
assunto.

A partir desse momento vamos tracar discussoes que facilitarao o entendi-
mento do que foi dito acima.

Metodo: Seja N um ntmero natural composto de forma que podemos es-
crever N = a X b e sem perda de generalidade seja, 1 < a < b, sendo assim
temos, a®> < N logo a < v/N, dessa forma observamos que basta dividirmos
o numero N por todo os primeiros ntimeros primos p < a, se nenhum deles

dividir N de forma inteira temos que N é primo.

Exemplo 21. Seja N = 1517 e sua raiz 38 < VN < 39, logo os primos
a serem considerados sao 2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37. Nos casos de
2,3,5 usando critério de divisibilidade é direto, nos numeros maiores se
realiza da sequinte maneira, por exemplo para o 17 temos: 1517—17x 100 =

—183410 x 17 = —13 logo nao divisivel por 17, procedendo assim para cada
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primo chegamos que em 1517 = 37 X 41, logo 1517 nao € primo.

Podemos também utilizar algumas outras regras de divisibilidade por ni-
meros primos que permitiram facilitar a identificacao se o numero natural
qualquer N é um numero primo. De acordo com o texto "Outros critérios de
divisibilidade"de Mario Gustavo Pinto Guedes, referéncia [2], podemos usar

o seguinte critério de divisibilidade:

Lema 6.1. Seja o nimero m um nimero natural e k um nimero inteiro,
escrito da sequinte forma m = a + k X b, onde a € o nimero m sem o
algarismo das unidades e b o algarismo da unidade, se esse nimero m é
divisivel pelo primo p > 5, entao para uma escolha conveniente de k, se p|m

entdao p|(a+k x b).
Demonstracao: 19. Se m = a x 10+b =10 X% (m —k x b) +b o que

implica em m = 10 x m + (1 — 10 x k) x b. E como p|m escolhendo k
convenientemente temos p|(1 — 10 X k). Logo se quisermos que o nimero
seja divisivel por 7, por exemplo, basta usar: k = —2 ou k = 5 temos entao

m=a—2xboum=a+5xb.

Exemplo 22. Desejando saber se N = 1378 € divisivel por 7 basta 137 —
16 = 121 ; 12 — 2 = 10 logo nao divisivel por 7 caso fosse N = 1372,
aplicando o método temos 137 — 4 = 133; 13 — 6 = 7 logo divisivel.

Abaixo temos uma relacao para todos os niimeros primos de 7 a 97, para
identificar ser divisivel pelos ntmeros dados: Utilizando o caso a — k X b
temos:

Utilizando o caso a + k X b temos:

Infelizmente, para valores pequenos funciona rapido mas, por exemplo,
para um ndmero maior que 10.000 o processo nao se torna tao simples e
a realizacao de muitas contas o torna enfadonho. Consequentemente para
numeros muito maiores se torna impraticavel manualmente, e mesmo utili-
zando algoritmos em computadores o tempo de processamento se torna muito

longo.
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7:a-2b 11:a-b 13:a—-9% 17: a—3b 19: a-17b 23: a—16b
200a—26b | 31:a—-23b 37:a—11b | 41:a—4b 43:a—-30b | 47:a—14b
33:a—-37p | 59:a—-53b | 61:a—-2b 67:a—-20b |71:a-"Th 73: a—351b
79:a—71b |83 a—58b | 89:a—80b | 97:a—29
Figura 6.1: Como saber se um Nimero ¢ Primo
7. a+3b 11: a +10b 13: a+4b 17:a+12b [ 19:a-17b 23: a—16b
20:a—26b | 31:a-—3b 37:a—11b | 41:a—4b 43:a—30b | 47:a—14b
33:a—-37p | 59°a—-53b |61:a—-2b 67:a—-20b |71:a-"Th 73: a—351b
79:a—71b |83 a—-58b |89:a—-80b |97:a—-29

Figura 6.2: Como saber se um Ntmero ¢ Primo

Pequeno Teorema De Fermat:

Uma outra forma é usar o pequeno teorema de Fermat, onde para todo

primo p tal que p nao divide a natural, temos:

a’~! = 1(mod p)

(6.1)

Neste caso para termos um nimero p primo, basta tomarmos todo a tal

que 1 < a <p,e

calcularmos a formula acima. Se p for primo teremos que

para todo a, a?~! = 1(mod p) é verdadeiro; caso contrério indica que p é um

namero composto.

Observacao 6.1. No entanto, este teste falha se p for um nimero de Car-

34




michael (falsos primos ou pseudoprimo). O menor nimero de Carmichael é

561. Para provar isso, verifica-se que:

a*' = a(mod 561) para todo a = 2, ..., 559

Mas observe que 561 = 3 x 11 x 17. Logo se mostrarmos que a’%' —a é

561

divisivel por 3, 11 e 17 entao temos que 561|a a.

Hoje em dia para determinacao da primalidade de um ntmero é feito por
algoritmos em sistemas computacionais em duas classes de métodos: os de-
terministicos (Afirmam com 100% de certeza a primalidade de um ntmero),
e os probabilisticos. Em geral os métodos probabilisticos sao mais réapidos
feitos em tempo polinomial com probabilidade de 99%, enquanto os determi-
nisticos sao realizados em tempo exponencial vamos tratar neste momento
finalizando este capitulo sobre dois teste o AKS e o teste de Monte Carlo de

acordo com as referencias [23] e [24].

6.0.2 Metodo AKS

O AKS ¢é o primeiro algoritmo deterministico a executar este teste em

tempo polinomial.

Teorema 6.1. Seja p numero primo entao:
(x 4+ a)? = 2P 4+ a(mod p) (6.2)

Demonstragao: 20. Seja (v + a)? = 2 + Cp1.aP ! X a + Cp_g X 2P72 X
a’+....4a? todos os coeficientes Cy1,Cha, ..., Cppe1 sdo todos divisiveis pelo
primo p, facilmente verificavel dividindo-se os bindémios de wma linha n do
Tridngulo de Pascal por n e constatando que todos os termos sao divisiveis

se e somente se n € primo.

sendo assim temos:

(x 4+ a)? = 2P + o’ (mod p) (6.3)
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1

11

121

1331

14641

15101051
1615201561
172135352171
18285670562881
193684126126843691

S U< - . - i

10:1 1045120 21025221012045101

Figura 6.3: Metodo AKS

Mas como a? = a(modp) concluimos que (x + a)? = P + a(mod p).

Assim, para se testar a primalidade de um numero p, bastaria demonstrar a
congruéncia acima, para todo a que nao divide p. No entanto, tal operacao
pode consumir um tempo exponencial e, para contornar este problema, é
proposto realizar o teste de congruéncia primeiro em modulo (2" —1) e depois

em modulo p da seguinte forma:
(x —a)! = 2P —a(mod " — 1, p) (6.4)

Esta segunda congruéncia ¢ valida para todos os primos p e valores de a e .
Porém, é também satisfeita para alguns p nao-primos para alguns valores de

a e r. Por isso, ainda temos que testar muitos valores para a.

Exemplo 23. Sejap =7, a =2 er = 3: Agora vejamos para o primeiro
polinémio:
(2" =2)/(2* = 1) = (z* + 2)

resto (x — 2) logo (x — 2)(mod 7) = 5 + x Agora vejamos para o outro
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polinémio:
(—128 + 448x — 6722% + 5602° — 2802 + 842° — 1425 +27) /(2 — 1) =

= 2 — 142° + 8422 — 279x + 546
resto (418 + 169z — 588x2)(mod 7) =5 + x

Este resultado € vdlido sempre que p é primo.

6.0.3 Teste Monte Carlo

E um algoritmo para teste de primalidade em tempo polinomial mas nao-
deterministico, ou seja, para determinar se um nimero p grande tem uma
probabilidade p de ser primo. Para tanto, escolhe-se aleatoriamente um nu-

mero inteiro a no intervalo (2,p — 1) e aplica-se dois testes:

a?~t = 1(mod p) (6.5)

para algum inteiro k,1 < mde(a?™V/%* —1,p) < p (6.6)

O primeiro teste é baseado no Pequeno Teorema de Fermat, enquanto o
segundo procura achar um fator comum entre dois nimeros, sendo um deles p,
o que implicaria p ser composto. Se a for aprovado em ambos os testes, entao
p é composto. Mais da metade dos ntmeros do intervalo estao neste caso.
Caso contrario, se um nimero a nao passa no teste, entao p pode ser primo
com probabilidade P = 50%. Neste caso, escolhe-se um novo a e aplica-se o
teste também. Se o novo a também nao passa no teste, a probabilidade de
que p seja primo sobe para 75%; seguindo assim no méaximo em 10 iteracoes

teremos 99% de certeza sobre a primalidade do nimero dado.

Exemplo 24. Utilizando o nimero 5063, ele € indicado como primo com
apenas uma itera¢aio (50% de certeza). Ao fazermos uma nova iteragao,

descobrimos que ele na verdade se trata de um nimero composto 5063 =

61 x 83.
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Observacao 6.2. Bem sendo este teste probabilistico mesmo as vezes com
vdrias iteracoes € possivel se chegar a resultados enganosos como por exemplo
com o numero 3.215.031.751 = 151 x 751 x 28351. A probabilidade de que

ele fosse primo utilizando o método é acima de 93, 75%.

Os testes de Monte Carlo apesar de ser probabilistico continuara a ser
aplicados em softwares criptograficos por terem um desempenho superior aos
outros teste. Ha também outros teste de menos conhecidos que utilizam

também algoritmos como os citados abaixo conforme dito na referencia [25].

6.0.4 Metodo ECPP

ECPP significa, em inglés: curve primality proving . Foi desenvolvido por
A. O. L. Atkin e F. Morain em 1993, no artigo Ellipitc Curves and Primality
Proving. Teste de primalidade modelo, criou uma nova classe de avaliacao
de primalidade de um ntmero. Totalmente justificado utilizando curvas elip-
ticas sobre corpos finitos. E deterministico, aplicavel a qualquer inteiro e
executado em provavel tempo polinomial. Pode ser executado em compu-
tadores comuns. Apresenta resultados intermediarios cuja lista é chamada
de certificado de primalidade para um determinado ntmero primo testado.
Resumimos abaixo as caracteristica deste teste:

i. O algoritmo utiliza a teoria das curvas elipticas com multiplicacao sobre
corpos finitos;

ii. O algoritmo tem complexidade polinomial, e possui excelente desem-
penho pratico, pois demonstra a primalidade de nimeros de 100 a 1.5000
algarismos;

iii. Ele realiza o teste para um ntmero de até 400 digitos, em poucos dias,
utilizando uma estacao de trabalho simples;

iv. Para nimeros de mais de 800 digitos é utilizado processamento distri-
buido em dez estacoes de trabalho e gasta um tempo real de uma semana;

Assim é sugerida a seguinte estratégia para um computador com uma

determinada velocidade média de processamento:
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1. Peneiramento e posterior fatorizacao dos ntimeros de pontos da curva;

2. Utilizar exponenciagao moédulo p ;

3. Exponenciacao de uma curva eliptica médulo p ;

4. Solucao de polinémios utilizando congruéncias modulo p ;

A analise matematica deste teste de primalidade esta além das possibili-
dades deste trabalho. A dificuldade para analisar este tipo de prova é que
em sua concepcao é utilizada uma linguagem matemaética bastante atual e
sofisticada. O grande avanco conceitual e técnico conseguido pelos autores
¢ a introducao das curvas elipticas no estudo dos nimeros primos e a uti-
lizacao de linguagem e resultados mais atuais sobre algebra abstrata e sua
aplicacao a teoria dos nimeros. O ECPP criou uma nova classe de testes de
primalidade. As provas de primalidade utilizando curvas elipticas. Mas nao

deixou de utilizar congruéncias.

6.0.5 Algoritmo de Fatoracao de Shor

Por fim citamos o algoritmo de P. Shor (Shor, 1994) que apresentou o seu
algoritmo para fatoracao em computadores quanticos. Nao é um algoritmo
para identificar se um nimero é primo e sim um algoritmo de fatoragao.
Foi elaborado para ser processado em um computador quantico, cujas bases
teoricas ja se havia definido. Trabalha com complexidade polinomial. Este
algoritmo mostra qualquer ntimero composto pode ser fatorado dentro de
uma probabilidade suficientemente segura. E também uma metodologia pro-
babilistica. A utilizacao do computador quantico nao esta s6 na velocidade
de processamento, mas principalmente na forma de processar, chamada de
superposicao quantica. Matematicamente o algoritmo esta basicamente fun-
damentado em uma definicao e duas proposicoes que nao cabe no contexto
deste compendio, onde exige um método de fatoracao complexo, mas tem
tempo polinomial para um computador quantico. O célculo do mdc é feito

pelo algoritmo de Euclides, que leva tempo, muito tempo.
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Capitulo 7

E possivel gerar Numeros Primos 7

Neste capitulo introduzimos os métodos criados com finalidade de se ob-
ter os ntmeros primos. Comecaremos falando sobre os nimeros primos de

Fermat devido a grande importancia desse matemaético.

Definicao 7.1. Um nimero primo de Fermat é da sequinte forma:
F,=2""+1 (7.1)
Exemplo 25. Os primeiros primos de Fermat sao: Fy = 3; Fy = 5, Fy =

17, F3 = 257, Fy = 65537 F5 = 4.294.967.297 = 641 x 6700417.

Observacao 7.1. Os primos de Fermat podem ser escritos como:
Fn—QIFl XF2 X ... XFn—l (72)

Demonstracao: 21. Basta observar a inducao paran = 1 temos: F} —2 =
Fy pois 5 — 2 = 3. Considere valido n = p natural maior que um, observe
que vale para n = p+ 1, pois,

Fpg—2=F xFyx .. x F, 1 x F,=>2*0) 11 2= (F,-2)F,

== 2204 1 = (2% 41 —2) x (2% + 1)

Desta forma: 221 — 1 = (227 — 1) x (227 +1)

Observagao 7.2. A principal vantagem dos primos de Fermat € o fato todos

0s seus termos serem primos entre si € facil provar por inducao isso, partindo
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do fato que:
F,-2=FxFx..xF,_, (7.3)

Pois se F,, fosse divisivel por alguns dos Fi_,_1 entao o nimero 2 tamém
seria divisivel por esse F absurdo, pois, o numeros 2 nao € divisivel por

nenhum Fy| ,_1.

Observagao 7.3. Apesar da importincia desses nimeros ao longo da his-
toria eles tem a desvantagens de gerarem poucos niumeros primos pequenos
(pois os nimeros crescem rapidamente), falha jd nos primeiros nimeros e

além disso seus cdalculos a mao livre sao enfadonhos.

Definicao 7.2. Numeros primos de Mersenne sao nimeros da forma:
M, =2"—-1 (7.4)

cOm N-primo.

Exemplo 26. Fornecem os sequintes nimeros iniciais: . My = 3, M3 =
7, M5 = 31, My = 127 (este dltimo nao é primo).

ol _ 1 = 524987
201 _ 1 = 2305843009213693951
289 _ 1 = 618970019642690137449562111

2107 _ 1 = 162259276829213363391578010288127

Observacao 7.4. Vamos mostrar que o nimero de Mersenne Mgz = 28 —1

nao € primo, apesar de 83 ser primo.

Demonstracao: 22. De fato, temos que:
2% = 256 = 89(mod 167)

210 = 28 x 2% = 89.89 = 72(mod 167)

232 = 210 % 216 = 72,72 = T(mod 167)
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264 = 232 5 232 — 49 = 49(mod 167)
Dai, seque-se que: 233 = 264 x 210 x 23 = 49.72.8 = 1(mod 167); o que
implica que 283 — 1 € divisivel por 167.

Os numeros de Mersenne: My, Msg , Mog, M3y My, Myz nao sao nimros

primos.

Observacao 7.5. Um nimero natural n é um nimero perfeito par se n for
da forma n = 2P~1(2P — 1), onde 2" — 1 ¢ um primo de Mersenne.

Observamos que:M (My) = My ; M(Ms) = My; M(Ms) = Msy; M(M7) =
Mioz... Mas M (Mi3) nao primo.

Observacao 7.6. Existem atualmente 47 Primos de Mersenne conhecidos.

Ainda nao foi provado se existem finitos ou infinitos primos desse tipo.

7.0.6 O Crivo de Erastotenes

Um dos meios mais simples de achar todos os niimeros primos pequenos,
por exemplo os menores do que 10.000.000, ¢ usando o Crivo de Erastotenes
(£240a.c.). Basta fazer uma lista com todos os inteiros maiores que um e
menores ou iguais a n e riscar os multiplos de todos os primos menores ou
iguais a raiz quadrada de n(y/n). Os nimeros que nao forem riscados sao os

nimeros primos.

Exemplo 27. Vamos determinar os primos menores ou iguais a 20: 1.

Inicialmente faz-se a lista dos inteiros de 2 a 20.
234567891011 12 13 14 15 16 17 18 19 20

2. O primeiro nimero 2 € primo. Vamos manté-lo e retirar todos os seus

multiplos. Desta forma, obtemos:
2357911131517 19

3. O proximo nimero "livre"é o 3, outro primo. Vamos manté-lo e retirar
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0s seus mailtiplos:

2357111317 19

4. O prozimo nimero primo € 5, porém nao € mecessario repetir o proce-
dimento porque 5 € maior que a raiz quadrada de 20(/20 = 4,4721). Os

numeros restantes sao primos, destacados abaizo:
2357111317 19

Existem outras maneiras de gerar numeros primos mas nenhuma delas con-
seque formar todos os niumeros, nem sua aplicacdo gera sempre nimeros
primos. Uma forma simples de gerar novos nimeros primos € utilizar a

ideta da prova da infinitude deles:

7.0.7 Um Novo Crivo Para Gerar Niimeros Primos

Temos um novo crivo publicado na RPM71 de Severino Toscano Melo -
IME-USP, onde apresenta o seguinte crivo:

(1) Elimine todos os numeros naturais os nimeros pares e os quadrados
perfeitos. (2) Elimine também os P? — I* e os I[? — P> onde P é par e [ &
impar sendo |P — I| > 1.

Apos eliminar esses nimeros os restantes sao primos.

Observe que se N = P2 —[? = (P —1I) x (P+1) produto de dois ntimeros
impares maiores que 1. Logo N é composto. Excluindo todos esses niimeros
compostos é possivel obter todos os primos menores que 10.000, obtendo

neste caso os 1229 primos.

Exemplo 28.
15=(4+1)(4—1)
21 = (5 +2)(5 — 2)
27 = (6 + 3)(6 — 3)
33 = (7 +4)(7 — 4)
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7.0.8 Com a infinitude de Nimeros Primos

Podemos achar P,, = p,+1 gerando os seguintes primos: 3, 7,11, 31,211, 2311, ...

Vejamos: Pp=24+1=3; Pb=2%x34+1=7,P3s=2x3 X5+ 1.... mas
P; = 30.031 ja nao é primo pois 30.031 = 59 x 509.

O método é simples facil de utilizar mas encontra muitos primos mas nem
sempre diretamente, muitas vezes é preciso fatorar o P, em novos primos
como no caso do Px.

A partir desse momento exibiremos algumas tentativas feitas ao longo do
tempo por muitos mateméticos com a intensao de se criar uma formula sim-
ples para gerar nimeros primos de acordo com a referencia [22]. Formulas
essas que nem sempre geram nimeros primos e nem geram todos eles, veja-

1MoOs:

NUMERO PRIMO DE PRIERPONT...
Os numeros primos de Prierpont foram assim chamados em homenagem a

James Prierpont. Os nimeros primos Prierpont sao todos que tem a forma:
2¢ x 3" +1 (7.5)

Com a e b naturais. Tem-se encontrado varios ntimeros primos de Prierpont.
Observa-se que todo niimero primo é da forma: 6 x £ 4+ 1 com k um nimero
natural caso de a = b. Aplicando b = 0 encontramos alguns ntmeros primos

de Fermat.

NUMERO PRIMO DE PROTH...

Os primos de Proth. sao Aqueles nimero primos que tem a forma:
Ex2"+1 (7.6)

Com k e n naturais. Estes nimeros primos sao um caso especial dos nimeros
primos de Prierpont. Todos iguais que os niimeros primos de Cullen. E para

k = 1 achamos também primos de Fermat.
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NUMEROS PRIMOS DE CULLEN...

Sao todos aqueles primos que se escrevem da forma:
nx2"4+1 (7.7)

Com n natural.
E um caso particular da formula de Proth obtendo assim uma variedade

menor de nimeros.

NUMEROS PRIMOS DE WAGSTAFF...

Sao todos aqueles que se escrevem da forma:

(2n+1)
3

p= (7.8)

Onde n natural.
E através de escolhas adequadas de n o resultado P deve ser um nimero

inteiro. Temos os primos: 3,5,7,11,13,.... Achando ntmeros como 9, 15 e

outros niimeros nao primos, mas muito promissor para pequenos nimeros.
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Capitulo 8

Trabalhando com os alunos

Dentro do contexto que a escola existe para formar sujeitos preparados
para sobreviver nesta sociedade e desenvolver capacidades cognitivas para
se apropriar criticamente dos beneficios da ciéncia e da tecnologia. Este
ultimo capitulo retrata um trabalho desenvolvido com os alunos voluntarios
do Clube de mateméatica do Colegio Militar de Manaus com esta finalidade.

Entre as véarias abordagens didaticas neste capitulo, buscamos clarificar
a teoria e a pratica como objetos do ensino da matemaética com énfase nos
numeros primos na formacao dos nossos alunos do ensino fundamental e
médio, e para isso foi utilizado estratégias de acao educativa com alunos
voluntarios e com autonomia de acao e pensamento.

Apesar do trabalho ter muitos aspectos praticos o seu objetivo final evi-
dencia o desenvolvimento do pensamento abstrato na busca de solucao de
problemas.

A organizacao didatica das aulas foi extremamente simples, apresentando,
via de regra, a utilizacao dos capitulos anteriores deste compéndio, utili-
zado, e organizado, para dar instrumentos aos discentes para que os mesmos
pudessem atingir o objetivo fim.

Deste modo didaticamente as aulas ocorreram dentro de uma cooperacao
entre docente e discente, para que realmente ocorresse a apropriacao do co-
nhecimento na relacao dindmica de ensinar e de aprender. Para isso, foi
muito importante o comportamento de ambos para que o conhecimento real-

mente acontecesse. Em muitos momentos, se tornou assim natural, aparecer
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o carater questionador do aluno em uma nova relagao baseada nos questio-
namentos.

A estrutura do Clube de Matemaética, realizado fora do perfodo normal
das aulas, sem o compromisso de concluir contetidos em determinado prazo,
e com a vantagem de se trabalhar com alunos voluntariamente interessados,
sem a costumeira obrigatoriedade da sala de aula e liberto da estrutura re-
gular de ensino, propiciou um ambiente adequado para o desenvolvimento
dos objetivos. Refutando assim influéncias externas que poderiam mascarar
o resultado do trabalho.

Vérios sao os fatores comportamentais que impedem o aluno a assimilar o
que é ensinado em sala de aula. A inibicao e a dispersao sao problemas que
se sobressaem notadamente e prejudicam o relacionamento professor xaluno.

Acreditando que a insercao de um novo comportamento com mais liber-
dade para o aluno possa ser um dos recursos facilitadores da aprendizagem,
essa ideia se tornou uma ferramenta de grande relevancia, por outro lado é
preciso que o professor tenha um controle muito maior sobre o ambiente e
sobre seu proprio comportamento, para que as atividades se desenvolvam de
forma consistente e prazerosa ao aluno proporcionando diferentes formas de
aquisicao de conhecimentos.

Com isso podemos afirmar que uma aula dindmica, aparentemente infor-
mal e descompromissada com livros didaticos e roteiros, com certeza renda
muito mais e gera melhores resultados do que uma aula formal. Nesse con-
texto, observou-se que os resultados didaticos devem se afastar das aulas
convencionais e das enfadonhas estruturas conteudistas e buscar ambientes
mais descontraidos e férteis.

O curso foi desenvolvido com 20 alunos de variadas séries do Ensino Fun-
damental e Médio, no chamado Clube de matematica do Colégio Militar de
Manaus, onde foram realizadas 4 aulas sobre o estudo dos niimeros primos.

Outro ponto positivo deste trabalho é o fato de se conseguir trabalhar com
varios alunos de diversos anos, permitindo que eles troquem informacoes em
diversos niveis de conhecimento e de maturidade. Ao contririo do que se

poderia esperar essa interacao entre alunos do ensino médio e fundamental

47



foi enriquecedora em varios aspectos que contribuiram de sobremaneira para
o desenvolvimento do grupo.

Nessas 4 aulas foi utilizado os capitulos anteriores deste compendio, con-
forme a estrutura e organizacao sugerida, com o objetivo de identificar o
sucesso ou o fracasso dos alunos no estudo dos nimeros primos como pro-
posto.

Neste capitulo iremos destacar cada aula, de acordo com os planos de aula,
mostrando as atividades e apresentando as dificuldades encontradas, conclu-
soes e observacoes. No decorrer das aulas foram propostos varios exercicios,
em geral de cunho pratico, e muitos resolvidos com os discentes durante
a aula, com a finalidade de preparar esses alunos para uma atividade com
caracteristica mais abstrata.

E importante assinalar que mais do que aprender e aplicar o conhecimento
objetivo, é preciso que os discentes progridam no raciocinio abstrato a medida

que se empenham em alcancar solucao para os problemas.

48



MINISTERIO DA DEFESA
EXERCITO BRASILEIRO
COLEGIO MILITAR DE MANAUS
(Ato de criagao n® 68.996, de 02 de agosto de 1971).
CLUBE DE MATEMATICA

Ano: 2014

Nivel: Ensino Fundamental e Médio

Prof°: Edson Ribeiro Machado

Plano de Aula do dia 16 de Outubro de 2014

Duracao: 120 minutos

1. Referéncia: Sequéncia didatica - Numeros Primos:

2. Competéncia Discursiva a ser trabalhada: Leitura e debate do texto
introdutoério -Um pouco de Historia- extraido da tese de mestrado - Nimeros
primos: uma abordagem educacional.

3. Mediacao:

a.Introducao a atividade: Duracao: 20 minutos.

- Identificacao dos nimeros naturais e inteiros

- Principio da boa ordenacao.

b. Desenvolvimento: Duragao: 85 minutos.

- Divisibilidade: conceitos e aplicacoes.

- Divisao Euclidiana: identificacao do resto.

- Caracterizacao e distincoes entre niimeros primos e compostos.

- Teorema Fundamental da Aritmética.

.- Fatoracao e quadrados perfeitos.

- Método de fatoracao de Fermat - exemplos.

c. Processo Avaliativo: Duracao: 15 minutos.

- Diagnéstica participacao de todos na aula e apresentacao de dividas na
resolucao de exercicios.

- Verificacao dos exercicios.

- A atividade tem apenas finalidade formativa, sem mensuracao.
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8.0.9 A Primeira Aula

Em um primeiro momento foi falado sobre a histéria do desenvolvimento
da teoria dos ntmeros primos,observando o quanto de tempo os ntmeros
primos sao estudados por grandes matematicos, sua importancia dentro do
conjunto dos nimeros naturais e em toda a teoria moderna da matemaética,
destacando a luta de tantos estudiosos em encontrar uma formula precisa
e geradora de ntimeros primos, a tentativa de descobrir como ocorre a sua
distribuicao dentro dos naturais e a localizagao de cada um deles. Toda essa
parte foi feita em uma apresentacao em slides onde se destacou as fotos dos
matematicos e de seus trabalhos.

Essa introducao teve um impacto muito positivo pois o envolvimento dos
alunos pela historia, pela luta dos mateméticos na busca de solugoes, des-
pertou neles curiosidades e interesse pelo tema.

Apresentando os niimeros naturais observou-se a sua construcao, a relacao
de ordem, propriedades e o principio da boa ordenacao, em seguida feita a
extensao para os nimeros inteiros observou-se mais uma vez sua estrutura,
propriedade e limitagoes desse conjunto.

Em seguida foi falado sobre a divisao de ntimeros inteiros destacando todas
as propriedades citadas na secao de divisibilidade e a também fatoragao dos
ntmeros naturais compostos e os ntiimeros primos ja apresentando aqui suas
definicoes.

Em seguida tratou da divisao Euclidiana destacando importancia e a uni-
cidade do resto, mostrando a formula de Euclides a =0 X ¢+ r onde r > 0
e mostrando que r = a — b X ¢ ja visando o estudo de congruéncia. Ao final
desse estudo procurou-se definir bem o TFA.

No estudo de divisao Euclidiana uma pequena mudanca de foco, ou seja
passar a olhar o resto como uma coisa significativa nessa operacao, deu uma
impressao para os alunos que estavamos falando de uma coisa nova. Normal-
mente os discentes dao pouca importancia ao resto nessas operagoes, pode-se
observar que eles nunca tiveram uma nocao clara sobre sua importancia.

Como citado por alguns alunos "resto é resto".
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Por fim, procuramos colocar uma atividade pratica, buscando um ins-
trumento de fatoracao, utilizou-se o Método de Fatoracao de Fermat. Onde
através desse método pode-se distinguir os nimeros primos dos nimeros com-
postos. Este método utilizado de forma lidica, despertou nos alunos uma
competicao na identificacao desses nimeros.

Durante toda aula, e devido a liberdade dada no trabalho e a inexisténcia
de criticas aos erros dos alunos, eles em muitos momentos realizaram as
tarefas com desenvoltura e com muita participacao, reforcando assim um
comportamento, que contagiou até os mais discretos e criou um ambiente de

estudo que se propagou para todas as aulas.
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MINISTERIO DA DEFESA
EXERCITO BRASILEIRO
COLEGIO MILITAR DE MANAUS
(Ato de criagao n° 68.996, de 02 de agosto de 1971).
CLUBE DE MATEMATICA

Ano: 2014

Nivel: Ensino Fundamental e Médio

Prof°: Edson Ribeiro Machado

Plano de Aula do dia 21 de Outubro de 2014

Duracao: 120 minutos

1. Referéncia: Sequéncia didatica - Numeros Primos:

2. Competéncia Discursiva a ser trabalhada: Leitura e debate de textos
relacionados aos niimeros primos da tese de metrado - Nimeros Primos: Uma
abordagem educacional.

3. Mediacao:

a. Introducao a atividade: Duracao: 20 minutos.

- MMC e MDC: revisao de conteido ja conhecidos

b. Desenvolvimento: Duracao: 85 minutos.

- MMC e MDC: importancia e relacionamento com nimeros primos. -
Relacao entre MMC e MDC.

- Algoritmo de Euclides: resolucao equacoes diofantinas - Aplicagoes pra-
ticas.

- Congruéncia: conceitos, operacionalidade e propriedades basicas.

c. Processo Avaliativo: Duracao: 15 minutos.

- Diagnéstica participagao de todos na aula e apresentacao de dividas na
resolucao das aplicagoes

- Verificacao dos exercicios.

- A atividade tem apenas finalidade formativa, sem mensuracao.
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8.0.10 A Segunda Aula

Nesta segunda aula comegando com questionamento com os alunos sobre
MMC e MDC, procurando sempre achar as diferencas, apesar de terem nomes
muito préoximos, aos poucos eles foram se tornando muito diferentes.

A partir do ponto em que as diferencas estavam bem evidentes, foi se
introduzindo as propriedades, e por fim estudada a relacao entre o MMC e o
MDC. Todo esse assunto foi desenvolvido passo-a-passo onde em cada etapa
eram realizados exercicios ou exemplos. Destacou-se nesse estudo a defini¢ao
de ntimeros primos entre si que depois sera utilizada com os niimeros primos
de Fermat e em outras situacgoes.

E como instrumento de operacionalizacao fizemos o algoritmo de Euclides
para determinar o MDC entre dois ntimeros. Nesta oportunidade introdu-
zimos as equacoes diofantinas, pegando exemplo com solu¢ao com nimeros
pequenos. Com o desenvolvimento de forma simples e introduzindo as solu-
coes e depois com o fato de verificarmos as solucoes encontradas materializou
o conhecimento, em seguida foram mostrados exemplos com inexisténcia de
solucoes, assim tratamos as limitagoes, e por fim foi deixado outros exemplos
para que os alunos pudessem resolver. Apesar do conteido e das operacoes
em si nao ser nenhuma novidades, a construcao da solucao da equacao causou
em certo momento embaraco dos alunos, mas com auxilio do professor e dos
colegas entre si, as duvidas foram se dissipando.

Por fim foram resolvidos algumas aplicacoes semelhantes aos exercicios
abaixo : Dispondo de 100 reais, quais sao as quantias que se podem gastar
comprando selos de 5 reais e de 7 reais? (Utilizando dois baralhos, um azul o
outro vermelho, o azul representado os selos de 5 reais e as cartas vermelhas
representando os selos de 7 reais, encontramos a solucao inicial: z = 6 e
y = 10 gerando x = 6+ 7t e y = 10 — 5t obtemos também z =13 eoy =15
e x = 20 e y = 0 como solugdes maiores que zero)

Numa criacao de coelhos e galinhas, contaram-se 60 pés. Quantas sao as
galinhas e quantos sao os coelhos, sabendo que a diferenca entre esses dois ni-

meros ¢ a menor possivel? (continuamos a usar o baralho como instrumento
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e se observou a utilizagdo do mesmo raciocinio em diferentes contexto)

Em um segundo momento, foi tratado o estudo das congruéncias, de forma
objetiva e com aplicacao direta das propriedades, fazendo apenas as demos-
tracao simples, e destacando a importancia do resto. Foram apresentadas
diversas situacoes onde se apresenta aplicacoes do dia a dia sobre congruén-
cia. Como, por exemplo, a distribuicao dos dias do més num calendério, é
um exemplo do uso do conceito de congruéncia. Vejamos o calendario do
més de Junho do ano de 2014: Junho de 2014:

D-S-T-Q-Q-S-S

1-2-3-4-5-6-7

8-9-10-11-12-13- 14

15-16-17-18-19-20- 21

22-23-24-25-26-27-28

29 - 30

Observe a segunda coluna, a das segundas-feiras, ela comeca com o 2 e
todos os outros ntmeros dessa coluna deixam resto 2 quando divididos por
7. A coluna da sexta-feira, comeca com 6 e todos os outros nimeros deixam
resto 6 quando divididos por 7. Ou seja, em todas as colunas os nimeros sao
congruos entre si modulo 7. Em seguida se estudou o Pequeno Teorema de
Fermat e no Teorema de Wilson, onde foi feita uma breve revisao da fatorial
dos numeros naturais. Feitas algumas aplicacoes semelhantes aos exemplos
abaixo:

O magico senta-se numa cadeira, de costas voltadas para a audiéncia.
Alguém pensa num nimero natural(logicamente ja testado) nao superior a
100. Divide o ntimero por um nimero primo e diz o nimero primo e o resto
da divisao ao magico. Em seguida, divide o ntimero inicialmente pensado por
outro nimero primo e fala o nimero primo e o resto da divisao ao magico.
O magico, conhecendo apenas os dois nimeros primos e os restos, advinha
o menor nimero pensado. (Nesta atividade um aluno era escolhido como
magico e um outro aluno fazia as escolha prévia do nimero a ser adivinhado
e transmitia ao magico os divisores e os restos. Por exemplo um ntimero que

por 3 da resto 1 e por 5 da resto 2 o magico encontrou 11.)
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A importancia de se ter chegado no pequeno Teorema de Fermat e no
Teorema de Wilson ganhou magnitude pois nos permitiu durante a aula
usando o Excel identificarmos alguns nimeros primos pequenos utilizando
esses dois teoremas.

Nessa oportunidade em que foi colocado um slide com os primeiros 1000
nameros primos, aproveitamos a oportunidade para observar que a presenca
deles se torna cada vez menor a medida que os niimeros irao crescendo, e no
intuito de deixar bem claro essa caracteristica realizamos uma contagem dos
numeros primos entre os 100 primeiros nimeros naturais havendo 25, depois
entre os nimeros de 100 ao 200 tendo 21, depois de 200 a 300, 300 e 400 e
600 e 700 havia 16, entre 400 e 500 tinha 17, entre 600 e 700 havia 16, entre
500 e 600, 700 e 800 e 900 e 1000 tinha 14 e por fim entre 800 e 900 havia
15.

Nessa aula foi observado pelos alunos que se faz muita em matemética com
poucas ferramentas, que muitos problemas sao resolvidos muitas vezes com
a mesma ferramenta. E que aparentes formulas simples podem apresentar

solugoes inesperadas.
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MINISTERIO DA DEFESA
EXERCITO BRASILEIRO
COLEGIO MILITAR DE MANAUS
(Ato de criagao n® 68.996, de 02 de agosto de 1971).
CLUBE DE MATEMATICA

Ano: 2014

Nivel: Ensino Fundamental e Médio.

Prof°. Edson Ribeiro Machado.

Plano de Aula do dia 23 de Outubro de 2014. Duracao: 120 minutos

1. Referéncia: Sequéncia didatica - Numeros Primos.

2. Competéncia Discursiva a ser trabalhada: Leitura e debate de textos
relacionados aos niimeros primos da tese de metrado - Nimeros Primos: Uma
abordagem educacional.

3. Mediacao:Duracao: 15 minutos.

a. Introducao a atividade:

- Classe residual modulo m - operacoes.

b. Desenvolvimento: Duracao: 75 minutos.

- Nameros primos de Fermat: exemplos e excecoes.

- Ntumeros primos de Mersenne: exemplos e aplicacoes com Torre de Hanoi.

- Distribuicao dos ntimeros primos: historia e analise.

- Crivo de Erastotenes: realizacao de cortes em numeracoes com projecao
com slides.

- Um novo crivo: critérios, realizagao de cortes em numeracoes com proje-
¢cao com slides.

- Identificagao se um ntmero é primo ou composto por divisoes por primo
conhecido.

c. Processo Avaliativo. Duracao: 30 minutos.

- Definicao dos Grupos 1 e 2.

- Determinacao das atividades a serem desenvolvidas por cada grupo para

semana seguinte:
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Grupo 1: tinha o objetivo de buscar ou criar um método de como gerar
nimeros primos.

Grupo 2: tinha objetivo de procurar, descobrir ou criar um métodos de
como identificar se um ntmeros era primo.

- A atividade tem apenas finalidade formativa, sem mensuracao.
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8.0.11 A Terceira Aula

Esta terceira aula foram aprofundado um pouco o conceito de congruéncia
com a introducao das Classes residuais Modulo m, onde foram apresentadas
alguns tabelas das operacoes de soma e multiplicacao, e posteriormente os
discentes fizeram as tabelas para outros nimeros identificando as diferencas
de quando o m-composto e quando m-primo.

Logo em seguida comecamos a trabalhar formulas que geram niameros pri-
mos. Esses alunos que ja haviam tido uma breve introducao de algumas
formulas na primeira aula quando se falou na parte histérica nao tiveram di-
ficuldades na introducao desse tema, partimos, entao, direto para as formulas
de Fermat e de Mersenne.

Comecamos apresentando o ntimero de Fermat, para que os alunos se fami-
liarizassem com ele calculamos os primeiros nimeros, e logo se deparou com
um crescimento vertiginoso nos calculos, tanto que para calcular Fj foi utili-
zado uma calculadora. Nesse momento, o professor, aproveitou para mostrar
que esse nimero Fy nao é primo que ele é divisivel por 641.

Como exemplo foram projetados outros niimeros de Fermat que nao sao
primos, apenas por curiosidade. E por fim foi mostrado que os ntmeros de
Fermat sao todos primos entre si ou seja que o mdc(F),, F),) = 1 para m # n,
e que para n > 2 o digito das unidade de F;, é sempre 7 utilizando, neste

caso, uma demostracao com operacoes simples de congruéncia.

de hanoi.png

Figura 8.1: Torre de hanoi
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O nimero de Mersenne foi muito mais atraente e interessante, como a
formula do Nimero de Mersenne coincide com a solu¢ao minimal da Torre
de Hanoi (figura 8.1 abaixo), e como alguns alunos ja conheciam esse jogo foi
mais facil a familiarizacao com esse nimero. Aproveitamos a oportunidade
para realizar esse jogo, que ja faz parte do arsenal dos nossos alunos do Clube
de matematica.

Por fim como fizemos com o ntimero de Fermat identificamos que o M; =
127 nao é primo, e mostramos varios outros que também sao de Mersenne
mas nao sao primos. Foi o bastante para os alunos entenderem o quanto é
dificil encontrar uma formula para se achar sempre nimeros primos.

Em um terceiro momento estudamos o modo tradicional de se achar os pri-
meiros nimeros primos utilizando o Crivo de Erastostenes. Assim foi possivel
descobrir os primeiros niimeros primos. E com essa tabela criada usando o
Crivo de Erastotenes podemos utilizando o capitulo 7 deste compendio apre-
sentar um novo Crivo. Esse fol um momento oportuno pois todos os alunos
ja conheciam o Crivo de Erastotenes, e sua construcao nao trouxe nenhuma
novidades a esses alunos. Com o novo Crivo sim permitiu que os discen-
tes fizessem os corte dos numeros composto utilizando operagoes simples e
constatando uma forma mais moderna de construir um crivo.

Por fim, como aplicagao foi colocado um nimero relativamente grande ( >
1.000) e buscou identificar se tal nimero era primo ou nao, para isso procurou
saber se o nimero dado era um quadrado perfeito, que no caso nao era, em
seguida buscou-se o intervalo entre as raizes quadradas inteiras e tomou-se o
menor desses valores, ja se utilizando os primos encontrado no topico anterior,
cada aluno dividiu o numero dado por cada um dos primos menores que a
raiz inteira escolhida. Como nenhum deles dividiu de forma inteira o niimero

dado concluiu-se que o numero era primo. Conforme abaixo:

Exemplo 29. Dado o nimero 3.061 cuja raiz quadrada aproximada a menos

¢ 55, olhando o crivo montado anteriormente pegamos 0s primos:

2.3,5,7,11,13,17,19,23,29, 31,37, 41,43, 47 ¢ 53
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Pela simples observagao (e regra de divisibilidade) se identificou que o
ndmero nao era divisivel nem por: 2,3,5,7 e 11. E foi feita as contas com
os primos restantes. Como em nenhum caso o niumero era divisivel pelo
primo concluiu-se que o nimero era primo. Como o grupo era formado em
sua maioria por alunos do ensino fundamental ficou a duvida do porque nao
testar os outros primos maiores que a raiz. Nesse momento mostrou que
todo numero inteiro N pode ser escrito na forma: N = a X b onde a < b
logo, a x a < N logo, a < /N entio sempre haverd esse a, caso o nimero

seja primo esse a = 1.

Por fim a turma foi divida em 2 grupos com dez alunos, com escolha livre
de parceiros entre eles. Onde formou-se dois grupos:

GRUPO 1: tinha o objetivo de buscar ou criar um método de como gerar
numeros primos diferente daquele trabalhado em sala de aula.

GRUPO 2: tinha objetivo de procurar, descobrir ou criar um métodos de
como identificar se um nimeros era primo, claro que diferente daquele dado

em sala de aula.
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MINISTERIO DA DEFESA
EXERCITO BRASILEIRO
COLEGIO MILITAR DE MANAUS
(Ato de criagao n° 68.996, de 02 de agosto de 1971).
CLUBE DE MATEMATICA

Ano: 2014.

Nivel: Ensino Fundamental e Médio

Prof°: Edson Ribeiro Machado

Plano de Aula do dia 28 de Outubro de 2014. Duracao: 120 minutos

1. Referéncia:

Sequéncia didatica - Numeros Primos.

2. Competéncia Discursiva a ser trabalhada: Leitura e debate de textos
relacionados aos niimeros primos da tese de metrado - Nimeros Primos: Uma
abordagem educacional.

3. Mediacao:

a. Introducao a atividade. Duracao: 20 minutos.

- Resumo de todo trabalho feito até a presente data. b. Desenvolvimento:

-Apresentacao do trabalho do Grupo 1: objetivo de buscar ou criar um
método de como gerar ntmeros primos diferente daquele trabalhado em sala
de aula. Duracao: 35 minutos.

- Apresentacao do trabalho do Grupo 2: objetivo de procurar, descobrir
ou criar um métodos de como identificar se um nimeros era primo, claro que
diferente daquele dado em sala de aula. Duracao: 35 minutos.

c. Processo Avaliativo: Duracao: 30 minutos.

- Discussoes, perguntas, interpretacoes entre os grupos.

- Autocritica.

- Comentéarios do professor.

- Premiacao dos melhores alunos na atividade prevista.
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8.0.12 A Quarta Aula

Esta quarta aula foi marcada pela exposi¢ao dos grupos sobre as repostas
obtidas em busca da solucao dos problemas propostos. GRUPO 1: trouxe
como solucao a ideia da prova da infinitude dos naimeros primos P, = p, + 1

gerando os seguintes primos:
3,7,11,31,211,2311, ....

Também foi colocado nesse aspecto que o uso de N = p; X ps X .. X p, — 1
também gera ntmeros primos e falha também mais ou menos com a mesma,
frequéncia. Observado também por alguns alunos que se juntéssemos as duas
formulas terfamos melhores resultados, ou seja, usando N = p; X py X .. X
pn £ 1 gerarfamos muito mais primos rapidamente, mas sempre terfamos que
fazer os testes para poder garantir que os valores achados seriam mesmos
primos. Depois ainda percebemos que se comecarmos pelo primeiro primo
{2} e utilizando apenas operagoes bésicas na forma: {2,3} x py £{1,2,3}
semelhante a um algoritmo podemos encontrar todos os proximos primos, da
seguinte forma: achando o primo 3 utilizando operacoes basicas com o0 2 e o
3 achamos o primo 5 e assim por diante, sempre utilizando apenas os primos

achados anteriormente. Com isso achéavamos todos os primeiros primos de 3
ao 97.
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Exemplo 30.
21+1=3 22+41=5 23+1=7
2b+1=11 35—-2=13 35+4+2=17
3.7—-2=19 37+2=23 213+3=29
311-2=31 313—-2=37 3.13+4+2=141
223—-3=43 223+1=47 317+2=053
319+2=59 2294+3=61 323 —-2=67
323+2=71 2371—1=73 241-3=179



241+1=83 329+2=89 247+3=097

Sequindo assim sucessivamente como uma brincadeira testando o raciocinio
dos alunos envolvidos. Obtendo assim os primeiros numeros primos de 2 a
97. Buscando a ideia de que podemos escrever todos os nimeros primos na

forma citada acima.

Alunos de GRUPO1 também buscaram na internet métodos vulgarizados
na rede sem muita importancia tipo completamento de tabelas achando os
primeiros primos, que foram facilmente descartada com regras simples para
achar os primeiros nimeros primos. O GRUPO2 encontrou mais problemas
para desenvolver sua atividade buscando sempre na divisibilidade e na fato-
racao como um método para descobrir se um numero é primo ou nao. Por
fim utilizando "Um novo Crivo para gerar nimeros primos'ja desenvolvido
no capitulo 7 encontramos os primeiros nimeros primos dentre os nimeros
de 1 a 100 utilizando uma tabela e fazendo os cortes dos niimeros compostos
de acordo com o crivo.

Reconhecendo que fol uma experiéncia extremamente satisfatoria acredi-
tamos que o estudo de ntmeros primos deve tomar um novo tratamento no
ensino médio e fundamental principalmente quando se da énfase a um tra-
tamento didatico ladico, que torna o assunto atraente e permite uma maior
absorcao por parte dos discentes.

Por outro lado observou-se que alunos do ensino fundamental e médio
carecem de contetudo relacionado ao estudo de congruéncia, encontram di-
ficuldade de compreender que o conjunto dos nimeros inteiros podem ser
organizados de acordo com classes de numeros. E principalmente falta um

estudo organizado sobre niimeros primos, compostos e divisibilidade.
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Consideracoes Finais

Observando a realidade do ensino no pais, o estudo dos ntmeros primos
ficaram ofuscados e distanciados dos alunos do ensino fundamental e médio
em funcao da falta de sistematizacao do estudo, conceitos e aplicagoes desses
numeros e a dificuldade de se encontrar um modo simples para caracterizar
quando um numero é primo ou composto.

Constata-se que encontrar um modelo que gere alguns ntimeros primos se
apresenta atualmente muito mais facil do que determinar se um ntmero é
primo ou nao o que foi facilmente observado através do trabalho feito em
sala de aula com os alunos do Clube de matemaética como tratado no tltimo
capitulo.

Também é muito comum as escolas de nivel médio e fundamental, infe-
lizmente, nao apresentar um estudo sobre congruéncias ficando esse tema
como topico de uma cadeira universitaria de dlgebra, e mais ainda, a ideia
de algoritmos e o uso de computadores para gerar solucoes e resultados em
matematica ainda se encontra muito distante dos nossos alunos, apesar do
tao corriqueiro uso de computadores e internet pelos nossos jovens.

Com a intencao que este trabalho busque um retorno ao tema trabalhado
neste compendio, entendemos que uma valorizacao e sistematizacao do con-
tetdo aqui relacionado, vai trazer um modelo didatico de como introduzir o
estudo dos nimeros primos no primeiro e segundo ciclos de estudo, e fazendo
1sso acreditamos termos contribuido de certa forma para educacao dos nossos
alunos.

Por fim gostaria de ressaltar que existem varias curiosidades e estudo sobre
numeros primos com varias questoes que ainda nao foram respondidas, como

por exemplo: se existem infinitos primos da forma n? + 1? ou se sempre
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existe um ntimero primo entre n? e (n+1)%? ou se existem infinitos primos de
Fermat (da forma 2% 4-1)? E outros questionamentos citados neste trabalho.
Dessa forma observa-se que a teoria em torno dos niimeros primos oferece uma
vasta gama de oportunidade de trabalhos e estudos que podem estimular a
curiosidade dos nossos discentes e despertar-lhes o interesse por essa fronteira

da matematica a ser vencida.
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