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RESUMO

ALGUMAS CONTRIBUICOES PARA A OTIMIZACAO
MULTIOBJETIVO VIA TEORIA DOS CONES

Neste trabalho apresenta-se uma caracterizagdo das solugoes (eficientes ou pareto-6timo)
para problemas de otimizac¢ao multiobjetivo baseado no célculo de conjuntos tangentes. Os
fundamentos tedricos discorrem sobre alguns elementos de anélise convexa, teoria dos cones
bem como elementos de otimizagao multiobjetivo necessarios para formulagao do modelo.
Além disso, apresentam-se alguns métodos multiobjetivos classicos que sao classificados em
trés tipos: a priori, a posteriori e interativos. A partir destes elementos, formula-se as condi-
coes de otimalidade para problemas multiobjetivos gerais usando conjuntos de aproximacao
do conjunto viavel do respectivo problema. Ao final, o conjunto viavel do problema é definido
por restrigoes de igualdade e desigualdade e, com condi¢oes de qualificacao e regularidade,
obtém-se os multiplicadores de Lagrange.

Palavras-chave: Otimizacao Multiobjetivo, Teoria dos cones, Condi¢oes de Otimalidade,
Pareto-6timo.



ABSTRACT

SOME CONTRIBUTIONS TO MULTIOBJECTIVE
OPTIMIZATION THEORY VIA CONES THEORY

This paper presents a characterization of solutions (efficient or pareto-optimal) for mul-
tiobjective optimization problems based on the calculation of sets tangent the theoretical
discuss some elements of convex analysis, cones theory as well as multiobjective optimization
elements needed for the formulation of the model. Furthermore, some classic multiobjecti-
ves methods are presented and classified into three types: priori, posteriori and interactive.
From these elements, makes up the optimality conditions for general multiobjective pro-
blems, using sets of approximation of all of their issue viable set of the respective problem.
At the end, the feasible set of the problem is defined by equality and inequality constraints
and, with skill and regularity conditions, we obtain the Lagrange multipliers.

Keywords: Multiobjective Optimization, Cones Theory, Optimality Conditions, Pareto-
optimal.
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Introducao

A Otimizagao Multiobjetivo (ou Otimizac¢ao Vetorial), embora tenha suas origens no
século XIX, tornou-se uma ferramenta pratica de amplo alcance apenas nos tultimos anos
do século XX, em parte devido ao aumento da capacidade computacional disponivel. Ao
definir de forma precisa o que sao as solugoes de um problema de otimizagao com varias
fungoes-objetivo (as solugoes Pareto-6timas), a otimizagao multiobjetivo fornece o conceito
béasico sobre o qual é possivel estruturar a nogao de trade-off (ou compromisso), ou seja,
quais escolhas de fato estao disponiveis em um problema determinado. Recentemente, varios
campos do conhecimento tém incorporado a noc¢ao de conjunto Pareto-6timo para refinar
tanto a qualidade de solugoes de problemas identificados em projeto quanto o "insight"obtido
em problemas de analise.

Para a otimizagao vetorial, anélises de muitos resultados tedricos para condi¢oes de oti-
malidade de primeira ordem s@o reveladas pelo teorema fundamental de Lin (teorema 5.1
em LIN (1987)). H4 um crescente interesse na generalizagdo de condi¢oes de otimalidade
de segunda ordem em problemas de otimizagao multiobjetivo e diferentes abordagens tem
sido sugeridas (veja AGHEZZZAF (1999), PENOT (1998)). Nesse contexto o cone tangente
desempenha um papél fundamental para estabelecer essas condi¢oes. Estendendo tal cone
tangente, é possivel construir outros conjuntos tangentes de segunda ordem. Em Aghezzaf,
Hachimi (1999), os autores obtiveram condigoes necessarias de segunda ordem por meio de
um conjunto tangente de segunda ordem que pode ser considerado uma extensao do cone
tangente. Cambini (1997) e Penot (1998) formularam um novo conjunto tangente de segunda
ordem que é chamado de cone assintotico de segunda ordem com a finalidade de diminuir
a diferenca a um nivel aceitavel as condigoes necessérias e suficientes de otimalidade para
problemas de otimizagao multiobjetivo.

Nesta dissertagao aborda-se condigoes de otimalidade para problemas de otimizagao mul-
tiobjetivo, também condic¢oes do tipo Fritz John e de Kuhn Tucker utilizando a teoria dos
cones e algumas condigoes obtidas recentemente em Aghezzaf, Hachimi (2007) para a oti-

mizacao escalar.
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Objetivo

Objetivo geral

Apresentar condigoes de otimalidade para problemas de otimizacao multiobjetivo via

teoria dos cones.

Objetivos Especificos

Esta dissertacao tém alguns objetivos especificos, tais como, destacar elementos da otimi-
zagao multiobjetivo e da analise convexa, bem como a teoria dos cones e conjuntos tangentes,
que sao necessarios para a descricao do modelo matematico investigado. Um outro objetivo
¢é apresentar resultados sobre condi¢oes de otimalidade para problemas de otimizagao mul-
tiobjetivo por meio da teoria dos cones.

Além disso, para problemas de otimizacao multiobjetivo com restricao de igualdade e
desigualdade apresenta-se a versao para os Multiplicadores de Lagrange associados as fungoes

objetivo, utilizando-se condi¢oes de qualificacao e regularidade sobre a solugao.

Descricao da dissertacao

Este trabalho esta organizado em quatro capitulos. O Capitulo 1 trata de alguns elemen-
tos matemaéticos utilizados com a otimizagao multiobjetivo, assim como a formulacao geral
de um problema vetorial. No Capitulo 2, apresenta-se fundamentos mateméaticos sobre ana-
lise convexa bem como teoria dos cones e conjuntos tangentes. No capitulo 3, apresenta-se
os métodos classicos de otimizagao multiobjetivo assim como sao descritas algumas técnicas
que utilizam algoritmos genéticos. No capitulo 4, descreve-se as condi¢oes de otimalidade
para problemas de otimizac¢ao multiobjetivo (POM), condigoes de otimalidade para os ca-
sos geral e diferenciavel via teoria dos cones e também os multiplicadores de Lagrange e,
algumas condi¢oes de qualificagao e regularidade em programagao nao-linear para tal pro-
blema. Por tltimo, as perspectivas para trabalhos futuros sao apresentadas na Conclusao
deste Trabalho.

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



Capitulo 1

Fundamentos de Otimizacao
Multiobjetivo

A teoria de Otimizacao Multiobjetivo teve inicio pelas contribui¢oes do economista bri-
tanico Francis Ysidro Edgeworth(1845 — 1926) que primeiro introduziu o conceito de oti-
malidade em 1881 (EDGEWORTH (1881)) e que depois foi generalizado pelo engenheiro
italiano Vilfredo Pareto (1848 — 1923) em Cours d’économie politique (1896 — 97). Nessa
obra além de outras teorias, estudava-se uma condi¢ao que otimiza o bem-estar de uma soci-
edade. Pareto dizia que a sociedade estava em estado 6timo se a melhora de um individuo na
populagao significasse a piora de outro. Esse conceito dé-se o nome 6timo de Pareto sendo
esse relevante para o estudo da programacao multiobjetivo.

O estudo de problemas de otimizagao tornou-se aplicével a vérias dreas do conhecimento
e auxilia na solugao de varios problemas praticos, como os processos de Tomada de Decisao
que envolvem a consideracao de determinando ntmero de objetivos conflitantes entre si
(SILVA NETO (2011)). A solugao desses problemas tem sido motivo da investigacao pela
comunidade cientifica.

Devido a sua proeminéncia para o estudo, neste capitulo apresenta-se aspectos gerais
relacionados aos modelos matematicos que envolvem Otimizacao Multiobjeivo. Defini-se
ordem parcial no espago R™ e o conceito de solugoes Pareto-6timo, que sao utilizadas no

decorrer dessa dissertacao.

1.1 Definicoes e Formulacao do Problema

Um Problema de Otimizagao Multiobjetivo(também chamada de Otimizacao Vetorial)
tem como objetivo encontrar um vetor de variaveis de decisao que satisfaga a um conjunto de

restri¢oes e otimize um vetor de fungoes cujas componentes representam as fungoes objetivos.
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O modelo geral de otimizacao multiobjetivo pode ser formulado da seguinte forma:

min  f(x)
sa. xe€X (1.1)

Em (1.1), f : R* — R' onde X C R"™ é o conjunto viavel ou espaco de decisdes e
Y = f(X) C R! denota o espago de objetivos. Nesse contexto z ¢ o vetor de decisdo e
y = f(z) é chamado vetor de objetivos.

Um problema de programacao linear multiobjetivo é um caso particular ao Problema
(1.1) sendo que as fungdes coordenadas de f sao lineares (ou seja, fi(x) = Y i crizi, k =
1,2,...,1) e o conjunto viavel X é definido por restrigoes lineares.

Vale ressaltar que as func¢oes objetivos muitas vezes sao conflitantes entre si.

1.2 Relacao de ordem parcial

Devido & necessidade de um ordenamento para definicao de eficiéncia em problemas
de otimizag¢ao multiobjetivo(ou seja, defini¢ao de solugao Pareto-6timo), apresenta-se nessa
se¢ao a defini¢ao de ordem parcial em um subconjunto X do espago vetorial R".

Uma relagao binaria A em R™ é um subconjunto do produto cartesiano R™ x R™. Assim,

diz-se que um elemento x € R" est4 relacionado com y € R™ por A se (x,y) € A.
Definigao 1.1. Seja A uma relagao bindria em R"™. Dizemos que ela é
(1) reflexiva, se (z,x) € A para todo v € R";
(2) anti-simétrica, se (x,y) € A e (y,x) € A implica que x =y para x,y € R";
(3) transitiva, se (z,y) € A e (y,2) € A implica que (x,z) € A para x,y,z € R";
(4) completa ou conectada, se (x,y) € A ou (y,x) € A para todo x,y € R" com x # y;
(5) linear, se (x1,11), (T2,y2) € A et >0 entao (txy,ty;) € A e (1 + 22,41 +y2) € A.

Defini¢ao 1.2. (Conjunto parcialmente ordenado) Sejam X C R™. Dizemos que um

congunto X € parcialmente ordenado se ¥ x,y € X walem as propriedades (1), (2) e (3) da
defini¢ao (1.1).

Vale destacar que uma ordem parcial é uma relagao binaria que possui as propriedades
(1), (2),(3). Se além disso, satisfaz a propriedade (5), dizemos que a ordem parcial é linear.
Quando uma ordem parcial satisfaz a propriedade (4), ela é chamada de ordem total. Por

exemplo, o conjunto dos nimeros reais ¢ totalmente ordenado.

Universidade Federal do Amazonas - UFAM
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A otimizagdo mono-objetivo é fundamentalmente diferente do caso da otimiza¢ao mul-
tiobjetivo devido a propriedade de ordenamento das solugoes, pois na otimizagao mono-
objetivo o espaco dos objetivos é totalmente ordenado e no multiobjetivo parcialmente or-

denado. A seguir, apresenta-se para o R", ordens parciais usuais.

Definig¢ao 1.3. (Comparagao de vetores) Sejam x,y € R™. As relagoes "S", "< " "< e

"'=""para dados dois vetores x,y € R", serao definidas como seque:

Sy << x;Zy,Vi=1,...,n; (1.2)
1<y < zlyex#y; (1.3)
r<y <= x;<y,Vi=1,...,n; (1.4)
r=y < x;=y,Vi=1,...,n; (1.5)

as relagoes ">="e ">"sao definidos de forma andloga. Para relagao "# "tem-se:
r#y <= i e{l,..,n};z #uy. (1.6)

Quando entre vetores x e y nao for possivel relaciond-los através de "<"(isto €, nao for

possivel escrever x <y ouy < x), serd utilizada a notagio x % y.

Observagao 1.1. Na definigao (1.3) para nao gerar novos simbolos a desigualdade "menor
do que ou igual a "(< ) "simboliza a desigualdade usual dos nimeros reais(v; < y;, i =1,...,n)
e também a desigualdade vetorial(x < y), ou seja, nessa definigao simbolos iguais operam

conjuntos diferentes.

As Figuras 1.1(a) e 1.1(b) ilustram os casos (1.3) e (1.4), respectivamente.

(a) {z |z <7} () {z |z <7}

Figura 1.1: Relagées < e < no R%. Fonte Sampaio (2011).

O conjunto R’} representa o ortante nao-negativo dos vetores reais n-dimensionais e o

conjunto R’} | representa o ortante estritamente positivo do mesmo.

Universidade Federal do Amazonas - UFAM
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Exemplo 1.1. Considere os vetores u,v,w € R? tais que:

1 4 7

Entao verificam-se as sequintes relagoes:
ugv,ugw,vﬁwewﬁv

A seguir define-se a ordem lexicografica que sera utilizada no desenvolvimento matema-

tico das condigoes de otimalidade apresentadas neste trabalho.

Definigao 1.4. (Ordem lexicogrdfica) Sejam x,y € R" x R" com x = (x1,23), z; € R"
ey = (y1,42), yi € R, definimos x <ip y se:

T <y ou (x1 =11 e T3 = Yo).

Similarmente, x <jop VY :

r1 <y ou (xy =y; € x2 < Yo).

1.3 Pareto Otimalidade

Em problemas de otimizacao multiobjetivo, devido a conflitos entre as func¢oes objetivos
ou até mesmo indefinigdes em algumas delas, ndo é possivel encontrar uma solugao (sen-
tido usual) para o Problema (1.1) (solucao viavel que satisfaca todas as fungoes objetivo
simultaneamente) (SILVA NETO (2011)).

O problema da solugao usual nao passa pelos conflitos simplesmente. Os conflitos sao
modelados com essa técnica(programagao multiobjetivo), porém nao sdo eles que causam
esse problema. A questao é estrutural, o fato de nao se conseguir definir uma solugao x tal
que f(z) £ f(y) Yy € X(sentido usual), torna o estudo de otimalidade, nesse ambiente,
"refém"dessa patologia.

Para contornar essa dificuldade é necessario dar um novo sentido ao que vem a ser
solugao para um problema multiobjetivo(6timo de Pareto), e isso define o conceito de Pareto
Dominéncia(ou somente dominancia)(SILVA NETO (2011)).

Definigao 1.5. (Pareto Domindncia no espago dos objetivos) Sejam yi,y, € Y, dois
vetores no espago dos objetivos. Dizemos que y; domina yo se y1 < ys. Em outras palavras,
Y1i < Y2, Vi € {1,...,1} ey1; < yo; para pelo menos um i € {1,...,1}. Caso ocorra que y; £ yo
eys £ y1 (y1 nao domina ys € yo nao domina y ), entio y1, yo sao chamados indiferentes(nao

compardveis).

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



1.3. Pareto Otimalidade

\2 Espaco objetivo _!Ezcn’veiz* = f(X*)

f 3
G ]I G dominados por C
=) ] o]
OE' - ] o OE
y = indiferentes com C aH
X k 1
o) ! o
. - ] g
\\\ Co__ : {_
\\ A :
o i A
Sl ° D
TR j B oy ;
TN ji o indiferentes com C
‘\"‘-t:i'-._,____ o dominam C &
Fronteira Parelo-dtima o -' o
> /i > f]
(a) (b)

Figura 1.2: Pareto Domindncia no espago de objetivos. Fonte: Arroyo(2002) apud Silva
Neto(2011).

Na figura 1.2(b), no espago dos objetivos os pontos G, C, D sdo ndo comparéveis, o ponto
C domina os pontos pertencentes ao retangulo superior direito e os pontos A, B dominam o
ponto C.

Um objeto fundamental da otimizagao multiobjetivo é o conjunto de solugoes, denomi-
nado conjunto Pareto-6timo. As solugoes Pareto-6timo sao também conhecidas como so-
lugoes nao-dominadas ou solugoes eficientes. Para uma melhor compreensao do que venha
ser um Pareto-6timo e consequentemente o conjunto Pareto-6timo, defini-se o conceito de
Pareto Dominéncia. Estabelecido esse conceito, fica mais simples o entendimento de um con-
junto formado pelas solugdes do Problema (1.1), chamado de 6timo de Pareto ou conjunto

Pareto-6timo.

Definigao 1.6. (Pareto Domindncia no espaco de decisao) Sejam x1,x5 € X. Di-
zemos que x1 domina xo se f(xy) dominar f(xq), ou seja, f(x1) < f(xg). Caso acontega

f(z1) £ f(xa) e f(x2) £ f(x1), entdo x1, x5 sGo chamados nao compardveis ou indiferentes.

Definicao 1.7. (Conjunto Pareto-6timo) Um vetor de decisio T € X ¢é uma solugdo
Pareto-dtima para o Problema (1.1) se nenhum x € X dominar T € X, isto €, se nao
existe outro vetor de decisio x € X tal que f(x) < f(Z). O conjunto de todas as solugoes

Pareto-otimas é denominado Conjunto Pareto-otimo.

Vale destacar que um vetor y = f(z) € Y é Pareto-6timo se seu vetor de decisao corres-
pondente z é Pareto-6timo. A imagem do conjunto Pareto-6timo em Y = f(X) é chamada
fronteira Pareto-6tima, essa fronteira Pareto-6tima é formada por pontos nao comparéveis
dois a dois.

Na figura 1.2(a), temos um exemplo da fronteira Pareto-6tima cujos pontos pertencentes
a essa fronteira sao os pontos Pareto-6timos.

Vale ressaltar que o interesse inicial em problemas de otimizacao mono-objetivo é sobre o

vetor de decisao aquele que orientara o decisor com respeito a Tomada de Decisao. Contudo,

Universidade Federal do Amazonas - UFAM
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a estratégia para o resgate de um vetor eficiente para problemas de otimizacao multiobjetivo
passa pela analise do espaco dos objetivos, independente da dimensao.

A defini¢ao de Pareto-6timo pode ser entendida como aquela em que, nao conseguiremos
outra solucao, se melhorarmos um dos objetivos sem piorar qualquer outro objetivo. Porém é
muito dificil de obtermos solugoes Pareto-6timo e de trabalharmos condicoes de otimalidade
para pontos eficientes e, por esse motivo, apresenta-se uma definicao um pouco mais fraca

que é conhecida como solugao fracamente Pareto-6timo.

Definigdo 1.8. (Solugdo fracamente Pareto-Otimo(eficiente)) Um vetor de decisio
T € X € uma solugao fracamente Pareto-dtima para o Problema (1.1) se nao existe outra
solugao vidvel tal que f(x) < f(T). O conjunto de todas as solugées fracamente Pareto-dtimas

é denominado Conjunto Fracamente Pareto-otimo.

Uma solucao fracamente eficiente é obtida se nao existe outra solu¢ao que possa redu-
zir todos os objetivos, que é diferente da solucao Pareto-6tima para a qual nao é possivel
melhorar algum objetivo sem piorar qualquer outro objetivo. Logo um vetor eficiente(Pareto-
6timo) é fracamente eficiente, mas nao vale a reciproca. No caso geral, é utilizado um sentido
global para as solugoes Pareto-6timas, mas podemos caracterizar as Pareto-otimalidade e

Fracamente Pareto-otimalidade locais para essas solucoes.

Definicao 1.9. (Solugao localmente Pareto-étimo) Um vetor de decisio T € X ¢€
localmente Pareto-dtimo se existe 6 > 0 tal que T € Pareto-otimo em X N B(%,0). Um vetor
de objetivos yx € Y € localmente Pareto-otimo se seu vetor de decisao correspondente é

localmente Pareto-dtimo.

Definicao 1.10. (Solugao fracamente Pareto-6timo local) Um vetor de decisio T € X
é fracamente Pareto-otimo local se existe & > 0 tal que T € fracamente Pareto-dtimo em
X N B(xz,0). Un vetor de objetivos yx € Y € fracamente Pareto-étimo local se seu vetor de

decisao correspondente € fracamente Pareto-otimo local.

Quando estivermos nos referindo tanto a solugoes eficientes quanto a solugoes eficientes
locais em algum momento, denotaremos as primeiras por solugoes eficientes globais. A figura
1.3 ilustra os quatro tipos de eficiéncia definidos anteriormente.

Na figura 1.3 observe que, nos exemplos, as solugoes eficientes locais, fracamente eficien-
tes e fracamente eficientes locais nao sao solucoes eficientes globais. Além disso, a solucao
fracamente eficiente nao ¢ uma solucao eficiente local e a solucao fracamente eficiente local

nao é uma solugao fracamente eficiente.
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i &
£, fa fi f2
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g z N(z*,8) &
(a) Eficiéncia global. (b) Eficiéncia local.
" F Y
f1 5 f1 f2
|
l
|
I { xz* -
1 - N\ ! 5
e = Nizt;0) &
(c) Eficiéncia fraca. (d) Eficiéncia fraca local.

Figura 1.3: Ezemplos de Eficiéncia. Fonte Sampaio (2011).
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Capitulo 2

Elementos da Teoria dos Cones e Analise

Convexa

Neste capitulo, apresenta-se as defini¢oes, exemplos e teoremas basicos necessarios para
o desenvolvimento deste trabalho.

Para a Otimizagao Multiobjetivo, toda solugao globalmente Pareto-6tima sera localmente
Pareto-6tima, analogamente ao caso da Otimizacao Mono-objetivo. A reciproca s6 sera ver-
dadeira adicionando algumas outras hipéteses dependentes de alguns resultados de Anélise

Convexa, apresentados a seguir.

Definigao 2.1. (Conjuntos Convexos) Dizemos que um conjunto X C R™ € convexo se,
para todo x,y € X e a € [0,1]

ar+ (1 —a)ye X (2.1)
Exemplo 2.1. O conjunto vazio, o espaco R", um conjunto que contém sé um ponto, qual-
quer subespaco R™, qualquer semi-espaco em R™, sendo A € R™" e b € R™ o conjunto dado

por X = {x € R"|Ax = b,x > 0} sao conjuntos convexos. Qualquer conjunto nao conexo €

nao convexo.

Definigao 2.2. (Combinag¢do convexa) Sejam x1,xs, ..., x, € R". A combina¢io conveza

desses vetores € dada por:

Z@ﬂ’i = o171 + Qg + ... + @, x,, com ZO"' =10, >0 (2.2)
i=1 i=1

Defini¢ao 2.3. (Fecho convexro) Seja X C R™. O fecho convero de X € a intersegao de
todos os conjuntos convexos em R™ que contém X e denota-se por convX.

Um exemplo que mostra que o fecho convexo de um conjunto fechado pode nao ser
fechado.

Exemplo 2.2. Seja X = {zr = (x1,22) € R* ; x3, = 0} U{(0,1)}. Claramente, X € um
conjunto fechado. Mas como pode ser visto, convX = {x = (z1,22) € R? ; 0 < 1y <
1} U{(0,1)} que nao é fechado.

10



2.1. Conjuntos e Cones Tangentes 11

Definicao 2.4. (Ponto extremo) Seja X = {x € R"|Ax =b,x > 0}. Um ponto x € X €

um ponto extremo de X se nao existirem y,z € X distintos de x e « € [0,1] tais que
r=ay+ (1 —a)z (2.3)

Definigao 2.5. (Fungao convexa) Seja X C R" um conjunto convexo. Uma fungdo f;

X — R € conveza se, para quaisquer x,y € X,

filax + (1= a)y) < afi(x) + (1 —a)fi(y) (2.4)

para todo a € [0,1]. Se, para quaisquer x,y € X, sendo x #y e 0 < o < 1, a desigualdade

for estrita, entao f; € estritamente conveza.

Definigao 2.6. (Programac¢ao Multiobjetivo Convexa) O problema de Otimiza¢iao Mul-
tiobjetivo definido em (1.1) é convexo se todas as fungoes coordenadas da fungao vetorial f

e o conjunto X C R"™ sao convexos.

A partir destas defini¢oes, o proximo teorema fornece condi¢oes para que uma solucao

localmente Pareto-6tima seja globalmente Pareto-6tima.

Teorema 2.1. Se o problema de otimizacao definido em (1.1) for convexo, entao toda solu-

¢ao localmente Pareto-otima € também globalmente Pareto-dtima.

Demonstragao. Ver por exemplo em Miettinem (1999). O

2.1 Conjuntos e Cones Tangentes

Para desenvolver as condigoes de otimalidade no caso de problemas com restrigoes, pre-
cisamos estudar nao s6 o comportamento da funcao vetorial numa vizinhanca da solugao,
mas também a estrutura do conjunto viavel nessa vizinhanca. As nogoes de diregoes via-

veis e dire¢oes tangentes sao fundamentais neste contexto e sao muito importantes para um
entendimento correto das condigdes de otimalidade (IZMAILOV E SOLODOV (2009)).

Defini¢ao 2.7. (Diregcao vidvel) Seja X C R™ um conjunto nao-vazio. Dizemos que d €

R™ ¢ uma direcao vidvel em relagao ao conjunto X no ponto T € X, se existe € > 0 tal que
TH+tde X Vite|0,¢ (2.5)

Para tornar mais natural o entendimento sobre conjuntos de diregoes, a seguinte definicao

é util.

Definigao 2.8. (Cone) Um conjunto D C R™ € um cone, se para todo x € D, X\ > 0, \x €

D. Se D € convexo, entao dizemos que D € um cone convexo.
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2.1. Conjuntos e Cones Tangentes 12

Exemplo 2.3. O espago R", qualquer subespago de R", o ortante nao-negativo R sdo

exemplos de cones.

Proposicao 2.1. (Cone Convexo) Seja D um cone. Entao, D é convexo se, e somente
se, D+ D CD.

Figura 2.1: llustracao do cone de um conjunto D.

Definicao 2.9. (Cone Pontudo). Dizemos que um cone D ¢é pontudo se D N —D = {0}.

Informalmente, um cone é um conjunto de dire¢oes. Um cone nao vazio sempre € ilimi-

tado, com excegao do cone trivial {0}.

Definicao 2.10. Um ponto a € R"™ diz-se aderente a um conjunto X C R™ quando € limite

de uma sequéncia de pontos desse conjunto.

Definicao 2.11. O fecho (ou aderéncia) de um conjunto X no espago R™ é o conjunto X

dos pontos de R™ que sao aderentes a X.
A proxima definigdo matematica abordada nesse trabalho é encontrado em Penot (1994).

Definigao 2.12. (Cone Tangente) Seja X um conjunto nao-vazio de R". O cone tangente
de X em T € X (fecho de X) é o conjunto definido por

T(X,z) = {deR" I t,—0",3d, —dtal que z, =T+ t,d, € X} (2.6)

=1

Figura 2.2: llustragées do cone tangente
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2.1. Conjuntos e Cones Tangentes 13

Exemplo 2.4. Seja St C R" a esfera unitdria. Entao T(S"1,7) = 7t.
Vamos mostrar que T(S" ', T) C T+. Dado d € T(S"1,7),3 t, — 0" ed, — d tal que

T, =T+ ty,d,. Como x, € St tem-se ||x,|| = 1. Logo

[T+ tndnl| =1 = ||f+tndn”2 =1

=< T+ tydp, T+ tpd, >=1
=><T,T >+ <t,d,,T>+<7T,t,d, >+ <tyd,, t,d, >=1
=2<d,,T>+t, <d,,d, >=0

lim (2 <d,,T>+t, <d,,d, >) =0=<d,T >=0.

n——+00
Portanto T(S"',7) C T+,
Vamos mostrar que T(S"1,Z) D 7t. Dado d € T+, ou seja, < d,T >= 0. Considere

d, = a,d — B,T, < d,, T >= —f, em que o, — 17 ¢ 8, — 0%. Definindo

<dn,f>t y 20,
=—-——tem—sel, = ——-—"—
<d,,d, >

_<dn7dn> comd, —>det,— 0"

n

Seja d € T+, entio < d,T >= 0. Sendo x, = T + t,d,, temos que

_ 20

= —d
Tn =T+ <d,, d, > "
Vamos provar que ||z,|| = 1. Entdo

[lzal[* = 11T + tndn|[*

=< T,T > +2t, < dn, T >+t < dy,d, > .

Como T € S ! tem-se < T, T >= 1. Agora vamos mostrar que
2, < dn, T > +t2 < d,,d, >=0.

De fato,
—40; sy
<dp,d,> <d,d,>

2, < dn,T > +12 < d,, d, >=

Logo
T(S" ' 7) o7t
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2.1. Conjuntos e Cones Tangentes 14

Portanto T(S" 1, 7) = 7+

Estendendo a definicao de cone tangente, pode-se construir outros conjuntos tangentes
de segunda ordem. Essas aproximacoes da regido viavel X, em Z € X (X representa nessa
dissertagao o fecho do conjunto X'), podem ser consideradas como duas diferentes extensoes
do cone tangente T'(X, 7). Essas aproximagoes serao usadas para a formulacao das condigoes

de otimalidade de segunda ordem.

Defini¢ao 2.13. (Conjunto tangente de segunda ordem) Seja X um conjunto nao-
vazio de R™. O conjunto tangente de sequnda ordem de X em T € X € o conjunto definido

por

T2(X,7) = {(d,z) €R" xR 3 tp — 07,3 2, — =
tal que x, =T +t,d+ (1/2)t22, € X} (2.7)

Cambini e Penot (2007) definem um novo conjunto tangente de segunda ordem chamado

de cone assintotico de segunda-ordem.

Definigao 2.14. (Cone tangente assintético de segunda ordem) Seja X um conjunto
néao-vazio de R™. O cone assintdtico de sequnda ordem de X em T € X é o conjunto definido

por

T"(X,7) = {(d,2) eR"xR"| 3¢, - 0" 3r, =-0",3 2z, =2

ln
tal que — — 0,2, =T + t,d+ (1/2)rpt,z, € X} (2.8)
T'n

Outras aproximacoes da regido viavel de X em Z € X podem ser inspiradas pela nocéo
dada no trabalho de Cambini (1997).

Definigao 2.15. (Conjunto tangente de seqgunda ordem com indice k) Seja k = 0
um numero real, define-se o conjunto tangente de sequnda ordem com indice k de X em

567])07’

T/(X,7) = {(d,2) eR"xR"| 3, —0",Ir, 07,3 2, - 2

12% _
tal que — — k,x, =T+ t,d+ (1/2)r,t,2, € X} (2.9)
Tn

As d-secoes de T}/(X,T) s@o denotadas por
Ty (X,7)(d) = {2 €R"[(d,2) € T{(X,2)} (2.10)

A seguinte proposi¢ao mostra a relagao entre o conjunto tangente de segunda ordem de

indice k > 0 e o classico conjunto tangente de segunda ordem.

Proposicao 2.2. Seja X um subconjunto ndao-vazio de R" e seja T € X. Entdo, para todo
k>0, T/(X,z) = (1/k)T*(X,T). Em particular, T{(X,7) = T*(X,T).
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2.1. Conjuntos e Cones Tangentes 15

Demonstragao. Segue-se imediatamente da definigao de 7}/ (X, 7). O

Observagao 2.1. Observe que T/(X,7) = T"(X,7) e T(X,T) = T*(X, 7). Mais ainda,
para todo k 2 0, tem-se T]'(X,7)(0) = T(X,T) e se d ¢ T(X,Z) entao T}(X,T)(d) = 0.

Exemplo 2.5. Seja o conjunto Z usado por Cambini (1997) :
Z ={(z,y) e R? .y = x/z,2 > 0}, = (0,0).
Entao

(i) T(Z,79) = {(d1,ds) € R*: dy = 0};
(ii) T)(Z,9) = T*(Z,y) = {(0,0)} x {(21, 22) € R*: zp = 0};
(iii) Ty (Z,y) =T"(Z,y) = {(d,z) e R*: d; >0, dy=0e¢ dy.zo 20} UT?*(Z,7).

Verificacao:

(i) Seja d = (di,d») € T(Z,y). Tome d, = (d},dy) — d, t, — 07, y, = (¥ y5) e
Yo = (07 0)

Sendo y, =Y + tpod, = (0,0) + t,(d}, d3) = (t,d}, t,d3). Logo
(Y, yB) = (tadd, tand}) € Z = todh = todi/(tad}) = tody = \/(t.d})3. Logo

& = /(D) (2.11)
Paran — +oo em (2.11) temos que dy = 0 e portanto T(Z,y) = {(dy,ds) € R? : dy = 0}.

(i1) Seja (d,z) € T{(Z,7), com d = (dy,ds2) e z = (z1,22). Considere z, = (z7,2%) —
(21,22) = 2, tn = 07, yn = (41, 93) = (y1,82) =y ey = (0,0).

Sendo y, = G+ tud+5t5 20 = (tadi, tada) + (51727, 5t225) = (tadi + 38727 tada +51723) €
Z. Logo

1 1
t(ds + Etnzg) = \/(tn(dl + §tnz?)>3 =

1 1
dy + t w2y = ta/ (dy + 275 n21)3 com dy 2 0. (2.12)

Aplicando o limite em (2.12) quando n — +oo temos que dy = 0.
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Substituindo dy = 0 na equagdo (2.12) temos
1 1
_tnzg = \/a (dl + _tnz?)g
2 2
Entao

1
5\/523 =/ (d; + =t,27)3 (2.13)

Aplicando o limite em (2.13) quando n — +oo temos que dy = 0.

Substituindo dy = 0 e dy = 0 na equagdo (2.12) temos

1 1

Logo

1
zy =21, (§z{b)3 (2.14)

Aplicando o limite em (2.14) quando n — 400 obtemos z = 0.
Nessas observagoes T*(Z,5) = {(0,0)} x {(z1,22) € R? : 25 = 0}.

(iii) Sejam z, = (27, 20) = (21,22) = 2, d = (d1,do), Yo = (W 08) = (y1,90) = v,
7= 1(0,0), (tn,m) = (0%,0%) tal que = — 0.

Como y,, = y+tnd+%rntnzn = (tnds, tnd2)+(%rntnzf, %Tntnzg) = (tn(d1+%rnz?, tn(do+
ira2y) € E. Logo

1 1
tn(ds + 57%23) = \/(tn(dl + 57"712711))3 =

1 1
ot S = Vi U+ St com 4y 20 (2.15)

Aplicando o limite quando n — 400 em (2.15) temos que dy = 0.

Substituindo dy = 0 na equagao (2.15) obtemos

1 1
érnzg = \/E\/(dl + §rntnz?)3

Se dy = 0 na equagao (2.15) obtemos zo = 0.

Se d; > 0 na equagao (2.15) tem-se 2l = @\/(dl + %rntnz?):”. Para n € N suficiente-

r

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



2.1. Conjuntos e Cones Tangentes

17

mente grande temos que

1
2y > \/ﬂ\/(dl + Erntnz’f)?’
Aplicando o limite quando n — +o0o em (2.16) tem-se zo = 0.
Portanto T"(Z,y) = {(d,z) € R*: dy >0, do =0 e dy.20 = 0} UT*Z,7).

Exemplo 2.6. Seja o conjunto E usado por Jiménez e Novo (2004) :
E={(y1,y2) ER*: o = —|yi|7}, yo = (0,0) e d = (—1,0).

Entao

(1) T(E,yo) = {(dy,ds) : do = 0};

(ii) T2(E7 yo)(d) = (Z);

(iii) T"(E, yo)(d) = {(21, 2) : 22 < 0}.

Figura 2.3: llustragao do conjunto FE

Verificacao:

(i) Sejam d,, = (d},dy) — d = (—1,0), t, — 0, y, = (v}, v%) e yo = (0,0).

Sendo y, = yo + tnd, = (0,0) + t,(d}, dy) = (t,dy, t,dy). Logo

(Y, y3) = (tpd? td?) € E = tody = —[tad?|2 = t,dd = —/[tnd? P =

(2.16)
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2.2. Eficiéncia 18

& = /L& (2.17)

Para n — 400 em (2.17) temos que dy = 0 e portanto T(E,yy) = {(d1,ds) : dy = 0}.

(ir) Sejam z, = (21, 23) = (21,22) = 2, (tn,7n) = (07,07) yn = (u1',93) = (Y1, 42) = v,
d= (_170) €Yo = (070)

Sendo y, = Yo +tnd+ 522, = (—t,, 0)+ (5227, 51225) = (—t, + 51227, 5t228) € E. Logo

1 / 1
§tizg = —/|tn + 2273 =

n 1 t, "
= _2\/;\(5 — 1)z, (2.18)

Aplicando o limite quando n — +o0o0 em (2.18) temos que zo — +00.

Portanto T*(E, yo)(d) = 0.

(”Z) Sejam Zn = (Z{L,Zg) — (21a22> =z, Yn = (y?ayg) — (ylva) =Y, d = (_170);
yo = (0,0) (tn, ) — (0F,0%) tal que &= — 0.

Como vy, = y0+tnd+%rntnzn = (—tn,O)—l—(%rntnz{L, %rntnzg) = (tn(—l—l—%rnz?, %rntnzg) €
E. Logo

STatn2y = —\/|tn(—1 + 312t P = —2f = Q‘f—fj”\/| — 1+ 11,273, Paran € N suficien-

temente grande tem-se

1
— 2y > 2\/5\/] -1+ §Tnz{‘|3 (2.19)

Aplicando o limite quando n — 400 em (2.19) temos que zo < 0

Portanto T"(E,yo)(d) = {(21, 22) : 22 < 0}.

2.2 Eficiéncia

Miettinen (1999) afirma que é possivel definir otimalidade em contextos mais gerais
para problemas de otimizagao multiobjetivo como uma opg¢ao a otimalidade de Pareto e
fracamente Pareto-6timo. Seja D um cone convexo pontudo em R!. Tal cone D pode ser

usado para induzir uma ordem parcial em R' da seguinte maneira:
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Proposicao 2.3. Seja A uma relacio bindria em R'. A é uma ordem parcial linear se, e

somente se, existe um cone convexo pontudo D C R' tal que
(y1,92) E A<= yo —y1 € D. (2.20)

Demonstragdo. (=) Sejam A uma ordem parcial linear e D = {y; € R'| (0,y;) € A}. Pela
definigao 1.1 a propriedade (5) garante que D é um cone. Dados quaisquer y1, y2 € D, temos
que (0,71) € Ae (0,y2) € A. Pela propriedade (5) de linearidade, temos (—y2,0) € A e, pela
transitividade, obtemos (—y9,y;) € A. Pela linearidade de A, temos (0,y; + y2) € A. Logo
y1 +1y2 € D. Portanto, pela Proposicao 2.1, D é convexo. Se y; € DN —D, entao (0,y,) € A
e (0,—y1) € A. Como A ¢ linear, temos (y;,0) € A. Como A ¢é anti-simétrica, segue que
y1 = 0. Portanto, D é pontudo.

(<=) Dado um cone convexo pontudo D € R! mostraremos que a relacao binaria A es-
tabelecida na definigdo 1.1 é uma ordem parcial linear. A propriedade (5) segue de forma
imediata da definicao de D. Como 0 € D, A é reflexiva. Dados y1, 2, y3 € D, suponha que
(y1,92) € A e (ya,y3) € A. Por (2.20), temos yo —y; € D e y3 — y2 € D. Pela convexidade
de D e pela Proposicao 2.1, y3 — y; € D e, portanto, (y1,y3) € A. Logo, A é transitiva.
Como (y1,y2) € A e (y2,41) € A implica que yo —y; € D N —D, podemos concluir que A é

anti-simétrica pelo fato de que D é pontudo. O

Observacgao 2.2. Denota-se (y1,y2) € A por y1 <p ya2, assim pode-se reescrever (2.20) por
NW<pY=y—y1 €D (2.21)

Sejam y; € yo € Y dois vetores no espaco dos objetivos. Diz-se que y; domina y, denotado
por y1 <p Yo, se Yo —y1 € D e y; # yo, Ou seja, yo — y; € D\{0}. Escreve-se também como
Y2 € y1 + D e y1 # ya, isto &, ya € y1 + D\{0}.

Uma alternativa para a definicao de otimalidade é feita considerando um cone convexo
pontudo (MIETTINEN (1999)). Para essa defini¢ao utiliza-se o termo eficiéncia.

Definigao 2.16. (Eficiéncia) Sejam D C R! um cone convezo pontudo e Y C R! o espago
dos objetivos. Um vetor de decisio T € X € eficiente (com respeito a D) para o problema
(1.1) se nao existe outro vetor de decisao x € X tal que f(x) <p f(T).

Sejam y,y € Y dois vetores no espaco dos objetivos. Uma vetory € Y € eficiente se nao

existe outro vetor y € Y tal que y <p .

A definigao 2.14 significa que um vetor é eficiente se ele nao é dominado por qualquer
outro vetor viavel. Tal definicao pode ser reformulada de vérias formas equivalentes, por

exemplo:

1. g € Y ¢ eficiente se (Y —y) N (—D) = {0} (PASCOLETTI E SERAFINI (1984) e
WEIDNER (1988));
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2. (y—D\{0})NY =0 (TAPIA e MURTAGH (1989));
3. Y —-9)nY =7 (CHEN (1984) e JAHN (1987)).
Reformulando a definicao 2.14 com uma representacao equivalente obtém-se a:

Definicao 2.17. Seja D um cone convexo pontudo. Um vetor de decisao T € X € eficiente

(com relagdo a D) para o problema (1.1) se nao existe outro vetor de decisio v € X tal que

£(Z) € f(z) + D — {0}, isto & (f(z) — D\{0}) NY = 0.

Definicao 2.18. Sejam y, § € Y dois vetores no espaco de objetivos e Y C R!. Diz-que
um vetor § € Y € eficiente se nao existe outro vetor y € Y tal que y € y + D\{0}, ou seja,
¥ —D\{0})nY =0.

Observacao 2.3. Essas definicoes sao equivalentes a Pareto Otimalidade quando D = Rﬂr.

Yz &

y' —RE

L J

¥

Figura 2.4: Representacdo da fronteira eficiente com respeito a ordem parcial do cone R%r. Fonte:
Miettinen(1999).

Define-se as solugoes fracamente eficientes utilizando a ordem parcial induzida pelo cone
convexo pontudo D (JAHN (1987)) do seguinte modo:

Definigao 2.19. (Solugdao fracamente eficiente induzida por um cone convexo pon-
tudo) Seja D um cone convero pontudo. Um vetor de decisao T € X € fracamente eficiente
(com relagao a D) para o problema (1.1) se nao existe qualquer outro vetor de decisao
r € X tal que f(T) € f(x) + intD(intD representa o interior do conjunto D), isto €,
(f() —mtD)NY = 0.
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2.2. Eficiéncia 21

Definicao 2.20. Sejam y, ¥ € Y dois vetores no espaco dos objetivos e Y € R'. Um wvetor
y €Y ¢ fracamente eficiente se nao existe outro vetor y € Y tal que y € y + intD, ou seja,

(g—intD)NY = 0.

Uma formulagao alternativa segundo Sawaragi (1985) e Jiménez B, Novo V (2004) é que

um vetor objetivo 7 € Y é fracamente eficiente se (Y —7) N (—intD) = .
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Capitulo 3

Alguns Métodos de Programacao

Multiobjetivo Matematica

De acordo com o estagio de decisao em que o decisor envolve-se no processo de Tomada de
Decis@o expressando sua preferéncia, Hwang e Masud (1979) apud Mavrotas (2006) afirmam
que os métodos para resolver problemas de Programagao Matematica Multiobjetivo (PMM)
podem ser classificados em trés categorias : os métodos a priori, a posteriori e os interativos.
Embora os métodos a prior: sao os mais populares, os métodos interativos e a posteriori
levam mais informagdes ao tomador de decisdo, veja Mavrotas (2006). Especialmente, os
métodos a posteriori(ou de gera¢do) que tem como exemplo os algoritmos genéticos (que
apresenta-se na se¢ao 3.4) aos quais informam ao tomador de decisdo sobre todo o contexto
das alternativas antes da sua determinacao final.

Segundo Miettinen (1999) apud Silva Neto (2011), matematicamente, toda solugao efi-
ciente (Pareto-6tima) é igualmente aceitéavel como solu¢do do problema de programagao
multiobjetivo, lembrando que a fronteira Pareto 6tima é formada por pontos indiferentes
entre si. Na auséncia de qualquer informagao, nenhuma dessas solugoes podem ser ditas
melhores do que as outras. Entao se faz necessario algum critério ou alguém que possa
classifica-lo e/ou escolher alguma ou algumas solugdes aceitaveis. Nesse momento insere-se
a figura do tomador de decisao que é uma pessoa ou um grupo de pessoas que supostamente
tem experiéncia a respeito do processo ao qual o (PMM) esté inserido. Para o decisor é
interessante selecionar somente uma solugdo, ou no maximo um namero finito(pequeno) de
solugoes.

Os métodos de otimizacao multiobjetivo usualmente estao interessados na busca de so-
lugbes no espago dos objetivos ao invés do espago de decisoes. Segundo Miettinen (1999),
uma das razoes se deve ao fato que a dimensao do espago dos objetivos é geralmente menor
do que o espago de decisdao. Outra razao, conforme Silva Neto (2011), seria que os decisores

tem maior interesse nos valores da fungao objetivo.
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3.1 Métodos a Priori

Os métodos pertencentes a essa classe sao caracterizados pela aplicacao de informacoes
sobre prioridades, ordenagao ou intervalos aceitaveis para os objetivos, fornecidos pelo deci-
sor, como parametros do problema a ser resolvido. As técnicas mais comuns transformam o
problema original multiobjetivo em problemas com formatos mais simples (problemas esca-
lares), através da insergao das preferéncias do decisor na defini¢io matemaética do problema.
Tem como vantagem um baixo custo computacional. No entanto, caso haja mudanca de ideia

do decisor, o método tem que ser executado novamente.

3.1.1 Métodos baseados em Limitantes

O decisor deve selecionar um objetivo de referéncia f;, i € {1,...,1}, e indicar limitantes
inferior e superior (/; e L;, respectivamente) para os demais objetivos.

Deve-se entao resolver o problema modificado, para cada i :

min  f;(z)

sa. xeXCR” (3.1)
li(@) < fi(x) < Lj, Vj#i

Sua desvantagem se deve a dificuldade de especificar & priori os limitantes para que tenha

um problema viavel e se tenha uma solucao satisfatéria do problema para o decisor.

3.1.2 Meétodo Lexicografico

O decisor deve listar os objetivos em ordem decrescente de preferéncia ou importancia.
Assim as fungdes objetivos sao classificada nessa ordem de preferéncia. Ou seja, fi(z) denota
a fungao de maior importancia e f;(z) denota a fungao de menor importancia. Para obter a
solucao Pareto 6tima T realiza-se minimizacoes sucessivas como segue:

Considera-se primeiramente a fun¢ao de maior importancia somente, minimiza-se sobre
o conjunto viavel X do problema multiobjetivo definido em (1.1) sem considerar os demais

objetivos. Isto é,
min  fi(z)
s.a. xe€XCR" (3.2)

encontrando o valor 6timo f;. Em seguida, minimiza-se a fungao fo(x) sobre o mesmo con-

junto viavel X adicionando uma nova restrigao fi(z) = f;, tornando-se o seguinte problema:
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min  f5(z)

s.a. re X CR" (3.3)
filz) = fi

obtendo o valor 6timo f;. Depois, é feito semelhante para f3(z) adicionando as restrigoes

filz) = ff e fa(x) = f5, isto &

min  f>(z)

s.a. re X CR"
filz) = fi (3.4)
fo(x) = f3

Para o i-ésimo objetivo, a expressao anterior ficara:

min  f;(z)
s.a. reX CR"” (3.5)
f](x):f]*7]:172,,l—1

Continua-se o processo até a funcao de menor importancia. Depois desse processo, o T
tal que f;(Z) = f ¢ a solugao do problema lexicografico. O préximo teorema encontrado em

Miettinen (1999) mostra que toda solu¢ao do problema lexicografico é Pareto-6timo.

Teorema 3.1. A solugdo encontrada no método lexicogrdfico é Pareto-otimo.

Demonstragao. Ver Miettinen (1999) O

3.1.3 Programacao por Metas

Em problemas praticos, muitas vezes é dificil e até impossivel atingir os objetivos e ainda
satisfazer uma série de restri¢oes. Nesses casos, é razoavel que os gestores procurem satisfazer
ou aproximar-se dos objetivos e restrigoes estabelecidos, ao invés de consideré-los rigidos.

A programacao por metas é uma técnica que permite a modelagem e a busca de solugoes
para problemas com miltiplos objetivos ou metas a serem otimizadas (DEB (2001)). Esse
método foi introduzido por Charnes e Cooper em 1961, a idéia desse método é determinar
niveis de aspiracao pelo tomador de decisao, representados por M;, para as fun¢oes objetivos

através de desvios que serao minimizados. As metas sao definidas pela juncao das fungoes
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objetivos com essas aspiragoes. Miettinen (1999) afirma que as restri¢oes, que geralmente
sao funcionais, podem ser observadas como subconjuntos das metas.
Com os valores fornecidos para as metas as variaveis de desvio d; podem ser formuladas

da seguinte forma:

em que d; = d; —d} e d;,d} > 0. A expressao anterior resultara em f;(z) +d; —df =
M;, Yo =1,...,1.

A partir das defini¢oes das metas, o problema multiobjetivo torna-se um problema mo-
nobjetivo onde se deseja minimizar os desvios d;. E comum formular este método, chamado

programagao por metas ponderada, como:

min (Z wi(d] + d;))

sa.  fi(x)+d —df =M,

d; ,df >0 (3.7)
dfd; =0Vi=1,..1
rzeX

Note que w; e M; é o ponderador e o nivel de aspirac¢ao (ou valor desejado) para o objetivo
de indice i, respectivamente. O d; indica quanto o i-ésimo objetivo excedeu M; e d; indica
quanto o i-ésimo objetivo ficou abaixo de M,;.

Vale ressaltar que nao pode ocorrer simultaneamente di > 0 e d; > 0. Por isso, a

restricao d;f d; = 0 sempre ¢ satisfeita, podendo (3.7) ser reescrito como:

!
min (Z wi(d! +di>)
i=1
sa.  fi(x)+dy —df = M,
Ao db > 0¥ =1, .1 (3.8)

rze X

O problema (3.8) é um caso particular com p = 1 da formulagao feita através da métrica
L,., conforme visto em Miettinen (1999). Com isso a programagao por metas ponderada é

relacionada com o método da métrica ponderada ou programagao por compromisso.
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z ,
min <Z w;(df + di_)p> ;1 <p<oo
i=1
s.a.  filz)+d; —df =M,
A7 df > 0vi=1,..,1 (3.9)

re X

A métrica L; ¢ a mais utilizada segundo Miettinen (1999) pelo fato da origem da pro-
gramagao por metas vir do estudo da programagao linear.

Em Romero (2004), sdo descritas outras formas tradicionais de programacao por metas:
programagao por metas lexicografica e programagao por metas minmax, também conhecida

como programacgao por metas nebulosa.

Teorema 3.2. A solugao de um problema de programacao por metas ponderadas é Pareto-

dtimo para Problema (1.1) se as varidveis de desvio d; ,d; sao solugoes otimas.

1)

Demonstragao. Ver Miettinen (1999) O

3.2 Meétodos a posteriori

Nos métodos a posteriori (ou métodos de geragao) as solugoes eficientes do problema
(todas ou uma representacao suficiente delas) sdo geradas e entao o tomador de decisao

envolve-se, para selecionar dentre elas, a solu¢ao de maior preferéncia.

3.2.1 Meétodo das ponderacoes

Esse ¢ um dos métodos mais conhecidos e foi apresentado por Zadeh (1963), a ideia é
associar a cada funcao objetivo um coeficiente de pesos e minimizar a soma ponderada de

todas as fungoes coordenadas f;. Esse método é formulado da seguinte maneira:

l
min Z w; fi(x)
i=1

sa. x€X (3.10)

onde w; > 0,Vi =1,....1. O peso w; representa a importancia da fun¢ao objetivo ¢+ comparado

com as demais. Geralmente, é feita a normalizagao desses pesos, ou seja,

l
» wi=1 (3.11)
i=1

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



3.2. Métodos a posteriori 27

tornando a fungao objetivo de (3.11) uma combinacdo convexa das fungdes objetivos do
problema multiobjetivo.
O teorema a seguir encontrado em Takahashi (2007) apresenta condigoes para obtengao

de solucoes Pareto 6timas através do problema ponderado.

Teorema 3.3. Seja T a solugao do problema (3.11) para w > 0. Entdo T € uma solu¢do
Pareto otima se:

(1) T € solugao unica de (3.11) ou

(11) w; >0, Vi=1,...l

Segundo Takahashi (2007) a vantagem desse método é a simplicidade computacional.
Equivale a solugoes de problemas mono-objetivos, um para cada ponto gerado e cada pro-
blema monobjetivo possui a mesma estrutura de restricoes do problema original. A desvan-
tagem desse método é que ele nao se aplica a problemas nao convexos, nos quais talvez nao
seja possivel gerar varias solugoes Pareto-dtimas e véarias ponderagoes podem estar associ-
adas & mesma solucao Pareto-6tima. Sendo este método recomendado, por exemplo, para

problemas de programacao linear multiobjetivo.

3.2.2 Meétodo das ¢ - restrigoes

Introduzido por Haimes (1971) apud Miettinen (1999). Nesse método otimiza-se uma das
fungoes objetivos f;, julgada a mais relevante, e todas as fungoes restantes sao convertidas
em restrigdes através de definicao de limites superiores para cada uma delas (¢;). O método

é formulado pelo problema:

min  f;(z)
s.qa. re X CR" (3.12)
fj(l’) S Ej, VJ = 1, ,l, j 7&2

em que i € {1,...,1}.

Arroyo (2002) apud Silva Neto (2011) comenta que variando convenientemente os li-
mitantes €;, torna-se possivel gerar o conjunto Pareto- 6timo, mesmo quando o espago de
objetivos ¢ nao convexo. Segundo Takahashi (2007) a desvantagem desse método é justa-
mente a determinagao dos valores de ¢;, pois o ponto obtido pode nao ser Pareto-otimo e
os valores de €; podem tornar o problema (3.3) infactivel. Como implicagdo pratica do pro-
ximo resultado conclui-se que, variando parametricamente €;, Vi e Vj # 4, é possivel gerar

completamente o conjunto Pareto-6timo.

Teorema 3.4. Se T € Pareto-dtimo entao existem um inteiro i € {1,...,1} e nudmeros reais

€, j=1,..,1 (j #1) tais que T resolve o problema (3.13).

Demonstragao. Ver Takahashi (2007). O
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3.3 Meétodos Interativos

Nesse método o decisor é consultado enquanto é executado o algoritmo de busca de
solugoes do problema multiobjetivo e suas preferéncias sao utilizadas na busca da solugao
(SILVA NETO (2011)). A busca s6 termina quando o tomador de decisao se satisfaz com a

solucao.

3.3.1 Geoffrion, Dyer e Feinberg

O método GDF(Geoffrion, Dyer e Feinberg) baseia-se no Algoritmo de Frank-Wolfe, que
foi desenvolvido para resolver problemas de programagao quadratica mono-objetivo com res-
trigoes lineares, ou seja, problema de otimizagao convexa. Segundo Ferreira (1999), recorre-se
a uma fungao u = U(f(x)), u : R® — R que nao precisa ser explicitamente conhecida, apenas

localmente. O problema a ser resolvido é

min v =U(f(z))
s.a. w€X (3.13)

em que u é uma funcao convexa crescente diferenciavel que reflete as preferéncias gerais do
decisor.

O problema (3.13) é convexo para a utilizagdo do método GDF porque vem do uso do
Algoritmo de Frank-Wolfe. Miettinem (1999) apud Silva Neto (2011) afirma que o método
de Geoffrion, Dyer e Feinberg também é chamado de método de Frank-Wolfe interativo.

Conforme encontrado em Ferreira (1999) apud Silva Neto (2011), o algoritmo GDF é
similar ao algoritmo de Frank-Wolfe sendo que os passos 2, 3 e 4 sao feitos interativamente

consultando o decisor:

e 1- Determinar uma solucao 2° € X; fazer k = 0;
e 2- Obter direcao de busca d* resolvendo o seguinte problema:
min  Vu(z")'¢
s.a. e X (3.14)

Seja €% uma solucao do problema; fazer d* := &% — 2

e 3- Determinar passo 6timo «y através de busca unidimensional

min u(z® 4 ad®) (3.15)

a€l0,1]
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e 4- Calcular 2! = 2% + apd"; se ||zF1 — 2¥|| < ¢, € > 0 suficientemente pequeno,

entdo parar. A solucao é x**!. Caso contrario, k = k + 1 e retornar ao passo 2.

Para maiores informacgoes sobre o método Geoffrion, Dyer e Feinberg podem ser encon-
trados em Miettinen (1999), Ferreira (1999).

3.4 Algoritmos Genéticos

O algoritmo genético (Genetic Algorithm-GA) foi descrito, originalmente, por Holland
(1975) com o intuito de reproduzir e estudar o processo adaptativo dos sistemas naturais. Os
algoritmos genéticos sao métodos heuristicos, usualmente aplicados em problemas complexos,
esses métodos imitam a evolugao natural, ou seja, o GA trabalha em uma populacao de
solugoes potenciais aplicando o principio da sobrevivéncia dos mais adaptados a produzir
melhores aproximagcoes para uma solucgao.

Por ser um algoritmo evolutivo, sua estrutura é baseada nos conceitos de reprodugao ce-
lular e evolugao natural, podendo ser descrito por quatro elementos basicos: uma populacao
de solugoes, geralmente viaveis, representada através de uma estrutura computacional ade-
quada; uma funcgao de fitness que associa a cada individuo da popula¢ao um valor da medida
de desempenho na resolugdo do problema; operadores genéticos (crossover e mutagao), que
realizam a troca de informacgoes entre as solugoes, introduzem ou modificam individuos e
mantém a diversidade da populagao; e processo de selegao de individuos que, em analogia a
selecao natural, promove a sobrevivéncia e reproducao das melhores solucoes, acarretando
um aumento do fitness médio da populacao ao longo das geracgoes. A estrutura bésica desse

tipo de algoritmo pode ser resumida da seguinte maneira.
e Passo 1: Gerar populagao inicial;
e Passo 2: Avaliar populagao;
e Passo 3: Aplicar crossover e mutacgao;
e Passo 4: Selecionar individuos para nova geragao;

e Retornar ao Passo 2 até que uma condicao de parada seja alcancada.

Cada individuo da populagao (cromossomo), codificado através de estruturas computa-
cionais (grafos, vetores, etc) representa uma possivel solu¢ao para o problema tratado. Na
versao classica do algoritmo em Holland (1975), os individuos sao representados através de
vetores binarios de tamanho fixo.

A escolha da codificacao dos cromossomos a ser adotada é uma etapa bastante impor-
tante na construcao do algoritmo genético, ja que deve permitir a representacao da solucao
completa do problema, sem dificultar a medida do fitness ou a aplicacao dos operadores

genéticos.
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De modo geral, inicia-se a populacao de forma aleatéria mantendo tamanho fixo. Infor-
magoes e restrigoes do problema podem ser incorporados na geracao da populacao inicial de
forma a viabilizar as solugoes ou melhorar a qualidade da populacao.

A funcao de fitness deve ser escolhida de forma a medir o desempenho de cada individuo
como solucao do problema. Na maioria dos casos, essa medida nao é absoluta e sim, relativa
aos outros individuos da geracao atual.

Conforme o autor Michalewicz (1995) nos problemas restritos, a funcao de fitness pode
incorporar a medida de inviabilidade do individuo, na intencao de que os individuos invidveis
convirjam para a viabilidade e individuos vidveis convirjam para solu¢oes com melhores
fitness.

O crossover e a mutacdo sao os operadores genéticos mais utilizados. O crossover é o
responsavel pela geracao de novos individuos através da troca de informacoes entre duas ou
mais solucoes da populacao. A mutagdo é responsavel por modificagoes aleatérias em um
cromossomo, a fim de promover a variabilidade da popula¢ao, sem comprometer a conver-
géncia ja alcancada. Os operadores crossover e mutagao sao aplicados com probabilidades
determinadas na definicao do algoritmo.

Os mais comuns operadores crossover sao o algoritmo genético classico crossover simples,
em que dois individuos pais selecionados geram dois novos individuos através da troca do
segmento de cromossomo iniciado em um ponto de corte escolhido aleatoriamente, o crosso-
ver uniforme (SYSWERDA (1989)). Nesse uma quantidade determinada de genes aleatorios
(unidade de informagao do cromossomo - um bit na codificagao binaria) é trocada entre dois
individuos pais e o crossover aritmético (MICHALEWICZ (1995)) utiliza-se em popula-
¢oes com codificagao em ponto flutuante, que gera dois individuos a partir de combinagoes
convexas das solucoes pais.

Para problemas com codificacao binaria, a mutacao simples troca o valor de um ou mais
genes em um cromossomo selecionado. Em algoritmos com codificacao real pode-se utilizar
por exemplo: mutacdo uniforme, em que o valor do gene a ser modificado é selecionado
aleatoriamente ou de acordo com uma distribuicao de probabilidade adequada, e o operador
de mutacao indutiva o valor selecionado é somado ao valor atual do gene.

No algoritmo genético classico, as solugoes sao selecionadas para a proxima geracao
através de uma técnica denominada roulette wheel, que atribui a cada individuo da populagao
uma probabilidade de sele¢ao proporcional a seu valor de fitness. A grande desvantagem desse
esquema ¢ a possibilidade de perda melhor individuo da populacao atual na montagem da
nova geracao. Essa dificuldade pode ser superada com uma estratégia etilista, que consiste
em manter o melhor individuo ou um grupo dos melhores da geracao atual na seguinte.

Tem-se também as técnicas de selecao por diversidade onde os individuos mais diversos
sao selecionados e selecao por torneto, em que duas solugoes sao indicadas aleatoriamente e
a melhor é selecionada.

Essas técnicas de selegoes apresentadas também podem ser utilizadas na identificacao de

individuos para aplicacao dos operadores genéticos.

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



3.4. Algoritmos Genéticos 31

3.4.1 Algoritmos Genéticos aplicados a Otimizacao Multiobjetivo

A solugao de um problema de otimizacao multiobjetivo é constituida por um conjunto
de pontos, a utilizacao de algoritmos genéticos parece imediata, dado que a cada geragao no
algoritmo considera-se simultaneamente uma populagao de solugdes (MOURA (2002)).

Em problemas de otimizagao multiobjetivo, os algoritmos genéticos podem ser aplicados
como métodos a posteriori, ou seja, direcionados a geracao de pontos que caracterizam o
conjunto Pareto-6timo, para possibilitar ao decisor a escolha de uma solugao. Essa caracteri-
zagao deve ser tal que os pontos gerados apresentem distribuicao aproximadamente uniforme
no conjunto.

Autores como Deb (2001), Coello (2006) destacam o emprego dos algoritmos genéticos

em problemas de otimizacao multiobjetivo.

e Apresentam facilidade e flexibilidade da modelagem;

e Exigem um menor esfor¢o computacional para encontrar cada solugao do conjunto
Pareto-6timo se comparado ao esforco de encontrar uma solucao para uma formulacao

mono-objetivo;

e Sao menos susceptiveis as caracteristicas da fronteira de Pareto (nao convexa, descon-

tinua);

Os algoritmos genéticos de otimizacao multiobjetivo mais importantes, desenvolvidos
entre 1989 e 1998 (AZUMA (2011)) sao:

e NSGA (Nondominated Sorting Genetic Algorithm): proposto em Srinivas & Deb (1994),
é baseado em varios niveis de classificacao dos individuos. Todos os individuos nao-
dominados sao classificados em uma categoria. Esse grupo de individuos classificados
é removido e outro nivel de individuos nao-dominados é considerado. O processo con-
tinua até que todos os individuos da populagao sejam classificados. Esse algoritmo nao

¢ muito eficiente porque requer um nimero elevado de repeticoes de classificagao.

e NPGA (Niched-Pareto Genetic Algorithm): proposto em Horn et al. (1994), usa se-
lecao por torneio baseado na relagao de dominéancia. Dois individuos sao escolhidos
aleatoriamente e comparados com um subconjunto da populagao (tipicamente 10%).
Se um deles é dominado por esse subconjunto e outro nao, entao o outro nao dominado
ganha. No caso dos dois serem dominados ou dois dominarem, o resultado do torneio
¢ decidido através de compartilhamento de fitness. O objetivo de compartilhamento
de fitness é distribuir a populagao ao longo dos picos do espago de decisao. Cada pico

recebe uma parte proporcional a altura do pico.

e MOGA (Multi-Objective Genetic Algorithm): proposto em Fonseca & Fleming (1993),

a classificagao de um individuo corresponde ao nimero de individuos na populagao
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corrente que o dominam. A todos os individuos nao dominados é atribuido o maior
valor possivel de fitness, enquanto que os dominados sao penalizados de acordo com a

densidade da populagao na regiao em que se encontram.

Esses algoritmos representam a primeira geracao de algoritmos genéticos para otimizacao
multiobjetivo. A segunda geracao comegou quando o elitismo passou a ser considerado. Tal
elitismo geralmente refere-se ao uso de uma populagao externa para manter os individuos
nao dominados, encontrados ao longo do processo evolutivo. A motivagao surgiu do fato de
uma solu¢ao que nao é dominada por solucoes candidatas de uma populacao corrente nao
necessariamente ser nao dominada em relagao a todas as solugoes candidatas ja produzidas
pelo algoritmo (AZUMA (2011)). Os principais sao:

e SPEA (Streng Pareto Evolutionary Algorithm): proposto em Zitzler & Thiele (1998)
faz uso de uma populagao externa, atualizada a cada geragao, de forma a conter as
solugoes nao dominadas em relacao aos individuos gerados até o momento. Como o
algoritmo faz uso de uma estratégia de agrupamento, os pontos da populagao externa
apresentam distribuicao aproximadamente uniforme. Ao final, a populagao externa é
utilizada como conjunto Pareto-6timo. A funcao de fitness é associada a medida de
dominacao de individuos da populacao externa em relacao a cada solugao da gera-
¢ao atual. Na intencao de manter a diversidade, o algoritmo SPEA busca distribuir
uniformemente a populagao convencional em torno dos pontos da populagao externa,
de forma que cada solugao da segunda domine aproximadamente o mesmo niimero de

individuos da primeira.

e PAES (Pareto Archived Evolution Strategy): proposto em Horn et al. (1994), consiste
em uma estratégia evolutiva (1 + 1) (BEYER (2001)), ou seja, um pai gera um filho,
que emprega busca local e usa um arquivo externo que armazena as solugoes nao
dominadas encontradas até o momento. Esse arquivo é usado como referéncia para
obter uma classificacao de dominancia aproximada para os candidatos que sofreram

mutacao.

e NSGA-II (Nondominated Sorting Genetic Algorithm II): proposto em Deb et al. (2002)
como uma melhoria do NSGA. Ele estima a densidade das solugoes vizinhas a uma
solugdo da populacao através do calculo da distancia de agrupamento(crowding dis-
tance). A distancia de agrupamento de uma determinada solugao ¢ ¢ uma estimativa do
tamanho do maior cubdide que engloba a solugao ¢ sem incluir uma ou mais dentre as
solucoes da populagao. Essa estimativa de tamanho usa a média de compromisso dos
lados. Esse método nao usa uma populagao ou arquivo externo, sendo que o mecanismo
de elitismo consiste em combinar os melhores pais com os melhores filhos obtidos. Esse
algoritmo é muito mais eficiente do que o seu predecessor e é considerado um algoritmo

de referéncia.
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Para boas referéncias de utilizacao de algoritmos genéticos na resolucao de problemas
multiobjetivo veja Coello (1999), Deb (2001), Fonseca & Fleming (1993).

3.5 Meétricas de Desempenho

A comparacao de desempenho de um ou varios métodos de otimizacao multiobjetivo
nao é uma tarefa facil. Duas metas da otimizagao multiobjetivo sao a convergéncia e a
diversidade das solugoes encontradas (AZUMA (2011)). Portanto, sdo necessarias pelo menos
duas métricas para avaliar ambos os algoritmos, uma métrica para avaliar a convergéncia
e outra para avaliar a diversidade das solugoes encontradas. Nessa secao discuti-se algumas
dessas metodologias adotadas para comparar o desempenho entre os métodos de otimizagao

multiobjetivo.

3.5.1 Meétricas de convergéncia

As métricas de convergéncia podem comparar solugoes P encontradas com o conjunto
de solucbes Pareto-6timo, denominado P’. E possivel também utilizar essas métricas para
comparar (de forma relativa) solugoes P; produzidas por um algoritmo com solugoes P
produzidas por outro algoritmo (AZUMA (2011)).

1. Taxa de Erro.

Calcula o nimero de solugoes P que nao estao em P’:

€ PN P’
ER(Error Ratio) = W (3.16)

onde |.| indica a cardinalidade de um conjunto de elementos. Quanto menor for o valor
de ER, melhor sera a convergéncia. Se ER=0, significa que P C P’. Aplica-se somente

em problemas de otimizacao discreta.

2. Distdncia Geracional.
Representa a distancia euclidiana média (no espago dos objetivos) entre as solugoes P

e P
] . d tl 1/2
G D(Generational Distance) = ZZEP(WT;, ist;) (3.17)

onde mindist; representa a distancia euclidiana no espaco dos objetivos entre a solucao

¢ e a solucao mais proxima dela no conjunto P’

lobj

mindist; = minjepy | > (i) = fi(j)]? (3.18)

n=1

Quanto mais proximo de zero for o valor de GD, melhor serd a convergéncia de P.

Pode ser aplicado a problemas de otimizacao discreta e continua.
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3. Métrica de Cobertura.
Dado dois conjuntos de solugoes P e (), essa métrica calcula a proporcao de solugoes
de @ que sao fracamente dominadas pelas solugoes de P:
{ieP|3jeQei<j}

C(P,Q)(Set Coverage) = 0] (3.19)

Quando SC(P,Q) = 1 todas as solugoes de () sao dominadas por solugoes de P. Se

SC(P,Q)=0, entao nenhuma solugao de ) é fracamente dominada pelas soluges de P.

3.5.2 Meétricas de Diversidade

As métricas de diversidade calculam a distribuicao das solu¢ées de um conjunto P.

1. Espacamento.
Calcula o desvio padrao entre as distancias de solugoes consecutivas (no espago dos

objetivos) do conjunto P:

1
SP(Spacing) = \/|P ] Z [neardist; — neardist]? (3.20)

onde neardist; representa a distancia euclidiana (no espago dos objetivos) entre a

solugao i e a solugao mais proxima dela no conjunto P, sendo expresso como:

lobj

neardist; = min Z[fl() fi(9)]? (3.21)

JEPj#i
O valor neardist é a média dos valores neardist;:

> icp neardist;
1P|

neardist = (3.22)

Quanto menor for o valor da métrica SP, melhor distribuidas estao as solugoes do

conjunto P.

2. Nuimero de Nichos.

Essa métrica calcula o niimero de nichos dentro de um conjunto de solugoes P:

NC/(Niche Count) = ’ P’ 2> Wis distiy > o} (3.23)

1,jEP

onde dist; ; ¢ a distancia entre as solugoes i e j do conjunto P. O valor NC representa
o numero de solugoes cuja distancia entre elas é maior que o parametro o. O valor de

o ¢ atualizado dinamicamente. Quando dist; ; < o, as solugoes i e j estao no mesmo
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nicho. Quanto maior a quantidade de nichos formados em P, melhor distribuidas estao

as solugoes.

3. Espalhamento.
Avalia a dispersao das soluc¢oes no conjunto P ao longo da fronteira de Pareto, assim

como a distribui¢ao entre solugoes contiguas (no espago dos objetivos) de P:

lobj

SPREAD — 2=n=1 extdist; + Y, p |neardist; — neardist|

lobj
n=1

(3.24)
extdist; + | P| x neardist

onde extdist; representa a distancia euclidiana entre as solugoes extremas na l-ésima

funcao objetivo dos conjuntos P e P’:

extdist; = dist;; tal que i = min filk) e j= min fi(k) (3.25)

no caso de minimizacao da funcao f;. O valor ideal para SPREAD é 0.

Atualmente, uma métrica bastante usada na avaliacdo de algoritmos multiobjetivos é o
indicador de hiper volume (AZUMA (2011)). Calcula-se o volume da regido coberta entre os
pontos das solucoes do conjunto P encontradas e um ponto de referéncia. Para cada solugao
¢ pertencente a P, é construido um hipercubo v; com referéncia a um ponto W. O ponto
de referéncia pode ser encontrado construindo-se um vetor com os piores valores da funcgao
objetivo. O resultado da métrica é a unidao de todos os hipercubos encontrados. Quanto
maior o valor do hiper volume melhor porque um alto valor de hiper volume indica que
houve um elevado espalhamento entre as solugoes de P e indica também que houve uma

melhor convergéncia. Essa métrica é calculada através de:

HV (Hipervolume) = sz- (3.26)

onde v; representa o hipercubo da solucao i.
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Capitulo 4

Condicoes de Otimalidade em
Otimizacao Multiobjetivo via Teoria dos

Cones

O desenvolvimento de condigoes de otimalidade via teoria dos cones é, de certo modo,
inovador. Este desenvolvimento ¢ baseado nas nocgoes de direcoes tangentes e de cone tan-
gente do conjunto viavel do problema. Esta abordagem torna-se mais natural e permite ao
leitor uma melhor intuicao geométrica, facilitando assim um entendimento correto do as-
sunto. Além do mais, as condi¢oes de otimalidade baseadas no cone tangente permitem um
desenvolvimento unificado e natural para varios formatos de conjunto viavel do problema
a resolver(descrigao abstrata, restricoes de igualdade, de desigualdade, restrigoes mistas) e
para varias condigoes de qualificacao e de regularidade das restrigoes (IZMAILOV E SOLO-
DOV (2009)).

Nesse capitulo, estabelece-se condigoes de otimalidade utilizando cones tangentes, con-
juntos tangentes de segunda ordem e o cone assintoético de segunda ordem, ambos no caso
geral e também no caso diferenciavel. Depois o conjunto viavel do problema (1.1) é definido
por restri¢oes mistas e com condigoes de qualificacao e regularidade das restricoes obtém-se
os multiplicadores de Lagrange. Primeiramente, fornece-se condi¢oes necessarias e suficientes

no espago dos objetivos(caso geral) que nos serve para deduzir todo o resto.

4.1 Condicoes Necessarias no caso geral

Teorema 4.1. Se 5 é um vetor Pareto-étimo local(fraco) de Y C R!, entio para todo

k € {0,1}, a sequinte condi¢ao vale:

Y, 5)NQ =0, (4.1)

36
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onde
Q=1{(d,2) e R xR | (d;, z)" <ex (0,0)",Vi} (4.2)

Demonstrag¢ao. Suponha por absurdo que (4.1) ndo vale para k € {0, 1}, isto é, existem
(tp,mn) — (0%,0%) e 2, — z tal que = — ke

1
Yn =Y + tud + §rntnzn ey (4.3)

Se Tptn(2n)i = o(tnd;) e d; < 0 entdo (y,); — (7); < 0 para n € N suficientemente grande. Se

d; = 0, temos que (z,); < 0. Entao, para n € N suficientemente grande,

(Yn)i — (W)i = %T’ntn(zn)i < 0.

Consequentemente ¥, < 7 para n € N suficientemente grande, o que contradiz a hipdtese do

teorema. O

Observagao 4.1. Como foi mostrado na prova do Teorema 4.1, a condi¢ao (4.1) é vdlida
para todo niumero real k. Entretanto, nada de especial € perdido quando k estd restrito pela
condigao k € {0,1}. De fato, se k < 0, entao T}/(Z,y) = 0 e (4.1) vale trivialmente; se

k > 0, temos a sequinte equivaléncia:
TV (Z,y) NQ =0+ (1/k)TV(Z,y) N (1/k)Q =0 <= T} (Z,5) N Q2 =0,

em que 2 (conjunto definido em (4.2)) € um cone e (1/k)TV(Z,5) = T} (Z,5) pela proposicao
2.2.

Exemplo 4.1. Consideremos o conjunto Z usado por Cambini (1997):
Z ={(x,y) e R?* | y = x\/z,x 2 0}, onde J = (0,0).
Como foi visto no exemplo 2.4 :

17(2,9) = T*(Z.5) = {(0,0)} x {(21, 22) € R?*|z, = 0}

THZ,9) =T"(Z,5) ={(d,z) €ER*dy >0, dy =0 e dy.2p 2 0y UT/(Z,7)

Portanto, a condi¢ao (4.1) € satisfeta para k € {0,1}, o que implica § € um vetor Pareto-

otimo de Z.

Corolario 4.1. Se § é um wvetor Pareto-étimo local(fraco) de Y C R', entdo para toda
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dire¢io d € T(Y,y) N Fr(RL) (fronteira de R" ) a sequinte condigdao vale:
T, (Y,y)(d) nQ(d) =0, ke{0,1} (4.4)
onde
Qd)={z€eR"| (d,2) € Q} (4.5)

em que §) € o congunto definido em (4.2)

Demonstragao. Segue imediatamente do Teorema 4.1 O]

4.2 Condicao Suficiente no caso geral

Teorema 4.2. Uma condicio suficiente para que um ponto j € Y C R! seja um ponto

eficiente local de Y € que:
T(v,5) N (RL) C Fr(RL) (4.6)

onde Fr(R' denota a fronteira de R
e para qualquer d € H = T(Y,5) N Fr(RL) — {0}, se H # 0, obtemos

T3 (Y,9)(d) N d* N Q(d) = {0}, (4.7)
TV (Y, 9)(d) nd" N Qd) = 0, (4.8)

onde d* denota o subespago ortogonal de d e Q(d) € o fecho de Q(d) (4.3).

Demonstragao. Seja T(Y,y) N Fr(RY) = {0}. Entdo 7 ¢ um vetor Pareto-6timo de Y pelo
teorema 5.2 em Lin (1976). Agora, assumi-se que T'(Z,%) N (RL) possui mais elementos do
que {0} e que as condigoes (4.7) e (4.8) valem, mas ¥ ndo é um vetor Pareto-6timo de Y.

Pela definigao 1.5, existe uma sequéncia {y,} C Y tal que

Yn <Y, Yn =Y

Podemos assumir que y, = ¥ + t,d,, onde ||d,|| =1, d, — d e t, = ||y, — 7||. Assim,
deT(Y,y)NS" 1 onde S"! = {v € RY|Jv|| = 1}. Denotando 2, = Q(d:—n*d) temos que

1 1
d, =d+ Etnzn €Yp =0+ tpd+ §tizn (4.9)

Para essa sequéncia temos duas possibilidades: (a) ela é limitada ou (b) ela nao é limitada.

a) Se z, é limitada, entao(escolhendo uma subsequéncia adequada) temos z, — 2z para
(a) Se 2, , q q n p
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algum z € T? = T} (Y, y)(d). Entao, de (4.9), temos

2 TV(Y,9)(d) NT (S, d)

Sendo T'(S"~1,d) = d* obtemos z € T (Y, %)(d)Nd* e também z € Q(d), o que contradiz
a condicao (4.8).
(b) Se z, nao é limitada. Entao, tomando uma subsequéncia se necessario, podemos supor

que ||z,|] = +oc e que existe 2’ # 0 tal que 2/, = ||z,|| 712, — 2. Por (4.9) obtemos

!/

1 1
d, =d~+ 57’”22 € Yp =7+ tnd+ 57‘"1522”. (4.10)

onde t
o = |20l [tn = 2||d, — d]| = 0T e = — 0.
7

n

Isso implica que 2’ € TY(Z,%)(d)Nd* e também que 2’ € Q(d), o que contradiz a condigao
(4.7). O

Exemplo 4.2. Seja Z o conjunto definido por
Z ={(z,y) e R* | y = w/|z], com 7= (0,0)}

. Entao
T(Y,y) = {(d,dz) € R* | dy = 0}

e que, para cada d € T(Y, ) e d # 0, temos que
T'(YV,5)(d) =0, Ty (YV,9)(d) = {2 € R* | z0.dy 2 0}.

Note que T(Y,y) NR2 C Fr(R%) onde Fr(R%) = {dy, = 0, d; < 0} U{d; =0, dy < 0}.
Observe também que as condigoes (4.6), (4.7) e (4.8) sdo satisfeitas, portanto y € um ponto

eficiente de Z.

A partir de agora fornece-se as condi¢oes de otimalidade no espaco de decisao supondo

que a fungao objetivo f é duas vezes continuamente diferenciavel no problema (1.1).

4.3 Condicoes necessarias no caso diferenciavel

Teorema 4.3. Se T € uma solugdo Pareto-ctima local(fraco) do problema (1.1), entdo o

sistema

(V£(@)d, V f;(T)z + kV? f;(T)(d,d)) <jer (0,0), Vj=1,..,1

nao tem solugao (d, z) € T}!(X, @) para k € {0,1}.
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Demonstrag¢ao. Sendo T pareto-6timo local (fraco) do problema (1.1) entdo existe B(ZT,J)
com 0 > 0 tal que f(Z) é um ponto Pareto-6timo local de f(X N B(7,0),7).

Por outro lado, para qualquer k fixado, seja (d,z) um elemento qualquer de 7}/ (X, 7).
Entéo existem (t,,r,) — (07,07) e 2z, — z tal que ;—Z —kex,=T+t,d+ %rntnzn e X.
Para n € N suficientemente grande 7}/(X,7) = T}/(X N B(Z, d)). Logo z,, € X N B(Z, §).

Pela expansao de Taylor, para cada j existe um €, — 0 tal que

fitzn) = f;@) + 6V @)(d+ (1/2)r02,) +
+(1/2)2V2 £;(@)(d + (1/2)rnzn, d + (1/2)r02,) + t2en

Assim, definindo k,, = f% — k temos

filen) = fi(Z) + .V f;(T)d +
(1/2)tnrn [V fi(T) (20) + ka V2 () (d + (1/2)rn20, d + (1/2)1020) + 2kne,)]

com k, — k. Como f é duas vezes diferenciavel, entao
V(@) (2n) + ka V2 (@) (d + (1/2)1020, d + (1/2)rn2) 5575 Vf(T)2 + kV2 f5(T)(d, d)

logo
(V@A V f;(T)z + kV f;(Z)(d, d)) € T (f;(X N B(z,6)), f;(T))

Sendo f(Z) Pareto-6timo local(fraco) de f(X N B(Z,d)), pelo Teorema 4.1 e condigao
(4.2)
T (f;(X N B(x,0)), f;(x)) N2 =10

Portanto,

(V£i(@)d, V £;(@)z + kV? f5(T)(d, d)) ¢ Q.

Observagao 4.2. O conjunto A definido por
A={(d,2) € B | (VH(@)d,V i(Z)z + kV 1(Z)(d, d)) <iew (0,0), 1} (4.11)
€ um cone. Dai, para cada k > 0,
ANT(X,Z) =0 (1/k)AN(1/R)TY(X,T) =0 ANT)(X,7) =0

Definicao 4.1. O conjunto das diregées criticas para o problema (1.1) em T € X € definido

por

K={deR" |deT(X,z), Vf(@)d L0, Vfi(Z)d =0, em pelo menos um i}  (4.12)
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Figura 4.1: llustracao da definicao 4.1

Para qualquer vetor T € X e d € R", defini-se

Iy ={1,..1}, I;(@.d)={jel;|Vfiz)d=0}

Corolario 4.2. Se T é uma solugao Pareto-étima local(fraco) do problema (1.1), entdo para

cada direcao critica d € K, o sistema
Vi (@)z +kV2f(@)(d,d) <0, jel(T,d) (4.13)
nao tem solugio z em T}/ (X, T)(d) para k € {0,1}.

Demonstracao. Segue imediatamente do Teorema 4.3. [

Exemplo 4.3. Sejam T = (0,0) e d = (1,0). Definindo o conjunto X = {x € R* ; x5 > 0}
e f(z1,29) = 9 — 2% para o problema (1.1) com T?(M,T)(d) = T"(M,Z)(d) = {w ; wy >0}
(JIMENEZ E NOVO (2004) ). Vamos verificar que T néo ¢ uma solu¢do Pareto-dtima local.

Verificagao:

—21‘1 2 -2 0
Vf(l’l,l'g):[ ) ] e Vof(xy,x9) = [O 0]

Entao
Vi(@)z =< Vf(0,0), (21, 22) >= 20 € V2f(21,25)(d,d) = —2 (4.14)
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Substituindo (4.15) em (4.14) do Coroldrio 4.2 tem-se zo — 2k < 0.

Para k = 0 obtemos z2 < 0, logo o sistema (4.14) nao tem solu¢ao em T"(X,T)(d). Para
k=1 temos z3 < 2, logo o sistema (4.14) tem solu¢io em T*(X,T)(d).

Portanto T nao € uma solucao Pareto-dtima local.

Exemplo 4.4. Seja o problema (1.1) definido por f : R* — R? dada por f(xy, 1) =
(—xg — myw9 — 23, 1) em que X = {z ; 23+ 23 = 0}, T = (0,0) e d = (—1,0) com
T"(X,7)(d) = R* e T*(X,7)(d) = 0. Verifica-se que T nao é uma solu¢io Pareto-dtimo

local.

De fato,
—2r1 —x 1
Vf1($1,$2) = [ ' 2] ) Vf2(331,$2) = [ ] )
—X1 — 1 0
-2 -1 00
V2f1(951,332) = [_1 0 € V2f2(9€1,9€2) = [0 0]
Entao

Vfi(@)z =< Vf1(0,0), (21, 22) >= —22,
Vfg(f z =< sz(o, 0), (21, 22) >= 21,
VQfI(E)(dﬂ d)=-2e V2f2(f)(d, d) =0

~— ~—

(i) Para j =1 em (4.14) obtemos —zy — 2k < 0.

(i1) Para j =2 em (4.14) obtemos z; < 0.

Se k=1 os sistemas (i) e (i1) ndo tem solugio pelo Coroldrio 4.2 em T?*(X,T).
Se k =0 os sistemas (i) e (ii) tem solu¢ao pelo Coroldrio 4.2 em T"(X,T).
Portanto T nao € solugao Pareto-otimo local.

Estendendo o corolario 4.2 pode-se obter condigoes de otimalidade para problemas de

otimizagdo mono-objetivo(escalar). Para tal o proximo lema seré tutil.

Lema 4.1. Sejam I' e T subconjuntos em R™. Suponha que I' € um semi espaco aberto.
Entao
I'NT=0=convT' NT =0

em que convl representa o conjunto fechado do fecho convexo de T
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Demonstragao. Veja Aghezzaf, B., Hachimi (2001). H

Teorema 4.4. Seja | = 1 no problema (1.1). Se T é um minimizador (local) para tal pro-

blema, entao para cada direcao critica d € K, o sistema
Vi@)z+kVif(T)(d,d) <0 (4.15)

nao tem solu¢ao em conv|T} (X, Z)(d)], para k € {0, 1}.

Demonstragdo. Para k € {0,1}, seja I' = {z € R" | Vf(Z)z + kV?f(T)(d,d) < 0}. O
conjunto I' pode ser o conjunto vazio, ou o conjunto R™ ou um semi espaco aberto. Em cada

caso, o Lema 4.1 é valido. Consequentemente o resultado segue do Corolério 4.2 e Lema
4.1. m

Segundo Sawaragi, Y., Nakayama (1985) o proximo lema fornece uma relag¢ao entre pro-
blemas de otimizagao multiobjetivo e o seu correspondente problema mono-objetivo. Para

isso defini-se o i-¢ésimo problema objetivo restrito (P?)

(P min f;(z)
s.a. v€Q (4.16)

onde @' ={zx eR" |z € X, fi(x) S f;(T), j=1,..,lej#iti=1,..,L

Lema 4.2. Um vetor T é uma solugao Pareto-étima (local) do problema (1.1) se, e somente

se, T € um minimizador (local) do problema (P), para todo i =1, ...,1.
Demonstragao. Segue da prova do Teorema 3.4.11 em Sawaragi, Y., Nakayama (1985). [J

Teorema 4.5. Se T é uma solugio Pareto-étima (local) para o problema (1.1), entdo para

cada direcao critica d € K, o sistema
V£i(@)z + kV?f;(T)(d,d) <0, para pelo menos um j € I;(Z,d) (4.17)

nao tem solugao z em ﬂizl conv [T} (Q*,7)(d)] para k € {0,1}.

Demonstragao. Segue do Teorema 4.4 e Lema 4.2. ]

4.4 Condicao suficiente no caso diferenciavel

Teorema 4.6. Uma condi¢ao suficiente para um pontoT € X ser uma solugao Pareto-otimo

local do problema (1.1) € que

T(X,7)n{d € RV f(@)d <0} CK (4.18)
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e para qualquer dire¢ao critica d € K — {0}, se K — {0} # 0, os dois sistemas a sequir nao

tem solucao z € R™ :
V§i(@)2 + V2 f(T)(d,d) £ 0, j € I;(7,d),

2z € TY(X,Z)(d)Nd*, z#0.

V(@2 =0, j€I;T,d),
z € TV (X,T)(d)Nd*-, z#0,
Demonstra¢ao. Suponha que T nao é uma solugdo Pareto-6timo local do problema (1.1).
Entao existe uma sequéncia f(z,) € Y tal que f(z,) < f(Z), f(x,) — f(T). Assumimos

que x, = T+t,d,, onde ||d,|| =1,d, = det, =||x,—T||. Assim d € T'(X,T) com ||d|| = 1.

Pela expansao de Taylor

Para n — 400 tem-se Vf(T)d, = {=1E < Logo Vf(z)d < 0.

tn
. 2Ud, —
Definindo z, = M temos que
n

dy=d+ (1/2)tpzn € 1, =T + t,d + (1/2)t22,. (4.19)

Vamos considerar os casos quando {z,} é limitado e quando {z,} ¢ ilimitado.

(i) Se {z,} ¢ limitado. Tomando uma subsequéncia se necessario, existe z tal que z, — 2.
Lembrando que T(S"!,7) = 7+ exemplo 2.3 e definindo s, = (1/2)t,, h, = 2z, e d,, =
d+ sph, com d,, € T(X,Z). De (4.19) temos que z € T} (X,Z) Nd*.

Sendo f duas vezes diferenciavel temos que

f(@n) = F@) + V(@) + (1/2)tnzn) + (/28 V2 F(@)(d + (1/2)tn 2,
d+ (1/2)tnzn) + pn com nl_lgloo pn =0

Dado j € I¢(Z,d) com V f;(T)d = 0 temos que

filwn) = £;(@) = (1/2)V f;(@) 20 + (1/2)V ;@) (d + (1/2)tn 20,

d+ (1/2)tnz) + % (4.20)

Aplicando o limite quando n — +00 em (4.20) tem-se

V§i@)z+ V2f(@)(d,d) £0, Vj e Ii(T,d)
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o que contraria a hipotese.

(ii) Se z, ndo ¢é limitada. Entao, tomando uma subsequéncia se necessario, podemos
supor que ||z,|] = 400 e que, existe 2z’ # 0 tal que 2/, = ||z,]| 12, — 2’. De (4.19) obtemos
dy, =d+ (1/2)rp2l e 2, = T + tpod + (1/2)r,t,2), onde v, = ||z,]|t, = 2||d, — d|] — 0T e
f%; — 0. Isto implica que 2’ € TY/(X,Z)(d) Nd*+ com 2’ # 0.

Pela expansao de Taylor
f(an) = f(@) + .V f(@)(d + (1/2)rnz,) =

f(wn) = [(7)
128

= Vf@)(d+(1/2)rpz,) S0 =
Vi@)(d) + (1/2)Vf(Z)rnz, =0
Dado j € I;(Z,d) temos que

V@) + (1/2)V @)z, <0 (4.21)

Dividindo por 7, em (4.21) tem-se V f;(7)z

0 que é um absurdo.

< 0. Para n — +o00 obtemos V f;(z)z = 0

!/
n

]

4.5 Condicoes de Otimalidade de John e Kuhn-Tucker

Na area de Otimizacao Multiobjetivo, muitos artigos tem mostrado condigoes necessarias
de primeira ordem e segunda ordem ao longo dos anos e geralmente essas condi¢oes sao fun-
damentadas pelo Teorema Fundamental de Lin’s (Teorema 5.1 em LIN, J.G. (1987)). Entre
estas, condigoes do tipo Fritz John tem sido analisadas para estes problemas. Diferentemente
do caso de problemas com um tnico objetivo, ha varias possibilidades para os valores dos
multiplicadores de Lagrange associados a fungao objetivo. O vetor de multiplicadores pode
ser inteiramente igual ao vetor zero ou nao, mas isso nao garante que todos os multiplicado-
res serao diferentes de zero. Quando um multiplicador associado a alguma funcao objetivo
é igual a zero, essa funcao nao desempenha papel algum na condi¢ao de otimalidade, o que
nao é desejado. As condigoes de qualificagao em programacao nao-linear, envolvendo apenas
as fungoes objetivo, permitem que o vetor de multiplicadores associados as func¢oes objetivo
sejam diferente de zero. Entretanto, tais condigbes nao propiciam a estrita positividade de
cada multiplicador. Para tal efeito, é necessario usar condi¢oes que envolvam as fungoes ob-
jetivo. Estas condigoes sao chamadas de condigoes de regularidade e sao um tipo de extencao
das condigoes de qualificacao usuais.

Aborda-se nesta se¢ao sobre os multiplicadores de Lagrange para o problema (1.1), in-

cluindo as condigoes do tipo Fritz John e Kuhn-Tucker. Para isso o conjunto viavel X desse
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problema é definido por restri¢coes de igualdade e desigualdade.

O modelo de otimizacao multiobjetivo utilizado agora é formulado da seguinte forma:

min  f(x)
sa. weX (4.22)

Em (4.22), X ={z € R" | g(z) £ 0,h(z) =0} em que f: R* - R, g: R* - RP ¢ h :
R"™ — R? sao funcoes duas vezes continuamente diferenciavel e I, = {1,...,p} e I;, = {1, ..., q}
os conjuntos de indices de g e h respectivamente.

Para fornecer as condigoes de otimalidade necessarias (os multiplicadores de Lagrange)
para o problema (4.22), as proximas definigoes e lemas serao tteis.

Para qualquer ponto viavel T € X e d € R", defini-se

Iy(@) ={i € 1y | :(x) = 0}, Iy(z,d) ={i € 1,(T) | Vgi(z)d = 0}
Definicao 4.2. O k-ésimo conjunto linearizado de sequnda-ordem X em T €

LI(X,7) = {(d,z) e R |
(Vgi(T)d, Vgi(T)z + kV?g;(T)(d, d)) Sier (0,0), i € 1,(T),
(Vh,(z)d, Vh,(T)z + kV?h,(T)(d,d)) = (0,0), r € I,,}

Definigao 4.3. O k-ésimo conjunto fracamente linearizado de seqgunda-ordem X em T €

WL(X,7) = {(d,z)€R™|
Vi (T)d, Vgi(T)z + kV?g:(T)(d,d)) <jer (0,0), i € I,(Z),

(
(Vh(Z)d,Vh,(T)z + kV?h,.(T)(d,d)) = (0,0), r € I,,}

O lema a seguir relaciona os conjuntos tangentes de segunda ordem com o conjunto

linearizado de segunda ordem.

Lema 4.3. Seja T € X uma solugdo eficiente qualquer para o problema (4.22). Entao,
T/ (X,T) C L{(X,T), ke {0,1} (4.23)
Mais ainda, se os vetores {NVh.(T), r € I} sao linearmente independentes, entao
WLI(X,7) CT!(X,7), ke {0,1} (4.24)

Demonstra¢ao. Veja o Lema 4.1 de Bigi, G., Castellani, M. (2000) e também Hachimi, M.
(2000). m
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Segue imediatamente de (4.23) que, para toda dire¢do d € R",

(X, 7)(d) C LI(X, 7)), ke {0,1} (4.25)
onde
L%(X7f)(d> = {Z €R" | (dv Z) < L/I;(X7E)}

Sendo L} (X,Z)(d) um conjunto convexo fechado entdo para cada d € R", de (4.25)

obtemos
cono[T} (X, Z)(d)] C L{(X,T)(d), k € {0,1} (4.26)

Lema 4.4. Seja T uma solugao eficiente qualquer para o problema (4.22). Entao,
!
Mm@, 7)(d)] € LYQ.7)(d), k € {0,1} (4.27)
i=1

Demonstragao. Como Ni_, LY(Q",T)(d)] C L{(Q,T)(d), a prova segue imediatamente da
condigao (4.26). O

4.5.1 Condigoes de Otimalidade Necessarias do Tipo John

Agora, as condigOes necessérias no caso diferenciavel do Corolario 4.2 sao reduzidas em

termos dos gradientes e hessianas das fung¢oes objetivos e das restrigoes.

Teorema 4.7. Seja k € {0,1}. Suponha que os vetores {Vh,(T), r € I} sao linearmente
independentes. Se T € uma solugao eficiente local(fraco) para o problema (4.22), entao para

cada direcao critica d € K, o sistema

V§i@)z+kV2f(@)(d,d) <0, j € Ii(T,d), (4.28)
Vi (T)z + kV2g(T)(d,d) <0, i € I,(T,d), (4.29)
Vh,(T)z + kV?h,(Z)(d,d) =0, r € I, (4.30)

nao tem solucao z em R".
Demonstragao. O resultado segue do Corolario 4.2 e da condigao(4.24) do Lema 4.3. [
Para obtermos a regra dos multiplicadores, o préoximo lema seré provado.

Lema 4.5. Sejam A, B,C' matrizes reais dadas, com A # 0. Sejam a, b, ¢ vetores reais. Se
o sistema
(7v) Az+a <0, Bt+b<0, Cxr+c¢=0
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nao tem solugao x em R™, entao exatamente um dos sequintes dois sistemas (I) e (II) tem

uma solucao:

(I)  MNA+p'B+v'C =0,
Na+ ptb+vie 2 0,
A>0, p20,
(II) Az<0, B2=0, Cz=0.

Demonstragao. Se (I) e (II) valem, entao teriamos z, A, u, v tal que
2AN+ 2B+ 2C'v < 0
pois
20 =0, 20'v < 0e 2zA'N <0

Contradicao pela primeira igualdade de (I).

Agora, assuma que

(I) NMA+u'B+viC =0,
Na+ p'b+vle 20,
A>0, p20,

nao tem solugao. O sistema (I) é equivalente com a incosisténcia do seguinte sistema

(I) NMA+4+u'B+1v'C+¢£.0=0,
Ma+ pto+vle— € =0,
A>0, u=20e&20.

Pelo Teorema de alternativa de Motzkin’s (MANGASARIAN (1969)), existem z e t < 0
satisfazendo
Az+at <0, Bz+bt <0, Cz+ct =0

Como o sistema (y) nao tem soluc¢do, tomando t=0 tem-se que o sistema (II) tem uma

solucao z, o que causa um absurdo. O

Teorema 4.8. Seja k € {0,1}. Se T € uma solugao eficiente local (fraco) para o problema

(4.22), entao para cada dire¢ao critica d € K, existem \ € Rﬂr, p e RE v eR? tais que
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Z)\ V() + Zuzvgz + Zuﬂh (4.31)

(ZAM +Zuv291 +Zwv2 —>dd);o, (4.32)

i=1
wr-9-(T) = 0, para cada j € 1y, (4.33)
\;Vfi(Z)d =0, para cada v € Iy, (4.34)
wiVgi(T)d =0, para cada i € I,. (4.35)

Demonstragao. Se os vetores {Vh,(Z), r € I} sao linearmente dependentes, entdo pode-se
encontrar vetores A = 0, u = 0, v nao nulos tais que as condigoes (4.31) a (4.35) sejam

verdadeiras, ou seja, se {Vh,(Z), r € I} é linearmente dependente , escolha

q
Aj=p; =0 e, #0 tais que ZVthr(T) =0

r=1

As condigoes (4.31), (4.33), (4.34) e (4.35) sao satisfeitas trivialmente, se (4.32) nao vale,
é suficiente trocar v, por —uv,.

Chamando de (I) o sistema (4.31) a (4.35) e (II) o sistema (4.28) a (4.30) e sejam
A=V{f;@), B=Vyg(T), C=Vh(T)ea=V?f;(T), b=V?(T), c = V*h,(T). Suponha
que os vetores {Vh,(T),r € I} sdo linearmente independentes. Entao para d € K o sistema
(IT) ndo tem solugao z. Vamos assumir que o sistema (I) ndo tem solu¢do. Pelo Lema 4.5

existe z € R" tal que
Vii@)z<0, jelz,d), Vg;(T)z <0, i € 1,(T,d), VL(T)z =
Por outro lado,

ij(f)d =0, j € If(Ta d)v ij(f)d < 07 ] ¢ If<f> d)

Voi(@)d =0, i € I,(7,d), Vg:i(F)d <0, i ¢ 1,(Z,d), Vh(F)d =0
Pois d é uma direcao critica. Assim, segue para t > 0 suficientemente pequeno que

Vi@)(d+1tz) <0, Vgi(d+tz) <0, i € I,(Z), Vh(Z)(d+1tz) =0

Para ¢t > 0 suficientemente pequeno o sistema (II) do Teorema 4.7 teria solugao o que é
um absurdo.
O
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4.5.2 Condigoes de Otimalidade Necessarias do Tipo 1 de Kuhn-
Tucker

Nao ha garantias que no teorema 4.8 os multiplicadores A\; # 0 para pelo menos um
j € Iy. Nos casos onde A = 0, a funcao objetivo nao desempenha qualquer papel nas
condicoes necessarias de otimalidade. Para evitar esse tipo de situacao desagradavel, algumas

hipdteses na regiao viavel serao acrescentadas.

Definicao 4.4. A k-ésima condi¢ao de qualificacao de restricao de sequnda ordem de Abadie
((ASOCQ)y - kth Abadie second-order constraint qualification) em T € X na dire¢ao d € R™

€ tal que

TY(X,7)(d) = LY(X. 7)(d) (4.36)

Se (ASOCQ)y vale em T € X para toda dire¢ao d € R™, diz-se que (ASOCQ) vale em
TeX.

Definigao 4.5. A k-ésima condi¢ao de qualificacao de restri¢iao de sequnda ordem de Guig-
nard (GSOCQ)y, - kth Guignard second-order constraint qualification) em T € X na diregao
d € R™ ¢ tal que

conv[ T/ (X, 7)(d)] = Li(X, T)(d) (4.37)

Observacao 4.3. Observe que no caso d = 0, as condigdes (4.36) e (4.37) sdo reduzidas

para qualificacao de restrigoes de primeira-ordem.

Teorema 4.9. Seja k € {0,1}. Suponha que (ASOCQ)x vale em T € X na diregao critica
d € K. Se T é uma solugao eficiente local(fraco) para o problema (4.22), entao para cada

direcao critica d € K, o sistema

V§i@)z+EkV2if(@)(d,d) <0, j€li(T,d), (4.38)
Vi (T)z + kV2g(T)(d,d) £0, i € I,(7,d), (4.39)
Vh, (T)z + kV?h,(Z)(d,d) =0, r € I, (4.40)

nao tem solucao z em R".

Demonstracao. Segue-se do Corolario 4.2 e da condicao (4.36). [
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Teorema 4.10. Seja k € {0, 1}. Suponha que (ASOCQ)y vale em T € X na dire¢ao critica
d € K. Se T é uma solucao eficiente local (fraco) para o problema (4.22), entdo existem
NeRL, ueRE v eRT com \+#0 tais que

Z)\ V() + Z,LLngz + Zuﬁh (4.41)

(ZA Vifi(T +va2gz +va2 —) (d,d) >0, (4.42)

,u,«gr(x) =0, para cada J €1y, (4.43)

NV fi(T)d =0, para cada v € Iy, (4.44)

wiVgi(T)d =0, para cada i € I,. (4.45)

Demonstragao. A prova segue-se do Lema 4.5 aplicado no sistema (4.38) a (4.40). O

Para os problemas de otimizagao mono-objetivo refina-se os teoremas 4.9 e 4.10 para tais

problemas da seguinte maneira:

Teorema 4.11. Paral =1, os teoremas 4.9 e 4.10 ainda valem se a condi¢ao de qualificacao
de sequnda-ordem (ASOCQ)y € substituido pela condi¢io de qualificagdo de seqgunda-ordem
(GSOCQ)y.

Demonstragao. Segue-se dos Teoremas 4.9 e 4.10, levando em conta o teorema 4.4 em vez

do corolério 4.2. O

4.5.3 Condigoes de Otimalidade Necessarias do Tipo 2 de Kuhn-
Tucker

Observe que no teorema 4.10 nao se tem garantia que A > 0 mesmo assumindo como
hipétese as condigoes de qualificagao. Nesses casos onde \; = 0 para algum j € Iy, a funcao
objetivo correspondente nao participa das condigoes necessarias de otimalidade. Para evitar

essas situagoes, algumas hipoteses sao construidas no problema.

Definigao 4.6. A k-ésima condicao de regularidade de restri¢iao de sequnda ordem de Guig-
nard (GSORQ)y - kth Guignard second-order regularity condition) em T € X na diregao
d € R™ ¢ tal que

o~

ﬂ conv|

{(Q7)(d)] = LE(Q, 7)(d) (4.46)

O termo "condi¢ao de reqularidade”é usado em vez de "qualificagdo de restricao” porque

ambas as funcoes objetivos e as fungoes de restricao sao envolvidas.
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Teorema 4.12. Seja k € {0,1}. Suponha que (GSORQ)y vale em T € X na dire¢ao critica

d € K. SeT € uma solugao eficiente local(fraco) para o problema (4.21), entdo o sistema

V§i(@)z +kV2;(@)(d,d) £ 0, j € I5(T,d), (4.47)
Vf(T)z + kV?£(T)(d,d) < 0, para pelo menos um s, (4.48)
Vgi(T)z + kV2gi(T)(d, d) £ 0, i € I,(Z,d), (4.49)
Vh, (T)z + kV?h,(T)(d,d) = 0, r € I, (4.50)

nao tem solucao z em R".
Demonstragao. Segue-se do Teorema 4.5 e condigao (4.46). ]

Para obter a regra dos multiplicadores, o seguinte lema vai ser utilizado.

Lema 4.6. Sejam A, B, C matrizes reais dadas, com A # 0. Sejam a, b, ¢ vetores reais. Se

o sistema
(©) Ar+a<0, Bt+b=0, Cxr+c=0

nao tem solugao x em R™, entdo exatamente um dos sequintes dois sistemas (I) e (II) tem

uma solucao:

(I)  MNA+ B+ v'C =0,
Ma+ pto+vle 20,
A>0, p=0,
(II) Az2<0, B0, Cz=0.

Demonstracao. A prova é similar a prova do Lema 4.5 com suas devidas alteragoes. O

Teorema 4.13. Seja k € {0,1}. Suponha que (GSORQ)y vale em T € X na dire¢ao critica
d € K. Se T é uma solugao eficiente local (fraco) para o problema (4.22), entdo existem
NeR,, ueR, veRY, com \; >0 para j € I;(T,d) tais que

Z AV (T) + vagl Z)+ Y v, Vh(T) =0, (4.51)

<Z N V2 F(T) + va%ql T) + Zq: yrv2hr(f)> (d,d) =20, (4.52)

:urgr( ) =0, para cada j € I, (4.53)

NV fi(@)d =0, para cada r € Iy, (4.54)

wiVgi(Z)d =0, para cada i € 1. (4.55)

Demonstragao. A prova segue-se do Lema 4.6 aplicado no sistema (4.47) a (4.50). O
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Observacao 4.4. Observe que a diferenca entre as condi¢oes de Fritz John e KKT € exata-
mente sobre esse particular (\ € Rﬂr) Contudo quando se impoe a restricao de qualificacao

assumindo a reqularidade na solug¢do entao as duas condigoes coincidem (KKT e Fritz).

Observagao 4.5. No Teorema 4.10 o Vg,;(Z) estd definido para i € 1,(Z,d) logo a combi-
nagao linear dos vetores Vg;(T) e Vh,.(T) nao sao L.D (linearmente dependentes), pois se
fossem, haveria uma contraposi¢cao na hipotese de Abadie, e com isso garante-se que pelo

menos um A # 0.

Observacgao 4.6. As condigoes de otimalidade de primeira ordem sao obtidas tomando d = 0

nos teoremas tratados neste trabalho veja Marusiac (1982) e Singh (1987).
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Consideracoes Finais

Atualmente a otimizacao multiobjetivo tornou-se pesquisa de ponta porque vérias empre-
sas necessitam de especialistas nesse segmento. Um problema que atinge esses profissionais
é garantir que a soluc¢do obtida é "boa"ou nao no sentido de solugao eficiente (fracamente
eficiente). Por isso é importante desenvolver pesquisas no campo da teoria de otimizagao
multiobjetivo pois na pratica as condigoes de otimalidade garantem se essas solugoes sao
"boas"ou nao.

Neste trabalho, objetivou-se primeiramente apresentar condicoes de otimalidade de se-
gunda ordem para problemas de otimizagao multiobjetivo por meio da teoria dos cones
tanto em casos gerais quanto no caso diferenciavel e a partir de uma condi¢cao imposta
a diregao critica no problema obteve-se condigoes de otimalidade de primeira ordem. Em
seguida descreve-se versoes de John e Kuhn-Tucker para problemas multiobjetivo com restri-
¢oes. Essas condigoes coincidem (John e Kunh-Tucker) quando hé hipotese de regularidade
na solucao ja que com essas hipoteses obtém-se regularidade sobre as restrigoes ativas e
consequentemente pelo menos um lambida envolvido no processo é positivo (veja Teorema
4.10).

Varios exemplos enriqueceram este trabalho de forma a elucidar a teoria dos cones para
problemas de otimizacao multiobjetivo. Utilizou-se uma ordem parcial no R™ de forma a
definir as solugoes do problema multiobjetivo. Métodos classicos de otimizag¢ao multiobje-
tivo e métricas de desempenho e convergéncia foram colocados nessa dissertacao a fim de
enriquecer o texto. Também apresenta-se condigoes de otimalidade para problemas escalares
com essa teoria. Por fim utilizou-se condi¢oes de regularidade e de qualificacao para a fungao

objetivo envolver-se no processo de determinagao de condi¢oes necessarias, as condigoes de
KKT.

Sugestoes para trabalhos futuros

Com o intuito de progredir na pesquisa, abordando aspectos nao estudados na presente

dissertagao, faz-se, em seguida, algumas sugestoes e consideragoes para trabalhos futuros.

e Investigar condigoes suficientes de otimalidade para problemas de otimizacao multiob-

jetivo com restri¢oes de igualdade e de desigualdade.

o4
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e Explorar condicoes de otimalidade para problemas de otimizacao multiobjetivo no

contexto da teoria dos cones em problemas nao-diferenciaveis.

Universidade Federal do Amazonas - UFAM
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