UNIVERSIDADE FEDERAL DO AMAZONAS - UFAM
INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS - ICE
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

PROBLEMAS DE EQUILIBRIO E METODOS DE
LAGRANGEANO AUMENTADO PARA PROBLEMAS DE
DESIGUALDADES VARIACIONAIS

Jefferson Castro Silva

MANAUS - 2012



UNIVERSIDADE FEDERAL DO AMAZONAS - UFAM
INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS - ICE
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

Jefferson Castro Silva

PROBLEMAS DE EQUILIBRIO E METODOS DE LAGRANGEANO
AUMENTADO PARA PROBLEMAS DE DESIGUALDADES
VARIACIONAIS

Dissertacao  apresentada  ao  Programa
de Pos-Graduacao em  Matemética da
Universidade Federal do Amazonas, como
requisito parcial para obtencao do titulo
de Mestre em Matematica, na area de
concentracao em Otimizacao.

Orientador(a): Profa. Flavia Morgana de Oliveira Jacinto

MANAUS - 2012



Jefferson Castro Silva

PROBLEMAS DE EQUILIBRIO E METODOS DE LAGRANGEANO
AUMENTADO PARA PROBLEMAS DE DESIGUALDADES
VARIACIONAIS

Dissertacao  apresentada  ao Programa
de Pés-Graduagiao em  Matemditica da
Universidade Federal do Amazonas, como
requisito  parcial para obtencio do titulo
de Mestre em Matemitica, na area de
concentragio em Otimizacao.

Manaus, 21 de Dezembro de 2012.

BANCA EXAMINADORA

.......................... 9%]““3‘1{{1‘%

Profa Dra. Flavia Morgana de Oliveira Jacinto, Presidente
Umvcrs‘lclacle Federal do Ama/onas

Prof® Dr. Sd‘?lro Dlmy B bﬂbd Bltal Membro
Universidade Federal do Amazonas

}urm,é; ..... L—t ..... Ob“’i‘““\/‘tﬂg;

C rof® Dr. Jurandir de Oliveira Lopes, Membro
Universidade Federal do Piauf



AGRADECIMENTOS

A Deus por todas as gracas concebidas em minha vida.
A minha familia pelo apoio e compreensao.

Aos membros da banca examinadora pelas sugestoes dadas & melhoria desta disserta-
¢ao.

A professora Flavia pela orientacdo e pelo estimulo constante.

Aos professores do Programa de Pés-Graduagdo em Matematica (PPGM) que contri-
buiram a minha formacao académica.

Aos colegas do Mestrado pelo apoio constante.

Ao Fundo de Amparo a Pesquisa na Amazonia- FAPEAM pelo apoio financeiro.



RESUMO

PROBLEMAS DE EQUILIBRIO E METODOS DE
LAGRANGEANO AUMENTADO PARA PROBLEMAS DE
DESIGUALDADES VARIACIONAIS

Neste trabalho apresentamos métodos de Lagrangeano aumentado que sao usados na reso-
lugdo de Problemas de Desigualdade Variacional (PDV) em subconjuntos do R™ definidos
por restricoes convexas. Analisamos a convergéncia desses métodos para solucoes do pro-
blema (PDV), apresentando as condi¢oes necessarias a fim de garantir que os algoritmos
gerados convirjam. Concluimos que os principais algoritmos aqui apresentados, a saber o
Método Extragradiente Lagrangeano Aumentado Inexato e o Método Extragradiente Ponto
Proximal Inexato, geram a mesma sequéncia quando aplicados a problemas de desigualdade
variacional distintos, porém interligados. Assim, garantida a existéncia de solucdo para um
dos problemas e a respectiva convergéncia do algoritmo que lhe é empregado, concluimos
que o outro algoritmo também converge fornecendo solugao do respectivo problema ao qual
é aplicado.

Palavras-chave: problema de equilibrio, desigualdade variacional, métodos de lagrangeano
aumentado, lagrangeano aumentado inexato.



ABSTRACT

EQUILIBRIUM PROBLEMS AND AUGMENTED
LAGRANGIAN METHODS FOR VARIATIONAL
INEQUALITIES PROBLEMS

In this paper we present augmented Lagrangian methods that are used in solving Variational
Inequalities Problems (VIP) into subsets of R"™ defined by convex constraints. We analyze the
convergence of these methods for (VIP) problem solutions, presenting the conditions neces-
sary to ensure that the generated algorithms converge. We conclude that the main algorithms
presented here, namely Inexact Augmented Lagrangian Extragradiente Method and Inexact
Proximal Point Extragradiente Method, generate the same sequence when applied to dis-
tinct inequality variational problems but interconnected. Thus assured that solution to one
of the problems and its convergence of the algorithm which is used, we conclude that another
algorithm also converges providing solution of the respective problem that it is applied.

Keywords: equilibrium problem, variational inequality, augmented lagrangian methods,
inexact augmented lagrangian.
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Notacoes

R,
()

-

of(x)
Nb(z)
Z(R")

Dg

vy(z,t)
PDV(F,K)

S(F,K)
PE(/,K)
S(f.K)

(MPP)
(MLA)

Conjunto dos niimeros reais nao-negativos.

Produto interno usual de R".

Norma euclidiana de R™.

Subdiferencial da funcao f no ponto x.

Cone das direcoes normais no ponto x.

Conjunto das partes de R".

Distancia de Bregman com respeito a funcao g.

Moédulo de total convexidade da funcao g.

Problema de Desigualdade Variacional definido por um operador F
sobre um subconjunto K de R".

Conjunto de solugoes do problema PDV(F, K).

Problema de Equilibrio definido por f em um conjunto K.

Conjunto de solugoes do problema PE(f, K).

Método do Ponto Proximal.

Método do Lagrangeano Aumentado.

Funcao Lagrangeana Aumentada associada ao problema de minimizacao.
Lagrangeano Exato ou Lagrangeano associado ao problema PE(f, K).
Conjunto de indices das restricoes ativas no ponto x.

Condicao de Slater para as restricoes do problema de minimizacao.
Subdiferencial da fun¢ao f na variavel x; no ponto (z1,..., 2, ..., T,).
Método Extragradiente Ponto Proximal Inexato.

Método Extragradiente Lagrangeano Aumentado Proximal.

Forma Inexata da funcao regularizadora de f para o problema PE(f, K).
Forma Inexata da fun¢ao regularizadora de £ para o problema
PE(L,R™ x RT).

Forma regularizada inexata do problema PE(L,R™ x R'?) na iteracao k.
Fungao Lagrangeana Aumentada Proximal Inexata.

Interior relativo do conjunto K.

Método do Lagrangeano Aumentando Exato.

Método Extragradiente Lagrangeano Aumentado Linearizado Inexato.

Funcao Lagrangeana Linearizada associada ao problema PE(f, K).



Introducao

Um dos problemas de interesse em Otimizacao é a resolugao de problemas de equilibrio
em espacos de dimensao finita. Esta classe de problemas é a forma generalizada do classico
problema de minimizacao. O interesse deste trabalho é resolver um certo tipo de problema
de equilibrio, o qual ¢ chamado Problema de Desigualdade Variacional. Estes problemas
sdo, em geral, determinados por um operador continuo F' e suas solugdes (quando existem)
atendem a uma condicao de viabilidade determinada por um subconjunto K de R".

Neste trabalho pedimos que o operador F' seja mon6tono e que o conjunto viavel K (que
define o problema) seja nao-vazio, fechado e convexo. Apresentamos métodos que buscam
solugoes ao problema de desigualdade variacional, através da resolucao de subproblemas, os
quais também sao problemas de desigualdade variacional, que envolvem func¢oes Lagrangea-
nas apropriadas obtidas diretamente do problema principal. Estes métodos sao conhecidos na
literatura como métodos de Lagrangeano aumentado, em particular, tais métodos combinam
idéias que advém de métodos classicos como os de penalizacao e de dualidade.

O objetivo deste trabalho é estudar a convergéncia de um método de Lagrangeano aumen-
tado, apresentado por Tusem em [5], aplicado a um problema de desigualdade variacional
restrito que é nosso problema principal. Este algoritmo ¢ chamado Método Lagrangeano
Extragradiente Aumentado Inexato(IALEM), o qual tem por objetivo resolver o problema
de desigualdade variacional restrito através de uma sequéncia de subproblemas de desigual-
dade variacional irrestritos, onde cada subproblema é definido por uma funcao Lagrangeana,
obtida através da forma regularizada inexata da Lagrangeana aumentada do problema prin-
cipal.

A analise de convergéncia do algoritmo TALEM é feita baseada na analise de conver-
géncia do Método Extragradiente Ponto Proximal Inexato (IPPEM) (ver [5]). Observamos
que a monotonicidade do operador F' ¢é essencial na anélise de convergéncia do algoritmo
IPPEM. De fato, a monotonicidade estabelece uma ligacao entre os algoritmos TALEM e
IPPEM, quando mostramos que, aplicando IPPEM a um problema de desigualdade variaci-
onal definido pela funcao Lagrangeana, a sequéncia gerada coincide com a sequéncia gerada
por TALEM aplicada ao problema principal. A partir da monotonicidade de F', garantimos
a convergéncia de IPPEM a uma solugao do problema e, como as sequéncias de ambos
coincidem, JALEM também converge a esta solucao.

A fim de obter a conclusao apresentada acima, este trabalho estd organizado como segue.

No capitulo 1 comegamos com a apresentacao de elementos necessarios a analise de conver-
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géncia de IPPEM, e consequentemente de IALEM. Apresentamos os problemas de equilibrio,
de desigualdade variacional e os elementos analiticos classicos presentes nestes problemas,
além das suas respectivas condicoes de otimalidade de Karush-Kuhn-Tucker.

No capitulo 2 fazemos uma anélise de convergéncia de IPPEM num contexto mais geral
(como em [6]), através da distancia de Bregman definida em R™.

No capitulo 3 é feita a anélise de convergéncia propriamente dita de IALEM, onde sao
apresentados os principais resultados deste trabalho, a saber estes garantem que a sequéncia
gerada por IALEM aplicado ao problema PE( f, K), e a sequéncia gerada por IPPEM aplicado
ao problema PE(L,R" x R"), sao as mesmas. Além disso, a convergéncia a uma solugao
fornecida por um destes algoritmos garante a convergéncia do outro a esta solucao.

Ressaltamos que faremos apenas a andlise de convergéncia destes algoritmos, questoes

como a ordem de convergéncia e implementacao nao serao abordadas neste trabalho.

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos conceitos imprescindiveis aos algoritmos estudados no decorrer
deste trabalho. Comecamos com elementos classicos da Anélise Convexa e de Andlise no
espaco R™. Em seguida, descrevemos os conceitos de operadores e funcoes de Bregman em
R™ e explicitamos a formulacao geral dos problemas de desigualdade variacional e equilibrio
neste mesmo espaco. A fim de estudarmos os métodos para problemas de desigualdade va-
riacional no escopo de equilibrio, mostramos os métodos de ponto proximal e Lagrangeano
aumentado usados para resolver problemas de minimizacao convexa em subconjuntos con-
vexos de R™. Finalizamos, este capitulo, estudando as condicoes de Karush-Kuhn-Tucker
para o problema de minimizagao e apresentamos o formato geral destas condigbes para o

problema de equilibrio.

1.1 Elementos de Analise

Nesta secao apresentamos os elementos necessarios a compreensao dos conceitos a serem
abordados nas secOes seguintes. A primeira definicao a ser apresentada é uma extensao ao

conceito de continuidade de uma funcao.
Definicao 1.1. ([8],p.13) Uma fun¢do f : D C R" — R ¢ dita semicontinua inferiormente

no ponto T € D, quando para qualquer sequéncia {x*} C D tal que klim ¥ =7, tem-se
—00

liminf f(z*) > f(T).
k—o0
Nas mesmas condigoes, f € dita semicontinua superiormente em T € D quando

limsup f(z*) < f(7).

k—o0

A funcao f € semicontinua inferiormente(superiormente) no conjunto D, quando ela é se-

micontinua inferiormente(superiormente) em todos os pontos de D.

Convém observar que se f é uma funcao continua em D C R”, entao f é semicontinua
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superiormente e inferiormente em D. Apenas a condi¢ao de ser semicontinua inferior ou

superior nao garante que f seja continua, de fato, isto ocorre no seguinte exemplo.

Exemplo 1.1. Considere a funcao f: R — R definida por:

f(x):{l sex > 0;

-1 sex <0

Veé-se que f € semicontinua superiormente em x = 0, porém f nao semicontinua inferior-

mente neste ponto. Assim, f nao € continua em x = 0.

Assim como o conceito de continuidade pode ser estendido, também podemos estender
a nocao de derivada de uma funcao. A esta extensao de derivada denominamos de subdife-
rencial. Aqui, é interessante identificar o subdiferencial de uma classe especifica de funcao,
a saber, das funcoes convexas. Antes de apresentarmos tal nocao, precisamos das defini¢oes

de conjunto convexo em R" e de funcao convexa. Precisamente, temos:

Definicao 1.2. ([8],p.67) Um conjunto D C R™ é chamado conjunto convezo se para quais-

quer (x,y) € D x D e a € [0, 1], tem-se que ax + (1 — a)y € D.

v

L J

Figura 1.1: D é um conjunto convexo Figura 1.2: D ndo é um conjunto convexo

Definicao 1.3. ([8],p.74) Seja D C R"™ um conjunto convezxo. Dizemos que uma funcao
f:D —= R € convexa em D quando

flaz+ (1 —ay)) <af(z)+ (1 -a)f(y)

para todo (z,y) € Dx D e a € [0,1]. A func¢io f € dita estritamente convera quando a

desigualdade acima € estrita para todo v #y e a € (0, 1).

Universidade Federal do Amazonas - UFAM
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v
L 4

Figura 1.3: Fungao conveza Figura 1.4: Funcao estritamente conveza

Exemplo 1.2. Todo intervalo I da reta real R € um conjunto convexo. O produto cartesiano
de dois intervalos I e J da reta € um conjunto convero. A bola B = {x € R™;||z| < 1}

também € um conjunto convexo.
Exemplo 1.3. A funcao f:[—1,1] — R dada por f(x) = |z| é conveza. Com efeito, para
todo (x,y) € [—1,1] x [-1,1] e € [0, 1], tem-se

flaz+ (1 —ay)) = |az+ (1 - a)y| < |alfz[+[1 = afly] = af () + (1 — a) f(y).

Agora podemos definir o subdiferencial de uma funcao convexa como segue:

Definicao 1.4. ([8],p.171) Seja f : R" — R uma func¢do convera. Dizemos que y € R™ é

um subgradiente de f no ponto r € R" se

J(2) = f(@)+ (g2 —a),  VzeR™
O conjunto de todos os subgradientes de f em x se chama o subdiferencial de f em x, e o
denotamos por Of(x).

Exemplo 1.4. Seja a fung¢ao f : R — R dada por f(z) = |x|. O subdiferencial de f no
ponto x =0 € o conjunto de todos os valores reais y tais que f(z) > f(0) +y(z —0), isto ¢,

|z| > yz. Dai, temos trés casos a avaliar:
(1) se z =0, entdao a desigualdade é satisfeita para qualquer valor y € R;
(17) se z >0, entdo 1 > y;

(11i) se z <0, entdo —1 < y.

{1}, a > 0;

Assim, concluimos que 0f(0) = [—1, 1]. Em geral, para a # 0, temos 0f (a) = { 1 0
—1}, a<0O.

Universidade Federal do Amazonas - UFAM
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Observacao 1.1. Observe que o conjunto 0f(0), dado no Ezemplo 1.4, nos fornece um
conjunto de valores reais. Estes sao os coeficientes angulares de retas em R?, que passam
pela origem, que substituem aquilo que seria uma reta tangente para a funcao f(x) = |z
no ponto x = 0. Em geral, o subdiferencial de uma funcao f : R"™ — R, no ponto xy € R",
nos fornece vetores y € R™ que determinam hiperplanos H C R™ que substituem a nogao de

espago tangente ao grifico de f no ponto (o, f(xg)).

Figura 1.5: Retas determinadas pelo subdiferencial de f em x =0

Note que o fato de uma fun¢ao convexa ser continua no ponto xy nao ¢ necessario para
que ela possua um subdiferencial em xy. Também poderiamos excluir a convexidade de f,e
ainda seria possivel determinar o seu subdiferencial. A importancia da convexidade é o teor
do teorema a seguir, onde sao apresentadas caracteristicas muito especiais do subdiferencial

para este caso.

Teorema 1.1. ([8],p.173) Seja f: R" — R uma fungio convexa. Entdo, para todo x € R",

o congunto Of(x) é convero, compacto e nao-vazio. Além disso, para todo d € R", tem-se

af, .
%(:E) = max (y,d).

Demonstragao. Ver Teorema 3.4.12 em [8]. [ |

No Exemplo 1.4, vemos que f é convexa e que seu subdiferencial em x = 0 é um conjunto

nao-vazio, compacto e convexo. Porém, isto nao ocorre no seguinte exemplo.

3. O subdiferencial de f no

Exemplo 1.5. Seja a funcio f : R — R dada por f(z) =z
ponto x = 0 é um conjunto vazio. Com efeito, temos que Of(0) = {y € R; 2% > yz,Vz € R}

e daf
(1) se z =0, entdo a desigualdade ¢é satisfeita para todo y € R;

(i1) se z >0, entao y < 2%;

Universidade Federal do Amazonas - UFAM
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(i) se 2 <0, entao yz < 23 <0

Observe que (i1) € verdadeira para todo y < 0, porém (iii) serd falsa. De fato, em (iii), se

y =0 entao 0 < 2% <0, isto é, 2 =0, o que € um absurdo, pois z < 0. Portanto, 0f(0) = 0.

Podemos caracterizar a diferenciabilidade de uma funcao convexa a partir do seu subdi-

ferencial. De fato, temos:

Proposicao 1.1. ([8],p.176) Uma funcio convera f : R* — R ¢ diferencidvel no ponto

r € R" se, e somente se, o conjunto Of(x) contém um unico elemento. Neste caso,

0f (x) = {Vf(x)}.
Demonstracao. Ver Proposigao 3.4.5 em [8]. |

Veja que no Exemplo 1.5 mesmo sendo a funcdo dada diferenciavel, tem-se 0f(0) #
{f'(0)}. Isto se deve ao fato de f(z) = 2 nao ser uma fungdo convexa em todo intervalo da
forma [—t,t], para t > 0.

Antes de prosseguirmos, vamos apresentar as defini¢oes de cone e cone normal em R".

Definicao 1.5. Um cone C' C R™ € o conjunto de todos os vetores d € C' tais que ad € C
para todo a > 0.

Definicao 1.6. ([8],p.73) Sejam D C R™ um conjunto convero e T € D. O cone normal

(cone de diregdes normais) no ponto T em relagao ao conjunto D € dado por
Np(@) ={d e R";(d,x —T) <0,Vx € D}.
Exemplo 1.6. No espaco R", qualquer subespaco de R™ e o ortante nao-negativo
RY = {z = (z1,22,...,2,) € R"2; >0, =1,...,n}

sao exemplos de cone.

Exemplo 1.7. Sejam Dy = {(z,y) € R%y = —z} ¢ Dy = {(z,y) € R* 2z > 0,y > 0}. O

cone normal no ponto (0,0) em relagio a Dy € o conjunto
N, (0,0) = {(z,y) € Ry = z}.
Em relagio ao conjunto Do, o cone normal em (0,0) é
Np,(0,0) = {(z,y) € R* 2 <0,y <0}

Os conguntos Dy e Dy e 0s seus respectivos cones normais, em (0,0), sao ilustrados nas

Figura 1.6 e Figura 1.7.

Universidade Federal do Amazonas - UFAM
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YV &
¥p,(0,0) el =
N
D,y
N5,(0,0)
Figura 1.6: Cone Normal ao conjunto Dy Figura 1.7: Cone Normal ao conjunto Do

Com a definicao de cone normal, podemos caracterizar as condi¢oes de otimalidade para
0 caso em que se deseje minimizar uma funcao convexa, nao necessariamente diferenciavel,

em um subconjunto de R™ convexo. Essa caracterizacao é apresentada no teorema a seguir.

Teorema 1.2. ([8],p.177) Sejam [ : R™ — R uma fun¢do convera e D C R™ um conjunto

convexo. Entao, T € R™ € um minimizador de f em D se, e somente se,
Jy € 0f(T) tal que (y,x —T) >0 Vo e D,

ou, equivalentemente,

0 € df(T) +Np(T).

Em particular, T € um minimizador de f no R™ se, e somente se,
0 € df(T).

Demonstragao. Ver Teorema 3.4.13 em [8]. [ |

Esta caracterizacao serd usada com bastante frequéncia ao longo deste trabalho, assim

como a propriedade operatoéria do subdiferencial de funcoes convexas dada a seguir.

Proposicao 1.2. ([8],p.180) Sejam f; : R® - R, i =1,...,m, fungdes convezas. Entao

) (Z f,-(x)) = Z@fi(x).

Demonstragao. Ver Proposicao 3.4.8 em [8]. [

Universidade Federal do Amazonas - UFAM
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1.2 Operadores Mono6tonos

Neste trabalho necessitamos conhecer operadores com caracteristicas bem especificas,

uma destas é a monotonicidade.

Definicao 1.7. ([2],p.6) Um operador F : R" — R™ ¢ mondtono se

(F(x) = F(y),z —y) >0,

-

para todo (x,y) € R* x R". Caso a desigualdade acima seja estrita para todo x # y, F é

dito ser um operador estritamente mondtono.

Exemplo 1.8. Seja f : R"™ — R uma funcdo convexa diferencidvel. O operador
F=Vf:R"—>R"

¢ mondtono (ver Teorema 3.4.7 em [8].).

Um fato interessante é que para uma transformacao linear F' : R” — R" semidefinida

positiva, temos
(F(v),v) >0, Vv e R",

se, e somente se,

Assim, vemos que a matriz associada a todo operador mondtono é semidefinida positiva.
Prosseguindo, vejamos uma classe de aplicagoes que também ¢é importante neste trabalho,

a saber, as aplicacoes ponto-conjunto.

Definicao 1.8. Sejam €y e Q conjuntos quaisquer nao-vazios. Uma aplicacao F : Q; — Qs
€ uma aplicacao ponto-conjunto quando todo elemento a € 0y estd em correspondéncia com
um subconjunto A C s através da aplicacao F, isto é, eriste A C Qq tal que F(a) = A

qualquer que seja a € §2.

O subdiferencial dado pela Definigao 1.4 é um exemplo de aplicacdo ponto conjunto.
No Exemplo 1.4, o subdiferencial de f num ponto a € R é a aplicacao ponto-conjunto
Jdf(a) : R — [—1,1] definida pela relagao

{1}, a > 0;
af(a’) = [_1’1]7 a=0;
{-1}, a<0.

Assim como foi definida a monotonicidade de operadores em R", também podemos definir

tal propriedade para aplicacoes ponto-conjunto. Seja F' uma aplicacao que associa a cada

Universidade Federal do Amazonas - UFAM
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elemento de R™ um elemento no seu conjunto de partes Z(R"), isto ¢, F' : R* — Z(R"). A

monotonicidade de F' é, nesse caso, caracterizada da seguinte forma:

Definicao 1.9. ([2],p.6) Uma aplicagdo F : R" — P(R") é mondtona se
(u—v,x—y) >0,
para todo (z,y) € R" x R™, e todo (u,v) € F(x) x F(y). Se a desigualdade acima € estrita

para todo x # vy, dizemos que F' € uma aplicagao estritamente mondtona.

Outra caracteristica importante para aplicacoes ponto-conjunto é a chamada monotoni-
cidade maximal. Esta garante que o grafico de um operador mono6tono nao é "coberto" pelo

grafico de outro operador monétono que contenha a sua imagem.

Defini¢ao 1.10. ([2],p.7) Uma aplicacio F : R* — P(R™) é mondtona maximal se, e

somente se
(1) F € mondtona;

(ii) Para toda F' : R" — P(R™) mondtona tal que F(x) C F'(x) para todo x € R™, vale
que F = F"'.

Exemplo 1.9. Seja f: R" — R uma funcao convexa diferencidvel. A aplicagao
F=0f(x):R" — Z(R")

¢ mondtona mazimal para todo x € R"™ (ver a equagdo (1.7) e o Teorema 1.1 em [12]).

Finalizamos esta secao, definindo, respectivamente, os zeros de uma operador e de uma

aplicagao ponto-conjunto.

Definicao 1.11. Seja F : R® — R™ um operador. Dizemos que zyp € R"™ é um zero de F' se

Definig¢ao 1.12. Seja F' : R™ — P(R") uma aplicacdo ponto-conjunto. Dizemos que zy € R"
é um zero de I se 0 € F(zp).

1.3 Funcoes e Distancias de Bregman

Nesta parte apresentamos alguns conceitos que sao necessarios a analise de convergéncia
do algoritmo do Método Extragradiente Ponto Proximal Inexato (IPPEM) apresentado no

capitulo 2. Estes conceitos sao funcao e distincia de Bregman.

Definigao 1.13. ([6],p.4) Seja g : R™ — R uma fungao convexa e diferencidvel. A distdncia
de Bregman com respeito a g € a fungao Dy : R" x R™ — R definida por

Dy(z,y) = g(z) — g(y) — (Vg(y),r —y).
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A funcao g, nesse caso, € dita uma funcao de Bregman.

Neste trabalho, sempre que dissermos que g é uma funcdo de Bregman, estamos abre-
viadamente falando que g é uma funcao convexa e diferenciavel associada a uma funcao de

distancia dada pela Definicao 1.13.

1 .
Exemplo 1.10. Seja g : R™ — R definida por g(x) = §||x||2 E fdcil ver que g é uma funcao

de Bregman associada a distdncia D, definida por

Lo 10 1 2
Dy(,9) = 51l = Sl — (o —9) = 51w — ylP.
A respeito da funcao D, é importante mencionar o seguinte resultado.

Teorema 1.3. Sejam g : R" — R uma funcao de Bregman e D, : R" x R" — R uma
distincia de Bregman. Entdo, as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(1) a funcao g € convera e diferencidvel;

(it) Dy € uma aplicagao nao negativa;

(1ii) Vg : R™ — R™ é um operador mondtono.

Em particular, g € estritamente conveza e diferencidvel < Dy é uma aplicacao positiva <

Vg € um operador estritamente mondtono.
Demonstragao. Ver Teorema 3.4.7 em [8]. [ |

Um conceito importante a respeito da convexidade de g é o mddulo de total converidade

de uma funcao convexa. Tal conceito é descrito como segue:

Definicao 1.14. ([6],p.4) A fungao v, : R™ x [0, 4+00) — [0, +00] definida por
vg(w,t) = inf {Dy(y, x); ||y — xf| = 1}
yeR™

¢ denominada o mddulo de total converidade da funcado g.

Para interpretarmos geometricamente o significado das Definicoes 1.13 e 1.14, necessita-

mos da seguinte definicao.

Definicao 1.15. ([8],p.26) Dizemos que v € R"™ é uma dire¢ao tangente em relagio ao

conjunto D no ponto T € D quando
d(T +tv, D) = o(t),

o(t
onde liqur Q = 0,t € Ry. O conjunto de todas as diregcoes tangentes ao conjunto D no
t—0

ponto T € denominado cone tangente.

O moédulo de total convexidade mede o desvio minimo do grafico da funcao g, no ponto

(z,g(x)), em relagdo ao cone tangente neste ponto.
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Figura 1.8: Mddulo de Total Convexidade e Distincia de Bregman

1
Exemplo 1.11. Seja g(x) = §||m||2 O mddulo de total converidade de g é, neste caso,
0, sex =y
vo(w,t) = {
! g0 ST .

Vejamos agora uma lista de propriedades, que sao de grande importancia a andlise de
convergéncia a ser feita na Secao 2.2, que devem ser satisfeitas pelas func¢oes g, D, e v, dadas
na Definicao 1.13 e Definicao 1.14.

Proposigao 1.3. ([6],p.5) Seja g : R — R definida por g(x) = r||x||*. Para todo r > 0 e
todo s > 1, a funcao g, assim definida, satisfaz as sequintes propriedades:
)+ Os conjuntos de nivel de Dy(x,-) sdo limitados para todo x € R";
) : Para todo conjunto L C R™ limitado, tem-se gel{ vy(z,t) > 0,Vt > 0;
H3) : Vg é uniformemente continua sobre todos os subconjuntos limitados de R";
(H4) : Vg € sobrejetiva, isto é, para todo y € R", existe x € R™ tal que Vg(z) = y;
H5) : Seja K C R™ um congunto nao-vazio, fechado e convexo. Para todo z € K fizo e todo
0, tem-se

lﬁgéﬂ@—MM—ﬂD:+w;
Além disso, para r = 3 e s =2, g também satisfaz
(HG6) : Se {y*} e {2*} sdo sequéncias em K que convergem para y e z, respectivamente, com
Yy # z, entdo

lim inf (Vg(y") = Vg(z*),y — 2)| > 0.
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Demonstragdo. Vamos mostrar a proposi¢ao para o caso em que s = 2. Seja g(x) = r||z|*.
Temos:
(H1) : Para todo = € R" fixado, tem-se D,(z,y) = r||z — y||*. Assim, os conjuntos de nivel

de Dy(z,-) sao da forma

Lp,zy(c) = {yeR" Dy(z,y) <c,VreR"}
= {yeRYrlz—y|? <¢VaeR"}
= B [LE,E} )

r

c

Sendo B[z, ¢] uma bola fechada de centro x e raio —, concluimos que Lp, (.4 (c) é limitado,
r

qualquer que seja r € R".

(H2) : E facil verificar que v,(z,t) = rt2. Assim, em qualquer conjunto limitado L. C R",

tem-se

inf v, (z, 1) = rt? >0, Vit>0.
TE

(H3) : Ora, temos Vg(z) = 2rx, isto é, Vg = 2rl. Dai, segue que Vg é uniformemente
continuo em qualquer subconjunto limitado de R".

(H4) : Como Vg = 2rl, segue que Vg é uma aplicagdo sobrejetiva.

(H5) : Seja K C R™ um conjunto qualquer, ndo-vazio, fechado e convexo. Para todo z € K

fixo e todo p > 0, tem-se

lim (r||z||®> = pllz — 2 = lim xz(r—LHx_ZH>
Ha:||—>oo( Il = el ) Mm” | |l ||l
S (AALEAT)
]l [ |
= lim |z (7’ ~ L (1 + M))
B k4l [Edl
= +o0.

(H6) : Sejam {y*} e {2*} sequéncias em K tais que y* — y e 2¥ — 2, com y # 2. Temos:
lim inf |<Vg(yk) — Vyg(2"),y — z>| = lim inf 2r| <yk — 2k y— z> | =2r|ly — z||> > 0.
k—o0 k—o0

Observacao 1.2. Seja . C R™ um conjunto limitado. Veja que se in£ ve(z,t) > 0, para
[AS
todo t > 0, entao

Dy(y,xz) > inf {Dy(y,z); ly — x|| = t} > inf vy(z,t) > 0
yeR” z€ell

para todo (z,y) € R™ x R™. Logo, D, € positiva. Portanto, a condicio (H2) implica na

convexidade estrita de g.
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Finalizamos esta segao apresentando a projecao de Bregman de um ponto sobre um

conjunto.

Proposicao 1.4. ([6],p.6) Se uma funcdo de Bregman g satisfaz (H1) — (H2) e K C R™ é

fechado e converxo, entiao para todo T € R"™ existe uma tnica solucao T do problema

min Dy(z,7)

que satisfaz a desigualdade
(Vg(z) —Vyg(z),y—7) <0, Vyek

Demonstragao. Ver Proposicao 2.5 em [6]. [ |

Definicao 1.16. Todo ponto T na Proposicao 1.4 é chamado uma projecio de Bregman de

T sobre K.

1

§(x2 +1?). A projecio de Bregman do
R 11

ponto (T,7) = (1,0) sobre o conjunto K = {(z,y) € R*;x =y} € o ponto (Z,7) = <§, 5)

Com efeito, determinar a projecao de Bregman de (T,y) sobre K € equivalente a resolver o

Exemplo 1.12. Seja g : R*> = R dada por g(z,y) =

problema de minimizacao convexa restrito
N Y 2
min [(z— 1)+ y7]

z—y=20

(z - 1Ly), (z —z,y —w)) <0, vV (z,w) € K.

AN
’

Vemos que este problema possui uma unica solu¢io (T,y), pois a sua fun¢do objetivo €

estritamente convera e as suas restrigoes sao convezras. Sendo (A, 1) € RxR, o multiplicador
2

associado a (,y), temos que ((Z,7), (X, 1)) € ponto estaciondrio do sistema

(z—1,y) + A1, —=1) + p[(2r — 2 — 1,2y —w)] = (0,0) (1.1)
r—y=0 (1.2)

>0 (1.3)

(z =1z —2)+yly—w) <0 (1.4)

pllz = 1)z —2) +y(y —w)] = 0. (1.5)

Como (z,y) € K e (z,w) € K, entao T =7y, 2 =w e o sistema (1.1) — (1.5) fica escrito na
forma
THA+ART—2-1)—1=0
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1.4. O Problema de Desigualdade Variacional (PDV) 13

T—A+7(2T—2) =0

Se supormos que 1 = 0, obtemos o sistema cuja solucao é A =1 = %

AN

Sendo assim (7, 7) . Se supormos que i > 0 obtemos, do sistema (1.1) — (1.5), a

11
272
equacao (2 — 1)(w — z) = 0 que possui infinitas solu¢oes T € R, pois w = z. Logo, a inica

~ 11
solugdo vidvel € (T,y) = 3 5)

1.4 O Problema de Desigualdade Variacional (PDV)

A primeira definicao a ser apresentada nesta secdo, refere-se ao problema de interesse
principal nesta dissertacdo, a saber, o Problema de Desigualdade Variacional (PDV). Por
uma questdo de notagao, sempre que nos referirmos a um problema (PDV) com estrutura
especifica determinada por um operador F' sobre um subconjunto K de R™ escreveremos
PDV(F,K).

Definigao 1.17 (Problema de Desigualdade Variacional). Seja F': R™ — R"™ um operador
continuo e K C R"™ um conjunto nao-vazio, fechado e convero. O problema PDV(F,K) é

definido como:
Encontrar © € K tal que (F(T),y — %) > 0 para todo y € K.
O conjunto de solugoes do problema PDV(F,K) serd denotado por S(F,K).

O problema (PDV) pode ser tratado como um caso particular do Problema de Equilibrio
Classico (PEC) definido a seguir:

Definigao 1.18 (Problema de Equilibrio Cléssico). Seja f : K x K — R wma fun¢ao e

K C R" um conjunto nao-vazio, convezo e fechado. O problema (PEC) consiste em:
Encontrar T € K tal que f(Z,y) >0, para todo y € K,

em que [ satisfaz as sequintes propriedades:

(P1) f(x,z) =0 para cada x € K;

(P2) f(z,:) : K—= R € convera e semicontinua inferiormente para todo v € K;

(P3) f(-,y): K —= R ¢ semicontinua superiormente para todo y € K.
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Uma observacdo interessante é o fato do problema (PEC) ser uma generalizacdo do
problema de minimizacao de uma funcao ¢ : K C R™ — R. Ou seja, encontrar € K tal que
q(T) < q(z) para todo = € K é equivalente a encontrar T € K tal que f(Z,y) = q(y) —q(T) >
0,Vy € K.

Neste trabalho, tratamos de um problema de equilibrio caracterizado espeficamente por
uma funcao f e por um subconjunto K de R". Simbolizamos nesta situacao o problema de
equilibrio por PE(f,K), e seu conjunto de solugoes por S(f, K).

Quando f tem como dominio um conjunto obtido por um produto cartesiano de dois
conjuntos, diremos que f é uma "bifunc¢ao". No problema PE(f,K), a bifuncao f terd uma

caracteristica importante, a saber, a monotonicidade.

Definicao 1.19. Uma bifuncao f : R" x R® — R € dita mondtona se
flz,y)+ f(y,z) <0, V (z,y) € R" x R". (1.6)

Vemos adiante que a monotonicidade de uma bifuncao é importante para garantir que
a sequéncia gerada pelo algoritmo IPPEM, a ser apresentado no Capitulo 2, aplicado ao
problema PE(f, K), converge para alguma solucao deste problema.

Um método classico para resolver o PE(f,K) é o chamado Método do Ponto Proxi-
mal(MPP). No trabalho de Tusem (em [5]), assim como nesta dissertagio, o método (MPP)
que resolve PE(f,K) é uma ferramenta essencial na andalise de convergéncia do algoritmo
do Método Extragradiente Lagrangeano Aumentado Inexato (IALEM) apresentado no ca-
pitulo 3. A fim de assegurar a convergéncia do método (MPP) a uma solu¢ao do problema
PE(f,K), desde que ela exista, a bifun¢io f deve satisfazer, além de (P1)—(P3), as seguintes

condicoes:

(P4) existe # > 0 tal que

fl@y)+ fly,2) <0(Vg(x) = Vgly),z —y)  V(z,y) eEKxK (L7
onde g : R® — R é uma funcao de Bregman;
(P5) existe um z* € S(f,K) tal que f(y,z*) <0 para todo y € K.

Nosso foco principal nao serd o método (MPP), mas sim um caso particular deste método,
o chamado Método do Lagrangeano Aumentado (MLA). Os métodos (MPP) e (MLA) sao
apresentados na Secao 1.5 e 1.6, respectivamente.

Como afirmamos anteriormente, um problema de desigualdade variacional esta relacio-
nado a um problema de equilibrio, ou seja, o problema PDV(F,K) pode ser relacionado ao
problema PE(f,K). De fato, defina f : R” x R" — R como

f(z,y) = (F(z),y — ) V(z,y) € Kx K. (1.8)
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Se o problema PDV(F,K) tem solu¢oes e F' é mondtono e continuo, entdo o problema
PE(f,K), com f definida por (1.8), satisfaz as propriedades (P1) — (P5). Com efeito,

(P1) Trivial.

(P2) Para cada zo € R" fixo, temos que f(xg,y) = (F(z0),y — o) ¢ uma funcdo afim na

varidvel y. Logo, f é convexa e semicontinua inferiormente para cada xy € R".

(P3) Para cada yo € R" fixo, temos que f(z,y0) = (F(z),yo — «). Como F é continuo, se-

gue que f é continua, em particular, f é semicontinua superiormente para todo y, € R™.

(P4) Como F' ¢ mondtono, entao

fl@,y) + fly,x) = (F(x),y —2) + (F(y),r —y) = — (F(z) = F(y),z —y) <0

Logo, f € monotona. Como g é convexa e diferenciavel entao, pelo Teorema 1.3, con-

cluimos que existe 6 > 0 tal que

flz,y) + fly,z) <0< 60(Vg(z) —Vg(y),r —y)

para todo (z,y) € K x K.

(P5) Como o problema PDV(F,K) tem solugoes, entao S(F,K) é nao-vazio. Assim, existe
z* € S(F,K). Agora, note que z* € S(F,K) se, e somente se, z* € S(f,K), ou seja,
S(F,K) = S(f,K). Como f é monotona, entao para cada z* € S(f,K), tem-se

f(y7x*) S _f(x*ay) S 07 vy € K.

Observagao 1.3. Se f ¢ mondtona e satisfaz as condigoes (P1) — (P3) do PE(f,K), entdo
[ satisfaz (P5). Por outro lado, a validade de (P5) ndo implica na monotonicidade de f.

1
De fato, considere por exemplo K = [5, 1] e defina f: K x K — R como

f(z,y) = z(z —y).

Notamos que f(x,y)+ f(y,z) =x(x—y)+yly—x) = (x —y)*> > 0, logo f ndo é mondtona.
No entanto, € fdcil verificar que [ satisfaz (P1) — (P3) e (P5). De fato, (P1) — (P3) segue
diretamente da converidade e da continuidade de f. Com respeito a (P5), observe que se
f(x*,y) > 0 para todo y € K, isto €, z* € S(f,K), entio (z* —y) > 0. Assim, para y € K,
tem-se f(y,z*) = y(y —x*) <0.
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Assim, com estas suposi¢oes sobre F' e com f definida por (1.8), temos que os problemas
PDV(F,K) e PE(f,K) tém o mesmo conjunto solugao. Logo, todos os métodos que resol-
vem PE(f,K) também resolvem PDV(F,K). Daqui em diante, nos métodos apresentados
neste trabalho sempre iremos nos referir ao problema PE(f,K) ao invés do PDV(F,K), e
assumimos que f é sempre da forma dada em (1.8).

Terminamos esta secao apresentando uma propriedade que garante uma condi¢ao neces-
saria e suficiente & existéncia de solugoes do problema PE(f,K), desde que f seja provida
de propriedades de monotonicidade. Esta propriedade, que chamaremos de (P6), é tida na

literatura como uma espécie de coercividade.

Proposicao 1.5. ([6],p.7) Suponha que f satisfaz (P1)—(P3) e (P5). Entdo, PE(f,K) tem

solugoes se, e somente se, [ satisfaz a propriedade

I

(P6) Para qualquer sequéncia {z*} C K satisfazendo klim |z"|| = 400, existe u € K e
—00

ko € N tal que f(z*,u) <0 para todo k > k.
Demonstragao. Ver Teorema 4.3 em [4]. [ |

Observagao 1.4. A propriedade (P6) € reescrita no caso em que K é compacto da seguinte

forma:

(P6*) Para qualquer sequéncia {2*} C K, existe u € K e kg € N tal que f(a*,u) < 0 para
todo k > kg.

Afirmacgao: A Proposi¢io 1.5 € satisfeita quando substituimos (P6) por (P6*).

Com efeito, se nao fosse assim, existiria {x*} C K tal que, para qualquer u € K, tem-
se f(ax*,u) > 0, para todo k € N. Como K ¢ compacto, entio existe uma subsequéncia
{zF} C K tal que 2% — T € K. Dai, por (P3), tem-se

f(@,u) > limsup f(z",u) > 0, Yu € K.

k—o00

Em particular, para u = T, tem-se, por (P1),

contradi¢ao. Portanto, quando K é compacto e f satisfaz (P1) — (P3) e (P5), PE(f,K) tem

solugoes se, e somente se, [ satisfaz (P6*).

1.5 O Método do Ponto Proximal

Apresentamos nesta segdo o chamado Método do Ponto Proximal (MPP) usado para
resolver um problema de minimizagao irrestrita de uma funcao. Este método consiste em

resolver o problema original através de uma sequéncia de subproblemas obtidos a partir dele,
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e estes subproblemas, em geral, devem ter as suas fun¢oes objetivo mais faceis de minimizar
do que a do problema original.
Iniciamos a secao apresentando a classe de problemas que motivou a criagao deste mé-

todo. As informagoes apresentadas a seguir foram obtidas em ([2], p.p.2 — 3).

Definicao 1.20. Sejam X um espaco de funcoes e L : X — X um operador diferencidvel

(ou integro-diferencidvel). Um problema da forma

L(f) =0 (1.9)

em que f € um elemento do conjunto X, é dito mal-colocado se nao tem solugoes ou tem mais
que uma solugao ou tem uma unica solucao, porém esta solu¢ao nao depende de forma con-
tinua sobre alguns pardmetros do operador L. Quando o problema (1.9) nao é mal-colocado

o chamamos de bem-colocado.

O processo de transformacao de um problema mal-colocado para um bem-colocado é cha-
mado reqularizacdo. A idéia deste processo é causar uma pequena perturbacao no operador
L de modo que, se o problema (1.9) é mal-colocado, podemos substitui-lo por um operador

L+aM, aeR,em que M : X — X é tal que o problema
L(f) +aM(f) = (L +aM)(f) = 0 (1.10)

seja bem-colocado para qualquer o > 0. Associado a cada «, (1.10) tem uma tnica solugao
fo da qual se espera algum tipo de aproximagao da solucao de (1.9) quando « se aproxi-
mar de zero. Assim, a regularizacao consiste em causar uma perturbacao em um problema
mal-colocado a fim de que se obtenha um problema bem-colocado que fornega solucoes
aproximadas. O namero real a > 0 é denominado pardmetro de reqularizacao.

O conceito de regularizacao pode ser aplicado aos problemas de Otimizacao. De fato,
tomando X = R" e L = Vf, onde f: R" — R é uma funcao convexa diferenciavel, (1.9) se

torna V f(z) = 0 ou equivalentemente

min f(z). 1.11
min f (x) (111)
Se assumirmos que f é limitada inferiormente e tomarmos p : R” — R estritamente convexa

tal que | lﬁm p(z) = 400, entdo mesmo que (1.11) ndo tenha solu¢do ou tenha mais que
T||—00
uma solucao, o problema regularizado

min f(z) + ap(z) (1.12)

terd uma tnica solucao para cada o > 0. Com efeito, o fato de f ser limitada inferiormente
implica que | 1"1‘m f(x)+ap(zr) = +o00. Como f+ap é continua em R™, garante-se a existéncia
T||—00

de solugbes para (1.12). Por fim, note que p ser estritamente convexa implica que f + ap é

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



1.5. O Método do Ponto Proximal 18

estrimamente convexa, logo a solugao de (1.12) é tnica.

Observacao 1.5. Uma funcdio p : R* — R que satisfaz a condicdo | l‘im p(z) = +o0
Z||—00
é na literatura chamada de coerciva. O Coroldrio 1.2.3 em [8] garante que o problema de

minimizar p em R™ sempre possui solucao global, desde que p seja continua e coerciva.

Observacao 1.6. O fato da converidade estrita de f+ ap implicar na unicidade da solugao

de (1.12) advém do Teorema de Minimizagao Convexa (Teorema 3.1.5) apresentado em
([8],p.77).

Observacao 1.7. Seja x(«) a unica solugdo de (1.12). Sob algumas hipdteses razodveis

(incluindo a existéncia de solugoes de (1.11)), pode ser provado que lim z(«) existe e resolve
a—0

(1.11).

Em geral, o problema na regularizacdo dada em (1.12) é que para a > 0 muito pequeno,
a funcao f + ap serd numericamente tao mal comportada quanto f, ou seja, se o sistema
V f(xz) = 0 é mal-condicionado, entdo V f(z) + aVp(x) = 0 também serd mal-condicionado
quando « se aproximar de 0, apesar do fato de (1.12) ter uma tnica solugao para todo a > 0.
A fim de superarmos tal dificuldade, usamos uma regularizacao para (1.11) que nao exija a
regularizagao do parametro a quando este se aproximar de 0 (uma possibilidade é considerar
a constante). Esta regularizagio para (1.11) sera feita através do chamado Método do Ponto
Proximal.

O Método do Ponto Proximal gera uma sequéncia {z*} C R" da seguinte maneira: dado

2% € R", a atualizacdo de ¥ & dada por
" = argming g { f () + ap ||z — ¥} (1.13)

em que oy é um nimero real tal que a4 € (0, a] para algum @ > 0. Sob algumas hipoteses
razoaveis, prova-se que a sequéncia gerada pelo método (MPP) converge para uma solugao

de (1.11). De fato, o seguinte teorema nos fornece tal resultado de convergéncia.

Teorema 1.4. ([2],p.4) Seja f : R® — R uma fun¢do convezra e continuamente diferencidvel.
Assuma que o conjunto U de minimizadores de f em R"™ seja nao-vazio. Entao a sequéncia

{a*} gerada por (1.13) converge para um ponto x* € U.
Demonstragao. Ver Teorema 2.1 em [2]. |

Para concluir esta se¢ao, devemos fazer uma importante observagao: em Otimizagao o
método (MPP) é visto como um esquema conceitual e ndo como uma algoritmo implemen-
tavel. Isto se deve ao fato de que os subproblemas

min{f(r) + x| — [’}
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1.6. Métodos de Lagrangeano Aumentado 19

requerem, em cada itera¢ado do método (MPP), algum tipo de procedimento numérico para
resolvé-los. Em muitos problemas, isto pode se tornar computacionalmente muito caro, ou

mesmo nem valer a pena, quando os subproblemas sao mais dificeis que o problema original.

1.6 Meétodos de Lagrangeano Aumentado

Os métodos de Lagrangeano aumentado foram motivados para evitar os casos de des-
continuidade da funcao Lagrangeana, apresentada no Lagrangeano classico, vista como uma
funcao do multiplicador de Lagrange associada a restricao de desigualdade. Estes métodos
sao tidos na literatura como os métodos mais eficazes para resolver problemas de Programa-
cao Nao-Linear, eles combinam a funcao Lagrangeana classica com métodos de penalidade e
de dualidade local para compensar as desvantagens associadas a qualquer método sozinho.
O leitor interessado pode obter mais informagdes a respeito destes métodos em [9] e [10].

Iniciamos a secao apresentando o Lagrangeano classico, o qual é usado para resolver
problemas de minimizacao de uma funcao diferenciavel em um subconjunto de R™ definido
por restri¢oes de igualdade e/ou desigualdade. Em seguida, apresenta-se os métodos de
Lagrangeano aumentado obtidos a partir da regularizagao do problema de minimizacao da
Lagrangeana classica e, por fim, que estes métodos sao um caso particular do Método do
Ponto Proximal.

Considere o problema

min f(x) (1.14)

sa. hi(z) <0 (1<i<m) (1.15)

em que f,h; : R" — R sao fungoes convexas e diferenciaveis. A Lagrangeana classica para

este problema é a funcao L : R” x R™ — R definida por

m

L(z,\) = J@)+ Zm"(”@)’ se X 2 0; (1.16)

=1
—+00, c.C.

Um método para resolver o problema (1.14) — (1.15) é gerar duas sequéncias {z*} C R" e

{N\*} € R™, de modo que, dado o multiplicador A\* > 0, devemos encontrar x* que resolve o

problema
313161%{{11 Lz, \*)
isto é,
2% = argmin, g, L(z, \"). (1.17)

Encontrado x*, o multiplicador \* devera ser atualizado de maneira apropriada. Aqui surge

um problema no aspecto computacional, a fungao L(x,-) geralmente nao é continua. Isto

k

se deve ao fato de que cada atualizacao x” nem sempre pode estar bem definida, ou seja,
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para cada A\* dado, o problema (1.17) pode nao ter solugio alguma ou a sequéncia gerada
nao converge a uma solucao do problema. Assim é necessario realizar uma modificacao nesta
funcao Lagrangeana, de tal modo que se obtenha uma funcao na qual se apresente proprie-
dades que eliminem essa patologia. Esta funcao, chamada de Lagrangeana aumentada, sera
a base do método do Lagrangeano aumentado (MLA).

Para definirmos uma fun¢ao Lagrangeana aumentada para o problema (1.14) — (1.15),
usamos uma funcdo Lagrangeana aumentada para o seguinte problema com restricao de
igualdade

min f(x) (1.18)

sa.pi(z)=0 (1<j<I) (1.19)

dada em ([10],p.451) por

Lol 2) = £(2) + 30 Ay (@) + Y (x) (1.20)

em que p; : R — R é uma funcao diferenciavel, para cada j, e a > 0. Reescrevendo (1.14) —

(1.15) como um problema com restri¢do de igualdade, obtemos o problema equivalente:
min f(z) (1.21)

sa. hi(z)+22=0 (1<i<m) (1.22)

Definindo, para cada i = 1,...,m, p;(z) = h;(z) + 22 e usando (1.20), obtemos uma fungio

Ly (R" x R™) x R™ — R da forma

La((x.A),2) = f(2) + > Nilhi(@) + 2) + @ > (hi(x) + D)% (1.23)
i=1 i=1
Agora observe que na variavel z = (z1,...,2z,), para cada A € R™ dado e z € R” fixo, o

minimo global do problema
min L, ((x, \), 2)

z€R™
é atingido no ponto 2/, onde
)\.
o 0, se hi(x) + 5= > 0;
[ A
+4/—(hi(x) + 5), cc
para ¢ = 1,...,m. Ignorando o sinal das coordendas de 2}, este minimizador é nico, pois

L, é estritamente convexa na variavel z e, além disso, vé-se que

ha(z) + (22)2 = hi(2) + max {0, - (hi(x) + ﬁ) } — max {hi@), _Ai} |

2¢ 2x
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Substituindo esta ltima expressdo em (1.23), obtemos

La((®,1).2) = f<x>+gA" (m“{hm;g}) ”i(m“{h’m’;g} )

=1

m

= J@)+ 7 D lmax{0, A+ 2ahki(2)}? - (W)

i=1
0 que motiva a seguinte definicao.
Definicdo 1.21. Seja x € R™. Tome o > 0. A funcio L, : R* x R™ = R definida por

m

Lo(z,\) = f(x) + % Z[(max{(), i+ 2ah; (7)) — (\)F] (1.24)

¢ denominada fun¢do Lagrangeana aumentada associada ao problema (1.14) — (1.15).

Agora, podemos descrever o método do Lagrangeano aumentado da seguinte forma:
Algoritmo do Método do Lagrangeano Aumentado.
Passo 1. Escolher um multiplicador inicial \° € R

Passo 2. Encontrar 2* € R tal que
o% = argmin, gn La(z, \F). (1.25)
Passo 3. Atualizar o multiplicador \¥ € R™ através da formula
ML = max{0, \¥ + 2ah;(2%)}. (1.26)

Observagao 1.8. Pelo Teorema 7.1 de [2], a sequéncia {\*} gerada pelo método (MLA) serd
a mesma sequéncia gerada pelo método (MPP) aplicado a fun¢ao —p : R™ — R definida por
o(A) = m}%n Lz, \) (1.27)

TER™
com L dada por (1.16). Observe que —p € a funcgdo objetivo de um problema de minimizagao

convexa irrestrito

min —p(\) (1.28)

AER™
e que este problema também € o problema dual associado a (1.14) — (1.15). Supondo que
(1.14) — (1.15) e (1.28) tém solugoes e que a sequéncia {z*} gerada pelo método (MLA) estd
bem definida, isto €, que cada subproblema irrestrito,
min L (2, \")
z€R™

com L, dada por (1.24), tem solugdo entdo, pelo Teorema 4 de [3], a sequéncia {\*} converge

para uma solugdo de (1.28) e 0s pontos de acumulagdo da sequéncia {x*}, caso existam, serdo
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solugoes de (1.14) — (1.15). Assim, concluimos que o método (MLA) é um caso particular
do método (MPP).

A partir de agora apresentamos extensoes associadas as fungoes Lagrangeanas apresen-
tadas em (1.16) e (1.24) para o escopo problema PE(f,K), e que sdo os importantes aos
algoritmos apresentados nos capitulos 2 e 3. Consideremos inicialmente a extensao associada

a funcao (1.16), que é a bifungao
L:(R"xR™) x (R" xR™) - R

definida por

m m

L((x,N), (g, 1) = flz,y) + Y Nihaly) = > pihi() (1.29)

i=1 i=1
em que f é dada no problema PE(f,K), com K = {z € R" h;(z) < 0,i = 1,...,m}, onde

cada h; : R® — R é uma funcao convexa. Quando consideramos o problema de minimizagao
(2
min g(x)

s.a. hi(z) <0 (1<i<m)

como um caso particular do problema PE(f,K), com f dada por f(z,y) = q(y) — q(z), a

expressao em (1.29) se reduz a

m m

LN, (y.p) = qy) —aqlz)+ > Nhaly) = > pihi()

i=1 =1

= (q(y) + Z Aihi(y)) — (q(x) + Zﬂz’hi(x))
= L(y,\) — L(x, 1)

em que L ¢ a Lagrangeana cléassica definida em (1.16). A bifuncao dada em (1.29) é chamada
Lagrangeano Ezato. Uma extensdo associada a (1.29), obtida através de (1.24), é o chamado
Lagrangeano Aumentado Prozimal. E a extensao a (1.29), obtida através da sua linearizagao

na variavel y, ¢ o chamado Lagrangeano Aumentado Linearizado (ver [5]).

1.7 Condigoes de otimalidade de Karush-Kuhn-Tucker(KKT)

para o problema de equilibrio

Nesta secao apresentamos as condicoes de otimalidade para os problemas de equilibrio
PE(f,K), com f definida por f(z,y) = (F(z),y — z), onde F' : R* — R™ é um operador
monotono continuo, e

K = {z € R"; h;(z) < 0} (1.30)
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em que h; : R” — R é convexa para cada ¢ = 1,..., m. Relembramos as condigoes classicas
de Karush-Kuhn-Tucker(KKT) para o problema de minimiza¢io de uma fun¢do em um
subconjunto nao-vazio de R™ e, em seguida, estendemos estas condi¢oes ao formato mais
geral do problema de minimizacao através do subdiferencial das restricoes que definem o
conjunto viavel K.

Inicialmente, fagcamos uma distin¢ao entre as restrigoes de desigualdade que compoem o

problema de minimizacao (1.14) — (1.15).

Definicao 1.22. ([8],p.193) Seja T € K, onde K é definido por (1.30). Dizemos que a
restricao de desigualdade que corresponde ao indice i € {1,...,m} € ativa no ponto T quando
hi(Z) =0, i.e, quando a desigualdade ¢ satisfeita como igualdade. O conjunto de indice das

restrigoes ativas no ponto T serd denotado por
1(@) = {1 <i<m (@) =0}

Agora caracterizemos os pontos estacionéarios do problema (1.14) — (1.15). Para isto,
pecamos que as restricoes h;, com ¢ = 1,...,m, satisfacam alguma condicao de qualificagao

de restrigdo (ver capitulo 4 em [8]), entre estas destacamos a condicao de Slater.

Condigao de Slater (CS). Se Iéo conjunto de indices 1 tal que a funcdao h; € afim, entdo
existe w € R" tal que N
hi(w) <0, i€l
{ hi(w) <0, i ¢l

Observacao 1.9. Se o problema (1.14) — (1.15) ndo apresentar restrigées afins entao, pela
condi¢cao (CS), o interior do conjunto vidvel serd nao-vazio. Caso contrdrio, a fronteira do

conjunto vidvel serd nao-vazia.

A seguir, destacamos algumas propriedades obtidas sobre o conjunto de multiplicadores

associado as restrigoes do problema.

Teorema 1.5. ([11],p.312) Uma condi¢ao necessdria e suficiente para que o conjunto de
multiplicadores associado a solug¢do x* do problema (1.14) — (1.15) seja nao-vazio, compacto

e convexo € que valha a condicao de Slater.
Demonstragao. Ver Teorema 2.3.2 em [11]. [ |

Teorema 1.6. Sejam f,h; : R* — R funcoes diferencidveis em x* € R". Suponha que =*
seja um minimizador local do problema (1.14) — (1.15). Entdo, sob a condi¢ao de Slater,

tem-se que eriste \* € R tal que

V() + Y A Vhi(z*) =0 (1.31)
=1
Nhi(z*)=0,i=1,...,m. (1.32)
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Se o conjunto {Vh;(x*);1 € I(x*)} é linearmente independente, entdo \* que satisfaz (1.51)—
(1.32) € dnico.

Demonstragao. Ver Teorema 4.2.1 em [8]. [ |

Definicao 1.23. Dizemos que * € R"™ é um ponto estaciondrio ao problema (1.14) — (1.15)
(ou ainda que € um ponto de KKT), quando x* € K e existe \* € RT tal que as condigoes
(1.31) — (1.32) sao satisfeitas.

Observacao 1.10. Uma observacao que deve ser feita, a respeito dos pontos estaciondrios
e 0s pontos que sao solugoes de (1.14) — (1.15), € que sob as condigdes dadas pelo Teorema
1.6, toda solugao local do problema (1.14) — (1.15) é um ponto estaciondrio do problema.
A reciproca € verdadeira somente se a funcao objetivo e as restricoes do problema forem

convezas. (Ver Teorema 4.2.2 em [8§)).

Podemos resumir a caracterizarao dos pontos estacionarios ao problema (1.14) — (1.15)

feita no Teorema 1.6, através do seguinte sistema de equagoes e inequacgOes nas varidveis
(x,\):

Vf(z)+ zm: AiVhi(z) =0 (1.33)
A >0 (1.34)
hi(x) <0 (1.35)

em que 1 <7 < m. A caracterizagao dada por (1.33) — (1.36) pode ser estendida ao problema
PE(f,K), para f definida por (1.8) e h; convexa nao necessariamente diferenciavel. Nesse

caso, os pontos estacionarios ao problema PE(f, K) serdo as soluges do sistema:
0€F(z)+ Y Noh(x) (1.37)
i=1

Ai >0

hi(z) <0

em que 1 < i < m. Veja que as condicoes (1.34) — (1.36) permaneceram inalteradas por se
tratarem de condigoes de viabilidade e complementaridade do problema. Porém, a condigao
(1.33) foi substituida por uma mais adequada ao problema de equilibrio, de fato a condicao
dada por (1.37) é bem natural a esta classe de problemas. Para vermos isto claramente,

considere o subdiferencial de h;, no ponto = € R",

Ohi(z) = {y’ € R"; hi(z) > hy(z) + (y',z — z) ,Vz € R"}.
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Temos que (1.37) é equivalente a

0="F(z)+> Ay (1.38)
i=1
para pelo menos um y* € dh;(x), i = 1,...,m, onde F é expressa através de f em (1.8).

Para cada z € R", tomando o produto interno em (1.38) por z — x obtemos,

m

0 = <F(m),z—:p>+z/\i<yi’z—x>

i=1

= flz,z2) +Z)\Z~ <yi,z—x>
< fl,2)+ Z Ai(hi(2) — hy(z)).

Se T é um ponto estacionario ao problema PE(f,K), com multiplicador \ € R’ associado,

entao (1.34) — (1.37) sdo satisfeitas e portanto, para todo z € K,
0< f(@,2)+ > Nilhi(z) = ha(T)) = f(Z,2) + > Nihi(2) = Y Niha(T) < f(T, 2).
i=1 i=1 i=1

Ou seja, a condi¢ao (1.37) combinada com (1.34) — (1.36) fornecera solugdes ao problema
PE(/,K).

Observacao 1.11. O sistema (1.54) — (1.37) é a forma nao diferencidvel do Teorema 1.6
aplicado ao problema PE(f,K). Em outras palavras, este sistema descreve as condigoes de
KKT para o problema PE(f,K) no caso em que f(x,-) e h;, (1 <i<m), sao convezas e nao
necessariamente diferencidveis. Em particular, a convezidade da funcdo f(x,-) e do conjunto

K tornam as condigées de otimalidade do Teorema 1.6, aplicado a PE(f,K), suficientes.

Observagao 1.12. Seja x* uma solucao do problema PE(f,K). Temos que x* € uma solugdo

do problema de minimizacao convexa

min f(z*,y)

pois 0 = f(z*,2*) < f(z*,y) para todo y € K. Assim, se vale a condi¢cdo de Slater entio,

pelo Teorema 1.6 aplicado ao caso nao diferencidvel, tem-se que existe \* € R tal que

0 € 0y f(x*, %) + > Adyhi(x")

i=1
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Como f(z*,y) = (F(z*),y — x*) é uma funcao diferencidvel na varidvel y, entdo

Oyf (2" y) ={Vy (F(z"),y —27)} = {F(z")}.

Logo, podemos reescrever as condi¢oes dadas acima da sequinte forma:

0€ F(z")+ Y Aoh(z")
i=1

Para terminarmos esta se¢ao, vamos definir a partir (1.34) — (1.37) o conceito de par

6timo para o problema PE(f, K).

Definicao 1.24. ([5],p.15) Dizemos que (z*,\*) € R" x R™ é um par étimo para PE(f,K)

Se

0€ F(z*)+ i A;Oh; (") (1.39)
>0 (1.40)

hi(z") <0 (1.41)
Athi(z*) = 0 (1.42)

em que 1 <i<meF édada em (1.8).

Observacao 1.13. Se (z*,\*) € um par dtimo para o problema PE(f,K), entdo x* é um

ponto estaciondrio ao PE(f,K).
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Capitulo 2

Analise de Convergéncia do Algoritmo
IPPEM

Neste capitulo apresentamos um dos algoritmos mais importantes deste trabalho, o chamado
Método Extragradiente Ponto Proximal Inexato, ou abreviadamente IPPEM. Este método,
quando aplicado ao problema de equilibrio PE(f, K), gera uma sequéncia de pontos em R”
que converge a uma solugdo do PE(f,K), desde que f seja mondtona e o problema tenha
solucao. Ressaltamos, antes de apresentar o esquema do algoritmo, que a proposta nao é
resolver o problema PE( f, K) através de IPPEM, mas utilizar seus resultados de convergéncia
a fim de obter informacoes a respeito da convergéncia do algoritmo do Método Extragradiente

Lagrangeano Aumentado Inexato (IALEM), o qual sera apresentado no capitulo 3.

2.1 Funcoes Regularizadoras e o Método do Ponto Pro-
ximal para PE(f, K)

Inciamos esta se¢ao recordando que o problema de equilibrio PE( f, K) consiste em encon-
trar T € K tal que f(7,y) > 0 para todo y € K, onde f : KxK — R é uma fun¢ao mono6tona
que satisfaz as propriedades (P1) — (P3) apresentadas na Secao 1.4. No algoritmo IPPEM
introduzimos uma fungdo, chamada de funcdo regularizadora, que regulariza PE(f,K) no
mesmo sentido que o método (MPP) regularizava o problema (1.11). Uma forma de regula-
rizagdo do problema de equilibrio, chamada de forma ezata de reqularizacao, é feita em [7]
da seguinte forma:

Fixe um parametro de regularizacao v € R, e considere o vetor z € R". Para qualquer
f que satisfaca (P1) — (P3), iremos associar outra bifuncdo f : K x K — R que é chamada

uma regularizacao de f. Ela é definida como

flz,y) = f(z,y) +v(Vg(r) = Vg(2),y — z),

onde g : R — R é uma func¢ao de Bregman. O problema de equilibrio PE(}V7 K) é denomi-
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nado forma exata de regularizagio do problema PE(f,K) ou simplesmente forma requlari-
zada.

No algoritmo IPPEM usamos a chamada forma inexata de reqularizacao para o problema
PE(f,K). Seja e € R™ um vetor chamado vetor de erro, o qual possui norma pequena. A

regularizacao inexata de f é a bifuncao fe : K x K — R dada por

Fela,y) = f(z,y) +7(Vg(z) — Vg(2),y — z) + (e,y — ).

O problema de equilibrio PE(fe,K) é denominado forma inexata de reqularizacao do pro-
blema PE(f,K) ou problema perturbado.
Com estas nogoes de regularizacao em maos, podemos estender o método (MPP) apre-

sentado na Secdo 1.5, quando aplicado a (1.11), ao problema PE(f,K), lembrando que

(P4) existe 6 > 0 tal que

fl,y) + fly,x) <0(Vg(x) = Vgly),z—y)  V(r,y) e KxK (2.1)

onde g : R” — R é uma funcao de Bregman.

Método do Ponto Proximal para PE(f,K). Considere uma sequéncia de parametros de
reqularizacao {vi} C (0,7], para algum 5 > 0, em que 6 > 0 € dado em (P4).

Passo 1. Escolha 2° € K.

Passo 2. Dado {2*} C K, o iterando x**1 ¢ a tnica solu¢do do problema PE(};,K), em
que fk K x K — R ¢ definida como

File,y) = f(x,9) + 3 (Vo) = Vg(a*),y —x). (2.2)
A fungdo dada em (2.2) é a forma exata da regularizacdo de f para o problema PE(f, K).

Método do Ponto Proximal Inexato para PE(f,K). Considere uma sequéncia de pa-
rametros de regularizag¢ao {v} C (0,7], para algum 5 > 6, em que 0 > 0 é dado em (P4).
Passo 1. Escolha 2° € K.

Passo 2. Dado {2} C K, o iterando x*t1 ¢ a tinica solu¢io do problema perturbado
PE(];;?,K), em que E‘j :KxK— R € dada por

Fe(a,y) = fla,y) + e (Vg(a) — Vg(a),y — ) — (b, y — 2. (2.3)

A expressao em (2.3) é a forma inexata da regularizacao de f para o problema PE(f, K).
Os métodos de ponto proximal, aplicados ao PE(f,K), sao importantes na analise de
convergéncia dos métodos de Lagrangeno aumentado para problemas de desigualdade varia-
cional. Nao apresentamos a analise de convergéncia do método (MPP) aplicado ao PE(f, K),
por que isto foge ao objetivo deste trabalho, porém, ao leitor interessado, tal analise pode

ser encontrada em ([6], p.p.12 — 16).
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Antes de apresentarmos o algoritmo IPPEM na Secao 2.2, vale a pena fazer a seguinte

observacao a respeito do vetor de erro apresentado na regularizacao inexata do problema
PE(/,K).

Observacao 2.1. Quando dizemos que o vetor de erro tem norma "pequena”, estamos
nos referindo ao sentido que €* é limitado por uma funcdo, determinada através de dados

previamente informados, em cada iteracao k, a saber o parametro de reqularizacao v, a
iterag¢do x* do (MPP) aplicado ao PE(f,K) e o vetor % € S(f,ﬁ,K).

2.2 O Método Extragradiente Ponto Proximal Inexato

Iniciamos esta secao descrevendo o esquema geral do Método Extragradiente Ponto Pro-
ximal Inexato (IPPEM). Em seguida, apresentamos um estudo detalhado da andlise de

convergéncia dada em [6].

Algoritmo IPPEM para PE(f,K). Considere uma sequéncia exdgena limitada {yx} C Ry
de parametros de regulariza¢io e uma tolerancia de erro relativo o € (0,1).
Passo 1. Iniciar o algoritmo com z° € K.

Passo 2. Dado x*, encontrar 2% € R" tal que 7% resolve PE(]?,j,K), com f,f dada por

fela,y) = f(z,y) + 7w (Vg(a) — Vg(a*),y — z) — (*,y — z),

onde e satisfaz:

D, (’fk (Vg)~! (Vg(fﬁk) - ie'f)) < oD, (F, 2") (2.4)

Yk

Passo 3. Se 7% = 2%, entdo PARE!. Caso contrdrio, faca

7= (90 (Vo) - L) (25)

e volte para o Passo 2.

Observacao 2.2. Vamos interpretar geometricamente o algoritmo IPPEM no caso em que

1
g(z) = §H$||2 Nesta situagao, a equagdo (2.5) é

k um hiperplano Hy, que separa z* do conjunto

k+

O iterando T define, através do vetor de erro e

de solugoes do problema PE(f,K). A atualizagdo "' é obtida tomando um passo a partir de

z*, na direcio de Hy,, com respeito a méltrica induzida pela distdncia de Bregman D,. Assim,

k+1

x se aprozimaria, a cada iteracio x* dada, do conjunto S(f,K), conforme a Figura 2.1.
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5K

Figura 2.1: [lteracio do algoritmo IPPEM

Observacao 2.3. A expressio exdgena se refere a dados obtidos através de informagcoes
externas ao problema, por exemplo, os dados obtidos através do estudo empirico de um

fenomeno associado ao problema.

Mostramos a seguir os resultados de convergéncia do algoritmo IPPEM. Devemos ressal-
tar que o resultado mais importante dessa analise, o Teorema 2.1, garante que, sob algumas
hipoteses para f, a sequéncia gerada pelo algoritmo IPPEM converge a uma solucao do
problema PE(f, K).

O primeiro resultado é uma propriedade da sequéncia gerada pelo algoritmo IPPEM, que
mostra a relacao, em termos da distancia de Bregman, entre os seus iterandos e um ponto

qualquer do conjunto de solugoes do problema PE(f, K).

Lema 2.1. Considere o problema PE(f,K) onde f satisfaz (P1) — (P3) e (P5). Tome
g : R" — R satisfazendo (H1) — (H5). Sejam {x*},{Z*}, {W} e o dados pelo algoritmo
IPPEM. Entao, para qualquer z* € S(f,K), tem-se

[Dy(a*, a*1) = Dya*, 24)] - [Dy(#, %) — Dy(#*,a*)] = (Vyg(a¥) - Vglah™), 2" — )
(2.6)

1

Dg(x*,ka) < Dg(:p*,xk) —
Yk

(V"7 — 2%y — (1 — 0)Dy(3*, 2%) < Dy(z*, 2") (2.7)
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= (Vg(z*) = Vg(@)) + ¢". (2.8)

Em particular, (2.7) vale se f é mondtona e satisfaz (P1) — (P3).
Demonstragao. i) Seja

M = Dy(z*,2%) + (Vg(z*) — Vg(z"t),2* — ") + Dy (z", a"*") — Dy (3", 2*).
Pela definicao de distancia de Bregman D, dada na Definicao 1.13, temos que

M = [g(a") = g(z*) = (Vg(a*), 2" = 2*)] + (Vg(a") — Vg ("), 2" - 3")
Hg(@) = g(a"*h) = (Vg(a"h), 7" — o)) = [9(@*) - g(a*) — (Vg(a"), 7" — 2*)]
= g(a") — g(a™*") = (Vg(@**), 2" —a*)

= Dy(a*, 2",

donde obtemos (2.6).
i1) Aplicando o operador Vg na igualdade (2.5), obtemos

1
Vg(z%) = V(o) + 7—e’“. (2.9)
K

Substituindo (2.9) em (2.8), ficamos com
V' = (Vg(z") = Vg(a*1)). (2.10)
Agora, por (2.5), verifica-se que (2.4) é reescrita como
Dy (3%, ") < oD, (7%, 2F). (2.11)
Usando a relagdo obtida em i), combinada com (2.10) e (2.11), obtemos
Dy(z*, ") = D,(a*,2%) + i <Uk, a* — %) + Dy(*, 2" — Dy (zF, 2%)  (2.12)

1
< Dy(az*,2%) — — (WF, 7% — 2*) — (1 — o) Dy (7", 2%). (2.13)
Tk

Como D, é uma aplicacdo nao-negativa e o € [0, 1), entao

(1 —0)Dy (7", 2*) > 0. (2.14)
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Agora veja que, por (2.3) e (2.8), 7 € S(}%,K) implica que

0< fi@y) = f@E"y) +m(Vg@E") — Vg(ah),y — a*) — (et y —3")
= f(@ )+ (—(Vg(z") = Vg(z*) + €*),y — ")
= f@y) + (=" y -7

para todo y € K. Em particular, para y = x*, temos
f(@*, a) > (WF 2" = 7%).
Como z* € S(f,K), entdao f(x*,7%) > 0. Dai, por (P5) vale que f(z*, 2*) < 0, logo
(", 7% — 2*) > 0. (2.15)

Portanto, de (2.14) e (2.15) aplicado a (2.13), concluimos que

1 L ~
Dy(x*,2") < Dy(a*, %) — | — (W, 7% — 2*) + (1 — 0) Dy (3", 2%) | < Dy(z*, 2")
Tk

Antes de prosseguirmos com os resultados de convergéncia para o algoritmo IPPEM,

apresentamos um resultado de caratér técnico que seré essencial na prova da Proposicao 2.1.
Lema 2.2. ([6],p.6) Assuma que g satisfaz a propriedade:

(H2) Para todo conjunto L C R™ limitado, tem-se in£ ve(x,t) > 0,Vt > 0,
xre

onde v, ¢ dado pela Definigio 1.14. Sejam {x*},{y*} C R" duas sequéncias tais que pelo

menos uma delas € limitada. Se klim D,(y*,2*) = 0, entdo klim |z* — y*|| = 0.
—00 —00

Demonstracdo. Suponha, por absurdo, que existam duas sequéncias {z*} e {y¥} em R" tais

que {z*} ¢ limitada e {D,(y*,z")} — 0, mas {|jy* — 2*

|} ndo converge para zero, quando
k — oo. Temos que existem a > 0 e subsequéncias {z%i} C {z*} e {y*} C {¢*} tais que

a < ||y* — zki||, para todo i € N. Sendo a sequéncia {z*} limitada, entao o conjunto

L= {z e Rz c {z*}}
é limitado. Assim,

ki

Dg(yki>$ki) > Vg($ki> —

ly ) > vy(a™, ) > inf vy(z, )
z€ell
para todo ¢ € N. Dai, tomando o limite quando k& — oo, obtemos

0= lim D,(y", 2*) > inf v,(z,a) >0
k—o0 zel.
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isto é, in£ vg(x,a) = 0 para todo a > 0, o que é uma contradi¢ao por g satisfazer (H2). W
[AS

O proximo resultado que apresentamos, mostra as propriedades de convergéncia das
sequéncias {z¥} e {z*}, dadas pelo algoritmo IPPEM, e da sequéncia {v*}, dada no Lema
2.1.

Proposicao 2.1. Considere o problema PE(f,K). Assuma que f satisfaz (P1)—(P5). Tome
uma fun¢io de Bregman g : R" — R qualquer satisfazendo (H1) — (Hb5), e uma sequéncia
exdgena {7y} C (0,7], onde 0 é uma constante dada em (P4). Seja {z*} a sequéncia gerada
pelo Algoritmo IPPEM. Se o problema PE(f,K) tem solugdes, entdo:

i) Para todo * € S(f,K), {D,(z*,2%)} ¢ ndo crescente e convergente;
(4) g g

(i1) {2*} € limitada;

(i17) Z 1 (V"3 — %) < 0o em que vF =4, (Vg(z*) — Vg(Z*)) + €*;

(vi) {T* — 2%} converge para 0, e consequentemente {T*} ¢ limitada;
(vii) {2t — 2%} converge para 0;
(viii) {v*} converge para 0.

Demonstragao. (i) Seja z* € S(f,K). Pelo Lema 2.1, temos que D,(z*,z¥*1) < D/ (z*, z")
para qualquer k > 0, isto ¢, {D,(z*,2")} é nao-crescente. Sendo {D,(x*, z*)} nao-negativa,

vem que, para todo k € N,
0 < < Dy(x*, ") < Dy(a*,2%) < -+ < Dy(x*,2") < D,(z*, 2%).

Portanto, {D,(x*, z")} é uma sequéncia de niimeros reais mon6tona e limitada, logo é con-
vergente.

(44) Como D,(z*,z%) < ¢ = Dy(x*, 2°) para todo k > 1, entdo {z*} esta contido no conjunto
de nivel ¢ de D,(z*,-), o qual ¢ limitado por (H1). Dai, concluimos que {z*} ¢ limitada.

(i7i) — (iv) Pela relacao (2.7) do Lema 2.1, temos que

1

(V.7 — 2*) + (1 — 0)D,y(*,2%) < Dy(a*,2%) — Dy(a*, 2F)
Tk
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Dali,

Do (R =)+ (1=0) Y Dy(@*, ") <Y Dy(at,a*) =Y Dy(a®,a*) = Dy(a,2%) < o
k=0 k=0 k=0

k=0

[e.e] oo
1 . ~
Portanto, E — (M7 —a*) < oo g Dy(7*,2%) < 00
Tk
k=0 k=

(v) Pela des_igualdade dada em (2.11), e por o pertencer ao intervalo (0,1), segue que

D Dy, M) <0 Dy(, %) < Dy, 2¥) < oo
k=0 =0 =0
(vi) Por (iv),
D Dy(,a%) < 0o = lim Dy(7*, 2*) = 0.
0 k—o0

Em (ii) vimos que {2*} limitada, entao pelo Lema 2.2, klim |z* — || = 0. Logo,
—00

lim (z% — 2%) = 0.
k—o0

Em particular, {2% — 2*} — 0 implica que {Z* — 2*} ¢ limitada, isto é, existe M; > 0 tal

que ||Z% — 2¥|| < M. Novamente por (i), temos que ||2%|| < M, para algum M, > 0. Assim,
IZ5 = 11" = &*) + 2"l < @ =2 + [l < My + Mz, VE >0

Portanto, {Z*} ¢ limitada.

(vii) Observe que combinando (i), (iv) e (v) com o Lema 2.2, obtemos

lim % — Y = Jim (2 — ) — (-7
k—o0 k—o0
< lim ||(2* = 2| + lim ||(2" = 2%)|| = 0.
k—ro0 k—ro0
Segue daf que Jim ( b gM) =0.

(viii) Como % C (9 7] e Vg é uniformemente continuo, devido a (H3), entao, por (vii),
Jlim 7 [Vg(a®) = Vg(a" )] = 0,
—00

isto é,

lim v* = 0.
k—o0

Vamos ao resultado de convergéncia mais importante desta secao, entretanto, antes de

enuncia-lo, precisamos da seguinte definicao.
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Definigdo 2.1. Uma sequéncia {z*} C K é uma sequéncia que resolve assintoticamente
PE(f,K) se

liminf f(2*,y) > 0

k—o0

para todo y € K.

Teorema 2.1. Considere o problema PE(f,K). Assuma que f satisfaz (P1) — (P5). Tome
uma fungao de Bregman g : R" — R qualquer satisfazendo (H1) — (Hb5), e uma sequéncia
ezdgena {7y} C (0,7], onde 0 é uma constante dada em (P4). Seja {z*} a sequéncia gerada
pelo Algoritmo IPPEM. Se PE(f,K) tem solugées, entao

(i) {Z*} € uma sequéncia que resolve assintoticamente PE(f,K);
(i1) todos os pontos de acumulagdo de {x*} resolvem PE(f,K).

(iii) Se, além disso, g satisfaz (HG6), entio a sequéncia {x*} converge para alguma solugdo
x* do PE(f,K). Isto ¢, a sequéncia {x*} gerada por IPPEM possui um tnico ponto de

acumulacao.

Demonstragio. (i) Fixe y € K. Como #* resolve PE(f¢,K) entdo, pela definicio de f¢ e

através da desigualdade de Cauchy-Schwartz, obtemos

0< ff@y) = @ y) +m(Ve@E") - Vg(a*),y — T*) — (e y — T°)
= f(@,y) + (=" y—7")
< @ y) + 108y — ZF).

Pela Proposicao 2.1, itens (ii) e (vi), temos que {2*} ¢ limitada e {y — Z*} é limitada para
todo y € K. Logo, tomando o limite na expressao acima, quando k — oo, e usando (viii)
obtemos

0< 1i’£r_1>£ff(i’“,y), Vy € K.

(i) Pela Proposigao 2.1 itens (i) e (vi), tem-se que {z*} tem pontos de acumulagdo, todos

0s quais também sdo pontos de acumulagdo de {Z*}. Além disso, estes pontos pertencem a

K, pois ele é fechado. Seja = = klim 7" em que {Z"*} é uma subsequéncia de {Z*}. Como
—00

f(-,y) é semicontinua superiormente, entao

0 <limsup f(z"%,y) < f(T,y), VyeKkK,

k—o0

e portanto = € S(f, K).

(ii1) Resta provar que {z*} possui um tnico ponto de acumulagio. Suponha que T é outro

ponto de acumulagao de {z*}, isto é, 7 = klirn 2% em que {27+ } C {2*}. Como 7,7 € S(f,K)
—00

entao, pela Proposi¢ao 2.1 item (i), { Dy (Z,2*)} e {D,(Z, z*)} convergem, digamos paran > 0
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e > 0, respectivamente. Através da relagao (2.6), tem-se
(Vg(a') — Vg(a¥),T — T) = Dy(T,27) — Dy(T,2") + Dy(7, ') — Dy(7, 27*).
Logo,
[(Vg(a") = Vg(a7),T = T) | < |Dy(T, ™) — Dy(T, 2")| + | Dy (T, 2") — Dy(&, 27|
Tomando o limite nesta expressao, quando k — oo, obtemos
liminf | (Vg(z") = Vg(a™), 7 =) | < [n—n| + [p—p| =0

o que contradiz a hipotese (H6). Portanto, = = 7. [ |

Observagao 2.4. No Teorema 2.1 poderiamos reescrever a hipdtese "f satisfaz (P1) —

(P5) "por "f € mondtona”, desde que f seja definida por

flz,y) = (F(x),y — =)

onde F : R" — R"™ ¢ um operador mondtono.

2.3 Aplicacoes dos resultados de convergéncia de IPPEM

Vemos nesta secao que os resultados de convergéncia obtidos na Secao 2.2 sao facilmente
aplicados ao algoritmo IPPEM quando usado na resolugao do problema PE(L,R™ x R™"),
devido a monotonicidade de £ dada por (1.29). Ressaltamos que o desenvolvimento desta

segdo serd equivalente ao feito por Iusem em [5], ou seja, trataremos o caso particular no
1

qual a distancia de Bregman é associada a funcdo g : R — R dada por g(z) = §Hx|]2
Comegamos esta secao fazendo as seguintes considerac¢oes: no problema PE(f, K) assu-
mimos, a partir daqui, que

f(x,y) = (F(x),y — x),

e
K = {z € R"; hy(z) <0}

onde h; : R® — R é convexa para cada ¢ = 1,...,m. A fun¢ao de Bregman g : R® — R

serd, dada por g(z) = 3||z||* e estara associada a distancia de Bregman D, : R® x R® — R

definida por
1
Dy(r,) = 5l — I

A expressao definida para g farad com que Vg = I, logo nas férmulas de regularizacao, assim

como no algoritmo TPPEM, o gradiente de ¢ serd identificado com o operador identidade
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I : R™ — R". Por fim, convecionamos, quando for necessario, para o vetor de erro que
e’ = (eF,0) e R* x R™,
A primeira proposicao mostra que a func¢ao Lagrangeana associada ao problema PE( f, K)
é uma bifuncao mono6tona. De fato,

Proposicao 2.2. ([5],p.14) Sejam f : K x K — R wuma bifungdo mondtona e K = {z €
R™; hi(z) < 0}, em que h; : R" — R € convera para cada i = 1,...,m. Entdo, L : (R" X
R™) x (R™ x R™) — R dada por

L((z,N), (y, 1) = flz,y) + Z Aihi(y) — Z pihi ()

€ mondtona.

Demonstracao. Como f ¢ mondtona, vé-se facilmente que

L((z,A), (y, 1)) + L((y, 1), (x, ) = f(z,y) + f(y,z) <0.

Munidos da monotonicidade de £, aplicamos o algoritmo IPPEM para resolver o pro-
blema PE(L,R™ x R7'). Primeiro, necessitamos exibir a forma regularizada inexata de
PE(L,R™ x R7) na iteracdo k. A férmula de regularizacdo inexata de f, dada pelo pro-
blema PE(f,K), é uma bifuncao f: R™ x R" — R dada por

fila,y) = fz,y) + 7w (Vgla) — Vg(ah),y — z) — (", y — ).

Assim, identificando f com L e levando em conta as consideracoes feitas acima, temos que

Lol 0, (g m) = L2, 0), (g, ) + 76 (2, ) = (25,0, (g, 1) = (2, 1))
—((€,0), (y, ) = (z, X))

= L((2,A), (y, 1)+ ((z = 2" X =N, (y — 2, p = X))
—((%,0),(y =z, n— )

= L((z,N), (g, ) +m{z =2 y—a) + (A= u— ) = (" y —z).

Logo, obtemos que a forma regularizada do problema PE(L,R" x R"") é o problema pertur-
bado PE(Lg, R™ x R™) onde

Li((x, ), (g, 1)) = L((2,N), (1)) + e (= a® oy — 2) 4+ (A= N = XY — (b y — )
(2.16)
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Portanto, o Algoritmo IPPEM, com as devidas adaptacoes, tem o seguinte esquema quando
aplicado ao problema PE(L,R" x R™"):

Algoritmo IPPEM para PE(L,R" x R7). Considere uma sequéncia exdgena limitada
{7} C Ry de pardmetros de reqularizacio e uma tolerdncia de erro relativo o € (0,1).
Passo 1. Iniciar o algoritmo com (EU,XO) € R" x RT.

Passo 2. Dado (E’“,Xk), encontrar
(@, \) e R* x R

que resolve o problema PE(EZ, R"xR™"), com Zz definida por (2.16), onde (e¥,0) € R* x R™

satisfaz a condicdo:

k

1", 0)]] = [le"]| < omell(@* —7*, A* = XT)]. (2.17)

Passo 3. Se (fk,X’“) = (zk,X’“), entao PARE!. Caso contrdrio, faca
e

Yk

A A, (2.19)

e volte para o Passo 2.

Um resultado de convergéncia para o algoritmo descrito acima é dado a seguir.

Corolario 2.1. ([5],p.14) Considere o problema PE(f,K) com K dado por (1.50) e f mond-
tona. Tome {y} C (0,7] para algum ¥ > 0. Seja {(z*, \*)} a sequéncia gerada pelo algoritmo
IPPEM aplicado ao PE(L,R" x RT). Se o problema PE(L,R" x RT) tem solugdes, entdo
{(z*, A*)} converge para algum par (z*,\*) € S(L,R" x R™).

Demonstracao. A Proposicao 2.2 garante que £ é mondtona. Assim, pela Observacao 2.4,

podemos aplicar o Teorema 2.1 ao problema PE(L,R" x R""), pois pela Proposi¢ao 1.3, a

1
fun¢ao de Bregman g(x) = §Hx\|2 satisfaz as condi¢oes do Teorema 2.1. Logo, a sequéncia
{(z*, A\F)} converge para alguma solugao (z*, \*) de PE(L,R" x R). [ ]

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



Capitulo 3

Analise de Convergéncia do Algoritmo
TALEM

Neste capitulo apresentamos a anélise de convergéncia do principal algoritmo desta disser-
tacao, o chamado Método Extragradiente Lagrangeano Aumentado Inexato, ou abreviada-
mente IALEM, apresentado em [5]. Estudamos a convergéncia do algoritmo para este método
através da analise de convergéncia feita para o algoritmo IPPEM no capitulo 2. Vemos que
IPPEM aplicado ao problema PE(L,R™ x R") gera a mesma sequéncia determinada pelo
algoritmo TALEM aplicado ao problema PE(f,K), e concluimos que a convergéncia do al-
goritmo IPPEM a uma solu¢ao do problema PE(L,R" x R7") implicara na convergéncia do
algoritmo TALEM a uma solugao do problema PE(f, K).

Assumimos que no problema de equilibrio PE(f,K), o conjunto K C R™ é nao-vazio,

fechado e convexo, definido por
K = {z € R"; h;(x) < 0} (3.1)

em que cada h; : R® — R é convexa e satisfaz a condicao de Slater para cada i =1,...,m.

Além disso, f é monoétona e definida por

flo,y) = (F(z),y —x) (3.2)

assim satisfazendo as propriedades (P1) — (P5) exigidas na funcionalidade do algoritmo
IPPEM aplicado ao problema PE(f, K).

3.1 Relagoes entre as solugoes dos problemas PE(f, K) e
PE(L,R" x R

Nesta secao relacionamos as solucoes dos problemas PE(f,K) e PE(L,R" x R) aos

pontos 6timos do problema PE(f,K). Vemos que os pares 6timos do PE( f, K) sao solugdes
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do PE(L,R" xR"?), em particular, resolver este ltimo problema é suficiente para obter uma
solugdo do PE(f,K). Assumimos nestes resultados que a fun¢do Lagrangeana £ dada em

(1.29) nao é necessariamente diferencidvel.

Proposicao 3.1. ([9],p.15) Considere o problema PE(f,K). As sequintes afirma¢oes sao

equivalentes:
(i) (z*,A*) € Kx R} € um par dtimo para PE(f,K);
(i1) (x*,X*) resolve o problema PE(L,R™ x R").

Demonstragao. (ii) = (i) Para cada (z*,\*) € K x R, defina o problema de minimizacao
restrito

min £((z*, \%), (x, A)) (3.3)
s.a. (z,A) € R" x R (3.4)

Suponha que (z*, \*) resolve o problema PE(L, R™ x R7"). Observe que (z*, \*) é solugao de
(3.3) — (3.4), pois
E((I*, )‘*)7 (l’, )‘)) > 0= E((I'*, )‘*)7 (I*, )‘*))

para todo (z,A\) € K x R". Sendo (3.4) determinado por restricoes afins, a condicdo de
Slater valera e dai, pelo Teorema 1.6 (aplicado ao caso nao diferenciavel), existe um vetor

de multiplicadores n* = (nf,...,n},) € R™ associado a (z*, \*) tal que

0¢€ a)\ (,C((l'*, )‘*)7 (l’, /\)) + Z "71*(_/\1)) (35)

i=1 (z,\)=(z* \*)

0€d, <£(($*, M), (@, \)) + Zﬁ(-@) (3.6)

(z,N)=(2*,\*)

— N <0 (3.7)
n; =20 (3.8)
n; A =0 (3.9)

Observe que (3.5) e (3.6) podem ser simplificadas. De fato, de (3.6) tem-se

0e az[,((gj*’ )\*)’ (1‘, )\))|(x’)\):($*,)\*) -+ 896 (Z 7’]:(—)\1)>
=1

(z,\)=(x*,A*)

o que implica em

i=1

i=1

A=A*
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Sendo f(z*,z) = (F(z*),x — x*), obtemos
0 € F(z")+ ZA*@ hi

Agora, veja que (3.5) nos fornece

0 € Of(z",x)|,_p + Oa (Z)jh&x})

i=1

- Z MAihi(z") + Z 17 O (—A

r=x* =1 A=)* =1 A=)*

Isto é, h;(z*) + nf = 0 para cada i = 1,...,m. Assim, podemos resumir (3.5) — (3.9) no

seguinte sistema de equacoes
0€ F(a’) + Z N Ohy(x

hi(z*)+nf =0
A >0
n; =20
Ain; =0

em que 1 <i<meF ¢dado em (3.2). Deste sistema concluimos, pela Defini¢do 1.24, que
(x*,\*) € um par 6timo para o problema PE(f, K).

(1) = (ii) Veja que o problema (3.3)—(3.4) é de minimizagao convexa. Com efeito, considere,
para cada ((z', A1), (22, 2?)) € (K x R7) x (K x R") e 8 € [0,1], a expressao

M = L((2",X"), (B! + (1 = B)a®, BA + (1 = B)A)).

Temos que se f(z,-) e h;, 1 <i < m, sdo convexas, entao

M = f(* Bt +(1-7) +Z/\h Bt +(1-7 iml BN hi(z*)
i=1

i=1

IN

81, 2) + (1 B)f(a*, %) + 5§;Az‘m<xl> +(1-p) E;A:hi<x2> - ﬁ;‘m(x )
9 TZIAW:(: )

= B [f(x*,xl) + Em: Nhy(at) — i Mhy(x

—fiﬁm@

+(1-7) [f(m*,xQ) + Z)\f[hi(xQ

= BL((z", X), (2!, A1) + (1 = B)L((27, \), (2, A)).
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Logo, a fungdo objetivo de (3.3) — (3.4) é convexa. Por fim, note que a restrigdo —\; < 0
deste problema é trivialmente convexa para todo ¢ = 1,...,m. Portanto, as condicoes de
KKT deste problema sao suficientes. Como (x*, \*) é um par 6timo para PE(f,K), entao

(x*,\*) &€ um ponto de KK'T para (3.3) — (3.4), associado ao multiplicador

n* = (=hi(z"),..., —hn(z")),
que satisfaz (3.5) — (3.9). Sendo as condigoes de KKT deste problema suficientes, segue que
(z*,X*) € S(L,R" x R). [ |

Proposigao 3.2. ([5],p.15) Considere o problema PE(f,K). Se z* € S(f,K) e a condi¢ao
(CS) dada na Secao 1.7 é vdlida para toda h;, 1 < i < m, que define o conjunto vidvel K,
entdo existe \* € R tal que (x*,\*) ¢ um par dtimo para PE(f,K). Reciprocamente, se
(x*, \*) € um par étimo para PE(f,K), entao z* € S(f,K).

Demonstra¢ao. Como vale a condigao (CS) entdo, pelo Teorema 1.6 (aplicado ao caso nao

diferenciavel), existe um vetor \* € R™ associado a z* € S(f, K) tal que
0€ F(z")+ Y Aoh(z")
i=1

A >0
Ahi(x*) =0
em que 1 <i<me F édada por (3.2). Segue da Defini¢ao 1.24 que (z*, \*) é um par 6timo
para PE(f, K).
Reciprocamente, se (z*,\*) é um par 6timo para PE(f,K), entdo (1.39) — (1.42) sdo
satisfeitas, isto é, * é um ponto de KKT para o problema

min f(z*, x). (3.10)

zeK

Como f(z*,-) é uma funcao convexa e K é um conjunto convexo, entao todo ponto de KKT

de (3.10) é solucao do respectivo problema. Assim, sendo

0= f(z*,2") = min f(z*, x),

zeK
isto é, f(z*,x) > 0 para todo = € K, conclui-se que z* € S(f,K). [ ]

O resultado mais importante desta secao é dado a seguir, ele estabelece que resolver o
problema PE(L,R™ x R?") ¢é suficiente para resolver o problema PE(f, K).
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3.2. O Método Extragradiente Lagrangeano Aumentado Inexato 43

Corolario 3.1. ([5],p.15) Considere o problema PE(f,K). Se (z*,A*) € S(L,R™ x R}),
entao x* € S(f,K). Reciprocamente, se x* € S(f,K) e vale a condicao (CS), entdo eziste
um vetor \* € R tal que (z*,\*) € S(L,R" x RTY).

Demonstragao. Veja que (z*,\*) € S(L,R" x R}) = (2*,A*) € K x R} é um par 6timo
para o PE(f,K) = z* € S(f,K).

Reciprocamente, se vale a condi¢ao (C'S) e 2* € S(f,K), entdo existe \* € R tal que
(x*,X*) é um par 6timo para PE(f,K) = (z*,\*) € S(L,R" x RT). [ |

3.2 O Método Extragradiente Lagrangeano Aumentado

Inexato

Descrevemos nesta se¢ao o algoritmo IALEM e apresentamos sua andlise de convergéncia
a partir dos resultados obtidos para o algoritmo IPPEM na Secao 2.2. Destacamos que a
principal motivagdo ao desenvolvimento desta secao é o fato de que o Algoritmo IPPEM
aplicado ao problema PE(L,R"™ x R?), onde L é o Lagrangeano exato dado em (1.24), gera
a mesma sequéncia determinada pelo Algoritmo IALEM aplicado ao problema PE(f, K),
quando f é monoétona.

Iniciamos esta secao apresentando uma extensao a fungao Lagrangeana aumentada dada
na Definicao 1.21. Observamos que no desenvolvimento desta secao a funcao de Bregman g

usada é da forma g(z) = §||x||2

Definigao 3.1. Considere o problema PE(f,K). Tome um paraémetro de regqulariza¢ao v =

1
— > 0. Defina uma funcao s; : R* x R* x R x R, — R por

2a
st = (e (o2 BN (e for s 20T o

A funcio £ :R" x R" x R™ x R® — R definida por

m

Z’Y(Ihy?)"Z) = f(l’,y> +fy <‘I —2Y - $> + ZSZ(xayv)‘a’y) (312)

i=1
é denominada funcao Lagrangeana aumentada prozimal para o problema PE(f,K).

Convecionamos, a partir daqui, que a funcao Lagrangeana L dada depende diretamente
do parametro a, e em vez de escrevermos L, (x, \), colocar-se-a L(z, A, ). Assim, em (3.12)
escrevemos E(:E,y, A, z,7) em vez de Ev(x, Y, A, 2).
Observe que (3.12) é a forma regularizada exata do Lagrangeano aumentado associado ao

problema PE(f,K). De fato, uma Lagrangeana aumentada para PE(f,K), com parametro
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¢ > 0, ¢ uma funcdo £ : R" x R" x R x Ry — R dada por

1 m
Ly A0) = )+ g 2 (e {02+ 26(w))" = A

1 <& 2 2
~ 1 Z (max {0, \; + 20h;(z)})” — Ai}

= o)+ 43 (s (00 + 2 — s (035 2]

Fixando um parametro de regularizagao v > 0, a forma regularizada exata de L' torna-se

uma func¢ao £ definida por
Z(m,y,/\,zﬁ) =L'(z,y,\,0)+~v(x —z,y—x).

1
Assumindo que v = —, obtemos

20’

m

E(x7y7A7277) = f(xuy) +”y<$ — %Y - I> + Zsi(‘rai%/\a’)/)'
i=1
No algoritmo TALEM, assim como fora feito para o algoritmo IPPEM, usa-se a forma
inexata da regularizagao (3.12) para descrevé-lo. Considere e € R™ o vetor de erro. A forma

inexata de (3.12) é dada por

m

Loy N2y =flay) +y@—zy—2)+ > sizy, A7) = (e,y—2) (3.13)

=1

onde v > 0. A partir de (3.13), podemos descrever o algoritmo IALEM aplicado ao problema
PE(f,K).

Algoritmo IALEM para PE(f,K). Considere uma sequéncia exdgena limitada {v,} C Ry
de parametros de reqularizacao e uma tolerdncia de erro relativo o € (0,1).

Passo 1. Iniciar o algoritmo com (2°, \°) € R™ x R,

Passo 2. Dado (2%, \F), encontrar % € R™ que resolve o problema perturbado PE(ZE,R”),

em que Zi ¢ dada por

Li(w,y, Nah ) = flay) + (o — 2%y —2) + ) silw,y, Xow) — (5 y —2) (3.14)

i=1

com s; dado por (3.11), e e € R™ que satisfaz a condigio:
] < oml|(@* — 2, X =A%) (3.15)

onde N1 = (ML N ¢ atualizado no prozimo passo.
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Passo 3. Definir a prozima iteraciao de \F como

=k
M = max {O, M+ @} (3.16)
k

para cada v =1,...,m.
Passo 4. Se (2%, \F) = (2%, \¥*1), entdo PARE!. Caso contrdrio, faca

- 1
ghtt =gk — ek (3.17)

e volte para o Passo 2.

Observacao 3.1. Em vez de escrevermos Ei(x,y,)\k,xk,%), colocamos apenas EZ(:v,y),

por questao apenas de simplicidade.

Um dos principais resultados desta dissertacao é o resultado de convergéncia para o
algoritmo TALEM dado no Teorema 3.1. Antes de enuncia-lo, precisamos de um importante
resultado de existéncia e unicidade de solucao a forma regularizada inexata do problema
PE(f,K). Tal resultado é descrito a seguir.

Lema 3.1. Considere o problema PE(f,K). Suponha que f é mondtona. Fize um vetor

de erro e € R™, um vetor z € R™ arbitrdrio e um parimetro de requlariza¢ao v > 0. Se

f: Kx K — R ¢ definida como

flz,y) = f(o,y) +v{x —2y—x) — (e,y — )

entao PE(J?, K) tem uma dnica solugao.

Demonstracao. Vamos provar inicialmente que fv ¢ monoétona e satisfaz as propriedades
(P1) — (P3) e (P6) dadas na Secao 1.4 e, em seguida, aplicar a Proposi¢ao 1.5 para garantir
a existéncia de solugdo para o problema PE(f, K). Observe que, para todo (z,y) € K x K,

a monotonicidade de f implica que

[z y)+ fly,z) = [fley)+ fy2)+7[{z—zy—2)+{y—z2—y)]—{e,y — )
—(e,z —y)
= flzy)+ fly,2) +7v{e—yy—x)
< =z —yl? <.

Isto 6, f ¢ monétona. Afirmamos que f satisfaz (P1) — (P3) e (P6). Com efeito,
(P1) E imediatamente verificada;
(P2) Para todo zy € K fixo, e toda sequéncia {y*} C K tal que {y*} — 7 € K, tem-se

lim inf f (o, Z/k) = liminf[f (o, Z/k) +7 <~’Uo - Z,yk - 9C> - <€7yk - 5130>]
k—o00

k—o0

> f(20,7) +7v(x0o — 2,7 — ) — {,¥ — w0) = f(70,7).
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Assim, f(z,-) é semicontinua inferiormente para todo z € K. Além disso, considerando a
fungdo p : R" — R dada por p(y) = v (z — z,y — z) — (e,y — ), temos que p é afim e como

f(zx,-) é convexa, segue que f(zx,-) é convexa.
(P3) Para todo y € K fixo, e toda sequéncia {z*} C K tal que {z*} — 7 € K, tem-se

lim sup J?($k>yo) = thUP[f(l’k, Yo) + <3Ck — %% — $k> - <€7 Yo — $k>]
k—oo k—o00

< f@yo) + (T —z,40 —T) — (e, 50 — T) = f(T,50).

Assim, f(-,y) é semicontinua superiormente para todo y € K.

(P6) Tome uma sequéncia {z*} C K, para todo k € N, tal que klim |2*|| = +o0. Afirmamos
—00

que esta propriedade vale para cada u que é a projecao de Bregman de z sobre K. De fato,

note que

fla® u) = f(xk,u)—7<xk—z,xk—u>—<e,u—xk>
= f(a" u) —y[(a* ") — (2" u) — (2,2") + (z,uw)] — (e,u — 2¥)
= f(a" u) = y[((a",2") = (2", u) — (z,2") + (z,u)) — ((u,u) — (u,2*))
—((u, 2%y = (u,u))] — (e,u — ")
= f(z" u) - Y[{u — 2, 2% — uy — <xk —u, x® — w)] — (e,u — :L‘k>
—f(u,2%) + 7 (z — u, 2% — u) — y[|2" — u||* = {e,u — 2¥)

—flu,2®) = ylla® — u|)? = (e,u — 2*).

IN

IN

Agora observe que sendo f(z,-) convexa, o conjunto d,f(z,-) é ndo vazio. Além disso, K
convexo e fechado implica que int K é ndo vazio. Assim, para w € intK e v € 9, f(u,w),

tem-se
f<u7y)2f<u7w>+<vay_w>7 \V/yEK

Como {z*} C K, podemos tomar y = z* € K, obtendo assim

fu, %) — f(u,w) > <v,:ck —w>.

Dai, um limitante superior para — f(u, z%) é

—f(u,2*) < <v,w—xk>—f(u,w)

< olllw = 2% = f(u, w)
= ollll(w —u) + (u—2*)| = f(u,w)
< ol = ull + lJvllllw = 2"l = f(w, ).
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Prosseguindo, obtemos um limitante superior para o termo —||z* — u||?. Observamos que

1 1
o —ul? = 2 (gukaz—<l’k>u>+—HuH2)
1
> Lt = (ot ) — Sl + )

1
= Sl=fI” - §I|UH2 — (u, 2" —u)

Vv

S 1P = Slhull® =l 2* = ).

Assim, com os limitantes acima obtidos, verificamos que

Pk < ol =l + o = ) = ) = (G412 = Gl = e = )

+lellllz* = ull
1 [oll + llell + ull
el 2" = ull

8]
+ S lulPllvllllw = ull = f(u, w).

] — o0 o IIE llel +1ul

" Y
segue que lim f(z" u) < —o0, isto &,
k—o0

> 0, entao por (H5) dada na Proposigao 1.3,

Como lim ||z
k—oo

lim f(z*,u) = —oc.
k—o0

Logo, para algum k¢ € N, tem-se f(xk,u) < 0 para todo k > ky. Portanto, pela Proposicao
1.5, segue que PE(f,K) tem solucoes.
Para finalizarmos a demonstracao deste lema, vamos provar a unicidade da solucao do

problema PE(f,K). Suponha que 2/ e 2 sejam duas solucoes de PE(f, K). Temos que:
0< J@.a") = f@ )+ 7 (& = 2" =)~ (e.” - 7)

0< J@7) = J(@,7) (7 = 27 =) = (e = o).

Como f é monétona e v > 0, entao

0 < fl@, ) + [, &) = [ + f@,) =A@ =2 (&, 2") + ||
= @)+ f( ) =yl = P
< —lla’ —2"|? <.

Segue dai que 7 =z e, portanto o problema PE(f, K) possui uma tnica solucao. [ |
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Observagao 3.2. Seja L) : R" x R" x RT x R, — R dada por

m

‘Cgﬂ(l')ya )\kﬁk) = f(xvy) + Z Si(xayy /\kvvk)

i=1

Considere o problema PE(L;,R"™). Se L) é mondtona, entio o problema PE( ~Z,R”), com
ZZ dada por

EZ(Q?,:U) = E;g(xayv Ak,’Yk:) + Vi <$ - xkay - $> - <€kay - $>,

tem wma unica solucao. Em outras palavras, o Passo 2 de IALEM gera uma sequéncia
{(z*,e*)} que estd bem definida para toda iteragio k. Com efeito, para quaisquer (z,y) €

K x K wverifica-se facilmente que
‘Cgf(x7y7 )\k7f>/k)+£;f(y’xa)\k77k) S 07 Vk € N.

Logo, aplicando o Lema 3.1, obtém-se o resultado desejado.

O Teorema 3.1, dado a seguir, estabelece que a sequéncia gerada pelo algoritmo TALEM,
aplicado ao problema PE(f,K), com f mondétona, coincide com a sequéncia gerada pelo
algoritmo IPPEM, aplicado ao problema PE(L,R™ x R7"), onde £ é a funcdo Lagrangeana
associada a PE(f, K).

Teorema 3.1. ([5]) Considere o problema PE(f,K). Assuma que f é mondtona. Fize uma
sequéncia {v} C Ry e uma tolerdncia de erro relativo o € (0,1). Sejam {(zF,\*)} a
sequéncia gerada pelo algoritmo IALEM aplicado ao problema PE(f,K), com vetor de erro
ek € R™ associado, e {Ek,xk} a sequéncia gerada pelo algoritmo IPPEM aplicado ao problema
PE(L,R"xRT), com vetor de erro (e*,0) € R xR™ associado. Suponha que o pardmetro de

reqularizacio v e o erro relalivo o sejam os mesmos em ambos os algoritmos. Se (29, \°) =
(EO,XO), entao (2%, \F) = (fk,xk) para todo k € N.

Demonstracao. Vamos provar o teorema por inducao sobre k. Por hipotese, o resultado é
vélido para k = 0. Suponhamos que o resultado vale para k > 0. Seja (z*, \*) a solucdo do
problema PE(Az,]R" x RT), com Zi definida por (2.16). Pelo Lema 3.1 esta solugao existe
e ¢ unica, devido a monotonicidade de £. Além disso, pela Proposicao 3.1, (fk,xk) ¢ uma

solucao do problema de minimizacao convexa
min L5 ((Z*, \), (z, 1)) (3.18)

s.a. (z,A) e R" x R (3.19)

Como (3.18)—(3.19) apresenta apenas restrigoes afins, entao a condigao de Slater é satisfeita,
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assim existe um vetor ¥ € R™ de KKT tal que

0.€ 0, | LL(@5 ), (2, 0) + D nf (=X) (3.20)
L 1=1 i
0.€ O | LR((@ 1), (2, 1) + Y 0k (=X (3.21)
L 1=1 J
>0
>0
/)\\fnf = 0.

em que 1 <4 < m. A partir de (3.20) tem-se que

0 € QLi((TN), (2, N) + [az@k—xk,x—f’fﬂam@k—Ak,A—X’fﬂ—am<ek,x—§k>

+0, i nf(—&-)] (3.22)
€ F@" + Em: Neoh (z) + (B — 2*) — e* (3.23)

onde (3.23), no ponto (z,\) = (fk,xk), é equivalente a
Yo(zF — 3% + et e F@") + > Moh(@h).
i=1

E de (3.21), vé-se que
0 € OLel(@NF), (2, N) + s (B — 2¥, 2 — 7%) + 0, <Xk U X’f>] — 0y (" w — )

+3 T Fo(=A) = (@), . hn (@) + (N = ) — (b)),
=1
isto é,
nE = —hi(@) + (A = AF)

para cada ¢ = 1,...,m. Assim, usando a hipdtese de inducao e as equivaléncias acima

encontradas, obtemos o sistema

(@ — %) + ek € FEF) + ) Noh(E") (3.24)
i=1
— hi(@*) + (W = X)) = nf (3.25)
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>0 (3.26)
>0 (3.27)
Neph =0 (3.28)

em que F' é dada por (3.2) e 1 < i < m. Podemos simplificar o sistema (3.24) — (3.28) de
modo que seja expresso por unica relacdo de pertinéncia. Com efeito, por (3.25) e (3.27),

temos que
—hi(@*) + (A =X 2 0

~ L~ : ~ < :
isto &, \F > —h,;(@%) + )\f. Veja por (3.25) e (3.28) que se A\¥ > 0, entdo nF = 0 e assim
Tk

—~ 1 _
N = (%) + A
Vk

E que se ¥ > 0, teremos A¥ = 0. Logo,

Portanto, (3.24) — (3.28) pode ser reescrito como

W@ =3 + e e FE") + > Moh(@h) (3.29)
=1
A :maX{O,)\?—FM} (1<i<m). (3.30)
Yk

Se substituirmos (3.30) em (3.29), ficamos finalmente com uma tnica expressao

i (max {O,Xf L @) }) 6hi(f’“)] (3.31)

i—1 Yk

(T — 3% + e € F(@F) +

Vamos obter agora uma expressao analoga a (3.31) através do Passo 2 do algoritmo TALEM.

Seja ¢ € R™ a soluciao do problema PE(NE,R”) obtida no Passo 2 de TALEM, em que ZZ

k k

é dada por (3.14). Observamos que se " é solugdo deste problema, isto equivale a T° ser

solucao do problema de minimizacao convexa

min Ly (7", y)

De fato, Zi(f’“,%k) =0 < L¢(7*,y) para todo y € R™. Assim, 7% € S( ~2,R”) se, e somente
se,
0 € 9,L5 (7", 7 (3.32)
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isto é,

0 € 0,f @ y)ly=ar + DT — ¥y = T°))ly=st %i[ (max{%ﬁm})

Tk
(7K 2
— 0y (maX{O, i + @})

ou seja,

_a(< Y — >)|y Tk

y=zF

0 € F@E") +y(@" -2 + Zm: Kmax {0, AF 4 @D 81%(5’“)] —e".

i—1 Yk

Logo, (3.32) é equivalente a

Ye(z" — %) + e € F(T

=1 Tk

i (max {0, AP 4 @}) 6hi(5’“)] : (3.33)

Aplicando a hipotese de indugao em (3.33), concluimos de (3.31) que Z% também satisfaz
(3.33). Como a condigao de otimalidade de (3.32) é suficiente (por ser um problema con-
vexo), entdao TF € S(Ei, R™). Além disso, pelo Lema 3.1, PE(EE, R™) tem uma unica solucao
(conforme Observacao 3.2). Logo,

=7

e dai, através das atualizacoes (3.17) e (2.18), dadas no Passo 4 de IALEM e Passo 3 de
IPPEM (aplicado ao problema PE(L,R" x R'?)), respectivamente, concluimos que

xk+1 — Ek-l-l'

Por fim, a atualizacdo das variaveis duais (2.19) do algoritmo IPPEM, aplicado ao problema
PE(L,R™ x RT), e (3.30) nos fornecem

hi(f’“)
Yk

Xfﬂ = Xf = max {O,Xf +

} (1 <i<m). (3.34)
Comparando (3.34) com a atualizaqéo (3.16) das variaveis duais no Passo 3 de IALEM, e

usando o fato de que T8 = 7% e \F = )\ , finalmente obtemos

k+1

)\kJrl — X

Segue dai que (2%, \¥) = (f’“,xk) para todo k € N, como queriamos demonstrar. [ |

O segundo principal resultado deste trabalho garante que se o problema PE(f,K) tem

solucoes, entao a sequéncia gerada pelo algoritmo IALEM para resolvé-lo converge para
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3.2. O Método Extragradiente Lagrangeano Aumentado Inexato 52

algum dos seus pares 6timos, em particular, ha convergéncia para uma solucao do problema

PE(f,K). De maneira precisa, tal resultado ¢ assim enunciado:
Teorema 3.2. ([5]) Considere o problema PE(f,K). Assuma que
(1) f € mondtona;
(i1) K = {x € R"; hy(x) < 0};

(1ii) a condi¢do de qualificacao (CS) da restri¢ao h; vale para cada i =1,...,m que define
K;

(v) {7} C (0,7] para algum 7 > 0.

Seja {(x,\¥)} a sequéncia gerada pelo algoritmo TALEM. Se o problema PE(f,K) tem
solugdes, entio a sequéncia {(x*, \¥)} converge para algum par étimo (x*, \*) para PE(f,K),

e consequentemente x* € S(f,K).

Demonstragdo. Pelo Teorema 3.1, a sequéncia {(z*, \¥)} coincide com a sequéncia gerada
por IPPEM aplicada ao PE(L,R" x R). Como PE(f,K) tem solucées e vale a condigao
de Slater entdo, pelo Corolario 3.1, PE(L,R™ x R7) tem solugdes. Assim, pelo Corolario
2.1, a sequéncia {(z*, \¥)} converge a uma solucio (z*, \*) do PE(L,R™ x R7"). Aplicando

novamente o Corolario 3.1, conclui-se que z* € S(f, K). [ |

Na anélise de convergéncia de qualquer algoritmo, uma caracteristica importante que
deve ser explorada é a questdo da terminacdo finita do algoritmo. E natural esperar que
se o algoritmo para num nimero finito de interacdes k, entdo o iterando z¥, da sequéncia
determinada por este algoritmo, ¢ uma solucao do problema em que o algoritmo fora aplicado.
Isto também se aplica ao algoritmo TALEM quando usado para resolver o problema PE( f, K).

De fato, temos a seguinte proposicao a respeito da terminacao finita do algoritmo TALEM.

Proposicao 3.3. ([5]) Suponha que o Algoritmo IALEM pare na iteracao k. Entdo, o vetor

xk € R™ gerado por este algoritmo é uma solugdao do problema PE(f,K).

Demonstracao. Se o algoritmo TALEM termina na k-ésima iteracao, entdao pelo Passo 4,
(2%, \F) = (2%, \**1). Dai, por (3.15), obtemos e* = 0. Agora, veja que se e = 0 em (3.14),

entao
m

Zg(l’,y) = f(mvy) + Yk <LE’ - ka - :E> + Zsi(‘maZﬁ)\ku’yk)'
=1

k

Como 7% = ¥, temos que

LE ) = F@ ) + D si@, 5, A ).
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Sendo a fungio L£9(z*,-) convexa, entdo o problema de minimizagao irrestrito

min LR(T*,y)

% ¢ uma solucao deste problema. De fato, sendo ¥ uma solucdo do

problema PE(£?, R"), tem-se

é convexo. Além disso, T

0=Lpa" ") < L)y, Wek

Assim, pelo Teorema 1.2,

0e€ L)@ ") = F@GE*) +

Zm: (max {o, P @}) 8hi(’:E’“)] . (3.35)

i=1 Tk

ou seja,

0 € F@*)+ ) Moh(a") (3.36)

i=1
em que
hi(Z*
ML= A\F = max {O, pUE %} . (3.37)
k

Segue de (3.37) que se A¥ = 0, entao h;(7%) < 0. E caso \F = \F + %fk), entdo h;(7%) = 0
qualquer que seja \F > 0, isto &, \¥h;(2%) = 0. Logo, as condigoes (3.36) — (3.37) implicam
que (fk,xk) ¢ um par 6timo para o problema PE(f,K) e, portanto, pela Proposigao 3.2,

¢ e S(f,K). [ |

3.3 Variantes do algoritmo IALEM

Nesta secao apresentamos a forma exata do algoritmo TALEM, que chamamos Método
do Lagrangeano Aumentado Exato ou simplesmente EALM. Este algoritmo é um caso par-
ticular de IALEM, assim sua analise de convergéncia é analoga a que fora feita na secao
anterior. Também apresentamos uma variante do algoritmo TALEM, o chamado Método Fx-
tragradiente Lagrangeano Aumentado Inexato Linearizado, que abreviamos por LIALEM,

que na literatura é eventualmente tido como um método mais adequado a computacao atual.

Iniciamos descrevendo o algoritmo EALM para resolver o problema de equilibrio PE( f, K).

Algoritmo EALM para PE(f K). Considere uma sequéncia de pardmetros {y} C Ry
limitada.

Passo 1. Iniciar o algoritmo com (2°,\°) € R" x R'".

k+

Passo 2. Na iteracio k, a atualizacio x*+! serd a tinica solucdo do problema de desiqualdade
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variacional irrestrito PE(LY,R™), com L0 definida a partir de (3.14).

Passo 3. Atualizar as varidveis duais através da formula

hi(l"k"'l)

AL = max {0, PUES
Tk

} (1 <i<m).
Observacao 3.3. No Passo 2 do algoritmo EALM, o iterando z**' € tinico pelo Lema 3.1

aplicado a e* = 0 para todo inteiro k > 0.

A anélise de convergéncia de EALM é analoga aquela feita para TALEM, basta tomarmos
e¥ =0, para cada k > 0, em cada resultado de convergéncia apresentado na secio anterior.

Observe que enquanto a diferenca entre os algoritmos IALEM e EALM é apenas a questao
do vetor erro, a diferenca entre os algoritmos LIALEM e TALEM seré a fungao Lagrangeana
a ser usada. Enquanto no algoritmo IALEM a funcdo Lagrangeana usada foi (3.12), a qual
foi obtida através da regularizagao inexata do Lagrangeano aumentado obtido a partir de
(1.29), no algoritmo LTALEM usar-se uma Lagrangeana obtida através da linearizacao, na
variavel y, de (3.13). Para executarmos esta lineariza¢do assumimos que as restri¢oes h;, que
determinam o conjunto viavel K, sejam continuamente diferenciaveis.

Seja L a fungao Lagrangeana, para o problema PE(f, K), dada por

L((z,A), (y, ) = fla,y) + Z Aihi(y) — Z pihi(z).

Note que esta fungao é diferenciavel na variavel y, pois f(x,-) é diferenciavel e, para cada
i € {1,...,m}, h; é diferenciavel. Assim, podemos definir uma aproximacao de primeira

ordem £ para £, em torno do ponto y = x, da seguinte forma:

m m

L((x, ), (y, 1)) = flz,y)+ Z Ailhi(z) + (Vhi(x),y — x)] — Z pihi(x) (3.38)

= (F(z),y —x)+ Z Xi (Vhi(x),y — ) + Z(/\Z — pi)hi(x). (3.39)

i=1 i=1

A expressao dada em (3.39) ¢ denominada Lagrangeano Linearizado.

Definigdo 3.2. Seja (x,\) € R* x R™. A fungio L : (R" x R™) x (R" x R™) — R definida

por

m m

L((z,N), (g, ) = (F(x),y —2) + YN (Vh(x),y —2) + > (N — mi)hi(z) (3.40)

i=1 i=1
¢ denominada fun¢do Lagrangeana linearizada associada ao problema PE(f,K).

Observagao 3.4. Note que, na funcao Lagrangeana linearizada, f(z,y) ndo foi alterado,
pois € uma funcao afim na varidvel y. Por sequinte, veja que nao hd necessidade de lineari-

zarmos a fungao L na varidvel p, porque ela é afim como uma fungao dessa varidvel.
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No algoritmo LIALEM usamos necessariamente uma Lagrangeana linearizada obtida de
(3.13). Para determinarmos a expressao para esta Lagrangeana, primeiro devemos linearizar,
na variavel y, a expressao definida para s; dada em (3.11).

Seja s; : R" x R" x R x Ry — R a linearizagao de s; em torno do ponto y = x, temos

que s; sera dada por:

Ei(xaya/\7/y) = 51(l’,$,)\,7)+<VSZ‘(IL',.I',)\,’Y),:U—$>
= <12max{0,)\i+M 1Vhi(ac),y—ac>
2 v )

— max {o, L) } (Vhi(z),y — ) .

A partir da expressao dada acima, podemos escrever a Lagrangeana linearizada (na variavel

y) para (3.13) da seguinte forma:

L(x,y) = (F(x),y —2) +v(x—zy—x)+ Y_5i(x,y,\7) = e,y — ).
i=1
Conhecendo a lineariza¢ao do Lagrangeano aumentado dado em (3.13), podemos descrever

o Algoritmo LTALEM, para o problema PE(f, K), assim como segue:

Algoritmo LIALEM para PE(f,K). Considere uma sequéncia exdgena limitada {y} C
R, de parametros de reqularizacio e uma tolerdncia de erro relativo o € (0,1).
Passo 1. Iniciar o algoritmo com (2°, \°) € R™ x R,
Passo 2. Dado (¥, \¥), defina's; : R" x R" x RT x Ry — R como
- hi(x)
Si(xv Y, )‘7 M) = max 07 )‘1 +— <th(x)7 Y- l’> ) (341)
Y
encontre TF € R™ que resolve o problema perturbado PE(ZZJR"), em que ZZ R” xR" - R

¢ definida como

ZZ($ay) = <F(£L’),y - ZL’> + Yk <l‘ - xkay - $> + ZE—(%y, )‘kv/yk> - <€kay - ZL‘> (342)

=1

com F dado por (3.2) e e¥ € R que satisfaz a condigdo:
le¥]] < omll(@* — 2, N — AN (3.43)

onde NFtT = (ML NERYY ¢ gtualizado no prozimo passo.

Passo 3. Definir a prozima iteracio de \F como

[k
AL = max {O, pUE M} (3.44)
Tk
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para cada t=1,...,m.
Passo 4. Se (2%, \F) = (2%, \¥*1), entdo PARE!. Caso contrdrio, faca

- 1
gt =gk - ek (3.45)

e volte para o Passo 2.

Observacao 3.5. A inica diferenca entre os algoritmos IALEM e LIALEM ¢ a bifuncao
que define o subproblema de desigualdade variacional wrrestrito dado no Passo 2. De fato,
na k-ésima iteracao, temos que IALEM resolve o problema PE(Z;, R™), com Ez definida por
(3.14), enquanto LIALEM resolve o problema PE(ZZ,]R”) com ZZ dada por (3.42).

Uma pergunta natural consiste em indagar se os resultados de convergéncia do algoritmo
IPPEM (aplicado ao problema PE(L,R™ x R’")) também se aplicam ao algoritmo LIALEM,
assim como fora feito para IALEM na Secao 3.2. A resposta é afirmativa. Por exemplo, um
resultado que o algoritmo IPPEM nos fornece a respeito de convergéncia é o Teorema 2.1, e

este se aplica ao problema PE(L, R"), devido a monotonicidade de L.

Proposicdo 3.4. Considere o problema PE(f,K). Assuma que f ¢ mondtona. Entio L,
dada por (3.40), é mondtona.
Demonstracao. Como f é mondtona, entao

m

L((2, ), (g, 1)) + L((y, 1), (2, 0) = flo,9)+ fy,2) + > Nilhi(@) + (Vhi(x), y — 2) — hi(y)]

IN
[]:
&
>
Q)
+
g
&
&
<
|
2
|
&
S
+
=
>
—~
P

Sendo as restricoes h; convexas e diferencidveis, obtemos
hi(y) = hi(x) + (Vhi(z),y —x)  VyeK;

hi(z) > hi(y) + (Vhi(y), 2 —y) Ve €K

e, portanto
L((,A), (y: 1) + L((y, ), (2. 2)) < 0.

Isto é, £ é monotona. [ |

Aplicando o Teorema 2.1, concluimos que a sequéncia gerada pelo algoritmo IPPEM

aplicado ao PE(L,R™ x R™") convergird a uma solucao deste problema. Outros resultados
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de convergéncia que sao facilmente verificados, ao substituir o problema PE(L,R" x R'?)
pelo problema PE(L, R™ x R™"), sao as Proposigoes 3.1 e 3.2. De fato, basta substituir, na

demonstracao de cada proposicao, a condicao Lagrangeana

0€ F(z*)+ ) Afoh(z*)
=1

por
0=F(z*)+ > A\ Vhi(z")
i=1
que é equivalente devido a diferenciabilidade de h;, para cada ¢ € {1,...,m}. Para outros

resultados de convergéncia, como os Teoremas 3.1 e 3.2, isto também nao ¢ uma tarefa
complicada. De fato, veja que o Teorema 3.1 reescrito para o algoritmo LIALEM aplicado

ao problema PE(f,K) fica na seguinte forma:

Teorema 3.3. Considere o problema PE(f,K). Assuma que f € mondtona. Fize uma
sequéncia {yx} C Ry e uma tolerancia de erro relativo o € (0,1). Sejam {(z*, \*)} a sequén-
cia gerada pelo algoritmo LIALEM aplicado ao PE(f,K), com vetor de erro ek € R™ asso-
ciado, e {(zk,Xk)} a sequéncia gerada pelo algoritmo IPPEM aplicado ao PE(L,R™ x R'?),
com vetor de erro (ef,0) € R™ x R™ associado. Suponha que o pardmetro de reqularizagio

e o erro relativo o sejam o0s mesmos em ambos os algoritmos. Se (2%, \0) = (EO,XO), entao
(2%, \F) = (Ek,xk) para todo k € N.

Demonstracao. A prova deste teorema é anédloga a feita no Teorema 3.1, basta observar que
.o~ . o, . - ~ o~ —e ~ .
sendo as restricoes h; diferencidveis, entao as funcoes Lagrangeanas L] e £, serdao diferen-

cidveis na variavel y, assim as condigdes (3.31) e (3.33) acabam reescritas, respectivamente,

g (max {o, P %fk)}) Vhi(”:i’“)]
i (max {o, AP 4 @}) Vhi(i’“)] .

i—1 Yk

como

(@ — 3 + F = F(@¥) +

W@ =3+t = F@E*) +

Dai, utilizando a hipotese de inducao e as formulas obtidas para as atualizagoes das variaveis
primais e duais (dos algoritmos IPPEM e LIALEM), obtemos o resultado desejado. |

Quanto ao Teorema 3.2, temos que a sua versao para o algoritmo LIALEM segue dire-

tamente do Teorema 3.3, e do Corolario 2.1 e Corolério 3.1.
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Consideracoes Finais

Apresentamos neste trabalho métodos para a resolucdo de um problema de desigualdade
variacional definido na Secao 1.4. Os métodos IALEM e seus variantes sao algoritmos que
resolvem o problema PDV(F,K) seja no caso que se tenha as restri¢oes, que determinam o
conjunto viavel K, diferenciaveis (como em LIALEM) ou nao (que é o caso de IALEM).

Estes algoritmos encontram soluc¢oes do PDV(F, K) gracas as propriedades que definimos
sobre o operador F', como a monotonicidade, e sobre as restri¢coes, como a convexidade. Em
especial, a monotonicidade teve um papel importante ao garantir as hipoteses necessérias
(como no Lema 2.1) & convergéncia de IPPEM, aplicado ao problema PE(L,R" x R?), a
uma solucao deste problema. Além disso, tal propriedade ¢ que garante a conexao entre
IPPEM e IALEM, em particular, a auséncia da monotonicidade em IPPEM é uma questao
a ser pensada para futuras pesquisas, conforme sugere Tusem em [5]. De fato, é razoavel
analisar o que aconteceria se substituissimos a monotonicidade de F' por uma caracteristica
mais geral, como a pseudomonotonicidade, quais hipoteses seriam necessarias para garantir
a convergéncia do algoritmo IPPEM e como elas influenciariam na anélise de convergéncia
de TALEM. Isto é um questionamento que poderia ser sugerido como temas de futuros
trabalhos.

Outro ponto importante, a respeito da monotonicidade de F', é que tal propriedade
garante a existéncia e unicidade de solucao ao problema PE(]?E, K), o qual é a forma regu-
larizada inexata do problema PE(f,K), mesmo que este @ltimo nao possua solugao. Isto é
realmente um resultado notavel. De fato, este resultado, expresso pelo Lema 3.1, garantiu a
boa definicao do Passo 2 do algoritmo TALEM e do algoritmo TPPEM, aplicados, respecti-
vamente, aos problemas PE(f,K) e PE(L,R" x R").

Terminamos este trabalho ressaltando a importancia dos métodos aqui apresentados.
Os algoritmos TALEM, LTALEM e EALM surgem como propostas de métodos que mostram
boas propriedades de convergéncia sob hipoteses razoaveis, e que computacionalmente podem
se mostrar mais vantajosos que outros métodos existentes para resolucao de problemas de
desigualdade variacional.

Claro que nao esta sendo comparada a sua eficiéncia em relagdo a outros métodos de
Lagrangeano aumentado existentes, até por que a atual implementacao destes métodos é
ainda objeto de pesquisa. Com a implementacao destes algoritmos, fara sentido a sua com-
paragao, em termos de eficiéncia (velocidade, precisdo de resultados), com outros métodos

de Lagrangeano aumentado para problemas de desigualdade variacional.
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