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RESUMO

ANALISE DISCRIMINATE VIA DISTRIBUICOES PREDITIVAS
APROXIMADAS POR ESTIMADORES POR FUNCAO NUCLEO

Reconhecimento e classificacao de padroes sao problemas importantes em uma variedade
de éareas cientificas, como biologia, psicologia, medicina, visao computacional e etc. Po-
rém este problema nao é de facil solucao quando a distribuicao de probabilidade dos
dados é totalmente desconhecida. Neste trabalho, combinamos o método de estimacao de
densidades por Func¢ao Nicleo com um enfoque Bayesiano e propomos uma nova aborda-
gem para problemas de classificacao usando uma Analise Discriminante via Distribuicoes
Preditivas Aproximadas. Estudos de simulacao e aplicacao em conjuntos de dados reais
bastante utilizados na literatura, foram conduzidos como forma de avaliacao dos méto-
dos propostos. Os resultados mostraram que a performace dos métodos propostos sao
competitivos, e em alguns casos significantemente melhor, com os métodos classicos da
literatura, Anélise Discriminante Linear(ADL), Andlise Discriminante Quadratica(ADQ)

e Andlise Discriminante Naive Bayes com distribuigdo Normal(NNBDA).

Palavras-chave: Anélise de Discriminante, Densidade Preditiva, Estimador de Ntcleo, Estimacao Baye-

siana.



ABSTRACT

DISCRIMINANT ANALISYS VIA PREDICTIVE DISTRIBUTION
APPROXIMATED BY KERNEL ESTIMATOR

Pattern Recognition and Classification problems are importantes in a variety of science
fields, such as biology, psychology, medice, computer vision and etc. However, the problem
is not so easy to solve when the true probability distribution of data is unknown. In
this work, we combine the Kernel density estimation method with a Bayesian approach
and propose a new method for classification problems using Discriminant Analisys via
Approximate Predictive Distribution. Simulation studies and application in data sets
widely used in literature, were conducted as an assessment of the proposed methods.
The results showed that the performace of the proposed methods are competitive, and in
some cases significantly better, with classical methods of literature, Linear Discriminant
Analisys(LDA), Quadratic Discriminant Analisys(QDA) and Naive Bayes Discriminant
Analisys with Normal distribution(NNBDA).

Keywords: Discriminant Analisys, Predictive Densities, Kernel Density Estimator, Bayesian Estimation.
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Capitulo 1

Introducao

Reconhecimento, descrigao e classificacao de padroes sao problemas importantes em
uma variedade de areas cientificas, tais como biologia, psicologia, medicina, marketing,
visao computacional, inteligéncia artificial, sensoriamento remoto, etc. Tipicamente, um
(wg) (wg
1

!/
e, T )> e a analise dis-

padrao é representado por um vetor de caracteristicas <x s Ty

nove em uma de 7 categorias

criminante consiste em classificar um determinado padrao x
w1, Ws, ..., W, com base em suas p caracteristicas xq,xo,...,rp. Existem varias aborda-
gens para esta classificagdo: Redes Neurais(Bishop (1995); Hastie et al. (2009)), Métodos

Fuzzy(Bezdek & Pal, 1992), Métodos Estatisticos(Hastie et al., 2009).

Do ponto de vista estatistico, assumi-se que o vetor de caracteristicas possui uma
funcao densidade de probabilidade f,, tipica de sua classe. Um vetor x pertencente a
classe w, € visto como uma observacao aleatéria gerada de x de acordo com algum modelo
probabilistico f,,, condicionada a classe wy. A partir da modelagem de x é construido um
sistema de reconhecimento de padroes estatistico operado em dois modos: treinamento ou
aprendizagem do sistema; e classificacao ou teste do sistema baseado em alguma funcao
dos dados, chamada de classificador. Matematicamente, um classificador é uma funcao
d:x — Q, tal que d(x) = w; € Q@ = wy,ws,...,w, (McLachlan, 2004). Usando uma
funcao discriminante ¢, para classe w, (¢, pode ser f, ), o classificador particiona o
espaco Y de caracteristicas em regioes de decisao e todos os vetores de caracteristicas no

interior de uma regiao de decisao sao atribuidos & mesma classe. As fronteiras de decisao
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geradas por x, podem ser determinadas pelo classificador na fase de treinamento.

Os métodos usuais de classificagao (Johnson & Wichern, 2007), assumem que f,, é
conhecida (ou parcialmente conhecida) o que pode nao ocorrer na pratica. Entao, uma
maneira alternativa de tratar este problema ¢ estimar f,,, de uma forma nao-paramétrica
(de Lima & Atuncar, 2011). Neste caso, as suposi¢oes que sao feitas sobre a estrutura
probabilistica geradora dos dados sao fracas ou inexistentes tornando o método livre de

modelos.

Por isso neste trabalho, nés apresentamos um método nao-paramétrico de classificacao
baseado na distribuicao preditiva de um novo vetor de caracteristicas x"°"° dado um
conjunto de treinamento {xi,Xas, ...,X,}. As densidades preditivas sdo estimadas usando
o método Kernel com enfoque Bayesiano (Bernardo (1999); de Lima & Atuncar (2011)).

Por fim as densidades preditivas estimadas sao usadas como fungao discriminante.

Em nossos estudos de simulagao, empregamos algumas estruturas de dados, desde
as mais triviais até casos mais complexos, como o de misturas finitas de densidades,
em termos separacao das classe. Nesses estudos, obtemos resultados satisfatérios onde
os métodos propostos neste trabalho, mostraram-se competitivos, e em alguns casos com
melhor desempenho, comparados aos métodos usuais da literatura. Também, empregamos
nos estudos dos procedimentos, a aplicagao em conjuntos de dados de grande uso na
literatura, afim de avaliar a aplicabilidade dos métodos propostos em situacoes reais.
Nessa aplicacao, os métodos propostos também obtiveram resultados satisfatérios, mesmo

aplicados em conjuntos de dados em alta dimensao.

1.1 Organizacao da Dissertacao

Neste texto, além deste capitulo introdutoério, temos mais quatro capitulos. No Ca-
pitulo 2, fazemos um revisao bibliogréafica, apresentando os conceitos fundamentais de
Anaélise Discriminante. Ainda no Capitulo 2, apresentamos os métodos de classificacao
classicos na literatura: Os métodos Andlise Discriminante Linear; Andlise Discriminante

Quadratica e o classificador Naive Bayes, em particular o método Naive Bayes Normal,

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



Recursos Computacionais 3

também empregado em nossas analise para a comparacao de modelos. E ainda abor-
damos o método de classificagdo nao paramétrico empregando estimadores por fungao
nicleo. O capitulo segue ainda com um discussao sobre um problema frequente na apli-
cacao em dados reais, denominado Problema da Alta Dimensionalidade(do inglés, curse
of dimensionality), e algumas possiveis solu¢oes para o problema, em especial a Andlise

de Componentes Independentes.

No Capitulo 3, apresentamos a construcao de nossos métodos propostos, que em-
pregam a Analise Discriminante via maxima densidade preditiva, e apresentamos trés
abordagens para a estimagao dessa densidade preditiva, uma considerando o produto de
funcoes nucleo, outra também empregando produto de funcoes niicleo mas utilizando a
Analise de Componentes Independentes, e a ultima sendo uma generalizagao para o caso
multivariado do problema. No Capitulo 4, fizemos uma analise comparativa entre os mé-
todos propostos e os métodos classicos, submetendo-os, primeiramente a um estudo com
dados simulados de diversas estruturas de dados, e em seguida, a uma aplicacao em dados
reais. No Capitulo 5, temos a conclusao do trabalho e algumas ideias para trabalhos

futuros que ja estao sendo implementadas.

Temos ainda trés anexos, onde o primeiro trata de algumas defini¢oes e resultados
que servem de suporte para o texto principal. O segundo anexo, traz as distribuicoes e os
valores dos parametros utilizados para gerar as observagoes simuladas. O tltimo anexo,
traz os codigos implementados na linguagem de programagao R, dos métodos propostos

no trabalho.

1.2 Recursos Computacionais

Nesse trabalho usamos a linguagem de programagao R (R Development Core Team,
2012) na versao 2.14.2 de 64 bits, para implementar as propostas dessa dissertagao, bem
como toda andlise de dados e construcao de graficos. Para os estudos de simulagao usa-
mos 10 micro-computadores do Laboratério de Estatistica da Universidade Federal do

Amazonas (UFAM), cedidos pelo Departamento de Estatistica (DE), nas seguintes confi-

Universidade Federal do Amazonas - UFAM
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guragoes: processador AMD Athlon Dual Core 4450B 2.30GHz 32bits, 2.00Gb meméria
RAM-DDR2, Windows Vista Bussiness spl. Para a aplicagoes em dados reais usamos um
notebook com processador Intel(R) CORE(TM) i7 Q740 64bits de 1.73GHz, 4.00Gb de
memoria RAM-DDR3 e Windows 7 Home Premium Spl 64bits. O ambiente de progra-

magao que usamos foi o sistema tipogréafico WTEX (Lamport, 1994), sob a distribuigao

MikTex 2.9.

1.3 Producao Cientifica

e A abordagem desenvolvida empregando produto de funges nicleo (ver Segio 3.4),
produziu o artigo cientifico intitulado Bayesian predictive kernel discriminant analy-

sis publicado na Pattern Recognition Letters, v. 34, p. 2079-2085, 2013.

e Esse trabalho foi apresentado no 20° Simpdsio Nacional de Probabilidade e Estatis-
tica em Joao Pessoa-PB(2012), sob forma de comunicacao oral, com o titulo “Andlise

Discriminante via Distribuigoes Preditivas Aproximadas”.

e Uma producao técnica, em fase de revisao, sob forma de um pacote denominado
BPKDA para a linguagem de programacao R a ser disponibilizado no repositorio

CRAN-R.

e Mais dois artigos estao em fase de preparagao a serem submetidos ainda em 2013,
um abordando o procedimento para o caso generalizado dos métodos de classificagao
propostos e outro abordando o software estatistico desenvolvido implementando

essas abordagens.

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



Capitulo 2

Analise de Discriminante

2.1 Introducao

Reconhecer rostos de pessoas que ha tempos que nao as vemos, identificar cores ao
nosso redor, reconhecer em um manada de milhares de animais as presas em potencial, sao
exemplos da incrivel capacidade que seres humanos e outros animais tém em reconhecer
seres, objetos ou ambientes em sua volta, mesmo em condig¢oes adversas. Reconhecimento
¢ um pleno senso cognitivo e pode consistir de tarefas simples, como identificar se um
ambiente estd muito quente ou frio, ou tarefas nao tao triviais, como analisar um eletro-
cardiograma e identificar uma arritmia no paciente (ver por exemplo, Jain et al. (2000),

Marques de S& (2001), McLachlan (2004)).

Entendemos por objetos algo de nosso interesse que possamos descrever e classificar.
A representacao conveniente desses objetos, como por exemplo imagens digitais, sinais em
formas de ondas ou qualquer outra representacao mensuravel, que possam ser interpre-
tadas por seres humanos, animais ou méaquinas, sdo chamadas de padrées (Hastie et al.,

2009).
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2.2 Reconhecimento de Padroes

Reconhecimento de Padroes é a disciplina cientifica cuja finalidade é a classificacao
de objetos em um nimero de categorias ou classes (Theodoridis & Koutroumbas, 2008).
Desde o comeco da computacao, a construcao e implementacao de algoritmos para a
emulacao das habilidades humanas, ou habilidades que estao longe das nossas capacidades,
para descrever e classificar objetos tem encontrado as mais intrigantes e desafiadoras
tarefas (veja por exemplo, Garg et al. (2011)). O objetivo principal das atuais tecnologias,
aplicadas em ciéncia e tecnologia, é o desenvolvimento de métodos capazes de emular as
mais variadas habilidades humanas para descricao e classificagao de objetos na construcao

de sistemas auténomos “inteligentes”(Marques de S&, 2001).

Nossa sociedade evoluiu de uma fase industrial para uma pés-industrial, e a automacao
na producao industrial e a necessidade de informacao tem se tornado de extrema impor-
tancia. Assim, o Reconhecimento de Padroes se tornou uma parte integral da maior parte
dos sistemas de maquinas “inteligentes” construidos para tomada de decisoes, levando-a

ao limite da pesquisa e aplicacao na engenharia (Theodoridis & Koutroumbas, 2008).

2.2.1 Similaridade, Classes, Padroes e Caracteristicas

Uma nocao fundamental em Reconhecimento de Padroes, independente de qualquer
tipo de aplicagao, é o conceito de similaridade. No6s reconhecemos dois objetos como
sendo similares quando eles possuem valores semelhantes em algum atributo em comum,
por exemplo, os bidlogos e taxonomistas estabelecem relacoes entre individuos baseados
em suas caracteristicas morfolégicas, com a finalidade de agrupé-los em classes nas quais
as espécies mais se assemelham. Frequentemente a similaridade estd num sentido mais
abstrato, nao estd na relacao entre objetos mas sim entre um objeto em um conceito alvo
ou um protétipo. Por exemplo, podemos reconhecer uma maca pelas suas caracteristicas
correspondentes a uma imagem idealizada, ou protétipo, e assim diferencia-la de outros

frutos.

Classes sao os estados “naturais” ou categorias de objetos associados com conceitos

Universidade Federal do Amazonas - UFAM
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ou prototipos. Neste trabalho vamos denotar por wy, ws, ws, . . .,w, como as r classes onde
os objetos serao alocados e £ o conjunto de todas as classes. Padroes (do inglés, pat-
terns) sao as representacoes “fisicas” dos objetos. Podem ser imagens digitais, sinais ou
simplesmente observacoes para um conjunto de variaveis mensuradas sobre os objetos.
Caracteristicas (do inglés, features) sdo os aspectos selecionados para descri¢ao dos ob-
jetos, derivados dos Padroes, empregados para alocacao dos objetos nas classes. Essas
caracteristica sao representadas na forma de um vetor, denominado na literatura por Vetor
de Caracteristicas (do inglés, feature vector). Esse vetores assumem valores no Espaco das
Caracteristicas(do inglés, feature space), esse espaco tem propriedades regidas de acordo

com a medida de similaridade definida (Marques de S&, 2001).

2.2.2 Reconhecimento de Padroes Supervisionado e Nao Super-

visionados

Em geral, os problemas de reconhecimento de padroes sao classificados em duas ca-
tegorias: Reconhecimento de Padroes Supervisionado(RPS) e Reconhecimento de Nao
Supervisionados(RPNS) (Hastie et al., 2009). O conceito de supervisionado esté relaci-
onado com o fato de ser conhecida a origem de um determinado objeto, com relacao as

classes envolvidas no problema abordado.

Considere que um determinado local, onde se admita somente a entrada de pessoas
autorizadas, empregando para isso um dispositivo de identificacao baseado na anélise do
padrao da iris das pessoas. Apods uma fase de reconhecimento de cada pessoa autori-
zada e o armazenamento das correspondentes informacoes, todas as vezes que uma delas
ou qualquer outra nao autorizada tentar acessar o local, o dispositivo deve ser capaz de
identificar a pessoa como autorizada ou nao, comparando suas informagoes com aquelas
armazenadas em seu banco de dados. Esse é o paradigma do RPS, onde seu designio é,
primeiramente, o reconhecimento dos padroes existentes nas classes predefinidas, afim de
criar uma regra, ou funcao, que discrimine ou classifique um novo objeto, do qual nao se
tem a informacao da classe, em uma das classes predeterminadas. Na comunidade estatis-

tica os problemas em RPS, em geral, sdo denominados de Andlise de Discriminante(A.D.)

Universidade Federal do Amazonas - UFAM
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(Johnson & Wichern, 2007).

Considere agora uma situacao onde temos uma imagem de sensoriamento remoto cor-
respondente a uma determinada regiao de floresta da Amazonica. Em geral essas imagens
nao sao muito nitidas ou bem definidas, no sentido de que se possa identificar objetos
de interesse, como por exemplo, uma area de desmatamento com uma possivel extracao
ilegal de madeira. Mesmo que seja possivel essa identificacao por seres humanos, nestas
aplicacoes reais o objetivo é a automacao desse processo. Entao, em cada imagem nao
¢é possivel predeterminar os tipos de ocorréncias, como rios, arvores, plantagoes e desma-
tamentos, contidas nessas imagens. Se pensarmos nas ocorréncias (rios, lagos, floresta,
etc) como classes e cada pizel (menor elemento que compoe uma imagem) como um ob-
jeto pertencente a uma dessas classes, nao temos conhecimento prévio sobre a quantidade
e estruturas dessas classes e nem sobre a procedéncia de cada objeto. KEsse cendrio é
o de problemas em RPNS. Na comunidade estatistica, em geral, recebe designacao de
Andglise de Agrupamentos(do inglés, Cluster Analysis ou Clustering), e seu objetivo é a
identificagao da estrutura de grupos (Clusters), seguindo o conceito de similaridade, e o
agrupamento desses objetos de acordo com suas caracteristicas, de tal forma que os grupos
sejam homogéneos internamente e heterogéneos entre si tanto quanto possivel (Johnson

& Wichern, 2007).

Como o enfoque desse trabalho é voltado para a Andlise de Discriminante, nossa busca
é entao por uma regra que funcione como uma funcao discriminante para a alocacao de

objetos nas classes existentes. Essa regra recebe a denominacao de classificador.

2.3 Classificadores

Os classificadores sao usados na Teoria da Decisao Estatistica, como uma ferramenta
de RPS para alocar objetos as classes predefinidas, com base na informacao contida no
vetor de caracteristicas correspondentes aos objetos. Em um contexto probabilistico, bus-
camos uma regra que minimize algum critério de risco. Em teoria, é possivel encontramos

uma regra Otima, mas isso requer um conhecimento completo sobre a distribuicao de pro-
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babilidade dos dados, o que na pratica é impossivel (McLachlan, 2004). Nosso objetivo
nesse trabalho, como mencionado anteriormente, ¢ determinar uma regra que se aproxime
dessa solucao 6tima, mesmo nao conhecendo a distribuicao de probabilidade envolvida.
Matematicamente falando, o classificador é uma funcao d : y — €2 , onde x é Espaco
das Caracteristicas e = {w;,ws, ...,w,} é 0 conjunto com 7 classes as quais um objeto
pode ser alocado. Seja X' = (Xi,...,X,) o vetor de caracteristicas que na abordagem
estatistica é modelado como um vetor aleatorio. Note que, a funcao d induz a r partigoes
de RP, que denotaremos por {R;,...,R,} , onde R, = {x : d(x) = w,} e x um valor
observado de X. Dessa forma, um classificador pode ser visto apenas como uma funcao

que indus uma particao de RP, levando a um infinidade de classificadores.

Sejam (x, &, P) um espaco de probabilidade e Xy, ..., X, uma amostra aleatéria de
X, modelando observagoes de n objetos, onde cada vetor X; = (Xi,..., X,) representa
as p caracteristicas do i-ésimo objeto, « = 1,...,n. Cada X; é proveniente de uma
determinada classe wy, onde é assumido ser gerada com probabilidade 7y, g = 1,...,7.
Sendo B € & um Boreliano, a probabilidade condicional de X dado uma classe wyé

denotado por P(X € B |wy), g=1,...,r.

Defini¢ao 2.3.1 (Teorema de Bayes) Sejam X e Y wetores aleatdrios definidos no
mesmo espaco de probabilidade (x,&, P), e sejam A e B Borelianos, entao a regra de

Bayes ¢é dada por:

P(YeB|XecAP(XecA)

P(XeA|YeDB)= P(Y€B)

(2.1)

O objetivo é empregar o Teorema de Bayes com a finalidade de desenvolver uma
regra de classificagao para em RPS. A ideia principal é classificar objetos em termos de
probabilidade, ou seja, intuitivamente devemos alocar um objeto a uma classe para a qual

tenha a maior probabilidade de pertencer.
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2.3.1 Classificador de Maxima Probabilidade Posterior (MAP)

De maneira geral, a classificacao de um objeto tem por objetivo a identificacao da
classe w, que o gerou, ou seja, o valor de uma varidvel aleatéria nao observavel que
identifica a classe, com base no valor observado do vetor de caracteristicas X. Na pratica,

nao é possivel obter w, mas sim sua estimativa @, (Marques de S&, 2001).

Seguindo o conceito intuitivo de classificador, o objetivo é identificar a classe com
maior probabilidade de ter gerado a observagao x de X. Probabilisticamente, seja (X,Y)
um par aleatério, onde Y é uma varidvel aleatéria indicadora que assume valores em
{1,..., 7}, ou seja, dessa forma temos P(w,) = P(Y = w,). Entao um classificador ideal,

segundo esta consideracgao intuitiva, é dado por:

Definicao 2.3.2 (Classificador MAP) Um objeto com observagao x serd alocado em

Wy se
wy, =argmax P(Y =w, | x),j=1,...,m, (2.2)
o)
onde P(Y = w, | ) € a probabilidade a posteriori da classe w,.

O classificador dado na Defini¢ao 2.3.2, fundamentado na maximizacao da distribuigao
posterior das classes, é conhecido como Classificador de Mdzima a Posteriori (MAP).
Agora, usando o Teorema de Bayes, podemos escrever essa probabilidade de um objeto
ser alocado numa classe g, desde que P(x) > 0, como:

P(x|Y = w,)P(wy)
P(x)

PY =w,|x) = (2.3)

Note que, na expressao (2.3) a quantidade P(x), que é a distribuicao de X indepen-
dente de classe, é constante com relagdo a Y. Assim, podemos reescrever a expressao (2.3)

CO1mo:

PY =w,|x) «x Px|Y =w,)P(w,), (2.4)
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onde o simbolo o denota "proporcionalidade”. Para simplificar a notacao, vamos empregar
Px | Y = wy) = fu,(x), que representa a distribuicdo de X na classe w,. Assim, a

expressao (2.4) fica reescrita na forma de:

Plwg | ) oc fu,(x)P(wg) (2.5)

2.3.2 Classificador de Bayes

Em alguns problemas reais, no entanto, é necessario considerarmos os possiveis erros
de classificagao envolvidos no problema sendo abordado. Por exemplo, imaginemos a
situacao onde um determinado dispositivo eletronico é usado na deteccao de aeronaves
no espaco aéreo de um aeroporto. Nesse caso ¢ razoavel supor que as consequéncias
associadas ao erro de deixar de nao detectar a entrada de uma aeronave é mais grave do
que aquelas associadas a um falso alerta. Assim, essa situagao necessita de se atribuir

diferentes custos na tomada de decisao.

Uma solucao possivel para esse problema é atribuir custos as decisoes e construir um
classificador de tal forma que o custo esperado seja minimizado. Definimos, entao a fun¢ao
de perda ou custo de md classifica¢ao, denotada por A(i, g), que é a perda por alocar um
objeto de w; em w, . Na pratica, a funcao de perda é muito subjetiva e dificil de definir.
De acordo com a Teoria da Decisao, é empregado o Risco Médio (do inglés, Average Risk)
na construcao do classificador que leva em consideracao a fungao de perda estabelecida

(Ripley, 1996).

Probabilisticamente, a regra de classificacao d(X) e a funcao de perda A(i,g) =
A(i,d(X)) sao varidveis aleatérias, portanto é adequado definir um critério de escolha

dos classificadores em termos de valor esperado.
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Definicao 2.3.3 A Funcdo de Risco € a perda esperada como funcao de wgy, ou seja,

R(d,wy) = E[Ag,d(X)) | wg]
= Y Mg, k) P(d(X) = wy | w,)
%
Definicao 2.3.4 O Risco Médio € a perda total esperada como func¢ao das varidveis ale-

atorias X e wy, ou seja,

R(d) = E[R(d,Y)]

I
NE

R(r, g) P(w,)

1

Q
Il

> Mg, k) PA(X) = wi | wy) Plw,) (2.6)
-

I
NE

1

T o

g

Q -

Afim de que o Risco Médio seja minimizado, para uma dada fungao de perda A(-,-),

R(d) E[R(d,Y)]

E\Y C,d(X))]
— B{EYd(X)) | X]}
= [ EAYd60) | X = xjdFx(x (2:7)

Assim, para minimizar R(d) basta minimizar E[A(Y, r(x)) | X = x], logo

EDY,dx) =w)) | X =x] = Y Mig) PY =wi | X =x)

Logo, a expressao ¢ minimizada para w, tal que ».'_; A(i,g) fu,(x) P(w;) seja o mi-

nimo. Assim, segue a definicao:

Defini¢ao 2.3.5 (Classificador de Bayes de Minimo Risco) O classificador étimo
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que minimiza o Risco Médio é dado por:

d*(x) = w, se ZA(@}Q) Joi (@) Plwi) = mjinzk(iaj) Jor () P (i) (2.9)

Se duas ou mais classes atingirem essa probabilidades minima, o objeto € alocado em

qualquer uma destas classes.

Como na pratica a funcao de perda nao é facil de ser definida, em muitas aplicagoes

empregamos a func¢ao de perda 0-1.
Defini¢ao 2.3.6 (Func¢do de Perda 0-1) é definida como:

(i, g) = e i7e (2.10)

0 se i=g
Assim, com a func¢do em (2.10), temos

d(X) = w, se Z)\(i, 9) fu, (X) Pw;) = mijA(z, ) fur (%) P(w;) (2.11)

onde
> Mi9)fuo,(X) P(wi) = ) fu,(x) Plw;)
= iZg
= 11— fwg (x) P(wg) (2.12)

min Z i j) fu (%) P(ws) = min ) fu,(x) P(w)

= minl — f, (x) P(w;). (2.13)

Mas minimizar 1 — f, (x) P(w;) ¢ equivalente a maximizar f,, (x) P(w;). Portanto, o
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classificador de Bayes neste caso fica na forma:

d*(x) = wy se fo,(x)Plwy) = max Ju; (%) P(w;) (2.14)

O classificador de Bayes em (2.14) traduz o conceito de que o objeto deve ser alocado
na classe a que ele é mais verossimil, segundo suas proprias caracteristicas, e ainda reforca
essa consideracao dentro do contexto de Reconhecimento de Padroes. Como a regra de
Bayes, com a funcao de perda 0-1, minimiza a probabilidade de ma classificagao, ou
seja, € 6timo, é adequado para a comparacao de classificadores. Em outras palavras,
consideramos um bom classificador aquele que possuir um Risco Médio mais proximo

possivel ao do classificador de Bayes.

Em situacdes reais, ¢ impossivel obter as densidades condicionais f,,(x) e as probabi-
lidades a priori das classes P(wg), g =1,...,r, impedindo a construcao do classificador
de Bayes. A solucao desse problema é o procedimento de estimacao dessas quantida-
des, como a finalidade de construir um classificador que se aproxime da Regra de Bayes.
Neste trabalho, vamos considerar o caso da funcao de perda 0-1 para todos os métodos
discriminantes propostos. Os métodos propostos serao comparados com alguns classifica-
dores mais usuais na literatura, empregando abordagens paramétricas, como Andlise de

Discriminante Linear, Andlise de Discriminante Quadrdtica e Naive Bayes Normal.

2.4 Métodos Discriminantes

Como na pratica as distribuicoes condicionais e as probabilidades a priori nao sao
conhecidas, entao o objetivo é encontrar aproximacoes uteis para essas quantidades. Um
procedimento é atribuir modelos de probabilidade para os dados e tais modelos tém um
conjunto de parametros a serem estimados. Portanto, se constitui em uma abordagem
paramétrica para obter estimativas para as fungoes f,,. Outra abordagem consiste em
nao postular modelos paramétricos para as distribuigoes f,,, e e empregar procedimentos

nao paramétrico para estimacao de densidades, portanto, é o paradigma nao paramétrico
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do problema.

2.4.1 Classificadores baseado no Modelo Normal

Métodos de classificacao baseados em modelos normais predominam na pratica esta-
tistica por causa de sua simplicidade e boa eficiéncia numa ampla variedade de problemas
reais (Johnson & Wichern, 2007). Assim, a distribuigdo em cada classe w, é modelada
segundo um modelo Normal p-variado com vetor de médias p, e matriz de covariancias

>, logo

1 1
Ju, (%) = WGXP{—i(X—Mg)/EQI(X—Mg)},921,--'77’- (2.15)
g

Em um caso especial, vamos assumir que as matrizes de covariancias das classes sao
iguais, 3, = X, g = 1,..., 7. Numa comparacao entre duas classes distintas g e [, ¢
suficiente analisarmos o logaritmo da razao (do inglés, log-ratio) entre as probabilidades

posteriores
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og L =01 X=x) ) fu,(X)Pwy)
PY =1|X =x) fun(X)P(wr)
27717/2+|§3|1/2t%><p{ (x = pg)Z7H(x = ) } Plwy)

= log —
WGXP{ x =) S (x— )} Plw)

_ {_%(x — )7 (x — ug)} - {—%(x — )7 (x — ul)}

P(w,)
+ lo J
® P(w)
1 1 1 P(wy)
= =5 ) B ) = ) S = ) lom
1 _ _ _ _
= -3 (xXT'x—x'® 1ug—u;2 1x+u;§] 1ug
Plw
-1 1 rs—1 (Wg)
= XE7 (kg — ) = 5By + )BT (g — ) +1og 5~ 5 Pl (2.16)

A expressio (2.16) é uma funcio linear de x, uma vez que a parte quadratica (x'X~'x
—x'Y"'x) da expressdo é nula. Em virtude disso o limite da decisdo entre as classes g e
[ é um hiperplano em RP; ou seja, se dividirmos RP em regioes correspondentes as classes

w1, Wa, ..., Wy, entao essas regioes serao separadas por hiperplanos.
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Figura 2.1: Separagao de duas classes por um hiperplano em 3 dimensoes.
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Na Figura 2.1, vemos a separagao de duas classes, oriundas de populacoes normais
com vetores de médias diferentes e matrizes de covariancias iguais, por um plano gerado
por (2.16), com diferentes perspectivas, onde a classe 1 é representada pelos pontos em
formato de circulo, a classe 2 é representada pelos pontos em formato de triangulo. Nesse
caso, como ha somente duas classes envolvidas, vemos apenas um plano representando os
limites de decisao. Se adicionarmos uma terceira classe teriamos mais dois planos gerando
os limites lineares dessas regioes, e assim por diante, ou seja, para r classes teriamos (;)

planos.

Defini¢ao 2.4.1 (Analise Discriminante Linear)
Considere X | Y = w, ~ Normal(p,, %), g = 1,...,r. De (2.16), o classificador de

Bayes com funcao de perda 0-1, € da forma:

dapr(x) = argmax (2.17)

_ 1 _
! {w’E ', — §(M;E ") + logP(wg)} :

Esse procedimento é denominado de Andlise Discriminante Linear (ADL).
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Na pratica, nés nao conhecemos os parametros das distribuicoes Normais e as proba-

bilidades a priori das classes, entdo é necessario estimar a regra definida em (2.4.1), ou

seja, estimar os parametros envolvidos. Em geral, emprega-se os estimadores de maxima

verossimilhanga dados por (Hastie et al., 2009):

. n , ) -
Pw,) = —2 onde ng ¢ o numero de observagoes na classe wg;
n
N X
r, = E —;
g ’ n,’
Y=g
s ~ ~ /
S (Xi - ,'l’g)(xi - I’Lg) .
> =
, n—r
g=11uY;=g

Assim, a regra em (2.17) estimada é da forma:

1

Q 2

R A1 A1 ~
dapr(x) = argmax {X'E py — 5 (py% f,) + logP(wg)} .

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

O outro caso particular da analise discriminante para modelo normal, é o caso mais

geral, onde as matrizes de covariancias nao sao consideradas iguais, assim o termo qua-

dratico em (2.16) nao é cancelado. A funcao log-ratio, entre as classes w, e w;, é dada

por:

fwg (X)P(wg)
o (%) P(wy)

log (( i — = log

—

(2m)P/2 by

g

W’ exp {—3(x — p,) 'S (x — p,) } Plwy)

= log I
(2m)r/2| 35|
|El’1/2 1

= lOg - 5 {(X - l’l’g)/zg_l(x - p’g) - (X - l’l’l)/2

=, 2

P(wy)
Plw)’

+ log

173 €XP {_%<X - ru’l)IE_l(X - l’l’l)} p<wl)

-1
l

(x — Nz)}

(2.22)

que é uma funcao quadratica de x. Portanto, os limites entre as regioes de decisao

sao superficies hiperquadraticas, e podendo assumir qualquer forma geral - hiperplanos,

hiperesferas, hiperelipséides, hiperpardbolas, etc. (Duda et al., 2000).
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Defini¢ao 2.4.2 (Andlise Discriminante Quadratica)
Considere X | Y = wy ~ Normal(p,, %), g = 1,...,7. De (2.22), o classificador de

Bayes com funcao de perda 0-1, é da forma:

dapg() = argmax {—%log 3] — % {(—p)E (2 —py)} + logP(wg)} . (223)

Para essa situacdo na pratica, os estimadores de méxima verossimilhanga sao (Hastie

et al., 2009):

P(w,) = %, onde n, é o nimero de observacoes na classe wy; (2.24)
- Xi
Ky = E . (2.25)
Y=g Y
2 (%5 — fy)(Xi — 1)’
3, = g . 2.26
> o (2.26)
1:Y;=g

Assim, a regra em (2.23) estimada é da forma:

5

o {m s )} ey 2

CZADQ(X) = arg{r}nax {—%log

Uma vez que as estimativas dos parametros sao inseridos para as correspondentes
quantidades populacionais desconhecidas, nao hé garantia que as regras resultante em
(2.21) e (2.27) irdo minimizar o Risco Médio em uma determinada aplicagdo. Isso ocorre
porque a regra étima que minimiza o Risco Médio é derivada assumindo que as densi-
dades Normais multivariadas sao completamente especificadas, em ambas LDA e QDA.
As expressoes em (2.21) e (2.27) sdo simplesmente uma estimativa da regra étima. Em
um contexto onde podemos retirar varias amostras da mesma populacao, podemos entao
estimar o Risco Médio dessas regras. E razodvel esperarmos que essas regras estimadas
tenham uma performance melhor se o tamanho amostral for grande. De fato, as quan-
tidades p, e 3 convergem em probabilidade para p, e X, respectivamente, na LDA, e

ﬂgiﬂig e 3,53, na QDA (McLachlan (2004), Johnson & Wichern (2007), Izenman
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(2008)).

Em uma aplicagao real, um problema sério é adequacao dos dados as distribuicoes
Normais multivariadas. Se eles nao atendem essa exigéncia, um procedimento é fazer
uma transformacao nos dados nao normais, para se obter uma aproximacao normal, e
testes para verificar a igualdade das matrizes de covariancias com o objetivo de saber
se a regra linear (ADL) ou a regra quadratica (ADQ) é adequada. Em muitos casos
no entanto, estas regras sao empregadas com a expectativa que funcionem razoavelmente
bem considerando a capacidade de modelagem da distribuicao Normal. Em qualquer caso,
devemos sempre verificar o desempenho de qualquer classificador empregado, assim, de
forma empirica, podemos usar os dados para treinar as regras de classificacao e usar esses
mesmos dados para conferir seus desempenhos, e usar a regra com melhor performance

para o problema em questao.

2.4.2 Classificador Naive Bayes

Em muitas situacoes praticas, nos deparamos com um problema tipico que é alta di-
mensao dos dados. Sao situagoes em que hd um nimero bem maior de caracteristicas
observadas em um objeto do que o nimero de objetos observados, isso decorre de muitos
casos onde ha uma grande dificuldade em obter amostras ou nao existem amostras sufi-
cientes. Um procedimento com uma longa e bem sucedida histéria dentro do paradigma
de classificagao (Hand & Yu, 2001), devido a sua simplicidade, eficiéncia e eficacia tem
sido usado como ferramenta para uma solugao empirica do problema da alta dimensio-
nalidade, denominado na literatura de Naive Bayes (na literatura em inglés aparece os

termos: Idiot’s Bayes, Simple Bayes e Independent Bayes) (Webb et al., 2005).

Para empregar o Classificador de Bayes em (2.14) é necessario conhecer completa-
mente f,, (x)P(wy) e como dito anteriormente em caso reais essa informacao, em ge-
ral, nao é conhecida e devemos entao estima-las. Vamos nos concentrar agora somente
em f,, (x) que é o valor da fungao de probabilidade no ponto x para a classe w,, mas
x' = (x1,22,...,x,) uma observagao qualquer de X' = (X3, Xy, ..., X,) um vetor aleaté-

rio p-variado, assim f,, (x) = f, (v1,22,...,2,). O procedimento do Naive Bayes assume
) g g ) ) ) Up
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que em cada classe wy, X1, Xs,..., X, sao independentes, assim

fwg(x) = fwg<m1ax27-"axp)
= f(x1,29,...,2p | wy)
= f(x1 |wy)f(ze | wg,z1) ... flap | wg, @1, T2, ..o, Tp_1),

por independéncia,
= f(@1 | wy)f(x2 |wg) .. flap | wy)
= fwg <x1>fwg (z2) ... fwg(xp>

p

=[] fu (@) (2.28)

j=1

Claramente o modelo em (2.28) parece nao ser realistico para a maior parte dos
problemas, pois a independéncia é uma suposicao muito forte, uma vez que raramente
as matrizes de covariancias sao diagonais (Hand & Yu, 2001). Além disso, na prética,

podemos encontrar varios exemplos onde esse modelo seria incorreto.

Hand & Yu (2001) fazem uma extensa revisao de diversos exemplos da literatura onde
a abordagem Naive Bayes se mostrou um melhor classificador, ou pelo menos uma boa es-
colha, quando comparados com outros métodos mas adequados a situagao analisada (veja
também Domingos & Pazzani (1997)). Também Webb et al. (2005) fazem uma compa-
racao entre diversos classificadores em varios conjuntos de dados, bastante conhecidos na
literatura, e obtém resultados relevantes com relagao ao Naive Bayes. E ainda, de modo
pratico, ¢ importante ressaltar que esta abordagem apresenta menos parametros a serem
estimados, como por exemplo, no modelo Normal onde iriamos somente estimar as médias

e as variancias, e nao as covariancias.

Domingos & Pazzani (1997) mostram em seu estudo empirico que o Naive Bayes ainda
pode ser 6timo, com a funcao de perda 0-1, mesmo com a pressuposicao de independéncia
para alguns problemas onde ha um alto grau de dependéncia entre caracteristicas. Assim,

todas essas informagcao na literatura nos levam a considerar que, mesmo sob uma suposi¢ao
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bastante inadequada em certas ocasioes, o classificador Naive Bayes é uma boa escolha
para algumas situagoes, e sem duvida um classificador que devemos levar em consideragao

na comparacao do método proposto nesse trabalho.

Na prética, no entanto, as distribui¢des marginais f,, (x;),7 = 1,...,p, sao desco-

nhecidas. Assim, de modo semelhante a ADL e ADQ, vamos considerar que f,, (x) é a

densidade Normal multivariada, mas com X, Xs, ..., X, independentes, assim
() 1 {30yt )|
(X)) = ———————expi—=(x—p X— ).
’ (2m)p/2 | B1/2 2 ! !
Como os X/s sao independentes, implica que X = (X3,%3,...,%2)'], onde I é a matriz

identidade de ordem p. Logo,

1 1 2 2 \/11—1
Fal) = Gy o {50 w8 T e )

L,go" "

1 1 1 -
T PR [(Srg - ST {—§<X LSl ag)}

1 1 1 ( )2 n n 1 ( )2
= ex —= | == \Z; — U; Ce — Xy — W
QTP (S ) D 2 |3, e 2 Hig

p.g

_ 1 101 5 1 )

= (271_)10/2(21’9 . Zpg) exp { 9 |:22 (l’z ,U/z,g) + ...+ E%g< » Mp,g) :| }

- 1 exp ( 'uz’g) o expi — (Tp — fipg)?

(2m)1/2% , - (27r)1/22 222 o 252,

_ 1 :ul,g (zp — ﬂp,g)Q

- eniex,, P { 222 } (2 1/22 =P { 252

= Jfu, (@1) fuy(z2) - .- fwg(xp), (2.29)
onde f,, (7;) ¢ uma funcdo densidade Normal(ujyg,Eig),j =1,....p e g=1,...,r

Esse procedimento é denominado de Naive Bayes Normal. Por ser bastante flexivel, o
Naive Bayes admite a imposicao de véarios modelos as distribui¢oes marginais, possibili-
tando a criagao de varios classificadores, demonstrando entao sua ampla aplicabilidade. O
conceito do Naive Bayes vai além de uma abordagem paramétrica, se estendendo também

a abordagem nao paramétrica, que é uma das propostas desse trabalho.

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



Métodos Discriminantes 23

2.4.3 Classificador com estimacao por Funcao Ntcleo

Nos classificadores anteriores, nés assumimos, muitas vezes de forma subjetiva, um
modelo probabilistico paramétrico para as distribui¢oes nas classes (fo,(- | 84),9 =
1,...,7), e empregamos procedimentos para a estimacao de seus respectivos parametros
(6,), o que em certas situagoes préticas implica em um ganho em redugao computacional.
Porém, nem sempre é adequado a imposicao de modelos paramétricos aos dados. Uma
alternativa ¢ empregar uma abordagem nao paramétrica. Dentre os métodos de estima-
¢ao de densidade nao paramétricos, o mais frequentemente empregado é o Estimador de
Densidades por Fun¢ao Nicleo(do inglés, Kernel Density Estimation) com pardmetro de

suavizag¢ao apropriado (Scott, 1992).

Sejam 6@ uma matriz pxp nao singular, denominada matriz de largura de banda, e

K : RP — R uma fungao nticleo que satisfaz as seguintes condigoes:

Kw) > 0Oe (2.30)
/K(W)dw = 1 (2.31)

Entao, o estimador por func¢ao nicleo multivariada é definida por (Wand & Jones, 1993):
. 1 —
f(x]6) = EZ’C(X | 0.x;)
i=1
1 ¢ ~1/2 —1/2
= 2N 102 K07V (x — x;)), 2.32
- ;I | (0~ (x—x)) (2.32)
onde n é o numero de observagoes disponiveis no processo de estimacao. Na literatura,

existem diversas fungoes nicleo disponiveis que podem ser empregadas, e que foram pro-

jetados para diversas situacgoes (Scott, 1992). Nesse trabalho, vamos considerar apenas
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uma das mais populares, a funcdo nicleo Normal multivariada, definido como:

K(w) = (\/%)pexp_éwlw (2.33)

entao, a fungao niicleo Kg(x—x;) representa a funcao densidade da distribuicao Normal(x;, 6)

dada por

-1 2 —=(x—x; 9t X—X;
@ Wy |71/2 gma X0 (ki) (2.34)

Muitos trabalhos tedricos focam nos varios aspectos das propriedades de estimacao
relacionadas as caracteristicas das funcoes nicleo. Agora, a qualidade das estimativas da
densidade ¢é reconhecida como sendo primariamente determinada pela escolha do parame-
tros de suavizagao, e menos pela escolha da funcao nicleo. Na literatura, existem diversas
abordagens para a determinagao do parametro de suavizagio(ver Scott (1992), Ghosh &

Ramamoorthi (2003) e de Lima & Atuncar (2011)).

Portanto, num contexto de Anélise de Discriminante, podemos escrever a fungao de

probabilidade ou densidade de probabilidade de cada classe w, como

fuy (x Z 10,1712 K (0,1 (x — xy4)), (2.35)

onde n, é a quantidade de observacoes, 8, ¢ a matriz de largura de banda e x;, as
observacoes na classe wy para g = 1,..., 7. Assim, a regra de classificacao, similarmente

as regras anteriores, ¢ dada por:

dx(X) = argmax f,, (x)P(w,). (2.36)

Wyg

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



O Problema da Alta Dimensionalidade 25

2.5 O Problema da Alta Dimensionalidade

Um dos problemas recorrentes na aplicacao das técnicas estatisticas no reconhecimento
de padroes é a alta dimensionalidade no Espaco das Caracteristicas, também conhecida
na literatura como Curse of Dimensionality (Jain et al., 2000). Nao ha uma definigdo
clara de dados de alta dimensao. Todavia, a partir de um ponto vista estatistico, é usual
focar na razao p = p/n (p é a dimensao dos dados e n é o tamanho da amostra), para um
p grande, temos uma alta dimensao. Um conjunto de dados multivariado “padrao”, em
termos de dimensionalidade, é aquele tal que p < n, e um conjunto de dados considerado
de alta dimensao é aquele onde p é préoximo de n ou p > n. Ha também casos extremos

onde p = 400 que corresponde aos chamados dados funcionais (Ferraty, 2010).

Muitos procedimentos que sao analiticamente ou computacionalmente trataveis num
espaco de baixa dimensao, podem se tornar completamente impraticaveis em espacgo de
dimensao maior (Duda et al., 2000). Tal dificuldade ocorre em particular com os méto-
dos ADL e ADQ), descritos nesse trabalho. Estes métodos, que sao baseados em modelo
Normais apresentam dificuldades quanto a inversao da matriz de covariancias estimada.
Na ADL como as matrizes de covariancias sao consideradas iguais (X, = X) usamos
todo o conjunto de dados de todas as r classes para estimar a matriz de covariancias e,
ainda assim, numa situacao onde p > n, nao ha garantias que esta matriz seja nao sin-
gular. Na ADQ essa situagao apenas piora, pois para estimar as matrizes de covariancias
usamos apenas as observagoes de cada classe para estimar suas respectivas matrizes de
covariancias. Apesar da ADQ ter um desempenho melhor que a ADL para conjuntos de
treinamento grandes, essa situacao pode ser completamente diferente para conjuntos com

alta dimensionalidade (Ripley, 1996).

Vérias técnicas tem sido desenvolvidas para contornar o problema de alta dimensi-
onalidade, cujo objetivo principal é a Reduc¢ao de Dimensdo, ou seja, a busca por uma
representacao dos dados em uma dimensao menor que p, que possam tornar o problema

mais tratével.
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2.5.1 Reducao de Dimensao

H4 duas abordagens principais na redugdo de dimensao: sele¢io de varidveis (do
inglés, feature selection) e extrag¢do de varidveis (do inglés, feature extraction) (Theodo-
ridis & Koutroumbas, 2008). O termo selegao de varidveis refere-se a um procedimento
que seleciona apenas as observacoes correspondentes a um melhor subconjuntos de va-
ridveis(caracteristicas), dentre as varidveis originais, que sejam capazes de discriminar
eficientemente os objetos. Nesse contexto, as variaveis selecionadas preservam suas in-
terpretagoes fisicas originais (veja por exemplo Stingo & Vannucci (2010) e Maugis et al.
(2011)). A extragao de varidveis trata dos métodos que criam novas varidveis baseadas
em transformacoes ou combinacoes das variaveis originais, e tais transformacoes podem
prover uma habilidade discriminante melhor a um classificador, entretanto essas novas
variaveis podem nao ter um significado fisico claro. Embora exista distincao entre selecao
de varidveis e extracdo de varidveis sao empregados alternadamente na literatura. Em
muitas aplicacoes a extracao de varidveis precede a selecao de varidveis, primeiramente,
as variaveis sao transformadas a partir dos dados e dai as variaveis transformadas com
baixa habilidade discriminante, ou seja, aquela que nao influencia na discriminagao sao

descartadas (Jain et al., 2000).

A discussao sobre a reducao de dimensdo nao é o foco deste trabalho, no entanto, ha
dois procedimentos de extracao de varidveis bastante empregados na estatistica, Andlise
de Componentes Principais(PCA, do termo em inglés Principal Component Analysis) e
Andlise de Componentes Independentes (ICA, do termo em inglés Independent Component

Analysis), que descrevemos sumariamente.

2.5.2 Analise de Componentes Principais

Em PCA é implementada uma transformacao linear das varidveis originais em varia-
veis nao correlacionadas, denominadas de componentes principais, na qual as variaveis
transformadas preservam a variancia total das varidveis originais (Johnson & Wichern,

2007). Nas componentes principais é feita uma andlise com o objetivo de selecionar al-
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gumas delas e, desta forma, as observagoes originais sao substituidas pelas observagoes
das componentes principais selecionadas(os scores), de tal maneira que preserve a maior
parte da variabilidade total das varidveis originais. E importante salientar que nem sem-
pre as transformacgoes por PCA sao tteis nos problemas de anélise de discriminante, uma
vez que mesmo quando no espaco das variaveis originais as classes estejam bem sepa-
radas, no espago das componentes principais a estrutura original de separacao pode ser
completamente obscurecida (Hastie et al., 2009). Se admitirmos a normalidade das distri-
buigoes nas classes, a transformagao linear preserva a normalidade e, devido a auséncia de
correlacao entre as componentes principais, teriamos independéncia para as componen-
tes principais(varidveis transformadas), entao a abordagem do Naive Bayes Normal seria

adequada para modelar as observacoes das componentes principais selecionadas.

2.5.3 Analise de Componentes Independentes

Anélise de Componentes Independentes(ICA), do inglés Independent Component Ana-
lisys, ¢ um método estatistico que por meio de transformacoes lineares de um vetor alea-
torio X observado obtemos um vetor aleatério Y cujas componentes sao estocasticamente
independentes. O objetivo principal da ICA é encontrar uma representacao Y = MX,
onde M nao é necessariamente uma matriz quadrada, tal que as componentes de Y sejam
independentes. Na pratica, o objetivo é aproximar M tal que Y; € Y sao “estatisticamente
independentes” tanto quanto possivel (Hyvarinen & Oja (2000), Stone (2004)). Na ICA,

a pseudo-inversa A de M é denominada de Matriz de Misturas.

A restrigao fundamental na ICA é que as componentes independentes Y devem ter
distribuicao mais distante o possivel da distribuicao Normal. Isso se deve ao fato que,
por exemplo, se tivermos duas varidveis aleatérias X; e X5 Normais, nao correlacionadas
e variancia unitaria, entao nao temos nenhuma informagao sobre a matriz de misturas A.
Pelo Teorema Central do Limite, a soma de varidveis aleatorias independentes X; + X +
-+« 4+ X,,, sob certas condigoes, convergem em distribuicao para um distribuicao Normal,
assim para a soma de duas variaveis variaveis independentes X7 +Y; + Xo + Y5 + -+ - +

X, +Y, é mais préxima da distribuicao Normal que qualquer uma das varidveis originais
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X1+ Xo+--+X,eY]+Y,+---+Y,. Portanto, maximizando a nao normalidade de
MX entao Y é aproximadamente independente. Dessa forma, o procedimento da ICA

depende da medida de nao Normalidade.

Muitos procedimentos tem sido desenvolvidos para encontrar tais transformacoes como
a abordagem de Hyvarinen & Oja (2000) usando o método de maxima negentropia, Hastie
& Tibshirani (2003) usa estimacao de produto de densidades, e diversos outros procedi-

mentos (Hyvarinen et al., 2001).
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Capitulo 3

Analise Discriminante via
Aproximacao da Densidade Preditiva

Bayesiana

3.1 Introducao

Muitos classificadores na literatura, como os apresentados anteriormente, tém como
um dos pressupostos a imposi¢ao de um modelo probabilistico paramétrico aos dados, e
em situagoes praticas, essa suposicao nem sempre ¢ adequada. Tipicamente, esses modelos
envolvem parametros desconhecidos, e, entao, nos deparamos com um desafio adicional
de inferir sobre os valores desses parametros. Alguns desses procedimentos inferenciais
sao extensos e nem sempre triviais. A modelagem por misturas finitas de distribuigoes,
por exemplo, é extremamente flexivel provendo uma abordagem de modelagem estatistica
para uma ampla variedade de fenomenos aleatérios, relaxando a suposicao de distribuicao
aos dados (McLachlan & Peel, 2000). Por outro lado, um nimero maior de densidades im-
plica numa quantidade maior de parametros a serem estimados, consequentemente, alguns
procedimentos de estimagao tornam-se mais extensos e complicados (veja por exemplos,

McLachlan & Peel (2000) e Andrews et al. (2010)).
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Nesse capitulo, vamos introduzir uma abordagem para Andlise de Discriminantes(AD),
apresentado um classificador baseado em Mdzimas Densidades Preditivas, com o objetivo
de contornar o problema da suposicao de modelo aos dados. As Densidades Preditivas sao

estimadas usando um método de estimacao por funcao niicleo com enfoque Bayeasiano

(Bernardo & Smith (2000); de Lima & Atuncar (2011)).

3.2 Analise de Discriminante via Maxima Densidade

Preditiva

(wg)

Vamos denominar o conjunto de quantidades aleatérias x(™) = {x\“), x§ (wo)y

o e 7Xng

como a informacdo relativa a experiéncia obtida de n, objetos da classe w,, onde g €
/

{1,...,7}, e cada xf.‘”g’ = <a:§f"), e ,a:l(-;)g)> i =1,2,...,ny. Supondo que cada xﬁ‘“g) é

proveniente de uma populagao w, com distribui¢ao de probabilidade dada por f,, (x| 8),

0 € O, onde © é o espaco paramétrico. Agora, dado uma nova observacao x"°"°

, cuja
populacao a qual é oriunda é desconhecida, podemos definir sua densidade preditiva em

termos das informacoes (X(”g)) obtida para cada classe w, como:

Fuoy (x| x(m)y - = / Fu, (X7 | O)1,,, (6 | x(70))d6, (3.1)
©

onde
Ty (0 | ")) o< £, (x| O),,, (0) (3.2)

é a distribuicao a posteriori de 8 baseada na informacio x™), com T, (0) sendo a dis-

tribuicao a priori de 6 na classe w,. Assim, obtemos densidades preditivas de x"*°

para
cada uma das classes wy, ws, ..., w, baseadas em suas respectivas informacoes x("9). Por-
tanto, similarmente aos classificadores de Bayes e Mdzima verossimilhanca (Johnson &
Wichern, 2007), podemos construir um classificador baseado na mdzima densidade predi-

tiva, definido como:
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Definigao 3.2.1 (Classificador baseado em maxima densidade preditiva) Deve-

mos alocar uma nova observagao ' na classe Wy € wi,wa, ..., wy, tal que

W, = argmax f,, (2" | "9)). (3.3)
Q

Diferentemente do classificador de Bayes, como apresentado no capitulo anterior, o classi-
ficador baseado em mdxima densidade preditiva nao leva em consideracao a probabilidade
a priori das classes em sua regra. Em muitos problemas reais, a probabilidade a priori das

classes nao pode ser estimada eficientemente(veja Prati et al. (2008)).

Na pratica, a distribuicao preditiva f,, (x" | x("9)) de cada classe é desconhecida,
portanto, devemos estimar essa funcao. Numa abordagem paramétrica, nés assumimos
que a densidade preditiva f, (x"" | X(”g)) pertence a uma familia paramétrica de modelos
que dependem de certas condicoes. A eficiéncia dessa abordagem depende da escolha desse
modelo paramétrico. Assim, se o modelo admitido for proximo ou igual ao verdadeiro, as
inferéncias sobre o modelo proveniente serao adequadas, entretanto, se nao for, produzira

resultados inadequados levando em classifica¢oes erroneas.

Uma abordagem alternativa para determinar f,, (x| x("9)) 6 uma abordagem
nao paramétrica, onde as suposigoes feitas sobre a estrutura probabilistica originaria dos
dados sao fracas ou inexistentes. Um dos métodos nao paramétricos mais utilizados para
a estimacao da densidade preditiva é o estimador por fun¢do nicleo(ou simplesmente

estimador de nicleo) (Scott, 1992).

3.3 Estimacao da Densidade Preditiva Bayesiana por

Funcao Niicleo

Considere um conjunto de observagoes das quantidades aleatérias x("s) = {Xg‘dg) , xgwg

Y

w . ~ . . .
ceey X%gg)} sendo a informagao relativa ao experimento. Agora, vamos considerar uma
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particao

n k k m m m
X( g) - {Xg )7...,X§€),y§ )a7ygn)} - {X(k)’y( )}’ (34)

da informacao x("9), onde x* e y(™ sdo denominadas particdo de treino e particio de
teste, respectivamente, com m = n, — k. Entao o estimador natural para a densidade de

novo

X na classe wy, considerando apenas a particao de treino x®) empregando o estimador

por fungao nicleo (Wand & Jones, 1993), é dada por

k
novo 1 novo
Fog (X770 | 0, x W) = - SR %), 8,), (3.5)

g
=1

com

ig 19

K | x5, 0,) = 16,177 K (0726 = x(1) ).

onde K ¢ a funcao nicleo, como definida em (2.32), e 8, é a matriz de largura de banda

na classe wy, é¢ dado por

Agora, empregando a aproximagao

. - L | o
fou 7 100, xM) =T {E > Ky, | xiy - eg>} , (3.6)

novo

de tal forma que a densidade preditiva para a nova observagao x na classe w, seja

aproximada por

fo, (x| xma)) = / Fo, (X7 | 0,)m (8, | x"))d8,

Q

k
1
/@ £ K | X, 0,)m, (0, | x)do,
=1
1 k
novo k n
— E Z/@K(X ’ ng),eg)ﬂwg(eg ‘ X( g))d@g’ (37)
=1

representando o valor médio de k funcoes nicleo integradas com respeito a distribuicao a

posteriori de 8,. Integrando com respeito a matriz de largura de banda 6,, eliminamos
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a necessidade de empregamos procedimentos de estimacao dessa matriz, bem como sua
influéncia no processo de classificacao. Também, se consideramos diferentes () partigoes
de x4 (ng) _ {x((f)7 y(g )}, podemos empregar o método de Valida¢ao Cruzada “Q-fold” (do

inglés, Q-fold Cross-Validation) (Efron, 1983) e obtermos

Q
fwg (Xnovo ’ X(ng) ~ Z xnovo g)>. (38)

3.4 Estimacao da Densidade Preditiva Bayesiana por

Produto de Funcoes Nucleo Normais

Nessa secao vamos considerar um procedimento que trata as componentes do vetor de
caracteristicas como sendo independentes. Assumimos que o modelo preditivo de x™°"°
pode ser aproximado por uma mistura de funcao nicleo, uma vez que isso nao implique
em desacordo com a teoria de probabilidade(West (1991); Bernardo (1999)). Assim, uti-
lizamos o estimador preditivo bayesiano por funcao nicleo como um produto de fungoes

nicleo. Na pratica, o produto de fungoes nicleo univariado é recomendado por simplici-

dade e afim de evitar o problema da alta dimensionalidade (Scott, 1992).

Empregando (3.7), o produto de fungao nicleo é obtido fazendo 6, = diag(6y,0s, ..., 6,),

neste caso teremos o seguinte estimador para as densidades preditivas:

fwg (Xnovo | 0

wl»—k

Zk: ﬁ ~1/2 ) (x7o% — xglkg)) (3.9)
211 —ng ) .

Considerando, a fungao nicleo K como sendo a fungao nicleo Normal (veja 2.33), temos

fwg< novo ‘ 0

k p
~p 1o
j=1l=1

1 novo k
ew {~gtai™ =Py @

?vl»—

onde 0, ¢ a l-ésima componente da diagonal principal da matriz de largura de banda 8,

na classe wy. Agora, podemos obter a densidade a posteriori de 6, m, (6, | X(”g)) X
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fuoy(x9) | 07, (0,), admitindo que K é o produto de fungdes

nicleo Normal. Entao,

substituindo o produto de fun¢oes nicleo Normal na expressao (3.6), temos

: o (m Tl 77,1 1 "
Futr™ 16,x) = TT3 Y TT0, e ~g )~ o2} )
7j=1 =1 (=1
Assim, considerando
D 571/2 k
1/2 1=1 9j1
Oijig = (?Jj(zg) —%g : Héz]lg/’ Wijg = = PV D wig =1
=1 [=1 Zzl ll l]lg i=1

vamos reescrever (3.11) como produto de misturas de densidades,

1/2p-1+1
919 919

V2T(1/2)

1
o (=g e

T =

s
M- 1M~

Fuoy (v ] 84, x ™)

<.
I
—

1/2—1

_ ﬁl ﬁgl Oig exp{—(sijlg 1}
S ke TV2r2) 2
T [T Qa2 0, B
_ - 0, ijlg xp{ ijlg —1}
1 o ST G v oo -5
mog P kE p 5jl1/2 P 9;1/2—1 8o
_ - 0, ijlg g exp{ ijlg —1}
]1;[1k11;[1 v {;HﬂQ_l/ZH (0ijig/2)~/2T(1/2) 2 'l
Tl g o o172 L dijig
= [T 11009 2 > 11050716 (041 5. =5
j=1"1=1 79 i=11=1
m /2
1 P { k fl(szjllg 1 5ijlg
SIS m(a B )
jzlklzl i=1 g 2" 2
m P k 1 5"[
ol L 12

onde /G é a densidade Gama Inversa multivariada independente,

ou seja, é o produto de

Gama Inversa univariada, com densidades dada pela Definicao (A.2.3) em anexo, dado

por:

1G(8, | ay, 59)

7apg) € /6; = (ﬁlgv 5297 ey

r_
onde o, = (ag, g, - -

(3.13)
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3.4.1 Aproximando misturas de densidades

A técnica de aproximacao, ou colapso, de misturas de densidades é fundamental para
muitas aplicagoes de multi-processo (West & Harrison, 1997). A mistura de densidades
é aproximada por uma densidade P*(8), onde 8" é um vetor de parametros, de forma
funcional especificada, onde os parametros definem a aproximagao a ser escolhida. Por
exemplo, uma mistura de Normais pode ser aproximada por uma unica densidade Nor-
mal. Entao, o que é necessario ¢ um critério que indique qual a densidade a ser empregada
para representar a mistura satisfazendo um nivel de aproximacao desejavel. Assim, o cri-
tério da divergéncia logaritmica (Kullback-Leibler), apesar de nao ser uma medida de
distancia, apresenta propriedades satisfatorias para ser empregada como uma medida de
aproximacao de densidade (West & Harrison, 1997). De acordo com o critério da diver-
géncia logaritmica, definimos como a divergéncia entre a densidade aproximada P*(0%) e

a verdadeira densidade P (@), onde 8 é um vetor de parametros, como
r(6)
0") = P —— | do. 14

A propriedade do critério da divergéncia logaritmica que nos fundamental nas aplica-
coes, é que 6(0%) = 0 se, somente se, P*(6*) = P(¢). Entao, minimizando 6(6*) obtemos
“uma boa’aproximacao de P(#) por P*(6*).

Teorema 3.4.1 Seja f(0) = S5 w;;, IG (99 %,5%) uma mistura de distribuicoes
Gamas Inversa, usando o critério da divergéncia logaritmica (Kullback-Leibler), a melhor

aprozimagdo de f(0) por uma densidade IG(0, | oy, B,) € dada quando

-1
1 exp {Zle wijglog dijig/ 2}
jlg = 5 14 lOg - e (315)
[2 > i1 wijgéi;llg:|

k -1
Big = 2 g lzzwijgaij;g] Jl=1,....pej=1,...,m  (3.16)
=1
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Demonstracao: Da definigdo do critério da divergéncia logaritmica (Kullback-Leibler)
m (3.14), temos

ey, B,) = /@f(e)log <IG(0gf|(izg,ﬂg)> de

- / l0gf(6)]/(8)d6 — / log IG(6, | g, B,)£(8)d0
1)

= Ellogf(6 / log {H alg+1)exp{—§llg}} f(0)do
1 g

= c¢c— Z [alg log Big — logT(ayg) — (0ug + 1)log 614 — ﬁlg] f(8)do
© =1 01

Czlg

= c— Z/ |:C¥lg log 5lg log F(alg) (Ozlg + ]_)log Glg g

lg

] F(0)do

= o= [angtog By — logT(au) — (ry + D E(logbis) — frgBON], (3.17)
=1

onde ¢ = E[logf(0)]. Portanto, para minimizar a expressao (3.17), devemos solucionar o

sistema de derivadas parciais simultaneamente,

0 0
@5((19,,8!;) =0e a—/gg(S(ag,,@g) =0.
Assim,
0 o
@5(0@,[39) = 0, implica em
—log Big + (cuy) + Ellogb,] = 0, logo

E[logelg] = 109519—?/1(0419)7 [ = 17"'7p7

onde (z) = 6logF( 2 ¢ a funcao Digamma. E

—9 = 0, enta
i (ozg,,Bg) , entao
2 _ E(Hfgl) = 0, implica em
5lg
N «
E(elgl) = B;ga [ = 17 » D
g
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Portanto, a expressao (3.17) é minimizada se, somente se,

Ellog 0,5 = log By — ¥ (ayy) e E(@l_gl) = —=. (3.18)

Como 6, ~ Zle W;igl G (99 | %, 6219) e usando as propriedades da distribuicao Gama
Inversa em (A.2.3) e (A.2.4) em anexo, sendo 0, = (01,4,...,0114,01114,...,0,,) ¢ O &

o espaco gerado por %, temos que
s g)

k
0 1 0 .
Ellogt,] = / log 0,4 / E Wil G (09 | 5 ;lg> dag] do,,
0 . L

m ok
> L i1
= log 0 E Wy / IG<0 =, ”)d@* df
/0 lg Fan Jg o g ’ 2' 9 g lg
>0 - 16
— / log O Y wijelG <elg 5 ’59) by,
0 =1

k
= Z w;igE[log Bi4], pela propriedade (A.2.3),
i=1

= D wigllog bine/2 = ¥(1/2)), (3.19)

e ainda,

k
o 1 8 i}
Elo,'] = /0 log by [ 5 > wilG (eg |5 ;lg) deg] b,
k
> 1 6
= szjg/ le]llG (Olg | 57 ;lg) d@lg
i=1 0

k
= Zwing[Ql’gl], pela propriedade (A.2.4),
i=1

k
= D wijgl/2(6i50/2) "
i=1

k
i=1
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Voltando ao sistema de equacoes,
! i o
E0_1 :ﬁ = 2 w,éfl = ﬁ
( lg ) Blg Zz:; 39 45lg Blg
B -1
= Blg = 2alg [2 Z wijgéi;llg]
i=1
= By = 20,8, (3.21)

onde ) = [2 > w’ijgéi;llg:| ) €
Ellog 0]
k
Z wijg(log 5ijlg/2 - @b(l/z))
i=1
k k
Z Wijglog Gijig/2 — P (1/2) Z Wijg
i=1 i=1
k
— Z wijglog dijig /2 — ¥(cuy)
i=1

k
—log exp {Z w;jglog 5ijlg/2} — Y(oyy)

i=1

~log BY) — ¥(cuy)

log aug — (ayy)

log Big — 1(oug)
log ﬁlg - ¢(alg)

lOg Blg - w(alg)
—(1/2) — log By

—(1/2) — log(2a1,5%))

—1(1/2) — log2 — log ayy — log ﬁj(.llg)
B4
log (1/2) —1(1/2) + log ﬁ, (3.22)

Jlg

onde 5](-?3 = exp {Zle Wijglog 6iig/ 2}. Assim a melhor aproximagao da mistura de Ga-

mas Inversas por um densidade Gama Inversa, segundo o critério da divergéncia logarit-

mica, ¢ dada pela solucao do sistema de equagoes nao lineares

log i — Wlony) = 1og (1/2) = $(1/2) + log 243

619 = 20{[9/6](]15])

5(0)

jlg

Uma aproximacao para a solucao do sistema de equagoes acima pode ser obtida empre-

gando a aproximagao de Stirling para a funcao digamma, log(y) — ¥ (y) = (2y)~ !, levando
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a
©y !
1 \
g = 5 {1 + log %} (3.23)
5jlg
By = 20y BY). (3.24)

Ficando demonstrado o Teorema. U

Pelo Teorema 3.4.1, temos entao que a melhor aproximacao, pelo critério da divergén-

cia logaritmica, para a mistura de densidades Y% | w;;, /G (0 E; 6”19) é

Z w;;,IG(0

) I1G(0y | ajig, Big), (3.25)

l\D|>—‘

onde

-1

1 exp {Zle wijglog dijig/ 2}
Qjg = 1+ log e (3.26)

2 k _
[2 > in1 wijg(sijllg:|

k -1
5]‘19 = 2 g [2 Zwljgéz;llg] . (327)
i=1

Agora substituindo (3.25) em (3.12), teremos

mp
fwg(y(m) | Bg,x(k)) X HHGZQ 1G(8, | ajig, Biig)- (3.28)

j=11=1

. e~ . ~ -1
Para um 0;, particular temos a priori nao informativa ng(ng) x ng . Como as

componentes do vetor 8, sao independentes, entao
p
7y (0) < [ ] 0" (3.29)

=1

¢ a priori independente de Jefreys para 6, (Sun & Berger, 2006). Conjugando a verossi-
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milhanca de 6,, fwg (y™ | 84,x*)), com a priori #,,(8,), temos

7Ang (09 | X(ng)> X ng[G(Og | O‘jlmﬁjlg) el_gl

E*@

j=11=1
m p 6?]19 ﬁ
_ ) jlg 6—(aﬂg+1) exp {_ﬂ} 91
j[[l ,1} Tlaig) Og J
_ ]ﬁ ﬁ Bﬂgg 9;(%19*1) exp {_%}
=1 j=1 [(cgg) ™ Oig
- G mp
—1,—mayg g
x Helg 0, exp{—%}, (3.30)

.
Il

1

que identificamos como sendo o nicleo de uma densidade Gamma Inversa, assim obtemos

a distribuicao a posteriori de 6,
Mg (0, | X(ng)) ~1G(8, | m@lmmﬁlg) (3.31)

Ccom
m m
Gy =~ oy e By =~
qlg = — Aslg € Dlg — — .
g m 4 Jtg g m 4 g9
Jj=1 Jj=1

Agora, usando a distribuigao a posteriori de 8, em (3.7) a densidade preditiva de uma

nova observacao x"° dada a Informacao x"9) pode ser aproximada por
£ novo n -1 2 novo k n
fo e [x00) Z 10,7 K0 2 ), 0, x4 o,

a—z/n*ﬂ

X "By g (maeth) o, {—mﬂlg } ae,. (3.32)

L(may,) "

)9)

Pelo Coroldrio A.3.2 em anexo, a conjugacio das densidades de X" | 8, ~ Normal(xy,,
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com 0, ~ IG(may,, mB,), na expressao (3.32), produz
1 gn —
fwg (Xnovo | X(ng)) =~ E Z Ht (m?ovo ‘ .Iglkg), 619/0719, 2malg> .

onde t(-) denota a distribuigao t-Student com parametros de locag¢do :Eilkg)(q), escala 4/ sllg—((q’)
glq

e graus de liberdade 2maygq). Substituindo (3.33) em (3.8), considerando as Q parti¢oes

da Informacdo x™s), temos:

R 1 1
novo (ng) ~ E : -
fwg (X | X ) ~ Q L :

k
q=1 1=

novo k Bl (9) _
Ht <$l |x§lg)(q), IS Qqug(q)) . (3.33)

1 1=1 alg(Q)

Empregando (3.33) na Defini¢ao 3.2.1, obtemos entao uma regra para Anélise Discri-

minante empregando essas distribuicoes preditivas aproximadas.

3.5 Estimacao da Densidade Preditiva Bayesiana por
Produto de Funcoes Nicleo Normais empregando

Analise de Componentes Independentes

Assim como no caso do classificador Naive Bayes, nem sempre a suposi¢ao de indepen-
déncia nos dados é adequada. Entao, uma alternativa é usar a Andlise de Componentes
Independentes, afim de produzir vetores de caracteristicas transformados, cuja as compo-
nentes sao aproximadamente independentes. Assim temos uma transformacao Y = MX,
onde X é a amostra observada, M é uma matriz de transformacao e Y sao as Componen-
tes Independentes. O objetivo entao é encontrar uma matriz M que seja uma matriz de
transformacao 6tima, esse procedimento de encontrar M pode ser realizado por diversas
abordagens descritas na literatura(ver Hyvarinen & Oja (2000), Hyvarinen et al. (2001),
Hastie & Tibshirani (2003) e Stone (2004)).
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No contexto de Andlise de Discriminante, como agora temos as componentes de Y
aproximadamente independentes, a densidade da distribuicao de probabilidade de Y é
aproximadamente dada pelo produto das densidades marginais. Entao o procedimento de
classificacao pode ser resumido pelo seguinte algoritmo de Amato et al. (2003):

1. Para cada classe wy, g = 1,...,r, usamos a amostra {x; " xgwf’), . Xng } de tama-
nho n, da classe w, para estimar a média p, da classe w,, e usamos essa estimativa
para centralizar toda a informacio x("9) em relacdo a essa classe. Entéo, usamos
o algoritmo ICA (Hyvarinen & Oja, 2000) nos dados centralizados afim de obter a

matriz de transformacao 6tima M,,, .

2. Usando a matriz M,,, calculamos a amostra, centrada em p,, transformada por
Y=M,X;i=1,...,n

novo

3. Para essa nova observagao x calculamos para cada classe w,;Vg : 1,...,7 a

estimativa da densidade preditiva por:

k
> It (M 2 | M, ff;,,/?lg 2%) | det(M,) | . (3.34)

i=110=1

fwg (Xnovo | X(ng)

?r\'—‘

Agora, substituindo (3.34) em (3.8), considerando as Q particdes da Informagao x™s),

temos:

Q

novo n 1 z pnovo (k Bl _ ~
fwg (X | X( g) @ ZZHt < | MQ 'ng)( )’ dgi(tﬁ’ 2O‘lg(q) | det(Mg) ‘ (3'35)

q=1i=11=1 lg(q)

Empregando (3.35) na Definigdo 3.2.1, obtemos entdo uma regra para Andalise Discrimi-

nante empregando essa distribuicoes preditivas aproximadas.

3.6 Estimacao da Densidade Preditiva Bayesiana por

Funcao Niucleo Multivariada Normal

Em geral, tanto a suposicao de independéncia como a transformagao por Componen-

tes Independentes sao inadequadas, num ponto de vista em que as correlacoes entre as
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componentes do vetor de caracteristicas sao importantes. Assim, vamos apresentar um
procedimento para o caso geral, que nada mais ¢ do que a extensao das abordagens an-
teriores para o caso multivariado. Semelhantemente aos casos anteriores, vamos ainda

) = {ng), ngg)’ . ,xiﬁ‘;g)}, e suas particoes {x®} e {y(™},

considerar a Informacdio x™s
Para obter f, (x| x(")) | vamos novamente considerar o estimador por funcio nu-
cleo, mas em vez de um produto de fungoes niicleo, vamos usar o estimador de nicleo

multivariado (Wand & Jones, 1993):

IC(XnOUO ’ zg 7 Z ‘0 |—1/2 < 1/2( novo __ ng))) ’ (336)

onde 6, é a matriz de largura de banda. Usando (3.7) para obter a densidade preditiva
oy (x"v | x("9)), entdo o estimador de niicleo de fwg (x| 8,), considerando a Fungdo

Nicleo Normal Multivariada (Scott, 1992), é dado por:

_ Z |0 |*1/2 p/2 exp{ ( novo __ Xglgﬂ))leg—l(xnovo _ Xz(]gg))} (337)

Para obter f, (8, | x")) o fo, (y™ | 8,,x®) 7, (0, | x*)), vamos considerar

novamente o Nicleo Normal Multivariado para aproximar a func¢do de verossimilhanca
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empirica de 8,. Assim,

k
D10 s el 5 Oy X0, 0 <)
i=1

s
| =

fo, 7™ 164, x®)) =

<
I
—

7

ES|

Il
T =

<
Il
—

_1/9— 1 1 m k m k -
19| e (2m)r/2 eXp{_itr {(YE'Q) o ng))(ygg) B ng))/ag 1}}

|19/2*Z7/2

k
_ Ay 1
= 164™ Z 0, 1/2-p | (Jg T exp{— tr [Aljga }}

3 H::]s I
w\'—

|P/2—P/2

= 10," H p)é Z|09|1/2p%exlﬂ){ 1”[Awg‘9 }}

. 2PD(p/2) |A;,P/27P 12 1 .
= 16| pH k (27) p/2z 2;91“ (p/2) ‘ ol exp{=otr [ A0, ]}

m A; e 1 _
o< [0g] pHZ‘AMH vz j(g|/2) 07" I/QQXP{_itr [Aijyeg 1}}

j=11i=1

m k —
_ 0 mp —p/2 |A1]9| i WI 0
= 6] H Zl ijgl Z p(0g | D, Aijg)

—p/2
jlll 112 1|A179|p/

x |0g|mpHZwlngI 0y | p, Aijg), (3.38)
j=li=1

onde WZ, é a densidade Wishart Inversa com p graus de liberdade e parametro de escala
Aijg = (ygg) Xy ))(Y§g) (k)) com densidade dada na Definicao (A.2.2) em anexo, e
|Aigg| 2

Wije = ooy — (339)
Zi:l ’Aijg’ v

Agora usaremos novamente a ideia de aproximar misturas de densidades por um tnica
densidade, empregando outra vez o critério da divergéncia logaritmica (Kullback-Leibler)

como uma medida de divergéncia entre as densidades.

Teorema 3.6.1 Seja f(6,) = S wii,WL,(8, | p,Ayj,) uma mistura de densidades
Wishart Inversa. Usando o critério da divergéncia logaritmica (Kullback-Leibler) temos

que a melhor aprozimagao para a mistura f(6,) €

WI( g’ ng)a (3'40)

79’
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-1
ijg

diq k
onde Bj, = -1 (Zi:l WijgA

—1
) e d;, € o valor de dj, que satisfaz

k p
—v+1 v
log |Bjy| — E \J ( ) = E wijglog | Ajg| — E :\I] (5)
i=1 v=1

Demonstragao: Devemos encontrar valores para dj, e Bj,, tal que a densidade W1,6, |
d5,, Bjg) seja a melhor aproximagao para a mistura de Wishart Inversa f(6,), minimi-
zando o critério da divergéncia logaritmica, definida em (3.14), pela solu¢do simultanea

do sistema de derivadas parciais

0 . 0
8ng(5(d”’ jg) =0 e 8d;g

5(d,, B

7197

is) = 0. (3.41)

Assim,

0(djg, Bjg) = /f )log (WI (Of(fgig, ))deg
= /@[logf(eg)]f(@g)deg—/QUOQWI( | djg, Bjg)] f(8,)d0,

= c—/log |ng‘djg/2wg| i exp —ltr (Bj,0,") ¢ ¢ f(8,)d6
o 25T, (0, 2) ! Bisby o) 10

|ng|dj~"/2 / —(djg+p+1)/2
= — l 0,)do, — l 0 jgTP 0,)do
¢ /@ I [2djgp/2rp(djg/2) f( g) ! €] % [’ g‘ }f( g> !

+ [ tog Lo {=Jor (B0, |} 10,00,

d; d; d; 1
= ¢c— % [log |Bj4| —plog2] +logT, (%g) + Gg ¥ PF 2

L Eliog 10,1

1 _
LB (B,6,")].

onde ¢ = E[log f(0,)]. Agora, para solucionar a primeira derivada parcial, vamos usar

dois resultados de Teoria das Matrizes (Harville, 2008),

e e < Blog|A _
i. Seja A uma matriz simétrica. Entao % =A1e

i1. Seja B outra matriz simétrica. Entao 8”5(,33) = B.
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Assim,
9, di, dlog |Bj,| 1 9,
——§(d,,Byy,) = —L— 4 —F | ——tr(B;,0,"
ang 79 J9 9 ang 2 8ng ( J9%g )
djgnor 1 -1
- _fng +§E [09 ]
e como solucao da equacao,
a * d* -1 1 —1
a?jga(djg,ng) =0 = —§ng +3F 6,'] =0
d 1
-1 -1
— By =18 (0;]
1 -1
— By, {TE [egl]} : (3.42)
djg
mas, como 0y ~ 3% Wi WL, (0, | p, Aijy), logo
k
Elo;'] = /(aeg?lzwz‘jngp(eg | p, Aijg)dB,
i=1
k
= Zwijg/eﬂgl)/VIp(Og |p, Aijg)dgg,
i=1
pela propriedade (A.2.1) da distribuigdo Wishart Inversa, temos
k
E[0,'] = ) wipdy,. (3.43)
i=1
Substituindo (3.43) em (3.42), logo
&, [& -
ng = ;g [Z wing;j}] (344)
i=1
Agora, para obtermos d;,, temos
o . 1 1< djg—v+1 1
5 0@y B) = o0 Byl —pleg2) + 5 S2w (P ) 4 p g . (349
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Entretanto, se 8, ~ Zle wijoWI, (0, | p,Aijy), entao

k
Ellog |0,]] = 3wy, / log (8, WI,(6, | p, Ayy)d6,,
=1

pela propriedade (A.2.2) da distribuigao Wishart Inversa, temos

: P
p—p+tv
Elog |0,]] = Zwijglog |Ajg| —plog2 — Z v (T) . (3.46)

i=1 v=1
Substituindo (3.46) em (3.45), a solugao para a equagao

0

o, —(d;

Jjg’

B;,) =0,

¢ o valor de dj, que satisfaz

k p
v+1 v
log ]ng| — E v <—) = E wijglog]Aijg] — g s (5) . (3.47)
i=1 v=1

Portanto o teorema fica demonstrado. UJ

Pelo Teorema 3.6.1, a melhor aproximacao para a mistura de Wishart Inversa por

uma densidade Wishart Inversa é da forma

k
Zwijngp(eg \p, Aijg) WI (9 ’ jg? ) (3-48)

=1

m k
Observe que, A;j, = (YEg " _ng))(yﬁg) 1(9)

) é uma matriz singular. Uma alternativa
para contornar essa singularidade é usarmos o pseudo-determinante e a pseudo-inversa da
matriz, regularizando a matriz A;;. por (McLachlan, 2004):

AL = Ny, + 01, (3.49)

]9

onde ¢ é um parametro relativamente pequeno tal que A;j. seja positiva definida.
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Portanto, a densidade aproximada para y™ é

fwg(y(m) | 99>X(k)) x yeg‘mpHWIp(gg | dig:Big), (3.50)

39’
Jj=1

um produto de Wishart Inversas. Assim, podemos usar a priori objetiva de Jefreys para

0, (Sun & Berger, 2006),
Fuy (0 | X)) oc |9, 77FV/2. (3.51)

Assim, conjugando a densidade aproximada para y(™ e a priori de 0,, obtemos a densi-

dade a posteriori de 8,, dada por:

7Ang (09 | X(ng)) (8 fwg (y(m) | 997X(k)) 7Ang (09 | X(k))

(8 |09|mpHWIp(eg | d;

Jj=1

—(p+1)/2
Bjg) 6,

g?
. ’]-D’jg|d§g/2

_ |gg|mp*(p+1)/2 - -
H 2d]gp/2Fp(djg/2)

j=1

M gr 1 B
X |09|mp 10, 2= (dfytptl)/2 exp {_5 Ztr (ngeg—l)} 16,] (p+1)/2
Jj=1

m * 1 m
~ |09|7(2j:1 & +mp+m—2mp+p+1)/2 exp {_5” (Z Bj909_1> }

i=1

_(d* 1
0,75 exp {‘5““ (ngaf,l)}

—(d 1 wp—
= 10, (5P D/2 oxp {—étr (B;0, 1)} . (3.52)
Identificamos (3.52) como o niicleo de uma distribui¢gao Wishart Inversa, temos
0, | x") ~WI,(0, | d;, B (3.53)

onde Bj = Z;n:l B ed; = Z;”:l d;,+m —mp. Portanto, voltando a densidade preditiva
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aproximada de uma nova observacao x"°"° dado x™¢, temos:
1k
£ novo n —-1/2 - novo k n
a0 [ 500) = 23 18 K, 2 = ), (0, | ),

|09|_1/2 1 novo (k)\1 -1/ novo (k)
= k Z p/2 §(X - Xig ) gg (X - Xig )}
CWT (0 |d* B!)d6, (3.54)

Pelo Corolario A.3.1, a conjugacao das densidades de X" | 6, ~ N, ( X ,09) com
0, ~ WI(d;,B}), na expressio (3.54), resulta em

k
¢ novo n 1 novo k7%
Jog (77 | X9) 2D (x| %), By d). (3.55)

=1

Logo, em (3.55) temos uma mistura de k distribuigdes ¢ matriz-variada 17 ,(x"" |

dy 2,xl§), 1,B7). Finalmente, para () particoes de x("9) = { E )),yEW)L)} , g €{1,...,Q},

obtemos:

=

Q k

£ novo n 1 novo *

o, (70 | x0)) & @Z > T (x| d ()2,xlg 1B,)-  (3.56)
=1 " =1

Empregando (3.56) na Defini¢ao 3.2.1, obtemos entdo uma regra para Anélise Discri-

minante empregando essas distribuicoes preditivas aproximadas.
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Capitulo 4

Exemplos Computacionais e

Aplicacao

Na literatura existem diversas formas para avaliacao de classificadores em Anélise Dis-
criminante, dentre elas, a taza de erro de classifica¢ao que se constitui em uma estimativa
para a probabilidade de ma classificacao. A taxa de erro de classificacdo é determinada
pela proporcao de objetos que o classificador aloca em classes que nao sao suas classes de
origem. E para avaliar a aplicabilidade dos procedimentos em estudos reais, submetemos

os classificadores a alguns conjuntos de dados bastante empregados na literatura.

Neste trabalho, consideramos a taza de erro de classificacao associada a um dado clas-
sificador C', como sendo a média da proporcao de erros de classificacao em um determinado
numero de repeticoes independentes do experimento, ou seja,

1

errg = —

M

M=

6?7"(0 | X{m}), (41)
m=1

onde errq é a taxa de erro de classificacao do classificador C', M é o niimero de repetigoes

independentes do experimento e err(C' | X)) ¢ a taxa de erro do classificador para um

determinado conjunto de dados Xy, cuja as observagoes sao identificada com relacao as

classes.
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Afim de avaliar a habilidade dos procedimentos discriminantes em classificar os obje-
tos, consideramos apenas as abordagens de estimagao de densidades nas classes, propostas
nesse trabalho, sem qualquer influéncia do custo de classificacao e das probabilidades a
priori. Este procedimento foi adotado tanto nos estudos de simulagao quanto na aplica¢ao
em dados reais, ou seja, todos os classificadores consideram a funcao de perda 0-1 e as
probabilidade a priori iguais, sendo entao uma classificacao baseada apenas na méaxima

densidade estimada.

4.1 Experimentos com Dados Simulados

Nesse estudo de simulagao, o objetivo principal é comparar os métodos propostos com
os métodos mais tradicionais. As abordagens de Andlise Discriminante empregadas fo-
ram: Densidade Preditiva Bayesiana por Funcao Nicleo Multivariada Normal, Densidade
Preditiva Bayesiana por Produto de Fungoes Nicleo Normais e Densidade Preditiva Baye-
siana por Produto de Fungoes Nicleo Normais empregando Componentes Independentes,
representados por GBPKDA, BPKDA 1 e BPKDA 2, respectivamente, e Andalise
Discriminante Linear (ADL); Andlise Discriminante Quadrdtica (ADQ) e Naive Bayes
Normal(NNBDA). Esses procedimentos foram submetidos a 6 estruturas de dados, con-
siderando apenas duas classes em todas as estruturas, baseadas em misturas de densidades
de modelos simétricos (Normal e t) e assimétricos(Normal assimétrica e t assimétrica),

que constituem situacoes bem mais desafiadoras para esses procedimentos.

Os métodos foram avaliados com tamanhos de amostra 100 e 300 em 1000 réplicas
independentes do experimento, onde em cada réplica é obtida a taxa de erro de classifi-
cacao e ao final do experimento é tomado a média dessas taxas como estimativa da taxa
de erro de cada classificador. Além disso, os métodos GBPKDA, BPKDA 1 e BPKDA 2
tém dentro de seus procedimentos internos uma Validacao Cruzada “Q-fold”, dessa forma

nesse trabalho vamos considerar 5, 7 e 9 particoes internas dos dados.
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4.1.1 Particularidades na Implementacao dos Classificadores

e GBPKDA: No procedimento de regularizacao da matriz A;;, o valor de ¢ escolhido
foi 0,001. No processo de otimizacao para minimizar a derivada parcial afim de obter
um valor para dj, empregamos a fungao uniroot. all do pacote rootSolve da linguagem

de programacao R.

e BPKDA 2: As componentes independentes sao obtidas pela funcao fastICA do
pacote fastICA da linguagem de programacao R, que emprega o algoritmo de Hy-
varinen & Oja (2000).

4.1.2 Conjunto de Treinamento e Teste

No processo de geragao das observagoes, cada observagao tem probabilidade 0,5 de
ser gerada segunda as caracteristicas de cada uma das classes, por isso o nimero de ob-
servacoes em cada classe é aleatério. Em cada repeticao do experimento, sao geradas
n € {100,300} observagoes das classes e essas observagoes compoem o conjunto de trei-
namento, que sao usados para treinar as fungoes discriminantes. Em seguida, é gerado de
forma independente 1000 observacgoes das classes que compoem o conjunto de teste, e essas
observagoes sao classificadas segundo as regras ja treinadas e sobre elas sao calculadas as

tazas de erro de classificagao.

Na Figura 4.1, apresentamos observacoes das diferentes estruturas para as distribui-
¢oes das classes consideradas no experimento computacional. Os valores dos parametros

para simular as observacoes dessas estruturas estao no Apéndice B.
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Figura 4.1: Exemplo das Estruturas Simuladas

x2

(d) Estrutura 4 (e) Estrutura 5 (f) Hustragdo da Estrutura 6

A Estrutura 1 é a situagao mais simples empregada, com as densidades das classes
sendo distribuicoes Normais onde em uma classe as observagoes possuem correlagao po-
sitiva e a outra com correlacao nula entre as variaveis. Na Estrutura 2, as observagoes
sao simuladas empregando um modelo de mistura de densidades Normais. A Estrutura 3
segue um conceito um pouco mais complicado em termos de estimacao da densidade, onde
a classe localizada no centro é um modelo de mistura de densidades empregando uma dis-
tribuicao t assimétrica, e na outra classe temos uma mistura de densidades ¢ assimétricas,
sendo as modas de cada componente da mistura bem afastadas. Na Estrutura 4, segue a
mesma ideia da Estrutura 3, onde as modas das componentes da mistura sao separadas
pela outra classe, geradas por misturas de Normais, e hd uma razoavel sobreposicao entre
as classes. A Estrutura 5 também é gerada por modelos de misturas de Normais, porém

com uma sobreposicao bem maior entre as classes. Na Estrutura 6, as observagoes sao ge-
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radas a partir de uma mistura de densidades ¢ assimétricas, sua estrutura é semelhante a

um hipercubo em 4 dimensoes, onde em cada componente das misturas o vetor de locagao

¢ um vértice do hipercubo, também, os vértices adjacentes neste hipercubo sao ocupados

pelas componente da mistura de outra classe. Na Figura 4.2(f), temos uma ilustracao em

3 dimensoes da Estrutura 6.

As observacoes foram geradas pelo funcao rmmiz do pacote mizsmsn da linguagem de

programacao R (R Development Core Team, 2012), usando as densidades como definidas

no Apéndice (A) (para mais informagoes ver Cabral et al. (2012)).

4.1.3 Resultados das simulacoes

Tabela 4.1: Média e desvio padrao das estimativa da taxa de erro de classificacao.

N N
Estrutura Método Q 100 300 Estrutura Método Q 100 300
Média Sd Média Sd Média Sd Média Sd

5 0.0148 0.0040 0.0139 0.0041 5 0.2421 0.0417 0.2605 0.0302

GBPKDA 7 0.0158 0.0043 0.0137 0.0041 GBPKDA 7 0.2378 0.0408 0.2391 0.0300

9 0.0158 0.0042 0.0143 0.0041 9 0.2360 0.0406 0.2308 0.0292

5 0.0194 0.0064 0.0180 0.0052 5 0.1880 0.0211 0.1747 0.0164

BPKDA 1 7 0.0194 0.0061 0.0180 0.0053 BPKDA 1 7 0.1871 0.0203 0.1750 0.0160

1 9 0.0194 0.0060 0.0180 0.0051 4 9 0.1867 0.0198 0.1762 0.0162
5 0.0187 0.0065 0.0180 0.0054 5 0.1878 0.0222 0.1753 0.0154

BPKDA 2 7 0.0185 0.0062 0.0178 0.0054 BPKDA 2 7 0.1872 0.0219 0.1769 0.0151

9 0.0185 0.0061 0.0177 0.0053 9 0.1862 0.0216 0.1771 0.015

ADL 0.0149 0.0041 0.0146 0.0039 ADL 0.2830 0.0263 0.2823 0.0216

ADQ 0.0141 0.0040 0.0128 0.0037 ADQ 0.2850 0.0272 0.2822 0.0216

NNBDA 0.0152 0.0045 0.0143 0.0040 NNBDA 0.3047 0.0368 0.3028 0.0280

5 0.1003 0.0266 0.1178 0.0228 5 0.2867 0.0488 0.3144 0.0359

GBPKDA 7 0.0964 0.0240 0.1082 0.0204 GBPKDA 7 0.2939 0.0445 0.2749 0.0371

9 0.0940 0.0226 0.1037 0.0187 9 0.2898 0.0438 0.2631 0.0332

5 0.0845 0.0153 0.0757 0.0096 5 0.2055 0.0191 0.1919 0.0154

BPKDA 1 7 0.0850 0.0151 0.0763 0.0098 BPKDA 1 7 0.2060 0.0189 0.1931 0.0154

2 9 0.0854 0.0151 0.0767 0.0098 5 9 0.2066 0.0188 0.1935 0.0153
5 0.0834 0.0149 0.0760 0.0102 5 0.2061 0.0212 0.1908 0.0163

BPKDA 2 7 0.0839 0.0149 0.0766 0.0100 BPKDA 2 7 0.2065 0.0210 0.1917 0.0164

9 0.0843 0.0147 0.0766 0.0099 9 0.2070 0.0211 0.1926 0.0164

ADL 0.0658 0.0090 0.0641 0.0077 ADL 0.3703 0.0480 0.3559 0.0304

ADQ 0.0675 0.0088 0.0656 0.0079 ADQ 0.2647 0.0361 0.2423 0.0269

NNBDA 0.2084 0.0193 0.2084 0.0145 NNBDA 0.2532 0.0308 0.2357 0.0221

5 0.0500 0.056 0.0299 0.0334 5 0.1352 0.0703 0.2358 0.1586

GBPKDA 7 0.0539 0.0433 0.0261 0.0238 GBPKDA 7 0.1247 0.0623 0.1051 0.0988

9 0.0544 0.0430 0.0284 0.0173 9 0.1202 0.0583 0.0590 0.0505

5 0.0431 0.0109 0.0328 0.0079 5 0.0450 0.0196 0.0273 0.0106

BPKDA 1 7 0.0438 0.0104 0.0335 0.0076 BPKDA 1 7 0.0485 0.0193 0.0282 0.0105

3 9 0.0444 0.0101 0.0340 0.0076 6 9 0.0510 0.0199 0.0287 0.0098
5 0.0177 0.0068 0.0147 0.0052 5 0.0266 0.0134 0.0225 0.0117

BPKDA 2 7 0.0174 0.0065 0.0146 0.0051 BPKDA 2 7 0.0276 0.0139 0.0221 0.0103

9 0.0175 0.0060 0.0145 0.0049 9 0.0283 0.0140 0.0227 0.0105

ADL 0.3840 0.0590 0.3883 0.0578 LDA 0.4993 0.0298 0.4992 0.0216

ADQ 0.0758 0.0726 0.0672 0.0643 QDA 0.4574 0.0762 0.4793 0.0675

NNBDA 0.0781 0.0883 0.0698 0.0824 NNBDA 0.4991 0.0305 0.4992 0.0210

Sd: Desvio padrao.

Universidade Federal do Amazonas - UFAM



Experimentos com Dados Simulados 55

Na Tabela 4.1, temos as média e os desvios padrao das estimativas das taxas de erro
de classificagao das 1000 réplicas independentes do experimento em todas as estruturas
de dados para todos os procedimento discriminantes. Na Estrutura 1, o classificador com
menor taxa de erro foi o ADQ com 1,41% de classificagoes erradas, os métodos propostos
nesse trabalho obtiveram resultados muito proximos do ADQ mostrando-se competitivos
nessa situacao, em geral as taxas de erros foram pequenas, o que era esperado pois essa
estrutura era a situagao mais facil (veja Figura 4.2). Na Estrutura 2, novamente os
métodos classicos ADL e ADQ obtiveram menores taxas de erro, com uma diferenga
entre 2% e 4% aproximadamente, entretanto com o aumento do tamanho da amostra os
métodos BPKDA 1 e 2 tiveram um reducao de aproximadamente 1% nas taxas de erro, o

método NNBDA obteve resultados nada satisfatérios (veja Figura 4.3).

Nas Estruturas 3, 4 e 5 os métodos propostos nesse trabalho tiveram resultados bem
melhores que os procedimentos classicos, exceto o GBPKDA na Estrutura 5, destacando-
se o procedimento BPKDA 2 que obteve as melhores taxas de erro dos classificadores
estudados, no maximo apresentou resultados préoximos do BPKDA 1. Na comparagao
entre BPKDA 1 e 2, o BPKDA 2 foi bem mais satisfatério, o que era esperado pois,
mesmo que ambos considerem independéncia entre as variaveis, o BPKDA 2 emprega as
componentes independentes que tem o objetivo de produzir variaveis independentes, logo
espera-se que esse procedimento obtivesse melhor resultado. De um modo geral, o método

ADL foi o que teve os piores resultados (veja Figuras 4.4, 4.5 e 4.6).

Os resultados na Estrutura 6 foram os mais divergentes entre os métodos propostos
empregando funcao nicleo e os procedimento classicos da literatura, estes tiltimos apresen-
taram taxas de erro de classificacao préximas a 50% em ambos os tamanhos de amostra,
enquanto os procedimentos por funcao nticleo apresentaram taxas de erro entre 2,66% e
13,52% para tamanho de amostra 100, e taxas de erro entre 2,21% e 23,58%, mostrando
entao a flexibilidade desses procedimentos mesmo em estruturas de dados mais complexas.
Entre os métodos por funcao nucleo, o que apresentou piores resultados foi o GBPKDA
em ambos os tamanhos de amostra, o BPKDA 2 apresentou resultados melhores que o
BPKDA 1 para tamanho de amostra 100, mas com o aumento do tamanho da amostra

para 300, o BPKDA 1 mostrou resultados préximos do BPKDA 2 (veja Figura 4.7).
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Além das médias das taxas de erro de classificacao, a Tabela 4.1 mostra ainda a es-
timativa dos desvios padrao. Em geral, as estimativas sao pequenas o que indica que
os classificadores tém uma variabilidade pequena. Entretanto, como forma de avaliar de
modo empirico essa variabilidade, temos as seguintes figuras que mostram os boxplots de
cada classificador para cada estrutura e tamanho de amostra. Na Figura 4.2, vemos que
a variabilidade dos classificadores realmente sao pequenas e semelhantes na estrutura de
dados 1. Na Figura 4.3, vemos uma diferenga nos resultados mais clara que na estrutura
anterior, onde ADL e ADQ lideram com os melhores resultados e pequena variabilidade,
e os métodos BPKDA 1 e 2, praticamente empatados, entretanto o GBPKDA com o au-
mento da amostra mostra uma queda significativa da mediana das taxas de erros com o
aumento do numero de parti¢oes internas do Q-fold CrossValidation, o NNBDA mostra
resultados muito ruins em relagao aos outros, o que mostra que por mais que a suposi-
¢ao de independéncia seja inadequada, os métodos BPKDA 1 e 2 conseguem obter bons

resultados.

Na Figura 4.4, vemos que os métodos cldssicos tém um desempenho inferior aos méto-
dos por funcao nicleo, e apresentam varios pontos discrepantes, chegando a ter pontos que
indicam que a taxa de erro superou os 60%. Entre os procedimentos por funcao ntcleo,
o que obteve uma maior variabilidade e maior nimero de discrepancias foi o GBPKDA.
Pela Tabela 4.1 o GBPKDA teve desempenho inferior aos BPKDA 1 e 2, entretanto pelo
boxplot vemos que, em termos da mediana, ele obteve o melhor resultado ou equivalente
aos outros métodos, principalmente com o aumento do tamanho da amostra. Na estru-
tura 4, pela Figura 4.5, vemos claramente a superioridade dos BPKDA 1 e 2 em relacao
aos outros métodos, e todos os classificadores apresentaram uma variabilidade proxima da
normalidade. O método GBPKDA, apresentou novamente a caracteristica de reducao das
taxas de erro com o aumento da amostra e partigoes internas. Na Figura 4.6, vemos um
padrao semelhante ao anterior, porém o ADL apresentou desempenho inferior aos demais.
Na Figura 4.7, podemos observar a clara diferenca entre os métodos por funcao nicleo
e os classicos. Os métodos BPKDA 1 e 2 apresentam os melhores resultados, sendo o
BPKDA 2 o melhor, com as menores taxas de erros de classificagdo e um variabilidade

menor em relagao aos demais. O GBPKDA, apresentou resultados competitivos aos dos
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outros métodos por funcao niucleo apresentados, mas para tamanho de amostra 300 e com
um numero maior de particoes internas do Validacao Cruzada “Q-fold”, ele aproximou-se
bastante dos métodos BPKDA 1 e 2, o que pode indicar que para um tamanho de amostra

e parti¢oes internas maiores, 0 GBPKDA pode melhorar mais ainda seu desempenho.
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Figura 4.2: Taxa de erro de classificagao da Estrutura 1
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Figura 4.3: Taxa de erro de classificacao da Estrutura 2
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Figura 4.4: Taxa de erro de classificacao da Estrutura 3
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Figura 4.5: Taxa de erro de classificacao da Estrutura 4
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Figura 4.6: Taxa de erro de classificacao da Estrutura 5
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Figura 4.7: Taxa de erro de classificacao da Estrutura 6
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4.2 Aplicacao em dados reais

Para a avaliacao da aplicabilidade dos classificadores, a aplicacao em dados reais
tem como resultado uma estimativa da taxa de erro diferente do caso anterior. Como
nao ¢é possivel a repeticao do experimento, empregamos o procedimento de Validagao
Cruzada “K-fold”(Efron, 1983), com numero de parti¢oes iguais a 5 e 10, recomendados
pela literatura. A avaliacao consiste em empregar os procedimento em 5 conjuntos de
dados bastante difundidos na literatura, que podem ser obtidos no site da UCI Machine

Learning Repository (Frank & Asuncion, 2010). Os conjuntos de dados sao:

1. Wisconsin Diagnostic Breast Cancer: Trata-se de um estudo de cancer de
mama, onde as observagoes das caracteristicas sao extraidas de imagens digitalizadas
da massa da mama, afim de classificar através das imagens se o tumor é benigno
ou maligno. Estudo de 1995, com 569 observacoes, sendo 357 classificados como

Benigno e 212 como maligno, com 30 caracteristicas observadas.

Na Figura 4.8 a seguir, apresentamos a distribuicao conjunta das observacoes em
duas dimensoes para cada combinacao das 10 primeiras varidveis. Em todas as com-
binacoes com as variaveis V1 e V2, podemos observar que hé uma sobreposicao das
classes, e nas combinacoes entre as variaveis de V4 a V10, vemos uma alta correla-
¢ao entre essas variaveis, que pode implicar em problemas para os procedimentos de
classificacao que supoem independéncia. De modo geral, a Figura 4.8 mostra que ha
uma presenca de observagoes discrepantes, e em alguns pares de varidaveis, podemos

perceber que as observacoes apresentam um comportamente assimétrico.
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Figura 4.8: Distribuigao conjunta das observagoes das 10 primeiras variaveis de Wisconsin

Diagnostic Breast Cancer.
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Na Figura 4.9, temos graficos de quantis Normais por quantis observados, afim de
avaliar de um modo independente se ha uma possivel normalidade nos dados. De
modo univariado, na maioria das varidveis podemos identificar uma estrutura de
classes, mas ainda com sobreposicao entre as classes. Nenhuma das varidveis apre-

sentam normalidade, o que pode ser visto se observarmos que os quantis tedricos e
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observados nao sao lineares. Essa nao normalidade pode implicar em sérios proble-

mas para os procedimentos classicos que admitem normalidade.

Figura 4.9: Grafico Q-Q Normal das varidveis de Wisconsin Diagnostic Breast Cancer.

X1

Sample Quartiles
10 20
\

Sample Quartiles

Theoretical Quantiles

X6

/

T rT
3 A

035

Sample Quantiles

005 020

Theoretical Quantiles

|

j )
rTrrrr

-3 101 3

Theoretical Quantiles

Sample Quartiles
05 15 25

Sample Cuartiles

000 008 012

TTrTT1T1 T
3 -1

Theoretical Quantiles

Sample Quarties Sample Quartiles

Sample Quartiles

20 30 40

10

04

0z

a0

12 3 45

04

0z

ufis]

X2

/

I'TTTTTT
3

Theoretical Quantiles

TT1 11T
-3 -1

Theoretical Quantiles
X12
ﬁ% .

3 -

Theoretical Quantiles

X7

3 01 13

Theoretical Quantiles

Sample Quartiles Sample Quartiles Sample Quartiles

Sample Quartiles

50 100 150

0.20

010

.

0.00

20

0 5 10

000 002 004

\ :

Sample Quartiles

FTTTTTT
3 011 3

Theoretical Quantiles

X8

T T T T
-3 -1 1 3

Theoretical Quantiles

X13

T T T 11
-1 1 3

|
%)

Theoretical Quantiles

X18
_ N
B '3
‘.‘%.
-3 -1 1 3

Theoretical Quantiles

Sample Quartiles Sample Quantiles

Sample Cuartiles

500 1500 2500

020 030

o

200 400

i

001 004 007

..

-
rmrrrr
3 101 3

Theoretical Quantiles
X9

/

rT T 11T
3 A

Theoretical Quantiles

X114
i &
—w-.%‘ﬁr/w
3 1 1 3

Theoretical Quantiles

X19

LI I I
3 -1 1 3

Theoretical Quantiles

Sample Quartiles Sample Quantiles Sample Quartiles

Sample Cuartiles

012

0.06

0005 0020 005 007 0.09

0000 005 0030

X5

3 -1 013

Theoretical Quantiles

X10
TTTTTT
-3 101 3

Theoretical Quantiles

X15

FrTTrTTIrorTrT
3 -1 1 3

Theoretical Quantiles

X20

[N
3011 3

Theoretical Quantiles

2. Honolulu: Estudo realizado na populacao de Honolulu - Havai em 1969. Dos 7.683

individuos da populagao foram selecionados 100 e pesquisados a glicemia(mg/dL),

colesterol sérico(mg/dL) e pressao sanguinea sistélica(mmHg), e 37 desses individuos

foram classificados como fumantes e 63 como ndao fumantes.

Pela Figura 4.10, podemos observar que ha sobreposigao entre as classes, uma corre-

lacao positiva considerdvel entre as variaveis, e também ha presenca de observacoes

discrepantes.

Tal estrutura de sobreposicao pode implicar em grandes problemas

paras os métodos de classificacao, principalmente para aqueles que se baseiam na
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distancia entre as observagoes, que ¢é o caso dos procedimento por fungao niicleo, mas
também podem implicar em dificuldade para os métodos cldssicos, pois os centroides

das classes estao muito proximos.

Figura 4.10: Distribuicao conjunta das observacoes das variaveis de Honolulu.
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Pela Figura 4.11, observamos de modo independente que as variaveis provavelmente

nao possuem normalidade.

Figura 4.11: Gréfico Q-Q Normal das variaveis de Honolulu.
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Indian Liver Patient: Coletado no noroeste de Andhra Pradesh, India. Esse
conjunto de dados contém 583 observacoes de 416 pacientes com doenca no figado
e 167 pacientes sem doenca no figado. 9 caracteristicas sao observadas em cada

individuo.
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Na Figura 4.12, observamos que ha sobreposicao das classes em todos os pares de va-
ridveis. Nos pares (V2,V3), (V7,V8) e (V8,V9) observamos uma alta correlagao entre
essas variaveis. Nas outras combinacoes entre as varidveis, observamos presenca de

observagoes discrepantes, e em algumas delas temos estruturas assimétricas.

Figura 4.12: Distribuicao conjunta das observacoes das variaveis de Indian Liver Patient.
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Na Figura 4.13, observamos que as variaveis individualmente estao bem afastadas

da normalidade, e novamente as observagoes das classes estao sobrepostas.
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Figura 4.13: Gréfico Q-Q Normal das variaveis de Indian Liver Patient.
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4. Connectionist Bench (Sonar, Mines vs. Rocks): Estudo feito para comparar a
ressonancia em diversas perspectivas diferentes de uma rocha e um mina submarina,
afim de encontrar um padrao para que se possam ser distinguidas por um sonar. As
observacoes sao de dimensao 60, e sao apenas 208 observacoes sendo 111 de minas

e 97 de rochas.

Na Figura 4.14, podemos observar a grande dificuldade na classificagao dessas ob-
servacoes nesse conjunto de dados. As variaveis sao altamente correlacionadas pelas
caracteristicas do experimento, assim implicando em maiores dificuldades paras os
métodos que supoem independéncia. Também podemos observar que as classes es-

tao sobrepostas. Uma forma de contornar esses problemas é empregar Componentes
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Independentes com o objetivo de separar melhor essas classes.

Figura 4.14: Representagao das observagoes dos dados Connectionist Bench (Sonar, Mines

vs. Rocks).

Na Figura 4.15, empregamos a Andlise de Componentes Independentes nos dados,
na Figura 4.16(a), empregamos um pré-processamento dos dados, centralizando os
pelo vetor de médias das observagoes da Classe 1(representada pela cor vermelha), e
na Figura 4.16(b), os dados sao centralizados pelo vetor de médias das observagoes
da Classe 2(representada pela cor azul), antes de ser empregado o ICA. Mesmo apds

esses procedimentos as classes ainda estao sobrepostas.
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Figura 4.15: Grafico em ondas das componentes independentes das variaveis de Connec-

tionist Bench (Sonar, Mines vs. Rocks).

(b) Centradas pelo vetor de médias da Classe 2

5. Connectionist Bench (Sonar, Mines vs. Rocks) 2: Similar ao conjunto ante-
rior, com a diferenca que a cada 3 observagoes das variaveis, é calculado um média
aritmética dessas 3 observacoes para formar uma nova varidvel, assim reduzindo a

dimensao de 60 para uma dimensao de 20 varidveis (Cooley & Maceachern, 1998).

Na Figura 4.16, mesmo com o procedimento proposto por Cooley & Maceachern
(1998), ainda temos uma alta correlacao entre as varidveis, e a sobreposigdo das

classes ainda pode ser observada.
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Figura 4.16: Representagao das observagoes de Connectionist Bench (Sonar, Mines vs.

Rocks) 2.

Na Figura 4.17, obtemos os gréaficos empregando o mesmo procedimento feito na
Figura 4.15. E novamente as classes ainda estao sobrepostas, indicando que pos-
sivelmente as componentes independentes nao proporcionaram um melhor cendrio

para classificacao.
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Figura 4.17: Grafico em ondas das componentes independentes das variaveis de Connec-

tionist Bench (Sonar, Mines vs. Rocks) 2.

(b) Centradas pelo vetor de médias da Classe 2

Parkinsons Disease: Estudo feito em 2008 em 195 individuos sendo 48 destes
identificados como saudéveis e 147 tendo o mal de Parkinson. Em cada individuo
foram gravadas as vozes e transformadas em sinal digital, extraindo 22 caracteristicas

desse sinal, afim de discriminar um individuo com a doenga pela voz.

Na Figura 4.18, apresentamos a distribuicao conjunta dos pares de varidveis das
10 primeiras variaveis. Podemos observar que ha uma alta correlacao entre as va-
riaveis V1, V2 e V3. Em todos os pares de variaveis feitos pela combinacao de
V4 a V10, também observamos uma correlagao positiva muita alta entre essas ca-
racteristicas. De modo geral, as classes estao bem sobrepostas, e a presenca de
observagoes discrepantes e uma estrutura assimétrica, faz desses dados um desafio

para os procedimentos de classificagao.
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Figura 4.18: Distribuicao conjunta das observacoes das 10 primeiras varidveis de Parkin-

sons Disease.
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Na Figura 4.19 a seguir, podemos observar que as variaveis nao apresentam mnor-
malidade individualmente, e isso juntamente com os problemas anteriores implicam
em possiveis problemas para os métodos de classificacao empregando independéncia

entre as variaveis e normalidade.
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Figura 4.19: Grafico Q-Q Normal das variaveis de Parkinsons Disease.
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apresentam alta dimensionalidade nos dados e varia-

veis que nao seguem distribuicao Normal individualmente. O conjunto que possui menor

dimensao é o Honolulu, com apenas 3 variaveis, mas tem bem menos observacoes que

os demais. Essa alta dimensionalidade pode implicar em sérios problemas de estimacao,

principalmente nas abordagens paramétricas por conta da estimacao dos parametros. O

conjunto de dados Wisconsin Diagnostic Breast Cancer, apresenta 30 variaveis com ape-

nas 569 observacgoes e separando em classes temos menos observacoes para estimar as

quantidades. E um conjunto de dados bem estudado na literatura e mostra-se um ce-

nario bastante desafiador, em termos de classificacao. Os dados de Honolulu apesar de

terem apenas 3 dimensoes, apresentam a caracteristica de maior informacao para uma
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classe do que a outra, pois uma classe tem bem mais observacoes que a outra. O Indian
Liver Patient ¢ um conjunto de dados recente e ainda pouco analisado na literatura (ver
informagoes em Frank & Asuncion (2010)), é uma estrutura de dados que apresenta uma
dificuldade por ter 9 dimensdes. O conjunto de dados Connectionist Bench (Sonar, Mines
vs. Rocks), é a estrutura que apresenta maior desafio para os classificadores, pois tem a

maior dimensao dentre os 6 e possuem poucas observagoes.

Na Tabela 4.2 a seguir, apresentamos as taxas de erro de classificacao para os métodos
GBPKDA, BPKDA 1, BPKDA 2, ADL, ADQ e NNBDA, aplicados aos 6 conjuntos de
dados propostos e empregando o procedimento de Validacao Cruzada “K-Fold” com 5 e

10 particoes.
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Tabela 4.2: Taxa de erro de classificacao dos métodos em conjuntos de dados reais.

Validacao Cruzada Data set
Method Q
“K-Fold” 1 2 3 4 5 6

5 03286 0.3600 0.6021  0.5288  0.4856  0.3590

GBPKDA 7 0.1775 0.3600 0.5386  0.5385  0.4567  0.2256

9 0.1248 0.3400 0.5026  0.5529  0.4567  0.1744

5 0.0808 0.5300 0.3293 0.1731  0.1538  0.1846

BPKDA1 7 0.0598 0.5300 0.3396 0.1683 0.1442 0.2051

9 0.0510 0.5100 0.3756  0.1731  0.1731  0.1436

’ 5 0.0879 0.5000 0.3276  0.1875  0.1827  0.1641

BPKDA 2 7 0.0826 0.4900 0.3345 0.1442 0.1538  0.1487

9 0.1213 0.5200 0.3105 0.1779  0.1587 0.1744

ADL 0.0439 0.4400 0.3825 0.2067  0.2308 0.1744

ADQ 0.0492  0.4200 0.4494 0.3077 0.1971 0.1179

NNBDA 0.0703  0.4800 0.4425 0.3173  0.3221  0.3026

5 04534 0.3800 0.6329  0.5288 0.5288  0.2051

GBPKDA 7 0.1898 0.3600 0.5369 0.5385  0.4567  0.1846

9 0.1687 0.3800 0.5369  0.5577  0.4567  0.1897

5 0.0756  0.5800 0.3431  0.1538 0.1731  0.1538

BPKDA1 7 0.0773 0.5700 0.3671 0.1346 0.1490 0.1692

9 0.0756 0.4900 0.3688  0.1442 0.1442 0.1897

0 5 0.0844 0.5400 0.3156 0.1731 0.1731  0.1744

BPKDA 2 7 0.0826 0.5400 0.3225 0.1971  0.1827  0.1949

9 0.0738 0.5000 0.3259  0.1587 0.1683  0.1436

ADL 0.0404 0.4600 0.3739  0.2260  0.2067  0.1692

ADQ 0.0439  0.4100 0.4528 0.2644 0.2019 0.1231

NNBDA 0.0738  0.4600 0.4528 0.3173  0.3221  0.3077

Conjunto de Dados: (1) Breast Cancer Wisconsn; (2) Honolulu; (3) Indian Liver Patient; (4) Sonar,
Mines vs. Rocks; (5) Sonar, Mines vs. Rocks 2(COOLEY et al, 1998); (6) Parkinsons Disease.

No Conjunto de Dados 1, o método com menor taxa de erro foi o ADL com 4,39%,

seguido do ADQ com 4,92%. Os métodos propostos empregando fun¢ao nicleo, nao

obtiveram resultados satisfatorios em relagao aos métodos classicos, entretanto o BPKDA

1 com @ igual a 5 e 5 partigdes na Validacao Cruzada, obteve taxa de erro de 5,10% que

estd bem proximo dos resultados do ADL e ADQ), o que indica que um melhor ajuste em
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relacao ao valor de () pode melhorar esse resultado. No Conjunto de Dados 2, apesar das
elevadas taxas de erro, o GBPKDA apresentou a menor taxa de erro dentre os métodos,
em ambas as partigoes(5 e 10) da Validagao Cruzada. O procedimento BPKDA 2 foi o
que obteve as menores taxas de erro no Conjunto de Dados 3 com 31,05% e 31,56% nas
Validacgoes Cruzadas considerando 5 e 10 particoes, respectivamente. O GBPKDA foi o

que apresentou as piores taxas com até 63,29% de erro.

No Conjunto de Dados 4, os métodos com melhores resultados foram o BPKDA 2
com Q) = 7, que obteve 14,42% erro na Validacao Cruzada com 5 particoes, e BPKDA 1
com () = 7, apresentando 13,46% de erro na Validacao Cruzada com 10 particoes. Esses
métodos apresentaram os melhores resultados em comparagao com os demais, apesar
das varidveis serem altamente correlacionadas. No Conjunto de Dados 5, as taxas de
erros nao tiveram mudancas significativas, mostrando que o método de pré-processamento
empregado por Cooley & Maceachern (1998) néo influenciou nos resultados. Os métodos
com melhores resultados foram o BPKDA 2 com @ = 7, que obteve 14,42% erro na
Validacao Cruzada com 5 particoes, e BPKDA 1 com ) = 7, apresentando 13,46% de
erro na Validagao Cruzada com 10 particoes. No Conjunto de Dados 6, o método que
obteve melhores resultados foi o ADQ com 11,79% e 12,31% nas Validacoes Cruzadas
com 5 e 10 particoes, respectivamente. E os métodos propostos por funcao nucleo nao

obtiveram resultados préximos do resultado do ADQ.
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Conclusao e Trabalhos Futuros

5.1 Conclusao

Neste trabalho, apresentamos trés novas abordagens nao paramétricas de Analise
Discriminante baseadas em estimadores por funcao nicleo adotando uma abordagem
Bayesiana, a Densidade Preditiva Bayesiana por Funcao Nucleo Multivariada Normal
(GBPKDA), a Densidade Preditiva Bayesiana por Produto de Fungoes Nicleo Normais
(BPKDA 1) e a Densidade Preditiva Bayesiana por Produto de Fung¢des Nicleo Normais
empregando Componentes Independentes (BPKDA 2). As principais vantagens desses mé-

todos sao:

1. a nao imposicao de um modelo probabilistico paramétrico aos dados, ou seja, o
procedimento é livre de modelo, com isso, sao eliminados os problemas associados
a estimacao de parametros e, como ocorre em algumas aplicagoes reais, o problema
decorrente da alta dimensionalidade e o nimero de observacoes insuficientes para

estimacao;

2. o emprego da modelagem preditiva, permitiu a exclusao de processos de estimagao da

matriz de largura de banda, bem como sua influéncia nos resultados da classificagao;

3. com a excecao do método GBPKDA, nos demais obtivemos expressoes fechadas
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para a estimacao das densidades sem a necessidade de processos de estimacao com-
plicados, e apresentaram resultados satisfatorios em comparagao com os métodos

tradicionais abordados, considerando a taxa de erro de classificacao.

Nos estudo de simulacao, os métodos propostos nesse trabalho mostram desempenho
similares aos métodos classicos nos experimentos desenvolvidos, em que os cendrios apre-
sentavam menor dificuldade em termos de classificacao(Estruturas 1 e 2). E nos demais
cenarios, os métodos propostos empregando fungao niucleo apresentaram resultados me-
lhores que os procedimentos tradicionais, principalmente no caso em que havia maior
dificuldade para o problema de Andlise Discriminante(Estrutura 6), os métodos BKPDA
1 e BPKDA 2 mostraram estimativas das taxas de erro de classificagao muito inferiores

em relacao aos métodos classicos.

De um modo geral, considerando todos os resultados obtidos nas simulagoes, o método
que mais se destacou foi o BPKDA 2, que mostrou 6timo desempenho, flexibilidade ao
apresentar bons resultados em cenarios bastante diferentes e empregando misturas fini-
tas de densidades, robustez ao modelar estruturas que apresentam pontos discrepantes e
assimetria. Segundo Scott (1992), a abordagem empregando produto de fungoes nicleo
é recomendado na pratica, em vez do procedimento empregando funcao nticleo multiva-
riada, o que pode indicar o porqué do GBPKDA ter tido um desempenho inferior aos
BPKDA 1 e BPKDA 2. Apesar do mau desempenho do GBPKDA, em relacao com o
BPKDA 1 e BPKDA 2 na maior parte dos experimentos, mais estudos sobre sua aplicabi-

lidade em outros tipos de estruturas. Uma melhor andlise nos processos de regularizacao
(k)

das matrizes A;j. = (y§;n) — ng))(y%) —x;, ), e a otimizagao em torno do parametro de

escalas d}; pode levar a resultados melhores, uma vez que para um dos conjuntos de dados

reais, o0 método GBPKDA obteve o melhor resultado dentre os quais ele foi comparado.
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5.2 Trabalhos Futuros

Nesta secao apresentamos algumas ideias para futuros trabalhos relacionados com o

que foi desenvolvido neste trabalho.

e Fazer novos estudos com tamanhos de amostra maiores.

e Avaliar a relacao entre o tamanho da particao de treino e a particao de teste no de-
sempenho dos classificadores propostos nesse trabalho, ou seja, verificar se é melhor
direcionar mais informacao para a estimacao dos parametros da distribuicao ¢, no
caso univariado e multivariado, ou ter mais observacoes para a estimagao do valor

da densidade da observagao a ser classificada.

e Comparar os procedimentos de classificacao com outros critérios, como a curva ROC,

do inglés Receiver Operating Characteristic.

e Avaliar a influéncia da quantidade § que regulariza a matriz A;;,, considerando
outros valores diferentes do que foi adotado nesse trabalho. E empregar ou desen-
volver novas formas de otimizar a escolha dessa quantidade (veja por exemplo Minka

(2000)).

e Comparar os métodos propostos com abordagens mais robustas do que ADL, ADQ
e NNBDA, como por exemplo a Analise Discriminante empregando modelos de

misturas finitas.

e Empregar os métodos propostos juntamente com técnicas de reducao de dimensao.
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Apeéendice A

Algumas Distribuicoes, Propriedades

e Resultados

A.1 Distribuicao Normal

Definicao A.1.1 (Distribuicao Normal matriz variada) Seja X(..) € R™ uma
matriz aleatdéria com distribuicao Normal matriz variada com média M., € R"™P e
matriz de covariancias A ® X, onde Apen) € Xpap) sa0 matrizes positivas definidas, com

densidade dada por (Iranmanesh et al., 2010):

1 1 —1 . Iv—1 _
f(X]M,E,A):(27T)np/2’A|p/2|2|n/2exp{—§tr AN(X-MS (X M)]}.(A.l)

Notagao: vec(X) ~ Npy(vec(M), A ® ), onde ® € o produto de Kronecker e vec(:) € a

operagao de vetoriza¢ao para nota¢ao de matrizes.

Considerando n = 1 e A(,2n) = I(nzn), onde I é a matriz identidade e substituindo em

(A.1), temos a seguinte situacao.

Definicao A.1.2 (Distribuicao Normal multivariada) Seja X1y € RP um vetor

aleatdrio com distribui¢cao Normal multivariada com vetor de médias p,,1y € RP e matriz
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de covariancias Xpep) positiva definida, com densidade dada por (Johnson & Wichern,

2007):

1

M —
f(.’B’ K, ) (27‘(‘)P/2|2|1/2 ex

p{ 5@ w=e- )} (A2
Notagao: X ~ Ny(p,X).

Considerando um caso particular, com X um vetor aleatério com distribui¢cao Normal
multivariada com p = 1, p = p e ¥ = 02, dizemos que X = X tem distribuicao Normal

univariada, e a transformacao Z = % substituindo em (A.2), temos:
o

Definigao A.1.3 (Distribuicao Normal Padrao) Seja Z uma varidvel aleatdria com
distribui¢cao Normal univariada com média 0 e variancia 1, entao sua densidade é dada

por (James, 2010)

Notagao: Z ~ N(0,1).
Assim, podemos fazer a seguinte definicao.

Definigao A.1.4 (Fungao de distribuicao da distribuigao Normal Padrao) Seja a

varidvel aleatéria Z ~ N(0,1), a fungao

B(z) = /OO F(2)dz = /OO \/12_7Texp <—%,22) dz - R (A4)

¢ denominada de fungao de distribui¢ao da distribuicao Normal Padrao (James, 2010).

A.2 Distribuicao Gama Inversa

Definigao A.2.1 (Distribuicao Gamma Inversa matriz variada) Seja 3 uma ma-

triz aleatoria positiva definida de ordem p com distribuicao Gama Inversa matriz variada
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com parametros o > (p—1)/2, 5 > 0 e Q(pzp) > 0, com densidade dada por (Iranmanesh
et al., 2010):

2 1 a60) = oy ey { s (A.5)

onde tr € a fungao trago e I'y, € a funcao gama multivariada definida como

p
Ip(a) = 7?0 V[T (a = (5 - 1)/2), (A.6)
=1
onde I'(z) = [~ e7't*"dt. Notagio: 3 ~ IMGy(a, 3,9)

Se considerarmos o = v/2 e § = 2, e substituindo em (A.5), temos o seguinte caso

particular da distribuicao Gamma Inversa matriz variada.

Definigao A.2.2 (Distribuicao Wishart Inversa) Seja X uma matriz aleatoria po-
sitiva definida de ordem p com distribuicao Wishart Inversa com parametro de escala

Qzp) > 0 e v >p—1 graus de liberdade, sua densidade € (Gupta & Nagar, 2000):

|Q|V/2

f(E ’ v, Q) = 2”p/2rp(l//2)

1
3|~ D2 oy {—§tr(nz—1)} . (A7)
Notagao: X~ WI(v, Q).

Sejam ¥ ~ WI(v,2) e E(X) o valor esperado de X(James, 2010), temos as seguintes

propriedades:

Propriedade A.2.1 E[X7!| =vQ™" (Gupta & Nagar, 2000).

Propriedade A.2.2 Ellog |X|] = log || —p log2—> "7, Y(v—p+t), onde (z) = 8logl;(z)

¢ a funcao digamma (Gupta & Srivastava, 2010).

Agora, considere p =1e = 1/0 onde > 0 é um parametro de escala, e substitua

em (A.5), com isso obtemos a seguinte densidade:
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Definigao A.2.3 (Distribuicao Gamma Inversa) Seja S uma varidvel aleatoria com
distribuicao Gama Inversa com parametros o > 0 de forma e 6 > 0 de escala, com

densidade dada por:

f(s]a,6) = Fiz)s—a—l exp {—Q} s>, (A.8)

Notagao: S ~ IG(a, ).

Sejam S ~ IG(«,0) e E(S) o valor esperado de S (James, 2010), temos as seguintes
propriedades:

Propriedade A.2.3 E[S7!] = a/f.

Propriedade A.2.4 EllogS]| = logS — (95).

A.3 Distribuicao t-Student

Defini¢ao A.3.1 (Distribuigao t matriz variada generalizada) Seja T, € R
uma matriz aleatoria com distribuicao t matriz variada generalizada com parametros
M e R(p) Wign) > 0, Quzpy > 0, > (p—1)/2 ¢ f > 0, com densidade dada
por (Iranmanesh et al., 2010):

1|2 Q| Ty +n/2)
(27/B)"/2T ()

3 —(a+n/2)

X | Lnany + 5Q—l(T— MY YT - M) . (A9)

f(T| o, 3, M, ¥, Q)

Notagao: T ~ T, (o, B, M, ¥, 2).

Definicao A.3.2 (Distribuigao t multivariada) Seja T.1) € R¥*D um vetor aleats-

rio com distribuicio t multivariada com parametros p € R®) de locacdo, Qepapy > 0 de
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escala e v graus de liberdade, com densidade dada por (Johnson & Wichern, 2007):

~1/2 y —(v+p)/2

f(E] p,Q,v) =

Notagao: T ~ t,(u, 2, v).

Defini¢ao A.3.3 (Distribuicao t) Seja T' € R uma varidvel aleatdria com distribuicao
t unwariada com parametros € R de locagao, o > 0 de escala e v graus de liberdade,

com densidade dada por (Johnson & Wichern, 2007):

—(v+1)/2

ft | o) = L D/2) [1 41 (ﬂ) ] (A.11)

I'(v/2)y/Tvo v o

Notagao: T ~ t(u,o,v).

Teorema A.3.1 Sejam X | ¥ ~ N, ,(M,Q ® X) e ¥ ~ IMGy(c, 3, %) entio X ~
Topla, B, M, W, Q).

Demonstragao: A densidade de X | ¥ é dada por:

1 1
X| %)= exps —=tr [Q (X -M)/E (X -M } A12
XD = o I p{ St [ IO . (A12)
e a densidade de X é
A o (pt1)/2 { 1 O }
h(E) = ———— || P 2 expd ——tr(TX . A.13
®) = o = p{-5tr(¥ET) (A1)

Agora, encontramos a densidade de X empregando a definicao de distribuicao condicional
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(James, 2010), e fazendo X — M = D, assim

f(X)

/ f(X | X) h(X) dX, onde O é o espago das matrizes positivas definidas,
e

1 1 iy -1
exp< —=tr (27" D'YX7'D }
/e<27r>w/2|ﬂ|p/2|2|"/2 { " }

|‘I’|a o (pt1)/2 1 -
_ \\If| o w2 [ 1 i
= @n)rT2gerT, \E\ exp [Q DY D]

x |s| e t/2 exp{ﬁtr(\llﬁl)}dE

w|* QP2 —q— (ntptD) 1
_ ®|” | /‘ e (n+p+1) exp{—ﬂtr {ﬁﬂ_lD’E_lD—&—\I’E_I]}dE

(2m)P/23oPT ) (cx 2
| |7 / —a—{ntpsh) 1 Byo-1 -1
= —— -D'QD+V¥ | X ¥.(A.14
@) 23T (o || exp Btr 5 + dX( )

Agora, seja B ~ IMG (o +n/2, 3, %), entdo do fato de [5_,h(B)dB = 1, obtemos que

|\Il0|a+"/2 —a—(n+p+1)/2 1 -1
B0 Lpla +n/2)patnp/2 B exp B r(¥B™)pdB = 1
>01lp
|‘Il()|a+n/2 / _ n+p+1)/ 1 .
B ¥,B dB = 1
To(a+ nj2)gorn® g, Bl exp { ~5tr(¥oB ™)
—a— 1 B ( n)ﬁap
Bl @ (n+p+1)/QeXp{tr . B! }dB . 7n A5
/B>0 | B ( 0 ) |\Il ‘a—&- P ( )

Fazendo ¥y = gD'ﬂle + W e substituindo (A.15) em (A.14), temos:

@ Q"7 Tp(a+ 3)pertd
(2m)p/23oPT () 1, |“+”
|\I’|0‘|Q|_P/2 ( +n/2) |\Il ‘ (a+n/2)

(2m/B)"P/2T ()
1w |~ Q"1 a+n/2 ) |8
(27r/ﬁ)"”/2f

f(X)

(atn/2)
DQ 1D+\If’ (A.16)

Note que:

gD’QlD‘

Lpup) + g\Ile’QlD’

U\ I0un +§Q—1D@—1D’ .
(nan) T 5

‘gD’QlDJr\Il’ = ‘\Iw

Ad

(A.17)
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Substituindo novamente, (A.17) em (A.16) e D = X — M, temos

QTP T, a4+ 1/2) a2 B lekns)
W2 Q2T (o + n/2) 8, o —(a+n/2)
(277/6)"?/215,,(04) Lnan) + 527 (X = M)~ (X — M)’ L (A.18)

Portanto o teorema fica verificado. [J

Corolario A.3.1 Sejam X | ¥ ~ N,(p, ) e X ~ WI,(v,Q) entao X ~ Ty ,(v,2, u,1,€2).

Demonstracao: Basta consideramos X | ¥ ~ N, ,(M,Q® X) e ¥ ~ IMGy(a, 5, W)
comn =1, Q = Iy, 8 =2 e a=r/2, assim a demonstracao segue analogamente a

prova do teorema (A.3.1).

Corolario A.3.2 Sejam X | 0 ~ N(u,0) e 0 ~ IGy(a, ) entio X ~ t(u,0?, 2a) onde
o? =2B(2a)7t.

Demonstragao: A densidade de X | 6 é dada por

fal8) = o gt -}, (A19)

e a densidade de 6 € © é dada por

fO|a,B) = Ff;ﬁ_o‘_l exp {—g} . (A.20)

Assim,

B 1 1 B a- B
flx) = /@ ngexp{—%(x—uy} F(a)H 1exp{—§}d0
B [ iaya 1 8
—/@9 /29 1eXp{—2—9(m—u)2—5}d9

V21T (a)
\/%6—;(04) /@ g~ (2+D/2=1 oxpy {—g {1 + %(x - M)z} } dh.  (A.21)
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Seja B ~ IG((2a+1)/2,7), onde v = [1 + g5(7 — M)Q], do fato [ f(b)db = 1, temos

que

oo (2a-+1)/2
2l —(2a+1)/2—1 v _
———b ——+db = 1
/0 T((2a +1)/2) eXp{ b}

= B 1+ (= ] (20 +1)/2
—(2a+1)/2-1 B s ~ T((2a+1)/2)
/0 b exp 2 db = G (A.22)

Substituindo (A.22) em (A.21), temos

p* —(2a+1)/2-1 p 2
flx) = m/@e (2a+1)/ exp{—g [1+%(x—u)}}d9
pe [((2a+1)/2)
V27T () B(20+1)/2 [1 + %@ — )2

o N ~(20:+1)/2
— 6 F((Q + 1)/2) [1 1 (x _lu)2:|

i| (2a41)/2

Brl(a) BRI "’% )
2 2
fazendo [ = O;U ,

() reerp
o \/%F( )<2aa2)(2a+1)/2 [1+

—(2a+1)/2
r() 1 (z—pY’
V2ar o T((2a)/2) [1 ( ) ] '

(A.23)

Entao X ~ t(u, 02, 2a) onde 0? = 263(2a) !

A.4 Distribuicoes Assimétrica

Definigao A.4.1 (Distribuicao Normal Assimétrica Multivariada) Seja X um ve-
tor aleatorio de dimensdao p com distribuicao Normal Assimétrica Multivariada com vetor

de locagao p,,,,, matriz de escalas Xy, e vetor de forma(assimetria) Ap.1, com densidade
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dada por (Azzalini & Dalla Valle, 1996)
@] 1,3 8) = 2N, (2|, 2)@ (NE 2 (2 - ) (A.24)

Notagao: X ~ SN(u, 3, A)

Definigao A.4.2 (Distribuigao t Assimétrica Multivariada) Seja X um vetor ale-
atorio de dimensdao p com distribuicdo t Assimétrica Multivariada com vetor de locagao
Kpy1, matriz de escalas ¥y, vetor de forma(assimetria) Ap,1 e v > 0 graus de liberdade,

com densidade dada por (Cabral et al., 2012):

fla| w2 A0 = 2yfe | BTG END P vt (A2)

onde Az, ) = (£ — p)'S (x—p) e T(z | 7) € a funcio de densidade da distribui-
cao t uniwariada quando Z = % onde X ~ t(pu,0,7), denominada de distribuicdo t

padronizada. Nota¢ao: X ~ St(p, 3, A, v)
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Estruturas usadas nas Simulacoes

Nas estruturas de usadas na simulacao, II; denota a classe 1 e Il; representa a classe

Estrutura 1

I, : X ~ N

I : X ~ N

/-~
|O o|
L= =,
—

—
t

o
o 3
—

Ut
o
S (@)
L=
\_/

Estrutura 2

30 100 70 —25 100 70
I : X ~ 06-N , + 0.4 - Normal ,

30 70 100 10 70 100

25 100 70 —-30 100 70
Ih: X ~ 04-N , + 0.6 - Normal ,

5 70 100 —20 70 100
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X -~ OS(H {
e léz 1
X -~ 0.5.575({ } {
T

10| [100 0 —40| [100 60
M :X ~ 05-¢ : 5] +05-¢ : 5
5 0 100 25| |60 100
—10| [100 0 40 | [100 60
Mh:X ~ 05-¢ : 5] +05-¢ : 5
—5 0 100 —25| |60 100

0 25  24.74 15 20 5
I, : X ~ 03-N , 4+ 0.2 - Normal ,
7.5 24.74 50 15 5 5

Estrutura 3

Estrutura 4

Estrutura 5
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Estrutura 6

Hll

0.1255%

0.1255%

0.1255%

0.1255¢

0.1255%

0.1255¢

0.1255%

0.1255¢

—100_
—100
—100
_—100_

100
100
—100
—100

100
—100
100
7100_

100
—100
—100

100

—100_
100
100

_7100_

—100_
100
—100
100

—100_
—100
100
100

100
100
100

Y

100

100
70
70
70

100
70
-70
—70

100
—70
70
—70

100

—70

-70
70

100

—70

—70
70

100
—70
70
—70

100
70
—70
-70

100
70
70
70

70 70 70
100 70 70
70 100 70
70 70 100
70 —70 —70
100 70 —70
~70 100 70
70 70 100
70 70 —70
100 70 70
70 100 —70
70 —70 100
70 —70 70
100 70 —70
70 100 —70
70 70 100
70 70 70
100 70 —70
70 100 —70
70 70 100
70 70 —70
100 —70 70
~70 100 —70
70 —70 100
70 —70 -70
100 —70 —70
70 100 70
70 70 100
70 70 70

100 70 70
70 100 70|
70 70 100

10
10

10

—10
—10
—10
-10
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I, : 0.1255¢

+ 0.1255t

+ 0.1255t

+ 0.1255t

+ 0.1255t

+ 0.1255t

+ 0.1255t

+ 0.1255t

100
—70
—70
—70

100
—70
70
70

100
70
—70
70

100
70
70

—70

100
70
70

—70

100
70
—70
70

100
—70
70
70

100
—70
—70
—70

—70
100
70
70

—70
100
—70
—70

70
100
—70

70

70
100
70
—70

70
100
70
—70

70
100
—70

70

—170
100
—70
—70

—70
100
70
70

—70
70
100
70

70
—70
100

70

—70
—70
100
—70

70
70
100
—70

70
70
100
—70

—70
—70
100
—70

70
—70
100

70

—70
70
100
70

—70
70
70

100

70
—70
70
100

70
70
—70
100

—70
—70
—70
100

—70
—70
—70
100

70
70
-70
100

70
—70
70
100

—70
70
70

100
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