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a sonhar, a crer nos sonhos e a buscá-los, por serem minhas muletas, me sustentando

sempre nos caminhos que escolhi, e pelo apoio nos momentos de pressão. Agradeço aos

meus filhos pela paciência e espera, por nem sempre entenderem, mas aceitarem minhas

ausências de corpo e muitas vezes de alma, e por suportarem minha intolerância cotidi-
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Resumo

Esta tese é composta de duas partes. Inicialmente apresentamos uma forma aberta

do prinćıpio do máximo fraco para uma classe espećıfica de operadores eĺıpticos com

aplicações em estimativas de altura de hipersuperf́ıcies imersas com k-curvatura média

constante em produtos warped, cuja base é um intervalo da reta. Posteriormente, exi-

bimos estimativas envolvendo autovalores de um operador na forma η-divergente em

domı́nios limitados, com condições de bordo de Dirichlet, de uma variedade riemanni-

ana completa e encontramos uma estimativa sharp, em relação a fórmula assintótica de

Weyl, para os autovalores do operador η-laplaciano.

Palavras-chave: Prinćıpio do máximo fraco, Estimativas de altura, Autovalores, Pro-

blema de Dirichlet.



Abstract

This thesis is composed of two parts. Initially we present an open form of the weak

maximum principle for a specific class of elliptic operators, with applications in height

estimates of hypersurfaces with constant k-curvature immersed in it products warped,

whose the base is an interval. Subsequently, we show estimates involving eigenvalues of

Dirichlet problem for an operator in the η-divergent form defined in a bounded domain

of a complete Riemannian manifold, and we found a sharp estimate, in relation to Weyl

asymptotic formula, for the eigenvalues of the operator η-laplaciano.

Keywords: Weak maximum principle, Height estimates, Dirichlet problem, Eigenvalue.
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Introdução

Na primeira parte desta tese exibimos uma forma aberta do prinćıpio do máximo fraco

e fizemos algumas aplicações. O prinćıpio do máximo foi inicialmente demostrado para

o operador laplaciano definido em domı́nios do R
n. Posteriormente surgiram prinćıpios

do máximo para vários tipos de operadores definidos em muitos outros domı́nios. Suas

várias formas têm sido amplamente utilizadas em áreas distintas da matemática, e no

caso da geometria diferencial as aplicações são inúmeras.

Sabemos que uma função cont́ınua u : [a, b] → R assume o máximo em um ponto x0

de [a, b]. Se u tem segunda derivada cont́ınua e se tiver um máximo entre a e b, então

i)u′(x0) = 0 e ii)u′′(x0) ≤ 0.

Substituindo [a, b] ⊂ R por uma variedade riemanniana compacta (M, 〈, 〉) sem bordo,

para u ∈ C2(M) existe x0 ∈M tal que

i)u∗ = u(x0), ii)|∇u(x0)| = 0 e iii)∆u(x0) ≤ 0,

em que u∗ é o valor máximo atingido por u em M . Este é o que podemos chamar de

“Prinćıpio do Máximo usual” ou “Prinćıpio do Máximo finito”. Se M não é compacta,

ainda que u ∈ C2(M) e u∗ < +∞, é fato que a existência de x0 não é garantida, portanto

precisaremos de alguma hipótese adicional.

Comecemos analisando o caso do espaço euclidiano. É posśıvel mostrar, ver por

exemplo [47], que para u : Rn → R de classe C2 e u∗ < +∞, existe uma sequência

{xk} ⊂ R
n satisfazendo

i)u(xk) > u∗ − 1

k
, ii)|∇u(xk)| <

1

k
e iii)∆u(xk) <

1

k
,

para cada k ∈ N.
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Nesta direção, Omori [41] provou que se (M, 〈, 〉) é completa, com curvatura seccional

limitada inferiormente, então dada uma função u ∈ C2(M) limitada superiormente,

existe uma sequência {xk} ⊂M tal que

i)u(xk) > u∗ − 1

k
, ii)|∇u(xk)| <

1

k
e iii)∇2(u)(xk) <

1

k
〈, 〉.

Posteriormente Yau [53] melhorou o resultado de Omori substutuindo a hipótese sob

a curvatura seccional pela mesma hipótese sob a curvatura de Ricci obtendo

i)u(xk) > u∗ − 1

k
, ii)|∇u(xk)| <

1

k
e iii)∆(u)(xk) <

1

k
.

Anos mais tarde, Pigola, Rigoli e Setti [47] definiram que uma variedade riemanniana

(M, 〈, 〉), não necessariamente completa, satisfaz o “Prinćıpio do Máximo de Omori-Yau”

ou “Prinćıpio do Máximo no infinito” se dada uma função u ∈ C2(M), u∗ < +∞, existe

uma sequência {xk} ⊂M tal que

i)u(xk) > u∗ − 1

k
ii)|∇u(xk)| <

1

k
e iii)∆(u)(xk) <

1

k
.

Além disso, eles mostraram que a validade do prinćıpio do máximo pode ser expressa

através de condições que não envolvem necessariamente limitação sob as curvaturas.

Na mesma linha de Grigor’yan [30], os mesmos autores de [47] apresentaram uma

equivalência de M ser estocasticamente completa com a validade das seguintes proprie-

dades:

(P1) Para cada u ∈ C2(M), u∗ < +∞ e cada ε > 0

inf
Ωε

∆u ≤ 0, Ωε = {x ∈M : u(x) > u∗ − ε}.

(P2) Para cada u ∈ C2(M), u∗ < +∞, existe uma sequência {xk} ⊂M tal que

i)u(xk) > u∗ − 1

k
e ii)∆(u)(xk) <

1

k
.

(P3) Para cada u ∈ C2(M), u∗ < +∞ e toda f ∈ C0(R), se ∆u ≥ f(u) então

f(u∗) ≤ 0.

Desse modo eles estabeleceram que M , não necessariamente completa, satisfaz o

prinćıpio do máximo fraco (WMP) se para toda função u ∈ C2(M) limitada superior-

mente, existir uma sequência {xk} ⊂M tal que

i)u(xk) > u∗ − 1

k
e ii)∆(u)(xk) <

1

k
.
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Observaram ainda que toda variedade parabólica satisfaz o prinćıpio do máximo

fraco.

O prinćıpio do máximo e o prinćıpio do máximo fraco foram estendidos a outros

operadores e sob condições de diferenciabilidade mais fracas nas funções definidas em

M , ver por exemplo [1, 4, 7, 47]. Nesta direção, definimos para u ∈ C1(M) o operador

Lu = Lϕ,T,Xu = div
(

|∇u|−1ϕ(x, |∇u|)T (∇u, ·)]
)

− 〈X,∇u〉,

no sentido fraco, em que T é um campo de 2-tensores simétricos definido em (M, 〈, 〉)
satisfazendo

0 < T−(r) ≤ T (Y, Y ) ≤ T+(r),

para cada Y ∈ TxM , |Y | = 1, e todo x ∈ ∂Br, em que Br denota a bola geodésica de

raio r centrada na origem o, ϕ :M × R
+
0 → R

+
0 satisfazendo















i) ϕ(x, 0) = 0 para todo x ∈M

ii) ϕ(x, t) > 0 em M × R
+

iii) ϕ(x, t) ≤ A(x)tδ em M × R
+

para algum δ > 0, A(x) > 0 e X ∈ X(M).

Ademais definimos que para q(x) ∈ C0(M), q(x) > 0, o q-WMP se verifica em M

para o operador L se para cada u ∈ C1(M) com u∗ = supM u < +∞ e cada γ ∈ R com

γ < u∗, temos

inf
Ωγ

{q(x)Lu} ≤ 0 (no sentido fraco), Ωγ = {x ∈M : u(x) > γ}.

Nosso primeiro teorema é descrito como segue

Teorema 1 O q-WMP é válido em M para o operador L se, e somente se, o q-WMP

aberto é válido em M , ou seja, para cada f ∈ C0(R), cada aberto Ω ⊂ M com ∂Ω 6= ∅,
e cada v ∈ C0(Ω) ∩ C1(Ω) satisfazendo







i) q(x)Lv ≥ f(v) em Ω

ii) supΩ v < +∞

temos que ou supΩ v = sup∂Ω v ou f(supΩ v) ≤ 0.

Como consequência obtemos algumas aplicações em estimativas de altura de hipersu-

perf́ıcies não compactas com k-curvatura média constante imersas em produtos warped.

Os três resultados a seguir são aplicações a gráficos em produtos warped.
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Teorema 2 Seja (Pn, 〈, 〉
P
) uma variedade riemanniana n-dimensional e assuma que o

WMP é válido em P
n para o operador curvatura média. Seja M̄ = I ×% P

n e, para uma

função suave u : P → I ⊆ R, seja Σ(u) um gráfico em M̄ com H∗ = supPH ≤ 0.

Assuma que u e |Du|P são limitadas superiormente. Então ou Σ(u) é um slice Pu0, com

H(u0) = H∗ ≡ H, ou H(u∗) ≤ H∗, com u∗ = supP u.

Teorema 3 Seja (Pn, 〈, 〉
P
) uma variedade riemanniana n-dimensional e assuma que o

WMP é válido em P
n para o operador curvatura média. Considere U ⊂ P um aberto

com ∂U 6= ∅ e M̄ = I ×% P
n. Para u ∈ C0(U) ∩ C∞(U) com u(U) ⊂ I, seja Σ(u) um

gráfico em M̄ com supU H ≤ 0. Assuma que u e |Du|P são limitadas superiormente. Se

supU u > sup∂U u então H(supU u) ≤ supU H.

Nos dois teoremas anteriores assumimos a validade do WMP para o operador cur-

vatura média. Exibimos uma condição suficiente para a ocorrência deste fato conforme

Teorema 1.9 bem como os comentários acerca dele.

A seguir precisamos considerar a função altura h, bem como a função ângulo Θ =

〈N, ∂t〉, ambas sobre uma hipersuperf́ıcie Σn com curvatura média e k-curvatura média,

respectivamente, constantes em produtos warped.

Teorema 4 Seja F : Σn → I×%P
n uma hipersuperf́ıcie de curvatura média H constante,

estocasticamente completa, tal que, para uma orientação adequada do normal N , H ≥ 0.

Suponha que a função altura h é limitada superiormente em Σn. Se τ ∈ R é tal que

H(τ) > H, H′ ≥ 0 para t > τ , então h(x) ≤ τ em Σn.

Teorema 5 Seja F : Σn → I ×% P
n uma hipersuperf́ıcie completa com k-curvatura

média constante para algum 2 ≤ k ≤ n e supΣn |H1| < +∞. Assuma a existência de

um ponto eĺıptico em Σn tal que, para uma orientação adequada do normal N , Hk > 0.

Suponha

KΣn(x) ≥ −G2(r(x))

para alguma G ∈ C1(R+) satisfazendo

i)G(0) > 0; ii)G′(t) ≥ 0; iii)
1

G(t)
6∈ L1(+∞).

Assuma que existe τ ∈ R tal que H(τ) > H
1/k
k , com H′ ≥ 0 para t > τ , e seja Ωτ =

{x ∈ Σn : h(x) > τ}. Se a função altura h é limitada superiormente em Σn, então ou

supΩτ
Θ > 0 ou Ωτ = ∅, ou seja, h(x) ≤ τ em Σn.
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Para os próximos resultados consideramos Ω ⊂ Σn um aberto e exibimos o slab em

que F (Ω) está contido. Novamente consideramos os casos em que a curvatura média

e k-curvatura média, respectivamente, são constantes, e agora Σn está imersa em um

produto riemanniano.

Teorema 6 Seja F : Σn → R× P
n uma hipersuperf́ıcie estocasticamente completa com

curvatura média constante H > 0. Suponha que para algum α > 0, RicP ≥ −nα e

H2 > α. Seja Ω ⊂ Σn um aberto com ∂Ω 6= ∅ tal que F (Ω) está contida em um slab e

F (∂Ω) ⊂ P0 = {0} × P
n. Se

β = sup
Ω

Θ < 0

então

F (Ω) ⊂
[

0,
(1 + β)H

H2 − α

]

× P
n.

Em particular, isto acontece para todo conjunto relativamente compacto Ω ⊂ Σn com

∂Ω 6= ∅ tal que F (∂Ω) ⊂ P0 = {0} × P
n e β = supΩ Θ < 0.

Quando consideramos a existência de um ponto eĺıptico sobre Σn temos o próximo

resultado.

Teorema 7 Seja F : Σn → R× P
n uma hipersuperf́ıcie imersa com k-curvatura média

Hk constante, não nula, para algum k = 2, . . . , n, e com um ponto eĺıptico. Escolha o

normal N tal que Hk > 0 e suponha que KP ≥ −α para algum α > 0. Suponha ainda

que

H
k+1

k

k > αH∗
k−1, em que H∗

k−1 = sup
Σn

Hk−1(x),

e que o WMP seja válido em Σn para o operador Lk−1. Seja Ω ⊂ Σn um aberto com

∂Ω 6= ∅ tal que F (Ω) está contido em um slab e F (∂Ω) ⊂ P0 = {0} × P
n. Se

β = sup
Ω

Θ < 0

então

F (Ω) ⊂



0,
(1 + β)Hk

H
k+1

k

k − αH∗
k−1



× P
n.

Finalizamos o primeiro caṕıtulo com uma beĺıssima aplicação a uma hipersuperf́ıcie

dada por um gráfico de Killing.
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Teorema 8 Sejam M̄n+1 uma variedade riemanniana completa munida de um campo

de Killing completo Y e P uma folha integral da folheação de Killing. Considere F =

Fu : P → M̄n+1 um gráfico de Killing com curvatura média constante H ≥ 0. Assuma

que

sup
P

|Y | < +∞ e lim inf
R→+∞

log
∫

BR
|Y |

R2
< +∞,

em que BR = BR(o) é a bola geodésica em P centrada em uma origem fixa o e com raio

geodésico R. Se existe um valor regular τ de u tal que u é limitada superiormente em

alguma componete conexa do conjunto

Ωτ = {x ∈ Σ : u(x) > τ},

então o gráfico de Killing é mı́nimo.

Na segunda parte desta tese fizemos estimativas envolvendo os autovalores de uma

classe de operadores eĺıpticos, conforme equação (15), que contém o η-laplaciano e por

sua vez o laplaciano. Em todos os casos assumimos a condição de bordo de Dirichlet. A

seguir algumas considerações sobre este assunto.

O problema de Dirichlet para o operador laplaciano em um domı́nio Ω ⊂ R
2 é dado

por

(1)







∆u = −λu em Ω,

u = 0 em ∂Ω.

A constante λ que satisfaz (1) é chamada de autovalor e a solução u ∈ C2(Ω) a autofunção

correspondente. A existência ou não de soluções para (1) é conhecida como “problema

da membrana”, em que a membrana fixa é a pele de um tambor, ao tocarmos o tambor

a pele vibra e as frequências da vibração são os autovalores do laplaciano que dependem

da sua forma, do material entre outros.

Encontramos aplicações do estudo de autovalores de operadores diferenciais em mui-

tas áreas como por exemplo, na mecânica quântica, em que as quantidades, como energia,

impulso, posição, são representadas por operadores hermitianos em um espaço de Hil-

bert. Os autovalores do operador correspondente à energia são interpretados como os

posśıveis valores da energia que um sistema pode atingir, e a diferença entre eles significa

a diferença entre ńıveis de energia.

6



H.Weyl em 1911 estudou o problema (1) e foi o primeiro a publicar uma prova do

comportamento assintótico dos autovalores do laplaciano (cf.[50]), comportamento este

já estudado anos antes por Rayleigh, e conjecturado por Sommerfeld e Lorentz no ano

anterior. A expansão assintótica de Weyl é dada por

(2) λk ∼
4π2

(ωnvolΩ)
2

n

k
2

n (k → ∞),

em que ωn é o volume da bola unitária do R
n. A descoberta de Weyl tornou-se uma

ferramenta importante de comparação e estimativas relacionadas a autovalores, não só

do laplaciano mas também de operadores mais gerais: os eĺıpticos; e mais ainda, os

domı́nios do R
n puderam ser substitúıdos por domı́nios em variedades riemannianas.

Notamos que dessa expansão assintótica podemos obter

(3)
1

k

k
∑

i=1

λi ∼
n

n+ 2

4π2

(ωnvolΩ)
2

n

k
2

n

e

(4)
1

k

k
∑

i=1

λ2i ∼
n

n+ 4

16π4

(ωnvolΩ)
4

n

k
4

n .

Estimativas boas portanto são aquelas que nos fornecem as melhores cotas levando

em consideração as relações (2), (3) e (4). Surgiram então as inequações universais

para o laplaciano em domı́nios do R
n, como por exemplo a inequação de Payne-Pólya-

Weinberger [42, 43] que com o método das funções testes provaram

(5) λk+1 − λk ≤
4

nk

k
∑

i=1

λi.

Hile-Protter [31] relacionaram de forma mais precisa a equação (5) como segue

k
∑

i=1

λi
λk+1 − λi

≥ nk

4
.

Posteriormente Yang [52] obteve a primeira inequação de Yang

(6)
k

∑

i=1

(λk+1 − λi)
2 ≤ 4

n

k
∑

i=1

(λk+1 − λi)λi

e a segunda inequação de Yang

(7) λk+1 ≤
1

k

(

1 +
4

n

) k
∑

i=1

λi.
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Além disso ele obteve

(8) λk+1 − λk ≤ 2





(

2

n

1

k

k
∑

i=1

λi

)2

−
(

1 +
4

n

)

1

k

k
∑

i=1

(

λi −
1

k

k
∑

j=1

λj

)2




1

2

.

A fórmula assintótica de Weyl garante que a estimativa obtida por Yang é me-

lhor do que a obtida por Payne-Pólya-Weinberger. Outro fato utilizado para o cálculo

de estimativas de autovalores do laplaciano em domı́nios do R
n é a fórmula recursiva

de Cheng-Yang [17]. Apresentamos uma generalização desta fórmula no Apêndice do

Caṕıtulo 2. Fazendo uso de tal fórmula, Cheng e Yang ainda em [17] obtiveram para Ω

um domı́nio do R
n o seguinte resultado

(9) λk+1 ≤ C(n, k)k
2

nλ1,

em que C(n, k) é uma constante. Mais uma vez a expansão de Weyl garante que esta

cota é a melhor posśıvel em relação a ordem de k.

Uma outra desigualdade que envolve os autovalores do problema de Dirichlet do

operador laplaciano é a conjectura de Pólya a qual afirma que em um domı́nio Ω ⊂ R
n

temos

λk ≥
4π2

(ωnvolΩ)
2

n

k
2

n

para k ∈ {1, 2, . . .}. Em torno da conjectura de Pólya, Li-Yau [39] provaram ser válida

a desigualdade

(10)
1

k

k
∑

i=1

λi ≥
n

n+ 2

4π2

(ωnvolΩ)
2

n

k
2

n

para k = 1, 2, . . ..

Para o caso do operador laplaciano em uma variedade M compacta com bordo,

foi provada por Cheng-Yang [20] um tipo de inequação ainda mais geral envolvendo o

problema (1). Eles obtiveram,

(11)
k

∑

i=1

(λk+1 − λi)
2

∫

M

u2i |∇h|2dM ≤
k

∑

i=1

(λk+1 − λi)

∫

M

(2〈∇h,∇ui〉+ ui∆h)
2dM,

em que ui é a autofunção associada ao autovalor λi, h ∈ C3(M) ∩ C2(∂M) e k inteiro.

Pouco tempo depois, aplicando a equação (11) em um domı́nio Ω de uma variedade

riemanniana completa M e usando o fato dado pelo Teorema de Nash [40] de que toda
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variedade riemanniana completa M pode ser vista como subvariedade isometricamente

imersa no R
m, para algum m ≥ n, Chen-Cheng [15] obtiveram inequações do tipo Yang,

a saber: do tipo primeira-Yang

(12)
k

∑

i=1

(λk+1 − λi)
2 ≤ 4

n

k
∑

i=1

(λk+1 − λi)

(

λi +
n2

4
H2

0

)

,

e do tipo segunda-Yang

λk+1 +
n2

4
H2

0 ≤
(

1 +
4

n

)1

k

k
∑

i=1

(

λi +
n2

4
H2

0

)

,

em que H0 = supΩ̄ ‖H‖ e ‖H‖ é a norma do vetor curvatura média da imersão. Ademais,

fazendo uso da fórmula recursiva de Cheng-Yang, obtiveram

λk+1 +
n2

4
H2

0 ≤ C̄(n, k)k
2

n

(

λ1 +
n2

4
H2

0

)

,

em que C̄(n, k) é constante.

Mais tarde Cheng-Yang [19], usando também a referida fórmula recursiva, encontra-

ram também uma relação para a média dos k primeiros autovalores do laplaciano definido

em um domı́nio limitado de uma variedade riemanniana isometricamente imersa em um

espaço euclidiano, a saber

1

k

k
∑

i=1

λi ≥
n

√

(n+ 2)(n+ 4)

4π2

(ωnvolΩ)
2

n

k
2

n

para k = 1, 2, . . ..

Trabalhando com o operador η-laplaciano que também denotaremos por L (sem

confundir com L do Caṕıtulo 1), Xia-Xu [51] estenderam, sob as mesmas hipóteses, a

inequação (11) obtendo

(13)
k

∑

i=1

(λk+1 − λi)
2

∫

M

u2i |∇h|2dm ≤
k

∑

i=1

(λk+1 − λi)

∫

M

(2〈∇h,∇ui〉+ uiLh)
2dm,

em que dm = e−ηdM. Além disso, eles também consideraram um domı́nio Ω de uma

variedade riemanniana completa M isometricamente imersa em um espaço euclidiano

para provar que

(14)
k

∑

i=1

(λk+1 − λi)
2 ≤ 1

n

k
∑

i=1

(λk+1 − λi)(4λi + 4η0
√

λi + n2H2
0 + η20)
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em que η0 = maxΩ |∇η| e H0 = supΩ̄ ‖H‖.
Escrevemos esta fórmula em outro formato o que nos permitiu obter a extensão das

inequações apresentadas anteriormente para variedades riemannianas.

Consideramos Ω um domı́nio de uma variedade completa M e o problema de auto-

valores com condição de bordo de Dirichlet para o operador

(15) L(u) := divη(T (∇u)) = div(T (∇u))− 〈∇η, T (∇u)〉

em que T é um (0, 2)−tensor simétrico em M definido positivo, ou seja,

(16)







L(u) = −λu em Ω,

u = 0 em ∂Ω.

Este operador é uma extensão do η-laplaciano uma vez que fazendo T = I temos o

operador L.

Escrevemos o teorema da divergência para L e, por conseguinte, sua fórmula de

integração por partes para observar que este operador é formalmente auto-adjunto no

espaço de todas as funções em L2(Ω, dm) que se anulam em ∂Ω. Assim, da teoria

espectral podemos escrever 0 < λ1 ≤ λ2 . . . ≤ λk . . .→ ∞, em que

λi = −
∫

Ω

uiLuidm =

∫

Ω

T (∇ui,∇ui)dm.

Recentemente, Alencar-Neto-Zhou [2] provaram uma fórmula generalizada tipo Bo-

chner para o operador que foi introduzido por Cheng-Yau [21] a saber

�f = tr(∇2f ◦ T ) = 〈∇2f, T 〉,

em que f ∈ C∞(M) e T é um (1, 1)-tensor simétrico. A fórmula generalizada tipo

Bochner para o operador � é dada por

1

2
�(|∇f |2) = 〈∇f,∇(�f)〉+RT (∇f,∇f) + 〈∇2f,∇2f ◦ T 〉 − 〈∇2f,∇∇fT 〉,

em que RT (X, Y ) = tr(T ◦ (Z → R(X,Z)Y )) e R é o tensor curvatura de M . Para

o caso em que M é orientável e compacta, Cheng-Yau provaram que o operador � é

auto-adjunto se, e somente se, divT = 0.

Relacionamos os operadores L e �. Assim, obtemos a fórmula tipo Bochner:

1

2
L(|∇f |2) = 〈∇f,∇(Lf)〉+Rη,T (∇f,∇f) + 〈∇2f,∇2f ◦ T 〉 − 〈∇2f,∇∇fT 〉,
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em que Rη,T := RT −∇(divηT )
].

De posse da fórmula tipo Bocnher para L, o mais natural agora é estudarmos hiper-

superf́ıcies com k-curvatura média constante através das propriedades do operador L,
bem como obtermos algumas generalizações dos teoremas de Lichnerowicz e Obata, ou

até mesmo das recentes generalizações obtidas por Alencar-Neto-Zhou [2]. Além disso,

podemos obter algumas generalizações dos trabalhos de Uhlenbeck [49], Berger [11],

Soulf [48] e Mesquita [35]. A seguir apresentamos os principais resultados que provamos

envolvendo estimativas de autovalores do operador L.

Lema 1 Sejam Lu = divη(T (∇u)), λi o i-ésimo autovalor do problema (16) e ui a

autofunção correspondente a λi. Então para h ∈ C3(Ω) ∩ C2(∂Ω), e k inteiro, temos

k
∑

i=1

(λk+1 − λi)
2

∫

Ω

u2iT (∇h,∇h)dm ≤
k

∑

i=1

(λk+1 − λi)

∫

Ω

(uiLh+ 2T (∇h,∇ui))2dm.

Lema 2 Sejam Ω um domı́nio de uma variedade riemanniana n-dimensional M isome-

tricamente imersa no R
m, Lu = divη(T (∇u)), λi o i-ésimo autovalor do problema (16)

e ui a autofunção correspondente a λi. Então

tr(T )

k
∑

i=1

(λk+1 − λi)
2 ≤

k
∑

i=1

(λk+1 − λi)
[

∫

Ω
u2i

(

‖tr(α(T (·), ·))‖2 + |tr(∇T )− T (∇η)|2
)

dm

+4

∫

Ω
ui

(

〈tr(∇T ), T (∇ui)〉 − 〈T (∇η), T (∇ui)〉
)

dm + 4λi

]

.

Proposição 1 Sejam Ω um domı́nio de uma variedade riemanniana n-dimensional M

isometricamente imersa no R
m, Lu = divη(T (∇u)), λi o i-ésimo autovalor do problema

(16) e ui a autofunção correspondente a λi. Então

tr(T )
k

∑

i=1

(λk+1−λi)2 ≤
k

∑

i=1

(λk+1−λi)
(

(m−n)2A2
0T

2
∗+(T0+T∗η0)

2+4(T0+T∗η0)λ
1

2

i +4λi

)

,

em que A0 = max{supΩ̄ |Aek |, k = n + 1, . . . ,m}, Aek o operador de Weingarten da

imersão na direção ek, η0 = supΩ̄ |∇η|, T∗ = supΩ̄ |T | e T0 = supΩ̄ |tr(∇T )|.

A próxima proposição é uma importante ferramenta para a obtenção das genera-

lizações que discutiremos a seguir.
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Proposição 2 Sejam Ω um domı́nio de uma variedade riemanniana n-dimensional M

isometricamente imersa no R
m com vetor curvatura média H e λi o i-ésimo autovalor

do problema (16) para T = I. Então

(17)
k

∑

i=1

(λk+1 − λi)
2 ≤ 4

n

k
∑

i=1

(λk+1 − λi)

[

λi +
n2H2

0 + η20 + 2η̄0
4

]

,

em que η0 = supΩ̄ |∇η|, H0 = supΩ̄ ‖H‖ e η̄0 = supΩ̄ Lη são constantes.

Um fato interessante é quando consideramos υi := λi +
n2H2

0
+η2

0
+2η̄0

4
, de modo que

(17) é equivalente a
k

∑

i=1

(υk+1 − υi)
2 ≤ 4

n

k
∑

i=1

(υk+1 − υi)υi

que tem o mesmo formato da equação (6) para o caso do espaço euclidiano. As inequações

a seguir estendem os resultados de Cheng e Yang, [18] e [20], obtidos para domı́nios da

esfera unitária S
n(1) e para domı́nios do espaço projetivo CP

n(4) .

Teorema 9 Nas hipóteses da Proposição 2 temos as três equações seguintes

υk+1 ≤
1

k

(

1 +
4

n

)

k
∑

i=1

υi

υk+1 ≤
1

k

(

1 +
2

n

)

k
∑

i=1

υi +
[( 2

kn

k
∑

i=1

υi

)2

− 1

k

(

1 +
4

n

)

k
∑

j=1

(

υj −
1

k

k
∑

i=1

υi

)2] 1

2

υk+1 − υk ≤ 2
[( 2

kn

k
∑

i=1

υi

)2

− 1

k

(

1 +
4

n

)

k
∑

j=1

(

υj −
1

k

k
∑

i=1

υi

)2] 1

2

Teorema 10 Nas hipóteses da Proposição 2 temos

1

k

k
∑

i=1

υi ≥
n

√

(n+ 2)(n+ 4)

4π2

(ωnvolΩ)
2

n

k
2

n ,

para k=1,2,. . . .

Finalmente, provamos a desejada estimativa que está de acordo com a expansão

assintótica de Weyl.

Teorema 11 Nas hipóteses da Proposição 2 temos

υk+1 ≤
(

1 +
4

n

)

k
2

nυ1
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Caṕıtulo 1

Sobre o Prinćıpio do Máximo Fraco

Ressaltamos ao leitor que, apesar desta tese constar de dois temas distintos e com

notações adequadas aos assuntos abordados em cada um deles, alguns fatos prelimina-

res do presente caṕıtulo podem ser melhor esclarecidos no Caṕıtulo 2 à frente. Neste

caṕıtulo exibiremos uma outra forma do prinćıpio do máximo fraco e mostraremos al-

gumas aplicações.

1.1 Uma forma equivalente ao Prinćıpio do Máximo

Fraco

Seja (M, 〈, 〉) uma variedade riemanniana não necessariamente completa e consideremos

o operador Laplace-Beltrami ∆. Dizemos que M satisfaz o prinćıpio do máximo fraco

(WMP) para ∆ se para cada função u ∈ C2 em M tal que u∗ = supM u < +∞ e cada

γ < u∗ temos

inf
Ωγ

∆u ≤ 0,

com

Ωγ = {x ∈M : u(x) > γ}.

É bem conhecido que o WMP é equivalente à completude estocástica do movimento

browniano associado a ∆ (ver [46]) e à validade do teste Khasminskii (ver [34, 47]). Nesta

seção apresentaremos outra forma do Prinćıpio do Máximo fraco que nos será útil para

aplicações geométricas; não nos restringiremos ao caso do operador ∆. Primeiramente
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1.1 Uma forma equivalente ao Prinćıpio do Máximo Fraco

iremos definir uma classe de operadores conforme equação (1.3) abaixo, para maiores

detalhes ver [1, 3].

Seja T um campo de 2-tensores simétricos definido em uma variedade riemanniana

(M, 〈, 〉). Consideremos que, para funções cont́ınuas T− e T+ em R
+
0 = [0,+∞), o tensor

T satisfaça

(1.1) 0 < T−(r) ≤ T (Y, Y ) ≤ T+(r)

para cada Y ∈ TxM , |Y | = 1, e todo x ∈ ∂Br, em que Br denota a bola geodésica de

raio r centrada na origem o. Seja ϕ : M × R
+
0 → R

+
0 tal que ϕ(·, t) ∈ C0(M) para cada

t ∈ R
+
0 , ϕ(x, ·) ∈ C0(R+

0 ) ∩ C1(R+) para cada x ∈M , e denotando R
+ = (0,+∞),

(1.2)















i) ϕ(x, 0) = 0 para todo x ∈M ;

ii) ϕ(x, t) > 0 em M × R
+;

iii) ϕ(x, t) ≤ A(x)tδ em M × R
+

para algum δ > 0 e A ∈ C0(M), A > 0. Seja X um campo de vetores em M . Para

u ∈ C1(M) definimos

(1.3) Lu = Lϕ,T,Xu = div
(

|∇u|−1ϕ(x, |∇u|)T (∇u, ·)]
)

− 〈X,∇u〉

no sentido fraco, em que ] : T ∗M → TM denota o isomorfismo musical, ou seja, a inversa

da aplicação canônica ∗ : TM → TM∗ que associa cada campo X ∈ TM ao seu dual

X∗.

Observação 1.1 Notemos que a inequação (1.1) e o item ii) em (1.2) são as condições

de elipticidade do operador L. É bom destacar que as propriedades (1.1) e (1.2) não

serão usadas na demonstração do Teorema 1.1 a seguir, no entanto, elas são a base na

busca de condições suficientes para garantir que a propriedade expressa na Definição 1.1

abaixo seja válida na variedade que estamos considerando. Ver por exemplo em [1, 3],

ou vários outros resultados apresentados em [47].

No que segue tomamos q(x) ∈ C0(M), q(x) > 0.

Definição 1.1 Dizemos que o q-WMP (o Prinćıpio do Máximo q-Fraco) se verifica em

M para o operador L em (1.3) se, para cada u ∈ C1(M) com u∗ = supM u < +∞ e cada

γ ∈ R com γ < u∗, temos

(1.4) inf
Ωγ

{q(x)Lu} ≤ 0

14



1.1 Uma forma equivalente ao Prinćıpio do Máximo Fraco

no sentido fraco, em que

Ωγ = {x ∈M : u(x) > γ}.

No caso em que q(x) é uma constante positiva simplesmente diremos que L satisfaz o

WMP (Prinćıpio do Máximo Fraco).

Ressaltamos que quando q(x) é limitada entre duas constantes positivas a validade

de WMP é equivalente a validade de q-WMP. De fato, é fácil ver que quando q(x)

é limitada por baixo por uma constante positiva, então o q-WMP implica o WMP,

enquanto a rećıproca ocorre quando q(x) é limitada por cima.

Observemos que (1.4) no sentido fraco é expresso como segue: para todo ε > 0

−
∫

Ωγ

(

|∇u|−1ϕ(x, |∇u|)T (∇u,∇ψ) + 〈X,∇u〉ψ
)

≤
∫

Ωγ

ε

q(x)
ψ,

para toda ψ ∈ C∞
c (Ωγ), ψ ≥ 0, ψ 6≡ 0. Por outro lado, a inequação estrita

inf
Ωγ

{q(x)Lu} < 0,

no sentido fraco significa que para algum ε > 0

−
∫

Ωγ

(

|∇u|−1ϕ(x, |∇u|)T (∇u,∇ψ) + 〈X,∇u〉ψ
)

≤ −
∫

Ωγ

ε

q(x)
ψ,

para toda ψ ∈ C∞
c (Ωγ), ψ ≥ 0, ψ 6≡ 0.

O fato seguinte merece ser mencionado, visto que estende a Proposição 3.4 em [47]

para o operador (1.3).

Proposição 1.1 Sejam (M, 〈, 〉M) e (N, 〈, 〉N) variedades riemannianas não compactas,

e assuma que existam compactos A ⊂ M e B ⊂ N , e uma isometria riemanniana

F :M \A→ N \B que preserva sequências divergentes nos espaços ambientes, ou seja,

{xk} diverge em M se, e somente se, {F (xk)} diverge em N . Seja X um campo de

vetores em M , T um campo de 2-tensores simétricos em M satisfazendo (1.1) e ϕ como

em (1.2) que define o operador diferencial Lϕ,T,X em M ; sejam Y, S, ψ com as mesmas

propriedades em N e defina o operador diferencial Lψ,S,Y em N . Assuma que

Y = F∗X, S = F∗T, ψ(y, t) = ϕ(F−1(y), t)

em N \ B. Então o WMP é válido em M para o operador Lϕ,T,X se, e somente se, o

WMP é válido em N para o operador Lψ,S,Y .
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1.1 Uma forma equivalente ao Prinćıpio do Máximo Fraco

Observemos que a condição: “{xk} diverge em M se, e somente se, {F (xk)} di-

verge em N” faz sentido para qualquer sequência divergente mesmo que F não esteja

globalmente definida em M pois a sequência pode eventualmente sair do compacto A.

Demonstração: Suponhamos que WMP é válido em M para o operador Lϕ,T,X . Seja

v ∈ C1(N) com v∗ < +∞. Sem perda de generalidade podemos assumir que v∗ não

é atingido e é estritamente positivo. Consideremos K1, K2 dois domı́nios relativamente

compactos emM tais que A ⊆ K1 ⊆ K1 ⊆ K2. Escolhemos uma função de corte (cut-off

function) suave λ :M → [0, 1] satisfazendo

λ ≡







0 em K1;

1 em M \K2,

e defina uma função u ∈ C1(M) por

u =







λ(v ◦ F ), em M \ A;
0, em A.

Afirmamos que v∗ = u∗ e que u∗ não é atingido. Por construção u∗ ≤ v∗. Por outro

lado, seja {yk} uma sequência em N tal que v(yk) ↗ v∗. Como v não atinge v∗ a

sequência {yk} é divergente, portanto para k suficientemente grande yk não pertence

a B. Pela hipótese sobre F , {xk} = {F−1(yk)} é uma sequência divergente em M .

Assim u(xk) = λ(xk)(v ◦ F (xk)) = v(yk) para k suficientemente grande, mostrando que

u(xk) ↗ v∗ e v∗ = u∗. Além disso, u∗ não é atingido, de fato, u(x) = 0 em A, e

u(x) ≤ v(F (x)) < v∗ = u∗ em M \A, logo u não atinge u∗, como afirmado. Desta forma

podemos fixar γ < v∗ suficientemente próximo de v∗ tal que

Σγ = {y ∈ N : v(y) > γ} ⊂ N \ (B ∪ F (K2 \ A))

e considerar F−1(Σγ) = {x ∈ M \ A : (v ◦ F )(x) > γ}. Como v∗ = u∗ > 0 podemos

supor que γ > 0 e segue que

Ωγ = {x ∈M : u(x) > γ} = {x ∈M \ A : λ(x)(v ◦ F )(x) > γ}.

Em particular (v ◦ F )(x) > γ e então Ωγ ⊆ F−1(Σγ).
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1.1 Uma forma equivalente ao Prinćıpio do Máximo Fraco

A validade do WMP em M resulta que para cada ε > 0 existe algum ψ̃ ∈ C∞
c (Ωγ),

ψ̃ ≥ 0, ψ̃ 6≡ 0 tal que
∫

F−1(Σγ)

εψ̃ =

∫

Ωγ

εψ̃

≥ −
∫

Ωγ

(

|∇u|−1ϕ(x, |∇u|)T (∇u,∇ψ̃) + 〈X,∇u〉ψ̃
)

= −
∫

F−1(Σγ)

(

|∇u|−1ϕ(x, |∇u|)T (∇u,∇ψ̃) + 〈X,∇u〉ψ̃
)

= −
∫

Σγ

|∇(u ◦ F−1)|−1ϕ
(

F−1(y), |∇(u ◦ F−1)|
)

T (u, F−1, ψ̃, F−1)

−
∫

Σγ

〈X ◦ F−1,∇(u ◦ F−1)〉ψ̃ ◦ F−1,

onde T (u, F−1, ψ̃, F−1) = T
(

∇(u◦F−1),∇(ψ̃◦F−1)
)

. Mas para y ∈ Σγ, F
−1(y) ∈M\K2

e portanto

u(F−1(y)) = (v ◦ F )(F−1(y)) = v(y);

ϕ̃ = ψ̃ ◦ F−1 ∈ C∞
c (Σγ), ϕ̃ ≥ 0, ϕ̃ 6≡ 0;

X ◦ F−1 = Y e T (∇(u ◦ F−1), ∇ϕ̃) = S(∇v,∇ϕ̃).

Logo, sendo F uma isometria
∫

Σγ

εϕ̃ ≥ −
∫

Σγ

(

|∇v|−1ψ(y, |∇v|)S(∇v,∇ϕ̃) + 〈Y,∇v〉ϕ̃
)

.

Isto prova que o WMP é válido para o operador Lψ,S,Y em N . Repetindo o mesmo

argumento trocando M por N se prova que se WMP é válido em N , então também o é

em M (note que F−1 : N \B →M \A é uma isometria riemanniana que leva sequências

divergentes em sequências divergentes). �

Teorema 1.1 O q-WMP é válido em M para o operador L se, e somente se, o q-WMP

aberto é válido em M , ou seja, para cada f ∈ C0(R), cada aberto Ω ⊂ M com ∂Ω 6= ∅,
e cada v ∈ C0(Ω) ∩ C1(Ω) satisfazendo

(1.5)







i) q(x)Lv ≥ f(v) em Ω;

ii) supΩ v < +∞,

temos que, ou

(1.6) sup
Ω
v = sup

∂Ω
v
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1.1 Uma forma equivalente ao Prinćıpio do Máximo Fraco

ou

(1.7) f(sup
Ω
v) ≤ 0.

Observação 1.2 Observemos que o q-WMP em M para o operador L é também equi-

valente a seguinte dupla afirmação: O q-WMP é válido em M para o operador L se,

e somente se, para cada f ∈ C0(R), para cada aberto Ω ⊂ M com ∂Ω 6= ∅, e cada

v ∈ C0(Ω) ∩ C1(Ω) satisfazendo







i) q(x)Lv ≤ f(v) em Ω,

ii) infΩ v > −∞,

temos que, ou

inf
Ω
v = inf

∂Ω
v

ou

f(inf
Ω
v) ≥ 0.

Demonstração: Consideremos que o q-WMP é válido para o operador L emM e sejam

f , v e Ω como nas hipóteses do teorema. Suponhamos que (1.6) não é satisfeita, ou seja

(1.8) sup
Ω
v > sup

∂Ω
v.

Fixemos ε > 0 suficientemente pequeno tal que

(1.9) sup
Ω
v − 2ε > sup

∂Ω
v + 2ε

e definimos

(1.10) U2ε = {x ∈ Ω : v(x) > sup
Ω
v − 2ε}.

Notemos que U2ε 6= ∅. Além disso, para todo x ∈ U2ε temos de (1.9)

v(x) ≥ sup
Ω
v − 2ε > sup

∂Ω
v + 2ε > sup

∂Ω
v,

então x ∈ Ω por (1.8), ou seja, U2ε ⊂ Ω, e portanto

U ε ⊂ U2ε ⊂ U2ε ⊂ Ω,
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1.1 Uma forma equivalente ao Prinćıpio do Máximo Fraco

em que Uε é definido de maneira similar a (1.10). Somando, se necessário, uma constante

positiva a v, podemos supor que supΩ v > 2ε e seja γ = supΩ v − ε > 0. Escolhemos

uma função corte suave ψ :M → [0, 1] tal que

ψ ≡







1 em Uε,

0 em M \ U2ε,

e definimos

(1.11) u(x) =







ψ(x)v(x) em Ω,

0 em M \ Ω.

Temos que u ∈ C1(M), u∗ < +∞ e

(1.12) Lu = Lv em Uε.

Afirmamos que

Ωγ = {x ∈M : u(x) > γ} = Uε = {x ∈ Ω : v(x) > γ = sup
Ω
v − ε}.

Como v(x) = u(x) em Uε, é suficiente mostrar que Ωγ ⊂ Uε. Para todo x ∈ Ωγ tem-se

u(x) > γ > 0. Em particular, por (1.11), e para x ∈ Ω e v(x) > 0, segue que

v(x) ≥ ψ(x)v(x) = u(x) > γ = sup
Ω
v − ε

e isto significa que x ∈ Uε.

Como para qualquer constante α ∈ R, L(v+α) = Lv, usando (1.12) e (1.5) deduzimos

que

Lu = L(v + α) = Lv ≥ 1

q(x)
f(v) em Ωγ

ou equivalentemente

q(x)Lu ≥ f(v) em Ωγ.

Aplicando o q-WMP para u inferimos que

0 ≥ inf
Ωγ

{q(x)Lu} ≥ inf
Ωγ

f(v).

Mas Ωγ = Uε e assim, fazendo ε→ 0+ e usando a continuidade de f obtemos (1.7).
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Para a rećıproca, assumimos a validade do q-WMP aberto para L. Suponhamos por

absurdo que o q-WMP não é válido. Então, existe u ∈ C1(M) com u∗ < +∞, e γ < u∗

tais que

(1.13) β = inf
Ωγ

{q(x)Lu} > 0.

Isto implica que u é não constante e portanto, como β está aumentando com γ, escolhe-

mos γ suficientemente próximo a u∗, e podemos supor que

∂Ωγ = {x ∈M : u(x) = γ} 6= ∅.

Sejam Ω = Ωγ e v = u|Ω. Por (1.13) e pelo fato de u∗ < +∞ temos







q(x)Lv ≥ β on Ω,

supΩ v = u∗ < +∞.

Como f(v) ≡ β > 0, a alternativa (1.7) não pode ocorrer; e a alternativa (1.6) também

não, porque

sup
Ω
v = u∗ > γ = sup

∂Ω
v,

o que resulta na contradição desejada. �

Uma leitura cuidadosa desta prova nos permite reescrever o teorema acima como

segue.

Teorema 1.2 O q-WMP é válido em M para o operador L se, e somente se, para cada

β ∈ R
+, cada aberto Ω ⊂M com ∂Ω 6= ∅, e cada v ∈ C0(Ω) ∩ C1(Ω) satisfazendo







i) q(x)Lv ≥ β em Ω;

ii) supΩ v < +∞,

temos

sup
Ω
v = sup

∂Ω
v.

1.1.1 Parabolicidade e o Prinćıpio do Máximo Fraco

A discussão acima e o fato de que, como explicado com alguns detalhes em [47], a

parabolicidade para o operador Laplace-Beltrami ∆ é equivalente a uma certa forma

mais forte do WMP, sugerem introduzir a seguinte
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Definição 1.2 Dizemos que o operador L como em (1.3) é fortemente parabólico (SP)

em M se para cada u ∈ C1(M) não constante com u∗ < +∞ e para cada γ ∈ R com

γ < u∗ temos

inf
Ωγ

{Lu} < 0.

É imediato comparar esta definição com a mais familiar

Definição 1.3 Dizemos que o operador L é parabólico em M se para cada u ∈ C1(M)

com u∗ < +∞ e Lu ≥ 0 implicar em u constante.

É claro que a parabolicidade forte de L implica a parabolicidade de L. Para a

rećıproca, se L é parabólico e satisfaz a Propriedade 1.1 abaixo, então L também será

fortemente parabólico. Observamos que ampliamos a classe funcional para Liploc(M) ou

C0(M) ∩W 1,1+δ
loc (M).

Propriedade 1.1 Para cada aberto Ω ⊆ M , se u ∈ Liploc(Ω) ou C0(Ω) ∩ W 1,1+δ
loc (Ω)

satisfaz Lu ≥ 0 em Ω então, para cada α ∈ R fixado, a função v(x) = max{u(x), α}
também satisfaz Lv ≥ 0 em Ω.

De fato, assumindo a validade da Propriedade 1.1 e da Definição 1.3 com u ∈ C0(M)∩
W 1,1+δ

loc (M). Para ver a validade da Definição 1.2 argumentamos por contradição e

supomos que existe u não constante com u∗ < +∞, e γ ∈ R e γ < u∗ tais que Lu ≥ 0

em Ωγ.

Incrementando γ podemos assumir ∂Ωγ 6= ∅, porque caso contrário Ωγ = M e o

resultado é imediato. Consideremos a função

v(x) =







max{u(x), γ + u∗−γ
2

} em Ωγ,

γ + u∗−γ
2

em M \ Ωγ.

Então v∗ = u∗ < +∞ e pela Propriedade 1.1 em Ωγ temos que Lv ≥ 0 em Ωγ, implicando

que Lv ≥ 0 em M. Pela Definição 1.3 v é constante e então v = γ+ u∗−γ
2

< u∗ = v∗ = v,

o que é uma contradição.

Notemos que a Propriedade 1.1 é conhecida e válida, por exemplo, para o laplaciano e

para operadores da forma Lu = div(T (∇u, ·)])−〈X,∇u〉. Em particular, seX = (divT )]

temos o operador do tipo traço Lu = tr(T ◦∇2u) = div(T (∇u, ·)])−〈(divT )],∇u〉. Para
maiores esclarecimentos recomendamos ao leitor verificar a Definição 2.1 no Caṕıtulo 2.
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Além disso, a Propriedade 1.1 também é válida para a classe de operadores da forma

Lp,Qu =: div(|∇u|p−2∇u) − 〈∇Q,∇u〉 com p ∈ (1,+∞) e Q ∈ C∞(M) uma função

potencial (ver Proposição 7.2 de [12] para resultados mais gerais).

Assim, a Propriedade 1.1 é uma condição suficiente para a equivalência entre para-

bolicidade forte e parabolicidade para o operador L na classe Liploc(M) ou na classe

C0(M) ∩ W 1,1+δ
loc (M). Uma questão interessante é saber se também é uma condição

necessária.

Como era de se esperar temos a seguinte versão aberta da parabolicidade forte para

o operador L.

Teorema 1.3 A parabolicidade forte para o operador L como na Definição 1.2 é equi-

valente a seguinte SP aberta: para cada f ∈ C0(R), cada aberto Ω ⊂ M com ∂Ω 6= ∅ e

cada v ∈ C0(Ω) ∩ C1(Ω), não constante, satisfazendo







Lv ≥ f(v) em Ω,

supΩ v < +∞

temos que, ou

sup
Ω
v = sup

∂Ω
v

ou, para cada ε > 0

(1.14) inf
Uε

f(v) < 0

em que

Uε = {x ∈ Ω : v(x) > sup
Ω
v − ε}.

A prova do teorema acima é análoga a do Teorema 1.1, bastando ressaltar que a

mı́nima, mas essencial, diferença entre eles está nas conclusões (1.14) do Teorema 1.3 e

(1.7) do Teorema 1.1.

Definição 1.4 O operador L é Ahlfors parabólico em M se para cada aberto Ω ⊂ M

com ∂Ω 6= ∅ e cada v ∈ C0(Ω) ∩ C1(Ω), não constante, satisfazendo

(1.15)







Lv ≥ 0 em Ω,

supΩ v < +∞,
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temos que

(1.16) sup
Ω
v = sup

∂Ω
v.

Como consequência do Teorema 1.3 conclúımos que, se L é SP então L é Ahlfors

parabólico. Interessantemente, em estrita analogia com o Teorema 1.2, temos que a

rećıproca também é verdadeira.

Teorema 1.4 O operador L é SP em M se, e somente se, é Ahlfors parabólico.

Demonstração: Basta-nos provar que Ahlfors parabolicidade implica em SP . Supo-

nhamos por absurdo a existência de uma u ∈ C1(M), não constante e u∗ < +∞, e de

γ ∈ R e γ < u∗ tais que infΩγ
Lu ≥ 0, ou seja,

Lu ≥ 0 em Ωγ.

Como u é não constante, pela possibilidade de aumentar γ podemos supor ∂Ωγ 6= ∅.
Seja v = u|Ωγ

então, para Ω = Ωγ, v ∈ C0(Ω)∩ C1(Ω), v é não constante em Ω e satisfaz

(1.15). Portanto, por (1.16),

u∗ = sup
Ω
v = sup

∂Ω
v = γ

o que é uma contradição. �

Já provamos um número suficiente de condições que garantem a parabolicidade forte

para o operador geral L em (1.3). Entretanto, uma vez que no que segue vamos con-

siderar somente o caso ϕ(x, t) = t apresentamos aqui o resultado válido para o caso

linear.

Teorema 1.5 Seja (M, 〈, 〉) uma variedade riemanniana não compacta e L = Lϕ,T,X

como em (1.3), com ϕ(x, t) = t. Assuma a existência de γ ∈ C2(M) tal que






γ(x) → +∞ para x→ ∞,

Lγ < 0 fora de um conjunto compacto de M.

Então o operador L é fortemente parabólico.

A demonstração deste fato é análoga a prova do Teorema A em [1], com uma mo-

dificação no mesmo sentido da observada entre as demonstrações do Teorema 1.1 e do

Teorema 1.3. Ver também [14].

Se Lγ < 0 no sentido fraco fora de um compacto para γ ∈ C1(M) precisamos que T

seja positivo definido.

23



1.2 Aplicações a hipersuperf́ıcies em produtos warped

1.2 Aplicações a hipersuperf́ıcies em produtos war-

ped

Seja M̄ = I ×% P
numa variedade produto warped, em que I ⊆ R é um intervalo aberto,

(Pn, 〈, 〉
P
) é uma variedade riemanniana n-dimensional e % : I → R

+ é uma função

cont́ınua. A variedade produto I ×% P
n está munida com métrica

〈, 〉 = dt2 + %(t)2〈, 〉
P
.

Cada folha Pt = {t} × P, que chamaremos de um slice da folheação t ∈ I → Pt de M̄ , é

uma hipersuperf́ıcie totalmente umb́ılica com curvatura média constante. O campo de

vetores curvatura média Ht é dado por

Ht = −H(t)∂t, com H(t) =
%′(t)

%(t)
.

1.2.1 Gráficos em produtos warped

Dada uma função suave u : Pn → I ⊆ R, consideremos a imersão F : Pn → M̄ = I×%P
n

dada pelo gráfico de u, ou seja, F (x) = (u(x), x), e denotemos por Σ(u) a imagem F (Pn).

A métrica induzida em P
n da métrica do produto warped no espaço ambiente é dada por

〈, 〉 = du2 + %(u)2〈, 〉
P

e o campo de vetores

N =
%(u)

√

%(u)2 + |Du|2
P

(

1

%(u)2
Du− ∂t

)

define o normal unitário ao gráfico Σ(u) satisfazendo −1 ≤ 〈N, ∂t〉 < 0. A função

curvatura média H de Σ(u) com respeito a essa orientação é dada por

divP

(

Du
√

%(u)2 + |Du|2
P

)

= n%(u)

(

%′(u)
√

%(u)2 + |Du|2
P

−H

)

.

Note que divP, D e | · |P são tomadas com respeito a métrica original 〈, 〉
P
de P

n.

Fixamos uma origem o ∈ P
n e para u0 = u(o) seja

φ(t) =

∫ t

u0

ds

%(s)
.
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Definindo

(1.17) w(x) = φ(u(x)),

um cálculo direto mostra que w satisfaz

(1.18) divP

(

Dw
√

1 + |Dw|2
P

)

= n%(φ−1(w))

(

H(φ−1(w))
√

1 + |Dw|2
P

−H

)

.

Nos referimos ao operador em (1.18) de operador curvatura média em (Pn, 〈, 〉
P
).

Observemos que a mudança de variável em (1.17) tem uma interpretação geométrica.

Neste caso, olhamos a métrica do produto warped como uma métrica conforme à métrica

produto em J × P
n, em que J ⊆ R é um intervalo aberto, para maiores detalhes ver [6].

Teorema 1.6 Seja (Pn, 〈, 〉
P
) uma variedade riemanniana n-dimensional e assuma que

o WMP é válido em P
n para o operador curvatura média. Seja M̄ = I ×% P

n e, para

uma função suave u : P → I ⊆ R, seja Σ(u) um gráfico em M̄ com H∗ = supPH ≤ 0.

Assuma que u e |Du|P são limitadas superiormente. Então ou Σ(u) é um slice Pu0, com

H(u0) = H∗ ≡ H, ou H(u∗) ≤ H∗, com u∗ = supP u.

Demonstração: Assuma que Σ(u) não é um slice, ou seja, que u é não constante, e,

por contradição, supomos que H(u∗) > H∗. Por continuidade de H(t) podemos escolher

um valor regular de u, γ < u∗, suficientemente próximo de u∗ tal que H(t) > H∗ para

t ∈ [γ, u∗]. Definimos então w como em (1.17) e observamos que w∗ = supPw = φ(u∗), e

Ωγ = {x ∈ P : u(x) > γ} = Ω = {x ∈ P : w(x) > φ(γ)}.

Temos que ∂Ω 6= ∅ pois γ é um valor regular de u. Além disso, a função w satisfaz a

equação

divP

(

Dw
√

1 + |Dw|2
P

)

= n%(u)

(

H(u)
√

1 + |Dw|2
P

−H(x)

)

em Ω,

com

u = φ−1(w).

Como por hipótese H(x) ≤ 0 temos

H(x)
√

1 + |Dw|2
P

≥ H(x),
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então

n%(u)

(

H(u)
√

1 + |Dw|2
P

−H(x)

)

≥ n%(u)
H(u)−H(x)
√

1 + |Dw|2
P

.

Por outro lado, observemos que em Ω temos

H(u) > H∗ ≥ H(x).

Como

|Dw|2
P
=

|Du|2
P

%(u)
,

|Du|2
P
e %(u) são limitadas em Ω, então existe uma constante positiva C tal que

n%(u)
√

1 + |Dw|2
P

≥ C em Ω,

e










divP

(

Dw√
1+|Dw|2

P

)

≥ C(H(u)−H(x)) ≥ C(H(u)−H∗) > 0 em Ω,

supΩw = w∗ < +∞.

Agora, aplicando o Teorema 1.1, como H(u∗) − H∗ > 0, a alternativa (1.7) não pode

ocorrer. Temos ainda que

sup
Ω
w = w∗ > φ(γ) = sup

∂Ω
w,

e então a outra alternativa também não pode ocorrer, nos dando a contradição desejada.

�

O corolário seguinte é uma consequência imediata do Teorema 1.6.

Corolário 1.1 Seja (Pn, 〈, 〉
P
) uma variedade riemanniana n-dimensional e assuma que

o WMP é válido em P
n para o operador curvatura média. Seja M̄ = I ×% P

n e para

uma função suave u : P → I ⊆ R seja Σ(u) um gráfico mı́nimo em M̄ . Assuma que u e

|Du|P são limitadas superiormente. Então ou Σ(u) é um slice Pu0, com %′(u0) = 0, ou

%′(u∗) ≤ 0, com u∗ = supP u.

No próximo resultado estimamos H inferiormente.

Teorema 1.7 Seja (Pn, 〈, 〉
P
) uma variedade riemanniana n-dimensional e assuma que

o WMP é válido em P
n para o operador curvatura média. Considere U ⊂ P um aberto

com ∂U 6= ∅ e M̄ = I ×% P
n. Para u ∈ C0(U) ∩ C∞(U) com u(U) ⊂ I, seja Σ(u) um

gráfico em M̄ com supU H ≤ 0. Assuma que u e |Du|P são limitadas superiormente. Se

supU u > sup∂U u então H(supU u) ≤ supU H.
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Demonstração: Como supU u > sup∂U u temos que u é não constante. Suponhamos

por absurdo que H(supU u) > supU H. Escolhemos γ < supU u, suficientemente próximo

de supU u tal que H(t) > supU H para t ∈ [γ, supU u], e Ωγ ⊂ U , em que

Ωγ = {x ∈ U : u(x) > γ}.

Agora procedemos como na prova do Teorema 1.6 e obtemos a contradição desejada. �

Corolário 1.2 Seja (Pn, 〈, 〉
P
) uma variedade riemanniana n-dimensional e assuma que

o WMP é válido em P
n para o operador curvatura média. Considere U ⊂ P um aberto

com ∂U 6= ∅ e M̄ = I ×% P
n com %′ > 0. Para u ∈ C0(U) ∩ C∞(U) com u(U) ⊂ I, seja

Σ(u) um gráfico mı́nimo em M̄ . Assuma que u e |Du|P são limitadas superiormente.

Então supU u = sup∂U u.

Nos resultados acima assumimos a validade do WMP para o operador curvatura

média. Uma condição suficiente para isso é dada pela completude da variedade rieman-

niana (Pn, 〈, 〉
P
) em conjunto com a seguinte condição de crescimento do volume

lim inf
r→+∞

log volBr

r2
< +∞,

em que Br é a bola geodésica em P centrada em o e de raio r. Mais precisamente,

Teorema 1.8 ([47]) Seja (M, 〈, 〉) uma variedade completa. Assuma que

(1.19) lim inf
r→+∞

log volBr

r2
< +∞.

Seja u ∈ C2(M) tal que u∗ = supM u < +∞, e o campo Du√
1+|u|2

seja C1. Então, dado

γ ∈ R tal que

Ωγ = {x ∈ U : u(x) > γ} 6= ∅

temos infΩγ
div

(

Du√
1+|u|2

)

≤ 0.

Sendo assim, podemos escrever o Teorema1.6 na seguinte versão, cuja demonstração é

imediata.

Teorema 1.9 Seja (Pn, 〈, 〉
P
) uma variedade riemanniana n-dimensional completa. Fixe

uma origem o ∈ P e suponha que a condição (1.19) é satisfeita. Seja M̄ = R ×% P
n e

para u ∈ C∞(P) considere Σ(u) um gráfico em M̄ com H∗ = supPH ≤ 0. Assuma que

u e |Du|P são limitadas superiormente. Então ou Σ(u) é um slice Pu0, com H(u0) =

H∗ ≡ H, ou H(u∗) ≤ H∗, com u∗ = supP u.
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1.2.2 Hipersuperf́ıcies com curvatura média de ordem superior

constante

Começamos com o caso em que a curvatura média é constante. Primeiramente precisa-

mos de algumas definições. Dada uma hipersuperf́ıcie isometricamente imersa

F : Σn → M̄ = I ×% P
n,

sua função altura h ∈ C∞(Σn) é definida como h = πI ◦F , em que πI denota a projeção

no fator I ⊆ R. Em I introduzimos a função

(1.20) σ(t) =

∫ t

t0

%(r)dr

para algum t0 ∈ I fixo, e, quando a hipersuperf́ıcie é orientável, denotaremos Θ a função

ângulo Θ : Σn → [−1, 1] dada por

Θ = 〈N, ∂t〉

em que N denota a escolha de um campo de vetores unitários normais a Σn. Um cálculo

simples mostra que

|∇h|2 = 1−Θ2 em Σn.

Lembramos que uma variedade riemanniana M é estocasticamente completa se para

algum (x, t) ∈M × (0,+∞)
∫

M

p(x, y, t)dy = 1,

em que p :M ×M × R
+ → R é o núcleo do calor do operador Laplace-Beltrami.

Pigola, Rigoli e Setti em [46] demonstraram que a completude estocástica de uma

variedade riemanniana é equivalente a validade doWMP para operador Laplace-Beltrami

∆. É neste sentido que utilizaremos a completude estocástica da variedade. Para maiores

detalhes ver [46].

Teorema 1.10 Seja F : Σn → I ×% P
n uma hipersuperf́ıcie de curvatura média H

constante, estocasticamente completa, tal que, para uma orientação adequada do normal

N , H ≥ 0. Suponha que a função altura h é limitada superiormente em Σn. Se τ ∈ R

é tal que H(τ) > H, H′ ≥ 0 para t > τ , então h(x) ≤ τ em Σn.
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Demonstração: Por contradição suponhamos que supΣn h = h∗ > τ . Observemos que

h não pode ser constante em Σn, caso contrário h ≡ h∗ e F (Σn) seria um slice {h∗}×P
n

com curvatura média constante H = H(h∗), mas H é não decrescente para t > τ , e

h∗ > τ o que implicaria H = H(h∗) ≥ H(τ), contradizendo a hipótese de H < H(τ).

Logo h é não constante e podemos escolher um valor regular τ0, com τ < τ0 < h∗, de

modo que o bordo de Ωτ0 é não vazio, em que

Ωτ0 = {x ∈ Σn : h(x) > τ0}.

Da Proposição 6 em [7] temos

∆(σ ◦ h) = n%(h)(H(h) + ΘH).

Pelas hipóteses sobre H(τ) e H′ conclui-se para t > τ que H(t) ≥ H(τ) > H ≥ 0.

Assim, em Ωτ0 temos %(h) ≥ %(τ0) > 0 e H(h) ≥ H(τ0) ≥ H(τ) > H. Como H ≥ 0 e

−1 ≤ Θ ≤ 0 então ΘH ≥ −H e

H(h) + ΘH ≥ H(h)−H ≥ H(τ0)−H > 0,

assim

∆(σ ◦ h) ≥ n%(τ0)(H(τ0)−H) em Ωτ0 .

De (1.20), σ(t) é uma função crescente e portanto

Λσ(τ0) = {x ∈ Σn : σ(h(x)) > σ(τ0)} = Ωτ0 e ∂Λσ(τ0) = ∂Ωτ0 .

Tomemos Ω = Λσ(τ0) e v = σ(h)|Ω, então






∆v ≥ n%(τ0)(H(τ0)−H) > 0 em Ω,

supΩ v = σ(h∗) < +∞.

Aplicando o Teorema 1.1 devemos ter ou H(τ0) − H ≤ 0 ou supΩ v = sup∂Ω v. Mas

H(τ0) ≥ H > H e supΩ v = σ(h∗) > σ(τ0) = sup∂Ω v, obtendo assim uma contradição.

�

Agora vamos focar nossa atenção nas curvaturas de maior grau. Novamente neces-

sitamos de algumas definições e alguns fatos úteis. Seja A o operador Weingarten na

direção de N . Seus autovalores κ1, . . . , κn são chamados de curvaturas principais na
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direção de N da hipersuperf́ıcie orientável Σn. Suas funções simétricas elementares Sk,

k = 0, . . . , n, S0 ≡ 1, definem a k-curvatura média da hipersuperf́ıcie pela fórmula

Hk =

(

n

k

)−1

Sk.

Assim, H1 = H é a curvatura média, Hn é a curvatura de Gauss-Kronecker. Os tensores

de Newton associados a imersão são definidos indutivamente por

P0 = I, Pk = SkI − A ◦ Pk−1,

em que I é a identidade em TΣn. Para uso posterior, note que

trPk = (n− k)Sk, trA ◦ Pk = (k + 1)Sk+1.

Associado a cada tensor de Newton definido globalmente Pk : TΣ
n → TΣn, consideramos

o operador diferencial de segunda ordem Lk : C∞(Σn) → C∞(Σn) dado por

(1.21) Lku = tr(Pk ◦ ∇2u).

Em particular, L0 é o operador Laplace-Beltrami. É imediato da Definição 2.1 e da

equação (2.3), ambas do Caṕıtulo 2, que

Lku = div(Pk(∇u))− 〈(divPk)],∇u〉.

Isto implica que Lk é eĺıptico se, e somente se, Pk é positivo definido.

Note que a elipticidade do operador L1 é garantida assumindo que H2 > 0. De fato,

se isso acontece a curvatura média não se anula em Σn, pela inequação básica H2
1 ≥ H2.

Portanto, a imersão é automaticamente orientável. Ademais

n2H2
1 =

n
∑

j=1

κ2j + n(n− 1)H2 > κ2i

para todo i = 1, . . . , n, e assim os autovalores µ1,i de P1 satisfazem µ1,i = nH1 − κi > 0

para todo i, escolhendo N para que H1 > 0. Isto mostra a elipticidade de L1. Em

relação a Lj quando j ≥ 2, assumiremos a existência de um ponto eĺıptico em Σn, ou

seja, um ponto p ∈ Σn no qual o operador de Weingarten A tem autovalores positivos

com respeito a uma orientação apropriada. Pelo Lema 1 em [36], a existência de p

implica que se Hk > 0 em toda Σn então o mesmo acontece para Hj, j = 1, . . . , k − 1, e

aplicando as inequações de G̊arding [26], temos

H1 ≥ H
1/2
2 ≥ · · · ≥ H

1/(k−1)
k−1 ≥ H

1/k
k > 0 em Σn,
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com igualdade em qualquer ńıvel somente nos pontos umb́ılicos. Em particular, a hiper-

superf́ıcie é orientável. Além disso, pela Proposição 3.2 em [8] também sabemos que cada

operador Lj é eĺıptico para j ≤ k−1. Observemos que a existência de um ponto eĺıptico

não é garantida, em geral, mesmo no caso compacto; esferas totalmente geodésicas e o

toro de Clifford em S
n+1 são exemplos de hipersuperf́ıcies isoparamétricas, compactas

sem pontos eĺıpticos. No entanto, não é dif́ıcil ver que toda hipersuperf́ıcie compacta em

um hemisfério aberto tem pontos eĺıpticos.

No que segue indicaremos porKM a curvatura seccional da variedade riemannianaM .

A fim de garantir a validade do WMP para o tipo de operadores que usaremos no próximo

resultado, ou seja, operadores do tipo traço que não podem ser colocados na forma

divergente, utilizaremos a forma do prinćıpio do máximo forte para tais operadores, isto

é, assumiremos um limite inferior para KΣn (ver [7]). Isso poderia ter sido feito também

no Teorema 1.10 relaxando a hipótese sobre KΣn para a curvatura de Ricci de Σn (ver

[47]).

Teorema 1.11 Seja F : Σn → I ×% P
n uma hipersuperf́ıcie completa com k-curvatura

média constante para algum 2 ≤ k ≤ n e supΣn |H1| < +∞. Assuma a existência de

um ponto eĺıptico em Σn tal que, para uma orientação adequada do normal N , Hk > 0.

Suponha

KΣn(x) ≥ −G2(r(x))

para alguma G ∈ C1(R+) satisfazendo

i)G(0) > 0; ii)G′(t) ≥ 0; iii)
1

G(t)
6∈ L1(+∞).

Assuma que existe τ ∈ R tal que H(τ) > H
1/k
k , com H′ ≥ 0 para t > τ , e seja Ωτ =

{x ∈ Σn : h(x) > τ}. Se a função altura h é limitada superiormente em Σn, então ou

supΩτ
Θ > 0 ou Ωτ = ∅, ou seja, h(x) ≤ τ em Σn.

Demonstração: Assuma que Ωτ 6= ∅ e por contradição suponha que Θ ≤ 0 em Ωτ .

Consideremos que o WMP seja válido em Σn para o operador Lk−1 definido na equação

(1.21), em funções C2(Σn), por

Lk−1u = tr(Pk−1 ◦ ∇2u),
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em que, pela equação (34) em [7],

Pk−1 =
k−1
∑

j=0

(−1)j
ck−1

cj
H(h)k−1−jΘjPj.

com ck = (n− k)
(

n
k

)

= (k + 1)
(

n
k+1

)

.

Como Ωτ 6= ∅, então h∗ > τ . Se h é constante em Σn, então h ≡ h∗ e F (Σn) é um

slice {h∗} × P
n com k-curvatura média Hk = H(h∗)k. Mas H é não decrescente para

t > τ , o que implica

H
1

k

k = H(h∗) ≥ H(τ),

o que contradiz a hipótese H(τ) > H
1

k

k . Desta maneira podemos supor que h é não

constante e assim podemos fixar um valor regular τ < τ0 < h∗ para o qual ∂Ωτ0 6= ∅.
Note que como Ωτ0 ⊂ Ωτ então Θ ≤ 0 em Ωτ0 . Novamente, pela equação (34) em [7],

temos

Lk−1(σ ◦ h) = ck−1%(h)
(

H(h)k + (−1)k−1ΘkHk

)

em Ωτ0 .

Pelas hipóteses sobre H(τ) e H′ conclui-se que para t > τ que H(t) ≥ H(τ) > H
1

k

k > 0.

Assim, em Ωτ0 temos %(h) > %(τ0) > 0 e H(h)k ≥ H(τ0)
k ≥ H(τ)k > Hk. Como Hk > 0,

então (−1)k−1ΘkHk ≥ −Hk e

H(h)k + (−1)k−1ΘkHk ≥ H(h)k −Hk ≥ H(τ0)
k −Hk > 0,

implicando que

Lk−1(σ ◦ h) ≥ ck−1%(τ0)(H(τ0)
k −Hk) em Ωτ0 .

De (1.20), σ(t) é uma função crescente e consequentemente

Λσ(τ0) = {x ∈ Σn : σ(h(x)) > σ(τ0)} = Ωτ0 e ∂Λσ(τ0) = ∂Ωτ0 .

Tomamos Ω = Λσ(τ0) e v = σ(h)|Ω, de modo que







Lk−1v ≥ ck−1%(τ0)(H(τ0)
k −Hk) > 0 em Ω,

supΩ v = σ(h∗) < +∞.

Aplicando o Teorema 1.1 devemos ter ou H(τ0)
k−Hk ≤ 0, que é imposśıvel, ou supΩ v =

sup∂Ω v, que também não é posśıvel porque supΩ v = σ(h∗) > σ(τ0) = sup∂Ω v, o que nos

dá a contradição.
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Nos resta provar a validade do WMP em Σn para Lk−1. Nas hipóteses do teorema

sabemos que

(1.22) H1 ≥ H
1/j
j ≥ H

1/k
k > 0, j = 1, . . . , k − 1.

Assim temos H(h) > 0 em Σn e Pk−1 é positivo definido

tr(Pk−1) = ck−1

k−1
∑

j=0

|Θ|jH(h)k−1−jHj

≥ ck−1H(h)k−1 > 0 em Σn.

Além disso,

tr(Pk−1) ≤ ck−1

k−1
∑

j=0

H(h)k−1−jH∗
j ,

assim, a partir da hipótese de que

sup
Σn

|H1| < +∞

e usando (1.22) obtemos

(1.23) 0 < tr(Pk−1)(x) ≤ Λ

em Σn, para alguma constante positiva Λ.

Pela hipótese sobre a curvatura seccional de Σn e usando o Teorema 3 em [4], temos

que 1
tr(Pk−1(x))

-WMP é válido em Σn para o operador Lk−1. Como, de (1.23), 1
tr(Pk−1(x))

é

limitada inferiormente por uma constante positiva e então o WMP é válido para Lk−1.

�

Observação 1.3 O Teorema 1.11 complementa o Teorema 21 de [7] e estende a pri-

meira parte da Proposição 4 de [25] para o caso não compacto.

1.3 Aplicações a hipersuperf́ıcies em espaços produ-

tos

No que segue consideraremos o caso de um produto riemanniano R× P
n. De agora em

diante, se a função ângulo Θ de uma hipersuperf́ıcie orientável não muda de sinal, a
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orientação de N será escolhida de tal forma que Θ ≤ 0. Observemos que se a hipersu-

perf́ıcie é um gráfico local sobre P
n então ou Θ > 0 ou Θ < 0. Assim, pedir que Θ não

mude de sinal é uma hipótese mais fraca que pedir que a hipersuperf́ıcie seja um gráfico

local.

1.3.1 Hipersuperf́ıcies com curvatura média de ordem superior

constante

Começamos considerando o caso de curvatura média costante. A equação (3.8) do

Teorema 3.1 de [5] mostra que se F : Σn → R×P
n é uma hipersuperf́ıcie orientável com

curvatura média constante H e

φ = hH +Θ

então

(1.24) ∆φ = −Θ
(

|A|2 − nH2 + RicP(N̂ , N̂)
)

.

Aqui A é o operador de Weingarten da hipersuperf́ıcie e N̂ denota a projeção de N sobre

o fibrado P
n, ou seja,

N = 〈N, ∂t〉∂t + N̂ .

Em particular,

(1.25) |N̂ |2
P
= |∇h|2 ≤ 1.

Também temos

(1.26) ∆h = nHΘ.

Lembrando que o WMP para ∆ em Σn é equivalente a completude estocástica de

(Σn, 〈, 〉), temos

Teorema 1.12 Seja F : Σn → R × P
n uma hipersuperf́ıcie estocasticamente completa

com curvatura média constante H > 0. Suponha que para algum α > 0

(1.27) RicP ≥ −nα

e

(1.28) H2 > α.
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Seja Ω ⊂ Σn um aberto com ∂Ω 6= ∅ tal que F (Ω) está contida em um slab e F (∂Ω) ⊂
P0 = {0} × P

n. Se

(1.29) β = sup
Ω

Θ < 0

então

(1.30) F (Ω) ⊂
[

0,
(1 + β)H

H2 − α

]

× P
n.

Em particular, isto acontece para todo conjunto relativamente compacto Ω ⊂ Σn com

∂Ω 6= ∅ tal que F (∂Ω) ⊂ P0 = {0} × P
n e β = supΩ Θ < 0.

Demonstração: Seja δ > 0 tal que

α < α +
δ

n
≤ H2,

e consideremos a função

ψ = φ− α + δ/n

H
h = Θ+

H2 − α− δ/n

H
h.

Usando (1.24) e (1.26) obtemos

∆ψ = −Θ(|A|2 − nH2 + RicP(N̂ , N̂) + nα + δ).

De (1.27), (1.25) e pelo fato de que α > 0, temos

RicP(N̂ , N̂) ≥ −nα|N̂ |2
P
= −nα|∇h|2 ≥ −nα em Σn.

Como |A|2 ≥ nH2, resulta que ∆ψ ≥ −Θδ em Σn, e por (1.29) temos

∆ψ ≥ −Θδ ≥ −βδ > 0 em Ω.

Definimos v = ψ|Ω. Como F (Ω) está contido em um slab temos

(1.31)







∆v ≥ −βδ > 0 em Ω;

supΩ v < +∞.

Como Σn é estocasticamente completa e a alternativa (1.7) do Teorema 1.1 não pode

ocorrer, obtemos

sup
Ω
v = sup

∂Ω
v.

35



1.3 Aplicações a hipersuperf́ıcies em espaços produtos

Mas F (∂Ω) ⊂ {0} × P
n então h ≡ 0 em ∂Ω e assim v ≡ ψ ≡ Θ ≤ β em ∂Ω, então

β ≥ sup
∂Ω

v = sup
Ω
v.

Assim, podemos concluir que

β ≥ v = ψ = Θ+
H2 − α− δ/n

H
h ≥ −1 +

H2 − α− δ/n

H
h em Ω,

ou seja,

h(x) ≤ (1 + β)H

H2 − α− δ/n
em Ω,

para cada δ > 0 tal que α < α + δ/n ≤ H2. Fazendo δ → 0+ conclúımos

(1.32) h(x) ≤ (1 + β)H

H2 − α
em Ω.

Por outro lado, de (1.26) e (1.29)

∆h ≤ nHβ < 0 em Ω,

e como F (Ω) está contido em um slab, a função w = h|Ω é limitada inferiormente. Assim

podemos escrever






∆w ≤ nHβ < 0, em Ω;

infΩw > +∞.

Com o racioćınio análogo ao acima, usando agora os dois fatos descritos na Ob-

servação 1.2, obtemos

inf
Ω
w = inf

∂Ω
w = 0,

ou seja,

(1.33) w = h(x) ≥ 0 em Ω.

Colocando (1.32) e (1.33) juntas obtemos (1.30).

A última afirmação segue do fato que sendo Ω relativamente compacto, F (Ω) está

contido em um slab. �

Observação 1.4 No Teorema 1.12 se assumirmos Σn parabólica para o operador Laplace-

Beltrami ∆, então (1.29) pode ser relaxada a

Θ ≤ 0 em Ω,
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concluindo (1.30) sem nenhuma mudança. Para ver isto, observemos simplesmente que

como β poderia ser 0, em vez de (1.31) teŕıamos






∆v ≥ 0 em Ω;

supΩ v < +∞.

Da parabolicidade Ahlfors ou

(1.34) sup
Ω
v = sup

∂Ω
v

ou v é constante em Ω, e neste último caso (1.34) ainda é válida. O resto da demostração

é como no Teorema 1.12. O mesmo racioćınio se aplica para o limite inferior h(x) ≥ 0.

Observamos também que no caso “limite” α = 0, em outras palavras, o caso RicP ≥ 0,

pode ser facilmente obtido. De fato, fixemos α̂ > 0 suficientemente pequeno de tal

maneira que (1.28) seja válida. Então (1.27) é obviamente verdade com α̂ no lugar de

α. Aplicando o Teorema 1.12 e fazendo α̂ ↓ 0+, no lugar de (1.30) obtemos uma melhor

estimativa da altura

F (Ω) ⊂
[

0, (1 + β)
1

H

]

× P
n.

Assim, juntando as observações acima, temos que se fortalecemos a hipótese, de estocas-

ticamente completa para a parabolicidade do operador ∆ e exigimos RicP ≥ 0 podemos

eliminar (1.28) e relaxar (1.29) para Θ ≤ 0 em Ω e obter a estimativa de altura

F (Ω) ⊂
[

0,
1

H

]

× P
n.

Em outras palavras temos

Corolário 1.3 Seja F : Σn → R × P
n uma hipersuperf́ıcie parabólica com curvatura

média constante H > 0 e assuma RicP ≥ 0. Seja Ω ⊂ Σn um aberto com ∂Ω 6= ∅ tal que

F (Ω) está contido em um slab e F (∂Ω) ⊂ P0 = {0} × P
n. Se Θ ≤ 0 em Ω então

F (Ω) ⊂
[

0,
1

H

]

× P
n.

Este resultado está de acordo com as estimativas de altura obtidas por Rosenberg e

Cheng para Σn compacta, conforme [16] (ver também [32]).

O próximo resultado estende o Teorema 1.12 para curvatura média de ordem superior.
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Teorema 1.13 Seja F : Σn → R × P
n uma hipersuperf́ıcie imersa com k-curvatura

média Hk constante, não nula, para algum k = 2, . . . , n, e com um ponto eĺıptico. Esco-

lha o normal N tal que Hk > 0 e suponha que para algum α > 0

(1.35) KP ≥ −α.

Suponha ainda que

(1.36) H
k+1

k

k > αH∗
k−1, em que H∗

k−1 = sup
Σn

Hk−1(x),

e que o WMP seja válido em Σn para o operador Lk−1. Seja Ω ⊂ Σn um aberto com

∂Ω 6= ∅ tal que F (Ω) está contido em um slab e F (∂Ω) ⊂ P0 = {0} × P
n. Se

(1.37) β = sup
Ω

Θ < 0

então

(1.38) F (Ω) ⊂



0,
(1 + β)Hk

H
k+1

k

k − αH∗
k−1



× P
n.

Demonstração: Consideremos a função

φ = H
1/k
k h+Θ.

Sabemos de (21) da Proposição 6 em [7] que

(1.39) Lk−1h = ck−1HkΘ,

em que ck−1 = k
(

n
k

)

. Por outro lado, como Hk é constante, do Lema 27 em [7] também

temos

(1.40) Lk−1Θ = −Θ

(

n

k

)

(nH1Hk − (n− k)Hk+1)−Θ
n

∑

i=1

µk−1,iKP(Êi, N̂)|Êi ∧ N̂ |2.

Aqui os µk−1,i’s são os autovalores de Pk−1, {E1, . . . , En} é um referencial ortonormal

local em Σn que diagonaliza A, e o śımbolo “ ˆ ” denota a projeção na fibra P
n de um

campo de vetores do espaço produto R× P
n, ou seja,

N = 〈N, ∂t〉∂t + N̂ e Ei = 〈Ei, ∂t〉∂t + Êi, i = 1, . . . , n.
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Lembramos que Lk−1 é eĺıptico ou, equivalentemente, que os autovalores µk−1,i são todos

positivos. Segue de (1.39) e (1.40) que

Lk−1φ = −Θ

(

n

k

)

(nH1Hk − (n− k)Hk+1 − kH
k+1

k

k )−Θ
n

∑

i=1

µk−1,iKP(Êi, N̂)|Êi ∧ N̂ |2.

Usando as inequações de G̊arding,

nH1Hk − kH
k+1

k

k ≥ nH
k+1

k

k − kH
k+1

k

k = (n− k)H
k+1

k

k ,

portanto

nH1Hk − kH
k+1

k

k − (n− k)Hk+1 ≥ (n− k)(H
k+1

k

k −Hk+1) ≥ 0,

logo

(1.41) Lk−1φ ≥ −Θ
n

∑

i=1

µk−1,iKP(Êi, N̂)|Êi ∧ N̂ |2.

Para algum δ > 0 tal que

αH∗
k−1 < αH∗

k−1 + δ ≤ H
k+1

k

k

consideremos a função

ψ = φ− αH∗
k−1 + δ

Hk

h = Θ+
H

k+1

k

k − αH∗
k−1 − δ

Hk

h.

Então usando (1.39) e (1.41) obtemos

(1.42) Lk−1ψ ≥ −Θ
n

∑

i=1

µk−1,iKP(Êi, N̂)|Êi ∧ N̂ |2 −Θck−1(αH
∗
k−1 + δ).

Observemos que

(1.43) |Êi ∧ N̂ |2 = |∇h|2 − 〈Ei,∇h〉2 ≤ |∇h|2 ≤ 1.

De (1.35), (1.43), do fato de que α > 0 e que cada µk−1,i > 0, temos

n
∑

i=1

µk−1,iKP(Êi, N̂)|Êi ∧ N̂ |2 ≥ −α
n

∑

i=1

µk−1,i|∇h|2 ≥ −αtr(Pk−1)

= −αck−1Hk−1 ≥ −αck−1H
∗
k−1,
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ou seja,

(1.44)
n

∑

i=1

µk−1,iKP(Êi, N̂)|Êi ∧ N̂ |2 ≥ −αck−1H
∗
k−1.

Finalmente, de (1.42), (1.44) e (1.37) obtemos

Lk−1ψ ≥ −ck−1Θδ ≥ −ck−1βδ em Ω.

Definimos v = ψ|Ω. como F (Ω) está contido em um slab podemos escrever






Lk−1v ≥ −ck−1βδ > 0 em Ω;

supΩ v < +∞.

Assim, como o WMP é válido em Σn para Lk−1 e a alternativa (1.7) do Teorema 1.1 não

pode ocorrer temos

sup
Ω
v = sup

∂Ω
v.

Mas F (∂Ω) ⊂ {0} × P
n o que implica que h ≡ 0 em ∂Ω então v ≡ ψ ≡ Θ ≤ β em ∂Ω,

implicando que

β ≥ sup
∂Ω

v = sup
Ω
v.

Segue dáı

β ≥ v = ψ = Θ+
H

k+1

k

k − αH∗
k−1 − δ

Hk

h ≥ −1 +
H

k+1

k

k − αH∗
k−1 − δ

Hk

h em Ω.

ou seja,

h(x) ≤ (1 + β)Hk

H
k+1

k

k − αH∗
k−1 − δ

em Ω,

para cada δ > 0 tal que αH∗
k−1 < αH∗

k−1 + δ ≤ H
k+1

k

k . Fazendo δ → 0+ obtemos

(1.45) h(x) ≤ (1 + β)Hk

H
k+1

k

k − αH∗
k−1

em Ω.

Por outro lado, de (1.37) e (1.39)

Lk−1h ≤ ck−1Hkβ < 0 em Ω,

e conclúımos como no Teorema 1.12 que

(1.46) h(x) ≥ 0 em Ω.

De (1.45) e (1.46) conclúımos (1.38). �
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1.3 Aplicações a hipersuperf́ıcies em espaços produtos

Observação 1.5 A seguinte versão do Teorema 1.13 para o caso “limite” α = 0 pode ser

obtida raciocinando de maneira similar a Observação 1.4, usada para provar o Corolário

1.3.

Corolário 1.4 Seja F : Σn → R × P
n uma hipersuperf́ıcie imersa com k-curvatura

média Hk constante, para algum k = 2, . . . , n, com um ponto eĺıptico (em particular,

Hk 6= 0), e assuma KP ≥ 0. Escolha o normal N tal que Hk > 0, e assuma que Σn é

Lk−1 parabólica. Seja Ω ⊂ Σn um aberto com ∂Ω 6= ∅ tal que F (Ω) está contido em um

slab e F (∂Ω) ⊂ P0 = {0} × P
n. Se Θ ≤ 0 em Ω então

F (Ω) ⊂
[

0,
1

H
1

k

k

]

× P
n.

1.3.2 Hipóteses alternativas para os Teoremas 1.12 e 1.13

Em relação ao Teorema 1.12, é importante ressaltar que existem condições geométricas

que implicam a completude estocástica de Σn ou, de forma equivalente, a validade do

WMP para o operador laplaciano. Por exemplo, como comprovado por Grigor’yan em

[29] (ver também [30]), a completude de Σn e a condição de crescimento de volume

(1.47)
r

log volBr

/∈ L1(+∞),

em que Br é a bola geodésica em Σn centrada em uma origem fixa e de raio r, implicam

a validade de WMP para o ∆ em Σn. A condição (1.47) é válida, em particular, se

(1.48) lim inf
r→+∞

log volBr

r2
< +∞.

Portanto, o Teorema 1.12 continua válido se trocarmos a completude estocástica pela

completude e, ou a condição (1.47) ou a condição (1.48).

Por outro lado, se no Teorema 1.12 em vez de RicP ≥ −nα, assumirmos que

(1.49) KP ≥ −α

para algum α > 0, então obviamente RicP ≥ −nα. Além disso, pela equação de Gauss

para a hipersuperf́ıcie Σn temos

KΣn(X, Y ) = K(X, Y ) + 〈AX,X〉〈AY, Y 〉 − 〈AX, Y 〉2

≥ K(X, Y )− 2|A|2,
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1.3 Aplicações a hipersuperf́ıcies em espaços produtos

em que {X, Y } é uma base ortonormal para algum 2-dimensional plano tangente a Σn.

Aqui K(X, Y ) denota a curvatura seccional no espaço ambiente R×P
n do 2-dimensional

plano gerado por {X, Y }. Observemos que

K(X, Y ) = KP(X̂, Ŷ )|X̂ ∧ Ŷ |2,

em que X̂ e Ŷ denotam as projeções de X e Y no fibrado P
n, respectivamente, ou seja,

X = 〈X, ∂t〉∂t + X̂ e Y = 〈Y, ∂t〉∂t + Ŷ .

Então, usando que

|X̂ ∧ Ŷ |2 ≤ |X ∧ Y |2 = 1

obtemos que K(X, Y ) ≥ −α e portanto

(1.50) KΣn(X, Y ) ≥ −α− 2|A|2.

Logo, fixando uma origem o ∈ Σn e denotando por r(x) a função distância a o em Σn,

se

(1.51) |A(x)| ≤ G(r(x))

conclúımos de (1.50) que a curvatura seccional radial de o satisfaz

KΣn(x) ≥ −α− 2G(r(x))2.

Assim, se Σn é completa e assumimos G ∈ C1([0,+∞)) satisfazendo

(i) G(0) > 0, (ii) G′(t) ≥ 0 e (iii) 1/G(t) 6∈ L1(+∞),

pelo Teorema 3 em [4] o Prinćıpio do Máximo de Omori-Yau (portanto o WMP) é

válido em Σn para o ∆. Como consequência, o Teorema 1.12 continua verdadeiro se

trocarmos a completude estocástica e a condição (1.27) sobre curvatura de Ricci de

P
n pela completude, a condição (1.49) sobre a curvatura seccional de P

n, e a condição

(1.51) sobre o crescimento da segunda forma fundamental de Σn, em que G satisfaz as

condições acima.

Finalmente, um outro caminho para se obter a completude estocástica de Σn no

Teorema 1.12 é aplicar o teste de Khas’minskii [33], no qual afirma que uma variedade

riemanniana é estocasticamente completa se admite uma função γ ∈ C2, tal que






γ(x) → +∞ quando x→ ∞;

∆γ ≤ λγ, fora de um subconjunto compacto,
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1.3 Aplicações a hipersuperf́ıcies em espaços produtos

para alguma constante positiva λ > 0. Segue daqui, que o Teorema 1.12 continua válido

se substituirmos a completude estocástica pela condição de h : Σn → R tenda ao +∞
quando x→ ∞, sem precisar da hipótese da variedade ser completa. Na verdade, como

H > 0 é constante, segue de (1.26) que

∆h ≤ nH < +∞.

Logo, pelo teste de Khas’minskii com γ = h, obtemos a completude estocástica de Σn.

Como no caso do Teorema 1.12, podemos forcecer hipóteses alternativas do Teorema

1.13, ou seja, sob condições geométricas apropriadas, temos a validade do WMP em Σn

para o operador Lk−1. Por exemplo, assuma que Σn é completa e que para uma origem

fixada o ∈ Σn,

(1.52) |A(x)| ≤ G(r(x)),

em que r(x) denota a função distância a o em Σn e G ∈ C1([0,+∞)) satisfaz

(i) G(0) > 0, (ii) G′(t) ≥ 0 e (iii) 1/G(t) 6∈ L1(+∞).

Segue, como anteriormente (ver a prova de (1.50)), que as curvaturas seccionais radiais

de o satisfazem

(1.53) KΣn(x) ≥ −α− 2G(r(x))2.

Agora observemos que (1.53), a completude de Σn e o fato que Hk−1(x) > 0 em Σn

implicam, pelo Teorema 3 em [4], a validade do q-prinćıpio do máximo de Omori-Yau

em Σn para Lk−1, com

q(x) =
1

ck−1Hk−1(x)
.

Em particular, a validade do q-WMP em Σn para Lk−1. Entretanto, como Hk−1(x) é

limitada superiormente em Σn por (1.36), então q(x) é limitada inferiormente por uma

constante positiva, e pela observação depois da Definição 1.1 isso implica na validade

do WMP para Lk−1 em Σn. Como consequência, o Teorema 1.13 continua válido se

substituirmos a validade do WMP em Σn para o operador Lk−1 pela completude de Σn

e a condição (1.52) sobre crescimento da sua segunda forma fundamental.

Por outro lado, uma maneira de fornecer outra hipótese alternativa do Teorema 1.12

foi o de aplicar o critério de Khas’minskii para a completude estocástica de Σn. No
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1.4 Aplicações a gráficos de Killing

Teorema A de [1] temos que um teste similar resulta na validade do WMP para uma

classe ampla de operadores incluindo os operadores do tipo Lk−1 considerados acima.

Em particular, o Teorema A em [1] com q(x) ≡ 1 e L = Lk−1 diz que o WMP é válido

em Σn para o operador Lk−1 se Σn admite uma função γ ∈ C2 tal que






γ(x) → +∞ quando x→ ∞;

Lk−1γ ≤ B, fora de um subconjunto compacto,

para alguma constante B > 0. Segue daqui que o Teorema 1.13 continua verdadeiro se

mudarmos a validade do WMP em Σn para o operador Lk−1 pela condição que h : Σn →
R se aproxime do +∞ quando x → ∞ (sem exigir que a variedade seja completa). De

fato, como Hk > 0 é constante, segue de (1.39) que

Lk−1h ≤ ck−1Hk < +∞.

Portanto, escolhendo γ = h obtemos a validade do WMP em Σn para o operador Lk−1.

1.4 Aplicações a gráficos de Killing

Trataremos agora o caso em que a variedade M̄n+1 está munida de um campo de vetores

Killing Y , não singular, com linhas de fluxo completo e distribuição ortogonal δ = 〈Y 〉⊥

integrável, ou seja, de acordo com o Teorema de Frobenius, [U, V ] ∈ δ para todo U, V ∈ δ.

Seja P uma folha integral fixa. Note que as folhas da folheação são hipersuperf́ıcies

totalmente geodésicas de M̄n+1. O fluxo Φ : R × P → M̄n+1 gerado por Y aplica

isometricamente P = P0 na folha Ps = Φs(P) para qualquer s ∈ R, em que Φs = Φ(s, ·).
Consideremos a imersão F : P → M̄n+1 dada por

F (x) = Fu(x) = Φ(u(x), x)

para alguma função suave u : P → R. Neste caso a hipersuperf́ıcie F (P) é chamada de

gráfico de Killing de u (ver [24]). Como Y é não singular podemos definir γ = |Y |−2 > 0.

O normal unitário ao gráfico é dado por

N(x) =
1

√

γ(x) + |Du|2(x)
(

γ(x)Y (x)− Φu(x)∗(Du(x))
)

,

em que D denota a derivada covariante em P e, por simplicidade de notação, denotamos

por γ e Y as restrições de γ e Y em P ao longo de F . O gráfico de Killing F tem
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1.4 Aplicações a gráficos de Killing

curvatura média constante H, na direção do normal N , se, e somente se, (ver [3])

(1.54) Lu = divlog√γ

(

Du

W

)

= nH em P,

em que,

W =
√

γ + |Du|2

e L é o operador

(1.55) Lu = div

(

Du

W

)

−
〈

∇(log
√
γ),

Du

W

〉

= div

(

Du

W

)

−
〈Dγ

2γ
,
Du

W

〉

,

conforme definido em (2.2). Aqui div é a divergência em P. Temos então o seguinte

Teorema 1.14 Sejam M̄n+1 uma variedade riemanniana completa munida de um campo

de Killing completo Y e P uma folha integral da folheação de Killing. Considere F =

Fu : P → M̄n+1 um gráfico de Killing com curvatura média constante H ≥ 0. Assuma

que

(1.56) sup
P

|Y | < +∞

e

(1.57) lim inf
R→+∞

log
∫

BR
|Y |

R2
< +∞,

em que BR = BR(o) é a bola geodésica em P centrada em uma origem fixa o e com raio

geodésico R. Se existe um valor regular τ de u tal que u é limitada superiormente em

alguma componete conexa do conjunto

Ωτ = {x ∈ Σ : u(x) > τ},

então o gráfico de Killing é mı́nimo.

Demonstração: Primeiramente, verificamos a validade do WMP para o operador L

(1.55) definido em P aplicando o Teorema 6 de [3]. Para aplicar o Teorema 6 de [3]

observamos que P é completa e, seguindo a notação do Teorema 6 de [3], tomamos

φ(x) = log
√

γ(x) = − log |Y (x)|, e escolhemos h a métrica em P, tal que h− e h+ são

ambas identicamente iguais a 1. Definimos

ϕ(x, t) =
t

√

γ(x) + t2
.

45



1.4 Aplicações a gráficos de Killing

Então ϕ claramente satisfaz i), ii) e iii) em (19) de [3] com

δ = 1 e A(x) = |Y (x)|.

Observemos que as condições de estrutura (19) de [3] são as condições em (1.2). Temos

que a hipótese (20) de [3] é garantida por (1.56). Seguindo ainda a notação do Teorema

6 de [3], escolhemos ς = 0 e µ = 0, tais que τ = −2. Então, a hipótese (24) de [3]

corresponde a nossa condição (1.57). Assim, segue do Teorema 6 de [3] que para cada

função u ∈ C2(P) tal que u∗ = supP u < +∞ e cada γ < u∗ temos

inf
Ωγ

Lu ≤ 0, com Ωγ = {x ∈ P : u(x) > γ}.

Em outras palavras, obtemos a validade do WMP para o operador L de (1.55) em P.

Seja Ω uma componente conexa de Ωτ em que u é limitada superiormente. Note que

∅ 6= ∂Ω ⊆ {x ∈ P : u(x) = τ}. Seja v = u|Ω. Por contradição, suponha H > 0. De

(1.54)






Lv = nH > 0 em Ω;

supΩ v < +∞.

Aplicando o Teorema 1.1, como H > 0 a alternativa (1.7) não pode ocorrer, então

conclúımos que

sup
Ω
v = sup

∂Ω
v = τ,

isto é, u ≡ τ em Ω e Fu(x) = Φ(τ, x) ⊆ Pτ em Ω. Assim, Ω com a métrica induzida

é isométrico a um aberto de Pτ que é totalmente geodésico em M̄n+1, implicando que

H = 0, o que é uma contradição. Do teorema acima deduzimos o corolário a seguir

relacionado com os resultados apresentados em [3].

Corolário 1.5 Nas hipóteses do Teorema 1.14 se u é limitada superiormente então o

gráfico de Killing Fu : P → M̄n+1 é mı́nimo.
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Caṕıtulo 2

Estimativas com autovalores

Nosso objetivo aqui será provar os Teoremas 2.1, 2.2 e 2.3. O primeiro é uma gene-

ralização de resultados decorrentes da primeira inequação de Yang, como por exemplo

de (7), o segundo generaliza o limite inferior para a média dos k primeiros autovalores

baseado na Conjectura de Pólya (10), enquanto que o terceiro estende a estimativa (9)

que nos fornece um limite superior para o k-ésimo autovalor em função do primeiro

autovalor. Para isso começaremos definindo um operador que nos remete a resultados

bem gerais bem como aplicar um cálculo tensorial livre de contas em coordenadas. Além

disso, espera-se que este operador seja útil para a obtenção de ferramentas de rigidez ou

caracterização de objetos geométricos conhecidos.

Ressaltamos que por motivos convencionais a notação utilizada neste caṕıtulo será

um pouco diversa da notação do caṕıtulo anterior.

2.1 Motivando a definição do operador L

Relembremos que um (1, 1)-tensor em uma variedade riemanniana (M, 〈, 〉) é uma aplicação

C∞(M)-linear

T : X(M) → X(M).

Enquanto que, num (0, 2)-tensor, o domı́nio é X(M)×X(M) e o contradomı́nio é o anel

C∞(M) das funções diferenciáveis em M. Além disso, dados X, Y ∈ X(U), pede-se que

T (X, Y ) seja uma função diferenciável em um aberto U ⊂ M e T é C∞(U)-linear em

cada variável. Também é conveniente se referir a T como um campo de 2-tensores.
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2.1 Motivando a definição do operador L

Dado um (0, 2)-tensor T , podemos identificá-lo com um (1, 1)-tensor T mediante a

métrica riemanniana 〈, 〉, fazendo

〈T (X), Y 〉 := T (X, Y ).

Em particular, o tensor métrico 〈, 〉 será identificado com o (1, 1)-tensor identidade I em

X(M).

Seja (x1, . . . , xn) um sistema de coordenadas locais emMn, {∂1, . . . , ∂n} o referencial

coordenado e {e1, . . . , en} um referencial ortonormal. Utilizando a convenção de Einstein

da soma, segundo a qual estará impĺıcita uma soma sempre que houver ı́ndices repetidos

e em posições invertidas, temos que o traço de um (0, 2)-tensor T é dado por

(2.1) tr(T ) = gijT (∂i, ∂j) = gij〈T (∂i), ∂j〉.

Observemos que T (∂i) = gkl〈T (∂i), ∂k〉∂l = gkl〈∂i, T ∗(∂k)〉∂l, em que T ∗ é o operador

adjunto de T. Consideremos outro (0, 2)-tensor S para relembrarmos que o produto

interno de Hilbert-Schmidt é dado por

〈T, S〉 := tr(TS∗)
(2.1)
= gij〈(TS∗)(∂i), ∂j〉 = gij〈T (S∗(∂i)), ∂j〉

= gij〈T (gkl〈∂i, S(∂k)〉∂l), ∂j〉

= gijgkl〈S(∂k), ∂i〉〈T (∂l), ∂j〉 = gijgklSkiTlj.

A simetria da matriz (gij) e uma renumeração nos ı́ndices permite-nos escrever

〈T, S〉 = gikgjlTijSkl.

Assim, em {e1, . . . , en},

〈T, S〉 =
∑

i,j

TijSij =
∑

i,j

〈T (ei), ej〉〈S(ei), ej〉 =
∑

i

〈T (ei), S(ei)〉,

〈T, T 〉 =
∑

i

〈T (ei), T (ei)〉 =
∑

i

|T (ei)|2

e

〈T, I〉 =
∑

i

〈T (ei), I(ei)〉 =
∑

i

〈T (ei), ei〉 = tr(T ).
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2.1 Motivando a definição do operador L

Definição 2.1 A divergência de um (1, 1)-tensor T em (M, 〈, 〉) é definida como o (0, 1)-

tensor dado por

(divT )(v)(p) = tr(w 7→ (∇wT )(v)(p)),

em que p ∈M , v, w ∈ TpM, ∇ denota a derivada covariante de T e tr o traço calculado

na métrica 〈, 〉.

Se T é um (1, 1)-tensor e f ∈ C∞(M) então (divT )(∇f) = 〈divT, df〉 = 〈(divT )],∇f〉.
Ao se escrever esta relação para um (0, 2)-tensor, fica impĺıcito que se está trabalhando

com o (1, 1)-tensor correspondente. Ademais, quando não houver perigo de confusão,

omitiremos por simplicidade o “ ] ”.

Para cada campo de vetores X ∈ X(M) podemos considerar o (1, 1)-tensor ∇X dado

por ∇X(Y ) = ∇YX, para todo Y ∈ X(M). Desta maneira, a divergência de X é dada

por divX = tr(∇X). Além disso, vamos fixar uma função η ∈ C∞(M), para definirmos

a η-divergência de X como segue

divηX := divX − 〈∇η,X〉.

É imediato das propriedades usuais da divergência de campos de vetores que, para

f ∈ C∞(M) e X, Y ∈ X(M) teremos

divη(X + Y ) = divηX + divηY

divη(fX) = fdivηX + 〈∇f,X〉

div(e−ηX) = e−ηdivηX.

Quando (M, 〈, 〉) é uma variedade riemanniana orientada, tais propriedades nos levam a

considerar um peso em sua forma volume dM, bem como na forma volume d∂M de seu

bordo, como segue: dm = e−ηdM e dµ = e−ηd∂M . Portanto, se ν é um campo de vetores

normais unitários exterior ao ∂M e X é um campo de vetores tangentes compactamente

suportado em M , teremos

∫

M
divηXdm =

∫

M
e−ηdivηXdM =

∫

M
div(e−ηX)dM =

∫

∂M
〈X, ν〉dµ,

que é a expressão do teorema da divergência (ou Teorema de Stokes) para variedades

com peso.
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2.1 Motivando a definição do operador L

Para o caso em que X = ∇f , para alguma f ∈ C∞(M), o operador η-laplaciano L é

dado por

(2.2) L(f) := divη∇f.

É imediato que L satisfaz propriedades análogas às do laplaciano. Por exemplo, para

f, ` ∈ C∞(M) teremos

L(f`) = fL(`) + `L(f) + 2〈∇f,∇`〉,

ou ainda uma extensão natural da conhecida fórmula de Bochner, a saber:

1

2
L|∇f |2 = Ricη(∇f,∇f) + |∇2f |2 + 〈∇Lf,∇f〉,

em que se dá origem a uma extensão do tensor de Ricci, Ricη := Ric + ∇2η, o qual

é conhecido como tensor de Bakry-Émery-Ricci. Atualmente, esse tensor tem sido es-

pecialmente estudado na teoria de sólitos e quase sólitons de Ricci, uma vez que um

sóliton de Ricci gradiente (M, 〈, 〉,∇η, λ) é caracterizado por Ricη = λ〈, 〉 para alguma

constante λ, enquanto que num quase sóliton de Ricci gradiente, λ é uma função real

suave em M . Para maiores detalhes ver por exemplo [10, 13, 27, 44, 45].

Agora vamos considerar um (0, 2)-tensor simétrico T em M positivo definido, de

modo que o seu (1, 1)-tensor correspondente seja simétrico e positivo definido. Assim,

vamos definir um operador que é uma extensão do η-laplaciano (2.2).

Definição 2.2 Seja T um (1, 1)-tensor simétrico, positivo definido em (M, 〈, 〉). Defi-

nimos o operador (η, T )-divergente por

L(f) := divη(T (∇f)) = div(T (∇f))− 〈T (∇η),∇f〉

para toda f ∈ C∞(M).

É imediato das propriedade de divη e da simetria de T que

L(f`) = fL(`) + `L(f) + 2T (∇f,∇`)

para f, ` ∈ C∞(M). Além disso, associado ao operador (η, T )-divergente temos.

Definição 2.3 Definimos o η-divergente de um (1, 1)-tensor T em (M, 〈, 〉) como o

(0, 1)-tensor dado por

divηT := divT − dη ◦ T.
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2.1 Motivando a definição do operador L

Novamente pela simetria de T temos

div(T (X)) =
∑

i

〈∇eiT (X), ei〉 =
∑

i

〈(∇eiT )X, ei〉+ 〈T (∇eiX), ei〉

= (divT )(X) + 〈∇X, T 〉

e

〈∇fX, T 〉 =
∑

i

〈∇ei(fX), T (ei)〉 =
∑

i

T (f∇eiX + ei(f)X, ei)

= f
∑

i

T (∇eiX, ei) +
∑

i

T (X, ei(f)ei)

= f〈∇X, T 〉+ T (X,∇f) .

A relação a seguir, cuja versão para η constante foi empregada como ferramenta por

Barros e Gomes [9], por Barros, Gomes e Ribeiro [10], por Gomes [27] e em seguida,

para η não necessariamente constante, por Mesquita [35], relaciona o operador (η, T )-

divergente com o (0, 1)-tensor divηT .

Lema 2.1 ([35]) Sejam η, f : M → R funções suaves, T um (0, 2)-tensor simétrico e

Z ∈ X(M). Então vale

divη(T (fZ)) = f〈divηT, Z〉+ f〈∇Z, T 〉+ T (∇f, Z).

Em particular, se Z = ∇h para alguma h ∈ C∞(M), então

(2.3) divη(T (f∇h)) = f〈divηT,∇h〉+ f〈∇2h, T 〉+ T (∇f,∇h).

Recentemente Alencar-Neto-Zhou [2] provaram uma fórmula generalizada tipo Bo-

chner e aplicaram ao operador que foi introduzido por Cheng-Yau [21] a saber

�f = tr(∇2f ◦ T ) = 〈∇2f, T 〉,

em que f ∈ C∞(M) e T é um (1, 1)-tensor simétrico. A fórmula generalizada tipo

Bochner para o operador � é dada por

1

2
�(|∇f |2) = 〈∇f,∇(�f)〉+RT (∇f,∇f) + 〈∇2f,∇2f ◦ T 〉 − 〈∇2f,∇∇fT 〉,

em que RT (X, Y ) = tr(T ◦ (Z → R(X,Z)Y )) e R é o tensor curvatura de M . Para o

caso em que M é orientável e compacta, Cheng-Yau provaram que o operador � é auto-

adjunto se, e somente se, divT = 0. De fato, sendo M orientável (não necessariamente
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2.1 Motivando a definição do operador L

compacta) é imediato da equação (2.3), do teorema da divergência e da simetria de T

que
∫

M

(f�h− h�f)dM =

∫

M

(h〈divT,∇f〉 − f〈divT,∇h〉)dM,

para toda f, h ∈ C∞
c (M), donde podemos concluir o fato afirmado anteriormente provado

por Cheng-Yau. Por exemplo, denotando R = tr(Ric), é bem conhecido que divRic =

dR
2

e div(RI) = dR, logo o tensor G := Ric − R
2
〈, 〉 tem divergente nulo, e portanto

�f = 〈∇2f,G〉 é auto-adjunto.

Observemos que L, divηT e � se relacionam por (2.3), isto é

(2.4) Lf = 〈divηT,∇f〉+�f.

Em particular, se o operador � é auto-adjunto, tal relação se resume a

Lf = −〈∇η,∇f〉+�f.

A relação (2.4) nos fornece a seguinte fórmula

L(|∇f |2) = 〈divηT,∇(|∇f |2)〉+�(|∇f |2).

Mais precisamente, a fórmula tipo Bochner para o operador L é dada por

1

2
L(|∇f |2) = 〈∇f,∇(Lf)〉+Rη,T (∇f,∇f) + 〈∇2f,∇2f ◦ T 〉 − 〈∇2f,∇∇fT 〉,

em que Rη,T := RT −∇(divηT )
].

De fato, observemos inicialmente que pela equação (2.4) podemos deduzir

〈∇Lf,∇f〉 = 〈∇∇fdivηT,∇f〉+ 〈divηT,∇∇f∇f〉+ 〈∇(�f),∇f〉

= ∇(divηT )
](∇f,∇f) + 1

2
〈divηT,∇(|∇f |2)〉+ 〈∇(�f),∇f〉

= ∇(divηT )
](∇f,∇f) + 1

2
L(|∇f |2)− 1

2
�(|∇f |2) + 〈∇(�f),∇f〉,

isto é,

1

2
L(|∇f |2) = 〈∇Lf,∇f〉 − ∇(divηT )

](∇f,∇f) + 1

2
�(|∇f |2)− 〈∇(�f),∇f〉,

donde vamos concluir nossa afirmação imediatamente através da fórmula tipo Bochner

para o operador � de Cheng-Yau.
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2.2 O problema de Dirichlet

2.2 O problema de Dirichlet

Para o que segue denotaremos por (M, 〈, 〉) uma variedade riemanniana completa e Ω ⊂
M um domı́nio, ou seja, um aberto conexo e limitado emM . Além disso, observemos que

o teorema da divergência continua válido da seguinte forma
∫

Ω
Lfdm =

∫

∂Ω
T (∇f, ν)dµ,

em que dµ = e−ηd∂Ω é a forma volume com peso no ∂Ω induzida pelo campo de vetores

normais unitários µ exterior a Ω ao longo de ∂Ω. Assim, a fórmula de integração por

partes é dada por
∫

Ω

`Lfdm = −
∫

Ω

T (∇`,∇f)dm +

∫

∂Ω

`T (∇f, ν)dµ,

para toda f, ` ∈ C∞(Ω). Portanto, o operador L é formalmente auto-adjunto no espaço

de todas as funções em L2(Ω, dm) que se anulam em ∂Ω. Desse modo o problema de

autovalores

(2.5)







Lu = −λu em Ω

u = 0 em ∂Ω

possui um espectro real e discreto 0 < λ1 ≤ λ2 . . . ≤ λk . . .→ ∞, em que cada autovalor

é repetido de acordo com sua multiplicidade. Em particular, para as autofunções ui

temos

λi = −
∫

Ω

uiLuidm =

∫

Ω

T (∇ui,∇ui)dm.

Destacamos que o problema (2.5), para o caso em que L é o η-laplaciano, está

intimamente relacionado a problemas de autovalores em espaços com produto warped

(ver [22, 37, 38]). Por exemplo, quando Ω ⊂ R
n, associado à função η definimos

f(x) =
1

4
(2∆η − |∇η|2).

Assim f(x) é a curvatura escalar da métrica g0+e
−ηdθ2 no produto Ω×S

1 com g0 sendo

a métrica euclidiana no domı́nio Ω. Observamos que a curvatura escalar modificada de

uma métrica g e uma função dilatação η, como introduzido por Perelman em [44], é

Rm = R+ 4f , em que R é a curvatura escalar de g e f = f(x) como definida acima.

Conforme já esclarecemos na introdução a busca de limites superiores e inferiores

para os autovalores do problema (2.5) e também diferenças entre eles, teve ińıcio e mo-

tivação no caso particular em que L é o operador laplaciano e Ω um domı́nio de R
2, o
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2.3 Estimativas com autovalores para o operador L

conhecido problema da membrana, que teve origem na música. A expansão assintótica

de Weyl dada por (2) e suas consequências imediatas (3) e (4) serão a base para ob-

termos nossas estimativas. Além disso tomaremos como referência as inequações de

Payne-Pólya-Weinberger, Hile-Protter, Yang, Cheng-Yang, Li-Yau e Xia-Xu, todas elas

comentadas na introdução. Uma ressalva imediata de (3) é que

4

nk

k
∑

i=1

λi ∼
4

n+ 2

4π2

(ωnvolΩ)
2

n

k
2

n ,

e por conseguinte de (5)

λk+1 − λk ∼
4

n+ 2

4π2

(ωnvolΩ)
2

n

k
2

n .

Enquanto que um racioćınio análogo nos permite deduzir a partir de (3), (4) e (8) que

λk+1 − λk ≤ 2





(

2

n

1

k

k
∑

i=1

λi

)2

−
(

1 +
4

n

)

1

k

(

k
∑

i=1

λ2i −
1

k

(

k
∑

j=1

λj
)2

)





1

2

∼ 0.

Portanto, a estimativa (8) é melhor que (5).

Na Seção 2.4 faremos extensões dos resultados (9) e (10) para o caso particular em

que o operador L é o η-laplaciano.

2.3 Estimativas com autovalores para o operador L

De acordo com a motivação discutida na introdução, passamos agora a prova dos princi-

pais resultados deste caṕıtulo. Inicialmente demonstraremos o lema abaixo que estende

para o operador L os resultados obtidos nas equações (11) e (13). Para o que segue assu-

miremos que as autofunções associadas ao problema (2.5) são ortonormais em L2(Ω, dm).

Lema 2.2 Sejam Lu = divη(T (∇u)), λi o i-ésimo autovalor do problema (2.5) e ui a

autofunção correspondente a λi. Então para h ∈ C3(Ω) ∩ C2(∂Ω), e k inteiro, temos

k
∑

i=1

(λk+1 − λi)
2

∫

Ω

u2iT (∇h,∇h)dm ≤
k

∑

i=1

(λk+1 − λi)

∫

Ω

(uiLh+ 2T (∇h,∇ui))2dm.

Demonstração: A inequação de Rayleigh-Ritz nos diz que

λk+1 ≤ −
∫

Ω
ψLψdm

∫

Ω
ψ2dm

,
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2.3 Estimativas com autovalores para o operador L

para qualquer função não nula ψ : Ω → R satisfazendo

ψ|∂Ω = 0 and

∫

Ω

ψuidm = 0, ∀i = 1, . . . , k.

Para i, j ∈ {1, . . . , k}, e h ∈ C3(Ω) ∩ C2(∂Ω), consideraremos

φi = hui −
k

∑

j=1

cijuj então φi|∂Ω = 0

e para que

0 =

∫

Ω

φiuldm =

∫

Ω

huiuldm−
k

∑

j=1

cij

∫

Ω

ujuldm =

∫

Ω

huiuldm−
k

∑

j=1

cijδjl

é suficiente considerar cij =
∫

Ω
huiujdm. Então podemos escrever

(2.6) λk+1 ≤ −
∫

Ω
φiLφidm

∫

Ω
φ2
idm

.

Como

Lφi = L(hui)−
k

∑

j=1

cijLuj = −λihui + uiLh+ 2T (∇h,∇ui) +
k

∑

j=1

cijλjuj,

então

−φiLφi = −φi(uiLh+ 2T (∇h,∇ui)) + φiλihui −
k

∑

j=1

cijλjujφi

ou equivalentemente

(2.7) − φiLφi = −φi(uiLh+ 2T (∇h,∇ui)) + λiφ
2
i +

k
∑

j=1

cijλiujφi −
k

∑

j=1

cijλjujφi.

Substituindo (2.7) em (2.6)

λk+1 ≤ −
∫

Ω
(φi(uiLh+ 2T (∇h,∇ui))− λiφ

2
i )dm

∫

Ω
φ2
idm

o que resulta em

(2.8) (λk+1 − λi)|φi|2 ≤ −
∫

Ω

φi(uiLh+ 2T (∇h,∇ui))dm.

Agora, vamos estimar

Pi = −
∫

Ω

φi
(

uiLh+ 2T (∇h,∇ui)
)

dm.
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2.3 Estimativas com autovalores para o operador L

Seja

bij = −
∫

(ujLh+ 2T (∇h,∇uj))uidm,

como
∫

Ω
φiujdm = 0, podemos escrever

Pi = −
∫

Ω

φi
(

uiLh+ 2T (∇h,∇ui)−
k

∑

j=1

bijuj
)

dm.

Portanto

Pi = −
∫

Ω

φi
(

uiLh+ 2T (∇h,∇ui)−
k

∑

j=1

bijuj
)

dm

≤ |φi||uiLh+ 2T (∇h,∇ui)−
k

∑

j=1

bijuj|,

e assim temos

(2.9) (λk+1 − λi)P
2
i ≤ (λk+1 − λi)|φi|2|uiLh+ 2T (∇h,∇ui)−

k
∑

j=1

bijuj|2.

De (2.8) e (2.9) obtemos

(λk+1 − λi)Pi ≤ |uiLh+ 2T (∇h,∇ui)−
k

∑

j=1

bijuj|2

o que implica em

(2.10)
k

∑

i=1

(λk+1 − λi)
2Pi ≤

k
∑

i=1

(λk+1 − λi)|uiLh+ 2T (∇h,∇ui)−
k

∑

j=1

bijuj|2.

Além disso

λicij = −
∫

Ω

hujLuidm = −
∫

Ω

uiL(huj)dm

= −
∫

Ω

ui(−λjhuj + ujLh+ 2T (∇h,∇uj))dm = λjcij + bij,

portanto,

(2.11) bij = (λi − λj)cij, e observamos que bij = −bji.

Por outro lado,

|uiLh+ 2T (∇h,∇ui)−
k

∑

j=1

bijuj|2 = |uiLh+ 2T (∇h,∇ui)|2 +
k

∑

j=1

b2ij

−2
k

∑

j=1

bij

∫

Ω

(uiLh+ 2T (∇h,∇ui))ujdm

= |(uiLh+ 2T (∇h,∇ui)|2 −
k

∑

j=1

b2ij
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logo, usando (2.11)

(2.12) |(uiLh+ 2T (∇h,∇ui)−
k

∑

j=1

bijuj|2 = |(uiLh+ 2T (∇h,∇ui)|2 −
k

∑

j=1

(λi− λj)
2c2ij

e temos também que

Pi = −
∫

Ω

(hui −
k

∑

j=1

cijuj)(uiLh+ 2T (∇h,∇ui))dm

= −
∫

Ω

(hu2iLh+ 2huiT (∇h,∇ui))dm +
k

∑

j=1

cijbij

=

∫

Ω

T (∇(hu2i ),∇h)dm− 2

∫

Ω

huiT (∇h,∇ui)dm +
k

∑

j=1

(λi − λj)c
2
ij.

Assim

(2.13) Pi =

∫

Ω

u2iT (∇h,∇h)dm +
k

∑

j=1

(λi − λj)c
2
ij.

Substituindo (2.12) e (2.13) em (2.10)

k
∑

i=1

(λk+1 − λi)
2

∫

Ω

u2iT (∇h,∇h)dm +
k

∑

i,j=1

(λk+1 − λi)
2(λi − λj)c

2
ij ≤

k
∑

i=1

(λk+1 − λi)

∫

Ω

(uiLh+ 2T (∇h,∇ui))2dm−
k

∑

i,j=1

(λk+1 − λi)(λi − λj)
2c2ij.

Observemos que

k
∑

i,j=1

(λk+1 − λi)
2(λi − λj)c

2
ij =

k
∑

i,j=1

(λk+1 − λi)(λk+1 − λj + λj − λi)(λi − λj)c
2
ij

=
k

∑

i,j=1

(λk+1 − λi)(λk+1 − λj)(λi − λj)c
2
ij +

k
∑

i,j=1

(λk+1 − λi)(λj − λi)(λi − λj)c
2
ij

= −
k

∑

i,j=1

(λk − λi)(λi − λj)
2c2ij.

Finalmente conclúımos que

k
∑

i=1

(λk+1 − λi)
2

∫

Ω

u2iT (∇h,∇h)dm ≤
k

∑

i=1

(λk+1 − λi)

∫

Ω

(uiLh+ 2T (∇h,∇ui))2dm.

�
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Os próximos dois resultados nos permitem estender as inequações (12) e (14) para o

operador L. Destacamos que, apesar da estreita relação entre eles, o primeiro, para o

caso em que T = I, nos remete a inequações mais precisas que o segundo. Além disso,

a partir do Lema 2.3 escreveremos a inequação (14) em um formato que possibilitou

estendermos também outros resultados já conhecidos para o operador laplaciano.

Lema 2.3 Sejam Ω um domı́nio de uma variedade riemanniana n-dimensional M iso-

metricamente imersa no R
m, Lu = divη(T (∇u)), λi o i-ésimo autovalor do problema

(2.5) e ui a autofunção correspondente a λi. Então

tr(T )

k
∑

i=1

(λk+1 − λi)
2 ≤

k
∑

i=1

(λk+1 − λi)
[

∫

Ω
u2i

(

‖tr(α(T (·), ·))‖2 + |tr(∇T )− T (∇η)|2
)

dm

+4

∫

Ω
ui

(

〈tr(∇T ), T (∇ui)〉 − 〈T (∇η), T (∇ui)〉
)

dm + 4λi

]

.

Demonstração: Seja x = (x1, . . . , xm) o vetor posição da imersão de M em R
m.

Considere h = x` no Lema 2.2 e tome a soma em `. Assim temos, para Λji = λk+j − λi

k
∑

i=1

(Λ1
i )

2

∫

Ω
u2i

m
∑

`=1

T (∇x`,∇x`)dm ≤
k

∑

i=1

Λ1
i

∫

Ω

m
∑

`=1

(uiLx` + 2T (∇x`,∇ui))
2dm

=
k

∑

i=1

Λ1
i

∫

Ω

m
∑

`=1

(

uidivη(T (∇x`)) + 2T (∇x`,∇ui)
)2

dm,

portanto

k
∑

i=1

(Λ1
i )

2

∫

Ω
u2i

m
∑

`=1

T (∇x`,∇x`)dm ≤
k

∑

i=1

Λ1
i

∫

Ω

m
∑

`=1

(

u2i (divη(T (∇x`))
2

+4uidivη(T (∇x`))T (∇x`,∇ui) + 4T (∇x`,∇ui)
2
)

dm.(2.14)

Denotando por ∇0 a conexão canônica do R
m e sendo {e1, . . . , em} um referencial

ortonormal local geodésico em p ∈M e adaptado a M , podemos escrever

∇0x` =
n

∑

i=1

ei(x`)ei +
m
∑

i=n+1

ei(x`)ei,

e` = ∇x` + (∇x`)⊥.

Assim
m
∑

`=1

T (∇x`,∇ui)2 =
m
∑

`=1

〈∇x`, T (∇ui)〉2 =
m
∑

`=1

〈e` − (∇x`)⊥, T (∇ui)〉2

=
n

∑

`=1

〈e`, T (∇ui)〉2 = |T (∇ui)|2,(2.15)
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e

m
∑

`=1

T (∇x`,∇x`) =
m
∑

`=1

〈∇x`, T (∇x`)〉 =
m
∑

`=1

〈e` − (∇x`)⊥, T (∇x`)〉

=
n

∑

`=1

〈e`, T (∇x`)〉 =
n

∑

`=1

〈T (e`),∇x`〉

=
n

∑

l=1

〈e`, T (e`)〉 = tr(T ).(2.16)

Temos também que

divη(T (∇x)) :=
(

divη(T (∇x1)), . . . , divη(T (∇xm))
)

= (div(T (∇x1))− 〈∇η, T (∇x1)〉, . . . , div(T (∇xm))− 〈∇η, T (∇xm)〉).

Donde vamos escrever

(2.17) divη(T (∇x)) = div(T (∇x))− dη ◦ T (∇x).

Dessa maneira temos que

div(T (∇x)) :=
(

div(T (∇x1)), . . . , div(T (∇xm))
)

=
(

n
∑

i=1

ei(〈T (∇x1), ei〉), . . . ,
n

∑

i=1

ei(〈T (∇xm), ei〉)
)

=
n

∑

i=1

(ei(〈T (
n

∑

j=1

ej(x1)ej), ei〉), . . . , ei(〈T (
n

∑

j=1

ej(xm)ej), ei〉))

=
n

∑

i,j=1

(ei(ej(x1)〈T (ej), ei〉), . . . , ei(ej(xm)〈T (ej), ei〉)),

derivando, obtemos

div(T (∇x)) =
n

∑

i,j=1

(ei(ej(x1))〈T (ej), ei〉, . . . , ei(ej(xm))〈T (ej), ei〉)

+
n

∑

i,j=1

(ej(x1)〈∇eiT (ej), ei〉, . . . , ej(xm)〈∇eiT (ej), ei〉)

=
n

∑

i,j=1

〈T (ej), ei〉(ei(ej(x1)), . . . , ei(ej(xm)))

+
n

∑

i,j=1

〈∇eiT (ej), ei〉(ej(x1), . . . , ej(xm)).
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Logo

div(T (∇x)) =
n

∑

i,j=1

〈T (ej), ei〉(∇0
ei
ej)(x)) +

n
∑

i,j=1

〈∇eiT (ej), ei〉ej(x)

=
n

∑

i,j=1

〈T (ej), ei〉∇0
ei
ej +

n
∑

i,j=1

〈∇eiT (ej), ei〉ej

=
n

∑

i,j=1

〈T (ej), ei〉(∇eiej + α(ei, ej)) +
n

∑

i,j=1

〈∇eiT (ej), ei〉ej

=
n

∑

i,j=1

〈T (ej), ei〉α(ei, ej) +
n

∑

i,j=1

〈∇eiT (ej), ei〉ej

=
n

∑

j=1

α(T (ej), ej) +
n

∑

i,j=1

〈∇eiT (ej), ei〉ej.(2.18)

Como T é simétrico temos que 〈T (ej), ei〉 = 〈ej, T (ei)〉, o que implica

〈∇eiT (ej), ei〉 = 〈ej,∇eiT (ei)〉,

que substituindo em (2.18) temos

div(T (∇x)) =
n

∑

i=1

α(T (ei), ei) +
n

∑

i=1

∇eiT (ei)

=
n

∑

i=1

α(T (ei), ei) +
n

∑

i=1

(∇eiT )(ei)

=
n

∑

i=1

α(T (ei), ei) +
n

∑

i=1

(∇T )(ei, ei)

= tr(α(T (·), ·)) + tr(∇T ),

em que tr(α(T (·), ·)) :=
n

∑

i=1

α(T (ei), ei) ∈ X(M)⊥ e tr(∇T ) :=
n

∑

i=1

(∇T )(ei, ei) ∈ X(M).

Por outro lado,

dη ◦ T (∇x) :=
(

〈∇η, T (∇x1)〉, . . . , 〈∇η, T (∇xm)〉
)

=
(

〈∇η, T (
n

∑

i=1

ei(x1)ei)〉, . . . , 〈∇η, T (
n

∑

i=1

ei(xm)ei)〉
)

=
n

∑

i=1

〈∇η, T (ei)〉(ei(x1), . . . , ei(xm))

=
n

∑

i=1

〈∇η, T (ei)〉ei(x) =
n

∑

i=1

〈T (∇η), ei〉ei = T (∇η).(2.19)
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2.3 Estimativas com autovalores para o operador L

Substituindo (2.18) e (2.19) em (2.17)

(2.20) divη(T (∇x)) = tr(α(T (·), ·)) + tr(∇T )− T (∇η).

Agora podemos calcular

m
∑

`=1

(divη(T (∇x`)))2 = ‖divη(T (∇x))‖2

= ‖tr(α(T (·), ·))‖2 + |tr(∇T )− T (∇η)|2(2.21)

e
m
∑

`=1

divη(T (∇x`))T (∇x`,∇ui) =
m
∑

`=1

divη(T (∇x`))T (∇ui)(x`)

= 〈divη(T (∇x)), T (∇ui)〉

= 〈tr(∇T )− T (∇η), T (∇ui)〉

= 〈tr(∇T ), T (∇ui)〉 − 〈T (∇η), T (∇ui)〉.(2.22)

Substituindo (2.15)-(2.22) em (2.14)

tr(T )
k

∑

i=1

(Λ1
i )

2 ≤
k

∑

i=1

Λ1
i

(

∫

Ω

u2i

(

‖tr(α(T (·), ·))‖2

+|tr(∇T )− T (∇η)|2
)

dm + 4

∫

Ω

|T (∇ui)|2dm

+4

∫

Ω

ui

(

〈tr(∇T ), T (∇ui)〉 − 〈T (∇η), T (∇ui)〉
)

dm
)

.

Finalmente obtemos

tr(T )

k
∑

i=1

(λk+1 − λi)
2 ≤

k
∑

i=1

(λk+1 − λi)
[

∫

Ω
u2i

(

‖tr(α(T (·), ·))‖2 + |tr(∇T )− T (∇η)|2
)

dm

+4

∫

Ω
ui

(

〈tr(∇T ), T (∇ui)〉 − 〈T (∇η), T (∇ui)〉
)

dm + 4λi

]

.

�

Como consequência do lema acima obtemos a

Proposição 2.1 Sejam Ω um domı́nio de uma variedade riemanniana n-dimensionalM

isometricamente imersa no R
m, Lu = divη(T (∇u)), λi o i-ésimo autovalor do problema

(2.5) e ui a autofunção correspondente a λi. Então

tr(T )
k

∑

i=1

(λk+1−λi)2 ≤
k

∑

i=1

(λk+1−λi)
(

(m−n)2A2
0T

2
∗+(T0+T∗η0)

2+4(T0+T∗η0)λ
1

2

i +4λi

)

,
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2.3 Estimativas com autovalores para o operador L

em que A0 = max{supΩ̄ |Aek |, k = n + 1, . . . ,m}, Aek o operador de Weingarten da

imersão na direção ek, η0 = supΩ̄ |∇η|, T∗ = supΩ̄ |T | e T0 = supΩ̄ |tr(∇T )|.

Demonstração: Para a demonstração faremos uso do Lema 2.3, bem como de suas

notações pré-fixadas. Notemos inicialmente que

‖tr(α(T (·), ·))‖2 + |tr(∇T )− T (∇η)|2 = ‖
n

∑

i=1

α(T (ei), ei)‖2 + |tr(∇T )|2

−2〈tr(∇T ), T (∇η)〉+ |T (∇η)|2.(2.23)

Temos que

|T (∇η)|2 =
n

∑

i=1

〈T (∇η), ei〉2 =
n

∑

i=1

〈∇η, T (ei)〉2

≤ |∇η|2|
n

∑

i=1

|T (ei)|2 = |∇η|2|T |2,

assim, para T∗ = supΩ̄ |T | e η0 = supΩ̄ |∇η|

(2.24) |T (∇η)|2 ≤ T 2
∗ η

2
0.

Além disso, para T0 = supΩ̄ |tr(∇T )| temos

−2

∫

Ω

u2i 〈tr(∇T ), T (∇η)〉dm ≤ 2

∫

Ω

u2i |tr(∇T )||T (∇η)|dm

≤ 2T0T∗η0

∫

Ω

u2idm

≤ 2T0T∗η0.(2.25)

Temos ainda

‖
n

∑

i=1

α(T (ei), ei)‖2 = ‖
n

∑

i=1

m
∑

k=n+1

〈α(T (ei), ei), ek〉ek‖2

= ‖
n

∑

i=1

m
∑

k=n+1

〈Aekei, T (ei)〉ek‖2

= ‖
m
∑

k=n+1

(

n
∑

i=1

〈Aekei, T (ei)〉
)

ek‖2

= ‖
m
∑

k=n+1

〈Aek , T 〉ek‖2.(2.26)
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2.4 Aplicações ao operador η-laplaciano

Estimando o lado direito vamos obter

‖
n

∑

i=1

α(T (ei), ei)‖2 ≤
m
∑

k=n+1

|〈Aek , T 〉|2
m
∑

k=n+1

|ek|2

≤ (m− n)
m
∑

k=n+1

|Aek |2|T |2

≤ (m− n)2A2
0T

2
∗ ,(2.27)

em que A0 = max{supΩ̄ |Aek |, k = n+1, . . . ,m}, e cada Aek o operador de Weingarten da

imersão na direção ek. Ressaltamos que o caráter tensorial do operador de Weingarten

e a orientação de M nos permite assumir que {ek}, k = n + 1, . . . ,m é um referencial

ortonormal global de vetores normais a M .

Para o que falta precisamos estimar

4

∫

Ω

ui〈tr(∇T ), T (∇ui)〉dm ≤ 4

∫

Ω

|ui||tr(∇T )||T (∇ui)|dm

≤ 4
(

∫

Ω

u2idm
)

1

2
(

∫

Ω

|tr(∇T )|2|T (∇ui)|2dm
)

1

2

≤ 4T0λ
1

2

i(2.28)

e

−4

∫

Ω

ui〈T (∇η), T (∇ui)〉dm ≤ 4
(

∫

Ω

|(T (∇η)|2|T (∇ui)|2dm
)

1

2

≤ 4T∗η0λ
1

2

i .(2.29)

Desse modo, substituindo (2.23)-(2.29) no Lema 2.3 conclúımos

tr(T )
k

∑

i=1

(λk+1−λi)2 ≤
k

∑

i=1

(λk+1−λi)
(

(m−n)2A2
0T

2
∗ +(T0+T∗η0)

2+4(T0+T∗η0)λ
1

2

i +4λi

)

�

2.4 Aplicações ao operador η-laplaciano

Nesta seção aplicaremos os resultados da seção anterior e obteremos um limite superior

para os autovalores do problema (2.5) no caso em que T = I, ou seja, quando o operador

L é o operador η-laplaciano.
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2.4 Aplicações ao operador η-laplaciano

Proposição 2.2 Seja Ω ⊂M um domı́nio de uma variedade riemanniana n-dimensional

M isometricamente imersa no R
m com vetor curvatura média H e λi o i-ésimo autovalor

do problema (2.5) para T = I. Então

k
∑

i=1

(λk+1 − λi)
2 ≤ 4

n

k
∑

i=1

(λk+1 − λi)

[

λi +
n2H2

0 + η20 + 2η̄0
4

]

em que η0 = supΩ̄ |∇η|, η̄0 = supΩ̄ Lη e H0 = supΩ̄ ‖H‖ são constantes.

Demonstração: Pelo Lema 2.3, para T = I temos

n
k

∑

i=1

(λk+1−λi)2 ≤
k

∑

i=1

(λk+1−λi)
[

∫

Ω

u2i

(

n2‖H‖2+|∇η|2
)

dm−4

∫

Ω

ui〈∇η,∇ui〉dm+4λi

]

.

Assim, para η0 = supΩ̄ |∇η| e H0 = supΩ̄ ‖H‖ obtemos

n
k

∑

i=1

(λk+1 − λi)
2 ≤

k
∑

i=1

(λk+1 − λi)
(

n2H2
0 + η20 + 4λi − 4

∫

Ω

ui〈∇η,∇ui〉dm
)

.

Mas

−4

∫

Ω

ui〈∇η,∇ui〉dm = −2

∫

Ω

〈∇η,∇u2i 〉dm

= 2

∫

Ω

u2iLηdm

≤ 2η̄0,

em que η̄0 = supΩ̄ Lη. Substituindo este resultado na inequação anterior obtemos

k
∑

i=1

(λk+1 − λi)
2 ≤ 4

n

k
∑

i=1

(λk+1 − λi)

[

λi +
n2H2

0 + η20 + 2η̄0
4

]

o que completa a prova. �

Observemos que no caso da existência de uma famı́lia de imersões isométricas que

preservam a curvatura média H, obtemos as mesmas inequações envolvendo os auto-

valores para todas as variedades, como ocorre por exemplo na famı́lia associada que

transforma o catenóide no helicóide.

Outro fato interessante é quando consideramos υi := λi +
n2H2

0
+η2

0
+2η̄0

4
. Sendo assim,

a inequação da Proposição 2.2 é equivalente a

(2.30)
k

∑

i=1

(υk+1 − υi)
2 ≤ 4

n

k
∑

i=1

(υk+1 − υi)υi.
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2.4 Aplicações ao operador η-laplaciano

Em particular, quando η0 é constante temos a inequação (12) para o operador laplaciano,

e a equação (2.30) tem o mesmo formato da equação para o caso do espaço euclidiano,

conforme equação (6). De agora em diante quando nos referirmos ao i-ésimo autovalor

λi do problema (2.5) sempre consideraremos

υi := λi +
n2H2

0 + η20 + 2η̄0
4

.

A seguir demonstraremos algumas inequações que são consequências da Proposição

2.2. Tais resultados estendem os resultados de Cheng e Yang, [18] e [20], obtidos para

domı́nios da esfera unitária S
n(1) e para domı́nios do espaço projetivo CP

n(4) .

Teorema 2.1 Nas hipóteses da Proposição 2.2 temos as três equações seguintes

(2.31) υk+1 ≤
1

k

(

1 +
4

n

)

k
∑

i=1

υi

(2.32) υk+1 ≤
1

k

(

1 +
2

n

)

k
∑

i=1

υi +
[( 2

kn

k
∑

i=1

υi

)2

− 1

k

(

1 +
4

n

)

k
∑

j=1

(

υj −
1

k

k
∑

i=1

υi

)2] 1

2

(2.33) υk+1 − υk ≤ 2
[( 2

kn

k
∑

i=1

υi

)2

− 1

k

(

1 +
4

n

)

k
∑

j=1

(

υj −
1

k

k
∑

i=1

υi

)2] 1

2

Demonstração: Da equação (2.30) podemos escrever

k
∑

i=1

(υk+1 − υi)(υk+1 − υi)−
4

n

k
∑

i=1

(υk+1 − υi)υi ≤ 0,

o que implica
k

∑

i=1

(υk+1 − υi)υk+1 ≤
(

1 +
4

n

)

k
∑

i=1

(υk+1 − υi)υi.

Afirmamos que

(2.34) υk+1 ≤
(

1 +
4

n

)

υi,

para todo i=1,. . . ,k. Com efeito, caso contrário existiria i0 tal que

υk+1 >
(

1 +
4

n

)

υi0 >
(

1 +
4

n

)

υi0−1 > . . . >
(

1 +
4

n

)

υ1
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2.4 Aplicações ao operador η-laplaciano

o que implicaria

i0
∑

i=1

(υi0+1 − υi)υi0+1 >
(

1 +
4

n

)

i0
∑

i=1

(υi0 − υi)υi

que seria uma contradição a inequação (2.30). Somando em i a equação (2.34) obtemos

υk+1 ≤
1

k

(

1 +
4

n

)

k
∑

i=1

υi

o que prova (2.31). Para provar (2.32), notemos que (2.30) é equivalente a

P(υk+1) = k(υk+1)
2 − υk+1

(

2 +
4

n

)

k
∑

i=1

υi +
(

1 +
4

n

)

k
∑

i=1

(υi)
2 ≤ 0

então podemos afirmar que o discriminante de P(υk+1) satisfaz

(2.35) D =
(

2 +
4

n

)2(
k

∑

i=1

υi

)2

− 4k
(

1 +
4

n

)

k
∑

i=1

(υi)
2 ≥ 0.

Como P(υk+1) ≤ 0 temos rηk+1 ≤ υk+1 ≤ Rη
k+1, em que rηk+1 e R

η
k+1 são, respectivamente,

a menor e a maior raiz de P . Então

(2.36) υk+1 ≤ Rη
k+1 =

1

2k

[(

2 +
4

n

)

k
∑

i=1

υi +
√
D
]

Substituindo (2.35) em (2.36) obtemos

υk+1 ≤ 1

k

(

1 +
2

n

)

k
∑

i=1

υi +
[(1

k
+

2

kn

)2(
k

∑

i=1

υi

)2

− 1

k

(

1 +
4

n

)

k
∑

i=1

(υi)
2
]

1

2

=
1

k

(

1 +
2

n

)

k
∑

i=1

υi +
[( 2

kn

k
∑

i=1

υi

)2

+
1

k2

(

1 +
4

n

)(

k
∑

i=1

υi

)2

−1

k

(

1 +
4

n

)

k
∑

i=1

(υi)
2
]

1

2
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2.4 Aplicações ao operador η-laplaciano

ou equivalentemente

υk+1 ≤ 1

k

(

1 +
2

n

)

k
∑

i=1

υi +
[( 2

kn

k
∑

i=1

υi

)2

− 1

k

(

1 +
4

n

)(

k
∑

i=1

(υi)
2 − 1

k

(

k
∑

i=1

υi

)2)] 1

2

=
1

k

(

1 +
2

n

)

k
∑

i=1

υi +
[( 2

kn

k
∑

i=1

υi

)2

−1

k

(

1 +
4

n

)(

k
∑

i=1

(υi)
2 − 2

k

(

k
∑

i=1

υi

)2

+
1

k

(

k
∑

i=1

υi

)2)] 1

2

=
1

k

(

1 +
2

n

)

k
∑

i=1

υi +
[( 2

kn

k
∑

i=1

υi

)2

−1

k

(

1 +
4

n

)(

k
∑

i=1

(υi)
2 − 2

k

k
∑

i,j=1

υiυj +
1

k

(

k
∑

i=1

υi

)2)] 1

2

,

ou seja,

υk+1 ≤
1

k

(

1 +
2

n

)

k
∑

i=1

υi +
[( 2

kn

k
∑

i=1

υi

)2

− 1

k

(

1 +
4

n

)

k
∑

j=1

(

υj −
1

k

k
∑

i=1

υi

)2] 1

2

.

Finalmente para provar (2.33), como (2.30) é verdade para qualquer k, segue que

k
∑

i=1

(υk − υi)
2 ≤ 4

n

k
∑

i=1

(υk − υi)υi,

isto é, podemos novamente observar que o polinômio P(υk) ≤ 0. Analogamente temos

(2.37) υk ≥ rηk =
1

k

(

1+
2

n

)

k
∑

i=1

υi−
[( 2

kn

k
∑

i=1

υi

)2

− 1

k

(

1+
4

n

)

k
∑

j=1

(

υj −
1

k

k
∑

i=1

υi

)2] 1

2

.

Portanto de (2.32) e (2.37)

υk+1 − υk ≤ 2
[( 2

kn

k
∑

i=1

υi

)2

− 1

k

(

1 +
4

n

)

k
∑

j=1

(

υj −
1

k

k
∑

i=1

υi

)2] 1

2

.

�

Observemos que (2.31) é uma inequação tipo segunda-Yang e (2.33) generaliza a

inequação (8).

Temos ainda um limite inferior para a média dos k primeiros autovalores estendendo

assim a inequação (10), ou seja
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2.4 Aplicações ao operador η-laplaciano

Teorema 2.2 Nas hipóteses da Proposição 2.2 temos

1

k

k
∑

i=1

υi ≥
n

√

(n+ 2)(n+ 4)

4π2

(ωnvolΩ)
2

n

k
2

n ,

para k=1,2,. . . .

Demonstração: Utilizando a inequação (2.30)

k
∑

i=1

(υk+1 − υi)
2 ≤ 4

n

k
∑

i=1

(υk+1 − υi)υi

e a (2.47) do Corolário 2.4 obtemos

Fk+1 ≤ C(n, k)
(

k + 1

k

)
4

n

Fk ≤
(

k + 1

k

)
4

n

Fk,

ou seja,
Fk+1

(k + 1)
4

n

≤ Fk

k
4

n

.

Podemos escrever então

(2.38)
Fk+l

(k + l)
4

n

≤ Fk

k
4

n

,

para qualquer inteiro positivo l.

Além disso, usando (2.48) temos

Fk

k
4

n

=

(

1 + 2
n

)

Λ2
k − Tk

k
4

n

=

2
n

(

1
k

∑k
i=1 υi

)2

− 1
k

∑k
i=1(υi − 1

k

∑k
i=1 υi)

k
4

n

≤
2
n

(

1
k

∑k
i=1 υi

)2

k
4

n

(2.39)

e

(2.40)
Fk+l

(k + l)
4

n

=
(

1 +
2

n

)(
1
k+l

∑k+l
i=1 υi

(k + l)
2

n

)2

−
1
k+l

∑k+l
i=1 υ

2
i

(k + l)
4

n

.

Por outro lado, da fórmula assintótica de Weyl temos que

(2.41) lim
k→∞

1
k

∑k
i=1 λi

k
2

n

=
n

n+ 2

4π2

(ωnvolΩ)
2

n

e

(2.42) lim
k→∞

1
k

∑k
i=1 λ

2
i

k
4

n

=
n

n+ 4

16π4

(ωnvolΩ)
4

n

,
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2.4 Aplicações ao operador η-laplaciano

então (2.41) implica

lim
k→∞

1
k

∑k
i=1 λi

k
2

n

= lim
k→∞

(

1
k

∑k
i=1 λi

)

+
n2H2

0
+η2

0
+2η̄0

4

k
2

n

= lim
k→∞

1
k

∑k
i=1(λi +

n2H2
0
+η2

0
+2η̄0

4
)

k
2

n

,

e portanto

(2.43) lim
k→∞

1
k

∑k
i=1 υi

k
2

n

=
n

n+ 2

4π2

(ωnvolΩ)
2

n

.

Analogamente de (2.42) temos

lim
k→∞

1
k

∑k
i=1

(

λi +
n2H2

0
+φ2

0
+4φ0

4(1+φ0)

)2

k
4

n

=
n

n+ 4

16π4

(ωnvolΩ)
4

n

+ lim
k→∞

2
n2H2

0
+φ2

0
+4φ0

4(1+φ0)

k
2

n

1
k

∑k
i=1 λi

k
2

n

+ lim
k→∞

(n2H2
0
+φ2

0
+4φ0

4(1+φ0)

)2

k
2

n

.

Portanto

(2.44) lim
k→∞

1
k

∑k
i=1 υ

2
i

k
4

n

=
n

n+ 4

16π4

(ωnvolΩ)
4

n

.

Desse modo, de (2.40), (2.43) e (2.44) conclúımos que

lim
l→∞

Fk+l

(k + l)
4

n

= lim
l→∞

(

1 +
2

n

)(
1
k+l

∑k+l
i=1 υi

(k + l)
2

n

)2

− lim
l→∞

1
k+l

∑k+l
i=1 υ

2
i

(k + l)
4

n

=
2n

(n+ 2)(n+ 4)

16π4

(ωnvolΩ)
4

n

.(2.45)

Finalmente, de (2.38), (2.39) e (2.45) conclúımos que para qualquer inteiro positivo k

2
n

(

1
k

∑k
i=1 υi

)2

k
4

n

≥ 2n

(n+ 2)(n+ 4)

16π4

(ωnvolΩ)
4

n

ou seja,

1

k

k
∑

i=1

υi ≥
n

√

(n+ 2)(n+ 4)

4π2

(ωnvolΩ)
2

n

k
2

n .

�

É imediato de (2.30) e do Corolário 2.1 o seguinte resultado que estende para o

operador η-laplaciano a estimativa (9).

Teorema 2.3 Nas hipóteses da Proposição 2.2 temos

υk+1 ≤
(

1 +
4

n

)

k
2

nυ1.
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Apêndice

Neste apêndice provaremos os resultados técnicos utilizados no Caṕıtulo 2.

Lema 2.4 Sejam η1 ≤ η2 ≤ . . . ≤ ηk+1, números reais não negativos e c, n números

reais positivos. Se

(2.46)
k

∑

i=1

(ηk+1 − ηi)
2 ≤ 4c

n

k
∑

i=1

(ηk+1 − ηi)ηi,

então

(2.47) Fk+1 ≤ C (n, k, c)

(

k + 1

k

)
4c
n

Fk,

em que

Λk =
1

k

k
∑

i=1

ηi, Tk =
1

k

k
∑

i=1

η2i ,

(2.48) Fk =

(

1 +
2c

n

)

Λ2
k − Tk,

e 0 < C (n, k, c) = 1− c

3n

(

k

k + 1

)
4c
n

(

1 + 2c
n

) (

1 + 4c
n

)

(k + 1)3
< 1.

Demonstração: Considere

pk+1 = Λk+1 −
(

1 +
2c

n

1

k + 1

)

Λk,

como

ηk+1 = (k + 1)Λk+1 − kΛk

= (k + 1)

(

pk+1 +

(

1 +
2c

n

1

k + 1

)

Λk

)

− kΛk

= (k + 1)pk+1 + (k + 1)Λk +
2c

n
Λk − kΛk
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2.4 Aplicações ao operador η-laplaciano

temos

(2.49) ηk+1 = (k + 1)

(

pk+1 +

(

1 +
2c

n

)

1

k + 1
Λk

)

.

Além disso,

Fk+1 =

(

1 +
2c

n

)

Λ2
k+1 − Tk+1 =

(

1 +
2c

n

)

Λ2
k+1 −

1

k + 1
η2k+1 −

1

k + 1

k
∑

i=1

η2i

e

Fk =

(

1 +
2c

n

)

Λ2
k − Tk =

(

1 +
2c

n

)

Λ2
k −

1

k

k
∑

i=1

η2i ,

então

Fk+1 =

(

1 +
2c

n

)

Λ2
k+1 −

k

k + 1

(

1 +
2c

n

)

Λ2
k −

1

k + 1
η2k+1 +

k

k + 1
Fk

=

(

1 +
2c

n

)[

pk+1 +

(

1 +
2c

n

1

k + 1

)

Λk

]2

− k

k + 1

(

1 +
2c

n

)

Λ2
k

−(k + 1)

[

pk+1 +

(

1 +
2c

n

)

1

k + 1
Λk

]2

+
k

k + 1
Fk.

Portanto, obtemos

Fk+1 = Λ2
k

[

(

1 +
2c

n

)(

1 +
2c

n

1

k + 1

)2

−
(

1 +
2c

n

)2
1

k + 1
− k

k + 1

(

1 +
2c

n

)

]

+2pk+1Λk

[(

1 +
2c

n

)(

1 +
2c

n

1

k + 1

)

−
(

1 +
2c

n

)]

−
(

k − 2c

n

)

p2k+1 +
k

k + 1
Fk

= −
(

k − 2c

n

)

p2k+1 +
k

k + 1
Fk + 2pk+1Λk

(

1 +
2c

n

)(

2c

n

1

k + 1

)

+Λ2
k

[(

1 +
2c

n

)(

1 +
4c

n(k + 1)
+

4c2

n2(k + 1)2
− 1

k + 1
− 2c

n(k + 1)
− k

k + 1

)]

Fk+1 = −
(

k − 2c

n

)

p2k+1 +
k

k + 1
Fk + 2

2c

n

(

1 + 2c
n

)

k + 1
pk+1Λk(2.50)

+
2c

n

(

1 + 2c
n

)

k + 1
Λ2
k +

4c2

n2

(

1 + 2c
n

)

(k + 1)2
Λ2
k.

Por (2.46) temos

k
∑

i=1

(ηk+1 − ηi)
2 = kη2k+1 − 2

k
∑

i=1

ηiηk+1 +
k

∑

i=1

η2i = kη2k+1 − 2
k

∑

i=1

ηiηk+1 + kTk

≤ 4c

n

k
∑

i=1

ηiηk+1 −
4c

n
kTk.
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Ademais

kη2k+1 −
(4c+ 2n)

n

k
∑

i=1

ηiηk+1 ≤ −k
(

1 +
4c

n

)

Tk

η2k+1 −
2

k

(

1 +
2c

n

) k
∑

i=1

ηiηk+1 ≤ −
(

1 +
4c

n

)

Tk

η2k+1 −
2

k

(

1 +
2c

n

) k
∑

i=1

ηiηk+1 +

(

1 +
2c

n

)2

Λ2
k ≤

(

1 +
2c

n

)2

Λ2
k −

(

1 +
4c

n

)

Tk,

portanto,

(2.51)

(

ηk+1 −
(

1 +
2c

n

)

Λk

)2

≤
(

1 +
2c

n

)2

Λ2
k −

(

1 +
4c

n

)

Tk.

Substituindo (2.49) em (2.51) resulta

{

(k + 1)

[

pk+1 +

(

1 +
2c

n

)

1

k + 1
Λk

]

−
(

1 +
2c

n

)

Λk

}2

≤
(

1 +
2c

n

)2

Λ2
k−

(

1 +
4c

n

)

Tk

o que implica

(k + 1)2p2k+1 ≤
(

1 +
2c

n

)2

Λ2
k −

(

1 +
4c

n

)

Tk.

Da inequação acima e de (2.48) inferimos

0 ≤ −(k + 1)2p2k+1 +

(

1 +
2c

n

)

Λ2
k +

2c

n

(

1 +
2c

n

)

Λ2
k +

(

1 +
4c

n

)

Fk

−
(

1 +
2c

n

)

Λ2
k −

4c

n

(

1 +
2c

n

)

Λ2
k

então

(2.52) 0 ≤ −(k + 1)2p2k+1 −
2c

n

(

1 +
2c

n

)

Λ2
k +

(

1 +
4c

n

)

Fk.
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Multiplicando (2.52) por

[

1
k+1

+ 2c
n

(

1
(k+1)2

+
(1+ 2c

n )
(k+1)2(2k+1)

)]

e adicionando a (2.50), te-

mos

Fk+1 ≤
[

1 +
4c

n

1

k + 1
+

2c
(

1 + 4c
n

)

n(k + 1)2
+

2c

n

(

1 + 2c
n

) (

1 + 4c
n

)

(k + 1)2(2k + 1)

]

Fk

−(2k + 1)p2k+1 + 2
2c

n

(

1 + 2c
n

)

k + 1
pk+1Λk −

4c2
(

1 + 2c
n

)2

n2(k + 1)2(2k + 1)
Λ2
k

−
(

2c
(

1 + 2c
n

)

n(2k + 1)

)

p2k+1

≤
[

1 +
4c

n

1

k + 1
+

2c
(

1 + 4c
n

)

n(k + 1)2
+

2c

n

(

1 + 2c
n

) (

1 + 4c
n

)

(k + 1)2(2k + 1)

]

Fk

−(2k + 1)

(

pk+1 −
2c

n

(

1 + 2c
n

)

(k + 1)(2k + 1)
Λk

)2

,

donde

(2.53) Fk+1 ≤
[

1 +
4c

n

1

k + 1
+

2c

n

(

1 + 4c
n

)

(k + 1)2
+

2c

n

(

1 + 2c
n

) (

1 + 4c
n

)

(k + 1)2(2k + 1)

]

Fk.

Como

(

k + 1

k

)
4c
n

=

(

1− 1

k + 1

)
−4c
n

≥ 1 +
4c

n

1

k + 1
+

1

2

4c

n

(

1 + 4c
n

)

(k + 1)2
+

1

3

4c

n

(

1 + 4c
n

) (

1 + 2c
n

)

(k + 1)3

+
1

4

4c

n

(

1 + 4c
n

) (

1 + 2c
n

)

(k + 1)4
,

temos

(

k + 1

k

)
4c
n

− c

n

(

1 + 4c
n

) (

1 + 2c
n

)

(k + 1)4
− 1

3

4c

n

(

1 + 4c
n

) (

1 + 2c
n

)

(k + 1)3
≥ 1 +

4c

n

1

k + 1
+

2c

n

(

1 + 4c
n

)

(k + 1)2
,

adicionando 2c
n

(1+ 2c
n )(1+

4c
n )

(k+1)2(2k+1)
obtemos

(

k + 1

k

)
4c
n

− c

n

(

1 + 4c
n

) (

1 + 2c
n

)

(k + 1)4
− 2c(k − 1)

(

1 + 2c
n

) (

1 + 4c
n

)

3n(k + 1)3(2k + 1)
(2.54)

≥ 1 +
4c

n

1

k + 1
+

2c

n

(

1 + 4c
n

)

(k + 1)2
+

2c

n

(

1 + 2c
n

) (

1 + 4c
n

)

(k + 1)2(2k + 1)
.
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Substituindo (2.54) em (2.53)

Fk+1 ≤
[

(

k + 1

k

)
4c
n

− c

n

(

1 + 4c
n

) (

1 + 2c
n

)

(k + 1)4
− 2c(k − 1)

(

1 + 2c
n

) (

1 + 4c
n

)

3n(k + 1)3(2k + 1)

]

Fk

=

[

(

k + 1

k

)
4c
n

−
(

c

k + 1
+

2c(k − 1)

3(2k + 1)

)

(

1 + 2c
n

) (

1 + 4c
n

)

n(k + 1)3

]

Fk

=

[

(

k + 1

k

)
4c
n

−
(

3c(2k + 1) + 2c(k2 − 1)

3(2k + 1)(k + 1)

)

(

1 + 2c
n

) (

1 + 4c
n

)

n(k + 1)3

]

Fk

=

[

(

k + 1

k

)
4c
n

−
(

c

3

(2k2 + 6k + 1)

(2k2 + 3k + 1)

)

(

1 + 2c
n

) (

1 + 4c
n

)

n(k + 1)3

]

Fk

≤
[

(

k + 1

k

)
4c
n

− c

3

(

1 + 2c
n

) (

1 + 4c
n

)

n(k + 1)3

]

Fk.

Consequentemente

(2.55) Fk+1 ≤ C (n, k, c)

(

k + 1

k

)
4c
n

Fk

em que

C (n, k, c) =

[

1− c

3

(

k

k + 1

)
4c
n

(

1 + 2c
n

) (

1 + 4c
n

)

n(k + 1)3

]

< 1.

Além disso, observamos de (2.52) que Fk é positivo, assim de (2.55), C(n, k, c) também

é positivo. �

Corolário 2.1 Nas hipóteses do Lema 2.4 temos

ηk+1 ≤
(

1 +
4c

n

)

k
2c
n η1.

Demonstração: Pela fórmula (2.47) do Lema 2.4 temos

Fk ≤ C (n, k − 1, c)

(

k

k − 1

)
4c
n

Fk−1 ≤
(

1

k − 1

)
4c
n

k
4c
n Fk−1

≤
(

1

k − 2

)
4c
n

k
4c
n Fk−2

...

≤ k
4c
n F1.

Mas F1 =
2c
n
η21, então

(2.56) Fk ≤ k
4c
n
2c

n
η21, para todo k ≥ 1.
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De (2.51) e (2.48) deduzimos que

[

ηk+1 −
(

1 +
2c

n

)

Λk

]2

≤
(

1 +
2c

n

)2

Λ2
k −

(

1 +
4c

n

)

Tk

=

(

1 +
2c

n

)2

Λ2
k +

(

1 +
4c

n

)

Fk −
(

1 +
4c

n

)(

1 +
2c

n

)

Λ2
k

≤
(

1 +
4c

n

)

Fk −
2c

n

(

1 +
2c

n

)

Λ2
k.

Portanto,

η2k+1 − 2

(

1 +
2c

n

)

ηk+1Λk +

(

1 +
2c

n

)2

Λ2
k +

2c

n

(

1 +
2c

n

)

Λ2
k ≤

(

1 +
4c

n

)

Fk,

ou equivalentemente

η2k+1 − 2

(

1 +
2c

n

)

ηk+1Λk +

(

1 +
4c

n

)(

1 +
2c

n

)

Λ2
k ≤

(

1 +
4c

n

)

Fk

ou ainda
2c
n

1 + 4c
n

η2k+1 +
1 + 2c

n

1 + 4c
n

[

ηk+1 −
(

1 +
4c

n

)

Λk

]2

≤
(

1 +
4c

n

)

Fk.

Assim, da última equação e de (2.56) temos

η2k+1 ≤
(

1 +
4c

n

)2
n

2c
Fk ≤

(

1 +
4c

n

)2

k
4c
n η21,

Finalmente,

ηk+1 ≤
(

1 +
4c

n

)

k
2c
n η1.

�

Observemos que os dois resultados acima para o caso c = 1 são os obtidos por

Cheng-Yang [17].

75



Bibliografia
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[28] A. Grigor’yan, Heat kernels on weighted manifolds and applications, Contemp.

Math. 398 (2006) 93-191.

[29] A. Grigor’yan, On stochastically complete manifolds, (in Russian) DAN SSSR, 290

(1986), 534-537. Engl. transl. Soviet Math. Dokl. 34 (1987) 310-313.

[30] A. Grigor’yan, Analytic and geometric background of recurrence and non-explosion

of the Brownian motion on Riemannian manifolds, Bull. Amer. Math. Soc. (N.S.)

36 (1999) 135-249.

[31] G. N. Hile, M. H. Protter, Inequalities for eigenvalues of the Laplacian, Indiana

Univ. Math. J. 29 (1980) 523-538.

[32] D. Hoffman, J.H.S. de Lira and H. Rosenberg, Constant mean curvature surfaces

in M2 × R, Trans. Amer. Math. Soc. 358 (2006) 491-507.

[33] R.Z. Khas’minskii, Ergodic properties of recurrent diffusion processes and stabiliza-

tion of the solution of the Cauchy problem for parabolic equations, Teor. Veroyatn.

Primen. 5 (1960) 196-214.

78



BIBLIOGRAFIA

[34] L. Mari, D. Valtorta, On the equivalence of stochastic completeness and Liouville

and Khas’minskii conditions in linear and nonlinear settings, Trans. Amer. Math.

Soc. 365 (2013), no. 9, 4699-4727.
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