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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo contribuir para o aprimoramento dos alunos do Ensino Médio
no estudo do Conjunto dos Numeros Complexos, apresentando-lhes um de seus subconjuntos
que possui uma grande importincia no estudo da Algebra. Este conjunto é denominado de
Conjunto dos Inteiros de Gauss.

Inicialmente demonstraremos que o Conjunto dos Inteiros de Gauss é uma estrutura
algébrica, mais precisamente um Dominio Fatorial. Na abordagem sera feita a comparacao
entre os esses dois conjuntos definindo as operacdes de adi¢do, subtracido, multiplicacdo, divi-
sdo e potenciacdo na forma algébrica. Sera feita, ainda, um estudo sobre os nimeros primos
dentro do Conjunto dos Inteiros de Gauss que serdo comparados com os nimeros primos do
Conjunto dos Numeros Inteiros que possibilitard a visualizagdo das diferengas existentes. Por

fim, concluiremos com a apresentacdo de algumas aplicagdes dos inteiros de Gauss.

Palavras-chave: Numeros Complexos; Inteiros de Gauss; Norma; Primos de Gauss.



ABSTRACT

The purpose of this research is to help High school students to learn complex number sets. Will
be shown one of its subsets that has a great importance in Algebra, the Gaussian integers.

At first, the study will demonstrate that Gaussian integers are an Algebraic structure,
a Euclidean domain to be more specific. The study will compare the addition, subtraction,
multiplication, division and exponentiation in algebraic form. Then, we will analyze the prime
number in the Gaussian integers sets and compare them to prime numbers in the integer sets to

show the differences. At last, some Gaussian integers applications will be presented.

Keywords: Complex Numbers; Gauss integers; Norm; Gauss primes.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo dos nimeros complexos ocorre dentro do Ensino Médio, tendo como justi-
ficativa a resolucdo de equagdes do segundo grau cujo discriminante é menor que zero, sem
que seja feita nenhuma referéncia a sua estrutura de "Corpo", "Anel"ou "Dominio Euclidiano".
Nessa fase os alunos passam a conhecer a unidade imaginaria v/—1 e comegam o aprendi-
zado das operagdes de soma, subtraciao, multiplicacao e divisdo com esses nimeros. Com base
nesse conhecimento basico da dlgebra dos numeros complexos pelos alunos do Ensino Médio
e sabendo que a algebra dos inteiros de Gauss € assemelhada, pretendemos com esse trabalho
ampliar esse conteido mostrando um pouco da histéria do desenvolvimento desse conjunto e,

apresentar o subconjunto denominado de "Inteiros de Gauss".



Capitulo 2

Um Pouco da Historia

2.1 Numeros Complexos

Conforme Cevi e Monteiro [1], a resolucdo de equagdes sempre foi um assunto fasci-
nante para os matemdticos ao longo da histéria. Na antiga Babilonia, os matematicos resolviam
algumas equacgdes do segundo grau através do método hoje chamado "completamento dos qua-
drados".

Os gregos, de grande importancia no desenvolvimento da matematica, utilizavam a
régua e o compasso para resolver alguns tipos de equacao do segundo grau.

A derrota da Grécia para Roma praticamente acabou com o dominio da matemética
Grega. Com o surgimento do cristianismo e a queda do Império Romano, o desenvolvimento
da matematica passou para a mio dos Arabes e dos Hindus.

Com o avanco dos matemdticos Hindus nas pesquisas em algebra e na resolucio de
equacdes de 2° grau surge o nome de BASKARA. Entretanto o desenvolvimento do método de
resolucdo das equagdes de 2° grau que resultam na férmula de BASKARA €, na verdade de
responsabilidade do matematico hindu SRIDHARA, no século II.

Relembrando, dada a equacdo azx?® + bz + ¢ = 0, coma # 0, a formula de BASKARA
mostra que suas raizes sao

B —b+/b? — 4dac —b—Vb? —4dac

2a € = 2a

€

Dependendo da equagio, o nimero A = b? — 4ac pode assumir um resultado negativo.
Ora, qualquer matematico da época classificaria a equagdo como absurda, ou seja, sem solugao.
Nem sequer perdia tempo com ela.

Foi na Itdlia, no século XVI, que ressurgiu o interesse pelo estudo da matemaética na
Europa. L4, e no meio da disputa entre Girolamo Cardano e Nicolo Fontana, vulgo Tartaglia,
pela resolucdo da equacdo do 3° grau, € que se percebeu que os nimeros reais ndo eram sufici-

entes e as primeiras ideias da criacdo do conjunto dos Nimeros Complexos surgiram.



Rememoremos um pouco dessa conturbada histéria. Girolamo Cardano, nascido em
Péavia (1501-1576)", era um excepcional cientista, mas ndo era bem visto pois também era
considerado violento, traidor, invejoso e outras qualificacdes ndo muito edificantes. Foi o autor
de Liber de Ludo Aleae, onde introduziu a ideia de probabilidade e também ensinou maneiras
de trapacear nos jogos. Sua maior obra, entretanto,foi o Ars Magna, publicado na Alemanha
em 1545, que na época era o maior compéndio algébrico existente.

Nicolo Fontana, o Tartaglia, também tinha talento de matemético e como Cardano era
italiano. Nascido em Bréscia em 1500, na sua infancia, pobre, foi gravemente ferido por golpes
de sabre e, por causa deste incidente, ficou com profunda cicatriz na boca que lhe provocou um
permanente defeito na fala. Dai ter sido apelidado de Tartaglia, que significa gago. Ao longo de
sua vida publicou diversas obras mas o que o colocou definitivamente nos anais da Matemaética
foram suas disputas com Cardano.

Consta que, por volta de 1510, um matemaético italiano de nome Scipione Del Ferro
encontrou uma forma geral de resolver equagdes do tipo 2® + pxr + ¢ = 0, mas morreu sem
publicar sua descoberta. Seu aluno Antonio Maria Fior conhecia tal solug@o e tentou ganhar
notoriedade com ela. Na época eram comuns os desafios entre sabios. Como Tartaglia era
um nome que comecava a se destacar nos meios culturais da época, Fior prop0s a Tartaglia um
desafio. Tartaglia, apesar de ndo saber resolver ainda tais equagdes, aceitou o desafio, confiando
em seu potencial. Sabendo que Fior conhecia a solugdo das equacdes acima citadas, ndo so
deduziu a resolugdo para este caso, como também resolveu as equagdes do tipo 22 + pr? = 0.
O resultado deste desafio foi que Fior saiu humilhado.

Nesta época Cardano estava escrevendo a A Prética Arithmeticae Generalis, que con-
tinha ensinamentos sobre dlgebra, Aritmética e Geometria. Ao saber que Tartaglia achara a
solugdo geral da equacao de 3° grau pediu-lhe que a revelasse, para que fosse publicada em seu
préximo livro.

Tartaglia ndo concordou, alegando que ele mesmo iria publicar sua descoberta. Car-
dano acusou-o de mesquinho e egoista, e ndo desistiu. Apds muitas conversas e suplicas este,
jurando ndo divulgar tal descoberta, conseguiu que Tartaglia lhe revelasse a solu¢do. Conforme
qualquer um poderia prever, Cardano quebrou todas as promessas e, em 1545, fez publicar Ars
Magna a féormula de Tartaglia. No final, como em muitos outros casos, a posteridade ndo fez
justica a Tartaglia, sua formula € até hoje conhecida como "Férmula de Cardano".

Observemos essa formula que gerou tanta polémica:

Seja a equagdo do terceiro grau az® + bx? + cx + d = 0, com a # 0.

Tartaglia demonstrou que realizando a substituicdo v = y — % elimina-se o termo z?
da equagdo.

Na prética, devemos fazer a substituicdo de varidveis. Considerando y = = + m uma
varidvel de x, temos que x = y — m.

Substituindo na equagao de terceiro grau:

aly—m)*+bly—m)?+cly—m)+d=0



ay® — 3ay*m + 3aym? — am? + by* — 2bym + bm? + cy — em +d = 0.
ay® — 3ay*m + by? + 3aym? — 2bym +cy —am?® +bm? —em +d =0
ay® + (—3am + b)y? + (3am? — 2bm + c)y — am® + bm?* — em + d = 0.
Como queremos que o termo y? seja nulo. Entdo fazemos:

—3am+b=0= m= —

3a
Substituindg m:
3y —b? N N 20° — 9abc + 27a*d 0
a —+c =
Y\ Ba Y 2702
Como a # 0, podemos dividir toda a equagdo por a.

3 —_62+£ N 20% — 9abe + 27a?d 0
4 362  a y 27a3 N

Fazendo:
v¥ooc 20° — 9abc + 27a*d L
——+—=p e = ¢, temos uma equacdo na incégnita simpli-
3a’  a 27a3
ficada y do tipo:

v +py+q=0

Podemos expressar y na forma de uma soma de dois nimeros os quais sao raizes da
equagdo, onde y = u + v. Logo:

(u+v)*+plu+v)+¢g=0

u? + 3utv + 3u? + v +put+pu+qg=0

v+ u? 4+ 3uv(u+v) +plut+v)+q¢=0

(v* 4+ u®) + Buv + p)(u+v) +q =0

A equagdo € verdade para:
3
v+ut=—qe3uww+p=0= w = b = udvd = —]2)—7
3 a3

Analisando o resultado anterior, vemos que u° € v° sdo raizes de uma equacao do tipo
w? — Sw + P = 0, onde S e P sdo respectivamente a soma e o produto das raizes. Logo,
podemos escrever tal equagdo como:

3

2 p
S —
w* + qu o7

Resolvendo a equacgao, temos:

3
gt —4 -
27 —q ¢
w = 5 ,ondew:7i Z+2_7'

Como u?® e v*® sdo raizes dessa equagdo e y = u + v, entdo essa férmula fornece as

raizes da equagdo de 3° grau do tipo z° + px + ¢ = 0.
Um problema inquietante, que veremos a seguir foi o que levou os matemadticos a
descoberta dos nimeros complexos. Na equagio 23 — 152 — 4 = 0 é de fAcil visualizacdo que

4 ¢ uma das raizes, entretanto aplicando a férmula de Cardano a solugdo fornecida é:

T = €/2+\/—121+</2—\/—121

4



Parecia haver algo errado com essas solucdes. Assim, questdes realmente perturbado-
ras surgiram e ndo podiam ser ignoradas. Nas equacdes de grau 2, quando a férmula de Baskara
levava a raiz quadrada de nimeros negativos, era facil dizer que aquilo indicava a ndo existén-
cia de solucdes. Agora, entretanto, notava-se que existiam equacdes de grau 3 com solucdes
reais conhecidas, mas cuja determinagdo passava pela extracao de raizes quadradas de nimeros
negativos. Isto ndo ocorria somente com essa equagdo. Era facil mostrar que a equacao do tipo

2% 4+ px + ¢ = 0 tem 3 raizes reais se, e somente se,
q\? , (P\?
2 3/ =

Nao havia como negar que os nimeros reais eram insuficientes para se tratar de equa-
coes algébricas. Estava acontecendo no século X VI algo semelhante ao que ocorreu no tempo
dos gregos antigos, quando se verificou a insuficiéncia dos nimeros racionais com a constru¢ao
do nimero v/2, que ndo era racional: o conceito de niimero precisava novamente ser estendido.

Foi Rafael Bombelli, italiano, nascido em 1530, quem conseguiu chegar aos novos nu-
meros. Conforme seu préprio relato em 1572 no livro L’ Algebra parte maggiore dell’ Arithmética,
sua ideia foi supor que os nimeros f/ 24++v—121¢e {’/ 2 —4/—121 deveriam ser niumeros da
forma a + v/—b e a — v/—b, respectivamente. Com algumas contas ele chegou a conclusio

que a=2 e b=1, donde sai que x=4. Logo, os nimeros que viriam a ser chamados Complexos
podiam produzir raizes reais. Bombelli reconhece, em sua obra, a existéncia dos imaginérios
puros, isto €, complexos da forma b: ou —bi, e estabelece as operagdes entre eles.

Depois de Bombelli, em 1530, outros personagens importantes da Historia da Mate-
madtica deram contribui¢des ao desenvolvimento da teoria dos Nimeros Complexos, dentre os
quais o matematico francés Abraham de Moivre e os irmaos Jacques e Jean Bernoulli. Mas
quem fez o trabalho mais importante e decisivo sobre o assunto foi Euler.

Leonhard Euler nasceu em Basileia, Sui¢a, no ano de 1707. Foi um dos mateméticos
que mais produziu e publicou em todos os tempos, além de ter sido muito boa pessoa. Dentre as
inimeras contribui¢des de Euler, foi notdvel seu empenho na melhoria da simbologia. Muitas
das notagdes que utilizamos hoje foram introduzidas por ele. Dentre as representa¢des propostas
por Euler destacamos o i substituindo v/—1.

Euler passou a estudar nimeros da forma z = a + b: onde a e b sdo niimeros reais e

Esses sd@o os chamados Numeros Complexos.

2.2 Inteiros de Gauss

O Matematico alemao Carl F. Gauss produziu em todos os ramos da matematica. Mas

sabe-se que sentia prazer pela investigacao em Aritmética. Foi ele quem langou os fundamentos



da moderna Teoria dos Numeros em sua monumental obra "Disquisitiones Arithmeticae"que
contém grandes contribui¢des a Aritmética e 2 Algebra, publicada em 1801.

Os inteiros de Gauss ou conjunto dos Inteiros Gaussianos sdo nimeros complexos da
forma a + bi, onde a e b sdo inteiros € i = /—1. O conjunto Z[i] dos inteiros de Gauss
surgiu entre os anos de 1808 e 1825, época em que o matemdtico Carl F. Gauss investigava
a reciprocidade ciibica (z* = ¢ (mod p), onde p e q sdo primos) e também a reciprocidade
biquadratica (z* = ¢ (mod p), onde p e q sdo primos). Gauss percebeu que essa investigacio se
tornava mais fécil trabalhando em Z[i], o anel dos Inteiros de Gauss.

Em 1825, publicou um trabalho em que introduzia os nimeros complexos. Na época
Gauss estava investigando questdes relacionadas a reciprocidade biquadratica, ou seja, relagdes
entre nimeros primos p € q, tal que o primo q fosse um resto biquadrético do primo p, z* =
q(modp), quando percebeu que a pesquisa se tornava mais simples trabalhando sobre Z][i].
Desse modo, Gauss estendeu a ideia de Ndmero Inteiro quando definiu Z[i], pois descobriu que
muito da antiga teoria de Euclides sobre fatoracio de inteiros poderia ser transportada para esse
conjunto com consequéncias importantes para a Teoria dos Niimeros.

Gauss desenvolveu uma Teoria de Fatoriza¢do em primos para esses nimeros Comple-
xos e demonstrou que essa decomposicao em primos € tnica, tal qual no Conjunto dos Numeros
Inteiros. O uso desse estudo foi de fundamental importancia para a demonstragio do Ultimo
Teorema de Fermat.

O desenvolvimento da Teoria dos Nimeros Algébricos foi, em parte, em fungdo das
tentativas de solucdo da equacdo diofantina, também conhecida como equacio de Fermat

xn+ynzz’

pois os inteiros algébricos aparecem de maneira natural, como ferramenta para tratar
desse assunto.

Essa generalizacdo do Conjunto dos Numeros Inteiros dd exemplos especiais de de-
senvolvimento muito mais profundos que chamamos de Teoria dos Nimeros Algébricos. Essa
teoria é profunda e poderosa. Além do interesse e fascinio que exerce por suas proprias pro-
priedades, fornece muitas aplicacdes a Teoria dos Niimeros que permitem uma compreensao de
varios fendmenos antes obscuros € misteriosos.

Neste Trabalho estaremos observando alguns desses fendmenos.



Capitulo 3

Numeros Inteiros

Por muitos milénios os niimeros foram considerados entes intuitivos e algumas de suas
propriedades, como a comutatividade e associatividade da adi¢do e da multiplicacao, conside-
radas inerentes a sua propria natureza, sem a necessidade de demonstragdo.

Com o desenvolvimento da matemadtica surgiram novos problemas que, para melhor
serem compreendidos e solucionados, precisavam de uma fundamentacao mais rigorosa do con-
ceito de nimero. Este trabalho foi realizado pelos matematicos do século dezenove.

Para os Numeros naturais prevaleceu a axiomdtica de Giuseppe Peano, de 1889, que
conforme Hefez [8], consiste de quatro axiomas que caracterizam os Numeros Naturais com-

pletamente:
1. Todo Numero Natural tem um sucessor, que ainda € um nimero natural;
2. Numeros Naturais diferentes tém sucessores diferentes;
3. Existe um unico Natural 1 que nao é sucessor de nenhum outro natural;

4. Se um conjunto de nimeros naturais contém o nimero 1 e contém também o sucessor de

cada um de seus elementos, entdo esse conjunto contém todos 0os nimeros naturais.

Nao vamos realizar a constru¢do desse conjunto.
Apresentaremos o estudo dos inteiros de forma axiomdtica, conforme Hefez [8], a
partir de uma lista de propriedades bdsicas que os caracterizardo completamente, e delas dedu-

ziremos as demais propriedades.

3.1 Propriedades Elementares

No conjunto Z dos nimeros inteiros estdo definidas duas operagdes, uma adi¢ao (+)
e uma multiplica¢do (.), além de uma relacdo de ordem (<). Esses elementos se relacionam
através de varias propriedades que serdo listadas paulatinamente. Esta lista de propriedades

caracterizam completamente os nimeros inteiros.

7



3.2 Anéis

Sejam A um conjunto e (+) e (.) duas operagdes em A, chamadas de adi¢do e mul-
tiplicacdo. A terna (A, +,.) serd chamada de anel se as opera¢Oes gozarem das seis primeiras
propriedades e, de Anel comutativo com unidade se gozar das oito propriedades seguintes.
Vabce A

1. A; (A Adicao é Associativa):

(a + b) + ¢c=a+ (b + ¢

2. As (A Adicao é Comutativa):

a+ b =Db+ a

3. A; (Existe um Elemento Neutro para a Adicao):

Existe « € Atalque o + x = z, Vx € A.

4. A4 (Todo Elemento de A possui um Simétrico):

Va € A,da’ € Atalque a + o’ = 0.

5. M; (A multiplicacao é associativa):

Quaisquer que sejam a, b, ¢ € A, tem-se que (a.b).c = a.(b.c).

6. AM (A multiplicacio é distributiva com relacao a adicao):

Quaisquer que sejam a, b, ¢ € A, tem-se que a.(b+ ¢) = a.b+ a.c; (a +b).c = a.c+ b.c.

7. M5 (A multiplicacao é comutativa):

Quaisquer que sejam a,b € A, tem-se que a.b = b.a).

8. Ms; (Existe um elemento neutro para a multiplicacio):

Existe k € A, com k # 0, tal que x.x = x para todo = € A.

Observacoes

Usaremos o simbolo 0 para denotar o elemento neutro da adicdo que serd chamado
Zero.

Usaremos o simbolo 1 para denotar o elemento neutro da multiplicagdo que sera cha-
mado de unidade ou apenas um.

O simétrico de a serd simbolizado por —a e € unico. Note que o simétrico de —a € a.

Usaremos a notacdo a — b para representar a + (-b). Esta operacdo em A é chamada de
subtracdo.

Um elemento a € A sera dito invertivel, se existir um elemento b € A tal que a.b = 1.

Esse tal elemento b sera chamado de inverso de a. O inverso de um elemento a, se existir, é



tinico. No caso em que a é invertivel, o seu ({inico inverso) sera denotado por a~!. Denotaremos
por A* o conjunto dos elementos invertiveis de um anel A. Observe que se z,y € A*, entdo
x.y € A*, isto é, A* é fechado com respeito a multiplicacdo de A. Note também que 1 € A* e
que se v € A*, entdo z~! € A* (pois segue da defini¢io que o inverso de 2! é o préprio ).
Um anel comutativo com unidade A serd chamado de dominio de integridade ou sim-

plesmente de dominio se for verificada uma das seguintes propriedades.

1. M, (Integridade)
Dados a,b € A,sea # 0e b # 0, entdo a.b # 0.

A propriedade acima pode ser escrita da seguinte forma:

2. Mj (Integridade)

Dados a,b € A,se a.b=0,entdoa = 0ou b = 0.

O axioma abaixo caracteriza parcialmente o conjunto dos inteiros.
Axioma 3.2.1. (Z,+,.) é um dominio de integridade.

Proposicao 3.2.1. (Lei do cancelamento). Seja A um dominio de integridade. Para todos

a,x,y € Acoma # 0, se a.x = a.y, entdo x = y.

3.3 Anéis Ordenados

Uma relacgdo bindria num conjunto A é uma sentenga aberta no conjunto A x A.

Um anel A serd chamado de anel ordenado se existir uma rela¢do binaria x < y, que
se 1& x € menor do que ou igual a y, que goza das seguintes propriedades:

O, (Reflexividade) Para todo a € A, temos a < a.

s (Antisimetria) Para todos a,b € A,sea <beb < a,entdoa = b.

O3 (Transitividade) Para todos a,b,c € A,sea <beb <c,entdoa < c.

0,4(Totalidade) Dados a,b € A, tem-se que é verdadeira uma das asser¢des a < b ou

OA(Compatibilidade com a Adicao) Para todos a,b,c € A, se a < b, entdo a + ¢ <
b+c.

OM(Compatibilidade com a Multiplicacao) Para todos a,b,c € A,sea < be (0 <,
entdo a.c < b.c.

Usaremos a notacdo a < b, que se 1€ a é menor do que b, para indicar que a < b com
a # b. Usaremos também as notagdes b > a, que se 1€ b é maior do que a,e b > a,que selé b e
maior do que ou igual a a, significando a < b e a < b, respectivamente.

Damos mais um passo na axiomatiza¢cdo do conjunto Z dos inteiros, complementando

o0 Axioma 1 como segue:



Axioma 3.3.1. (Z, +, ., <) é um dominio ordenado.

Num anel ordenado define-se o valor absoluto de um elemento ¢ € A como sendo,

a, se a >0,
lal =

—a, se a<®0.
Segue imediatamente dessa definicdo que |a| > 0, para todo a € A e que vale a

igualdade se e somente se a = 0.

Proposicao 3.3.1. Sejam A um anel ordenado e a,b,r € A. Temos que
(@) |a.b| = |al.[b]
(i) —Ja| < a < |al
(iii) |a| < 1 se e somente se —r < a <7
(iv) |a+ 0] < |a| + (0]

Corolario 3.3.1. Sejam A um anel ordenado e a,b € A. Temos que
|lal = [b]] < |a £ b] < |a| + [b].

Indicamos [8] para as demonstragdes da proposi¢do 3.3.1 e seu coroldrio.

3.4 Anéis bem ordenados

Um subconjunto S de um anel ordenado A sera dito limitado inferiormente (respec-
tivamente superiormente), se existir um elemento a € A tal que para todo x € S se tenha
x > a (respectivamente x < a). O conjunto vazio € considerado limitado inferiormente e
superiormente.

Diremos que S tem um menor elemento (respectivamente maior elemento), se existir
b € S tal que para todo = € S se tenha z > b (respectivamente, x < b). Se existir um menor
elemento de um subconjunto S de um anel ordenado A, este é unico. De fato, se b e b’ sdo
menores elementos de .S, temos que b < V' e b’ < b, logo pela antisimetria da relagdo de ordem
<, segue que b = ’. No caso em que existe o menor elemento de .S, ele € denotado por minS.
A mesma observagdo vale para o maior elemento que serd denotado por max S.

Um dominio ordenado A serd chamado de dominio bem ordenado se gozar da seguinte
propriedade.

PBO ( Principio da Boa Ordenacao). Todo subconjunto ndo vazio de A limitado
inferiormente possui um menor elemento.

A propriedade acima € equivalente a seguinte propriedade.

PBO’. Todo subconjunto ndo vazio de A limitado superiormente possui um maior

elemento.
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De fato, isto segue das seguintes observacoes faceis de verificar.

Seja) # S C A, defina S’ = {—b | b € S}. Entdo S é limitado inferiormente se e
somente se S’ € limitado superiormente. Tem-se também que .S possui um menor elemento se
e somente se S’ possui um maior elemento (neste caso tem-se que min S = -max .S”).

Daremos a seguir a axiomatica completa dos niimeros inteiros.

Axioma 3.4.1. Axiomas dos numeros inteiros.

(Z,+, ., <) é um dominio bem ordenado.

A seguir alguns resultados caracteristicos dos dominios bem ordenados.
Proposicao 3.4.1. Sejam A um dominio bem ordenado e a € A. Se a > 0, entdo a > 1.
Corolario 3.4.1. Sejam A um dominio bem ordenado e a,b € A. Se a > b, entdo a > b+ 1.
Corolario 3.4.2. Sejam A um dominio bem ordenado e a,b € A com b # 0. Entdo |a.b| > |al.

Proposicao 3.4.2. Seja A um dominio bem ordenado e a,b € A. Se a.b =1, entdoa =b =1

oua=b=—1.

A Proposi¢do acima mostra que os unicos elementos invertiveis de um dominio bem
ordenado sdao 1 e —1.

Proposicao 3.4.3. (Propriedade Arquimediana). Dados elementos a e b de um dominio bem

ordenado A com b # 0, existe um elemento n € A tal que n.b > a.

Indicamos [8] para demonstracdes das proposi¢des e respectivos coroldrios desta se-
¢do.
3.5 Divisao Euclidiana

Teorema 3.5.1. Dados inteiros d e D com d # 0, existem inteiros q e r tais que
D=dqg+re0<r<]|d.

Além disso, q e v sdo unicamente determinados pelas condigcoes acima.

Demonstragdo. Considere o conjunto limitado inferiormente,
S={x€Z"|x=D—dn para algum n € Z}.

Este conjunto € ndo vazio pois pela Propriedade Arquimediana dos Inteiros, (Proposi-
¢d0 3.4.3) existe um inteiro n tal que n.(—d) > D, portanto x = D —n.d € S.

Pelo Principio da Boa Ordenacdo, segue que S possui um menor elemento r. Logo
r = D —d.q, paraalgum ¢ € Z. E claro que r > 0 pois 7 € S. Vamos agora provar que r < |d|.

11



Suponha por absurdo que r > |d

, logo r = |d| + s para algum s tal que 0 < s < r.
Portanto
D=dqg+|d+s=d(qg+1)+s,

e consequentemente,
s=D—d(gtl) €S

Como s € S e s < r, temos uma contradi¢cdo pois r era o menor elemento de .S.

Para provar a unicidade suponha que
D=dq +r =dqg+rs,
com0 <r; < |d]e0 < ry<|d| Por estas tltimas desigualdades segue que
—ld < =ro<ry—ry e ry—ry < |d] —ry < |d|,
€ portanto

—ld] <1y —re < |d|.

Consequentemente, pela Proposi¢ao 3.3.1 (iii), temos que |r, — 73| < |d|. Como
d(g1 — ¢2) =72 — 11,
Segue da Proposi¢do 3.3.1 (i), que
ldl.lqr — g2| = |r2 — 71| <d].

Isto s6 € possivel se g3 = ga €71 = 79

O teorema nos garante portanto que em Z € possivel efetuar a divisdo de um nimero
D por outro nimero d # 0 com resto pequeno.

Os ndmeros D, d, q e r sio chamados respectivamente de dividendo, divisor, quociente

€ resto. L]

Observacao 3.5.1. Na divisao euclidiana, se D > 0 e d > 0, entdo q > 0. De fato, se valesse
q < 0, teriamos
D=dg+r<dg+d=d(g+1) <0,

Logo D < 0, absurdo.

Observacao 3.5.2. Sejam a,b € Z com b > 0 e q o quociente da divisdo de a por b. Denota-

a . Lo . . L . ,
remos [B} como o nimero inteiro q. Esse niimero é o maior inteiro menor ou igual ao niimero
) a a r r )
racional 7 De fato, sendo a = b.q+1r com (0 < r < b, segue que — = q+ — com b um numero

b b
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T
racional tal que O < i < 1. Portanto,

a T
q§g=q+5<q+L

a

Logo q = [5]

Observacdo 3.5.3. Dado um niimero racional ¢, existe um niimero inteiro no intervalo (c,c +
|={z€Q|ec<z<c+1}.
a
De fato, suponha c = 3 coma,b € Zeb > 0. Pela observagcdo acima,

lc] =

r
b?

Sall RS

com (0 < % < 1 e portanto,
0<(d+1)—c<1,

logo [c]+1 € (c,c+1].

3.6 Teorema Fundamental da Aritmética

Este importante teorema mostra que os ndmeros primos sao os construtores dos intei-
10S.

Teorema 3.6.1. (Teorema Fundamental da Aritmética (TFA)). Todo inteiro maior que um se

escreve de maneira vinica como um produto de primos.
Lema 3.6.1. (Lema de Euclides) Se p é um primo que divide a.b entdo p divide a ou p divide b.

Indicamos [8] para as demonstragdes do Teorema 3.6.1 e Lema 3.6.1.
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Capitulo 4

Numeros Complexos

4.1 O Corpo dos Nimeros Complexos

Nesta secao mostraremos que o Conjunto dos Numeros Complexos € um Corpo e
utilizaremos a defini¢do proposta por GAUSS em 1831 e refor¢cada por HAMILTON em 1837,
conforme Dante [3], na qual o Conjunto dos Nimeros Complexos ¢ um conjunto de pares
ordenados de nimeros reais e que sintetizamos abaixo:

Seja R o conjunto dos niimeros reais e seja o produto cartesiano R x R = R? :

R? = {(z,y)|r € R e y € R}

isto é, R? é o conjunto dos pares ordenados (z, ) em que z € y sdo ndmeros reais.
Tomemos dois elementos, (a,b) e (c,d), de R? para dar as seguintes defini¢des:

e Igualdade: dois pares ordenados sdo iguais se, € somente se, apresentem primeiros ter-

mos iguais e segundos termos iguais.
(a,b) = (c,d) a=ceb=d

e Adicao: Chama-se soma de dois pares ordenados a um novo par ordenado cujos primeiro
termo e segundo termo sdo, respectivamente, a soma dos primeiros e dos segundo termos

dos pares dados.
(a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d)
A adic¢do acima é simplesmente a adicio de vetores em R2.

e Multiplicacdo: Chama-se produto de dois pares ordenados a um novo par ordenado
cujo primeiro termo € a diferenca entre o produto dos primeiros termos e o produto dos
segundos termos dos pares dados e cujo segundo termo € a soma dos produtos do primeiro

termo de cada par dado pelo segundo termo do outro.
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(a,b).(¢,d) = (ac — bd, ad + bc)

Definicao 4.1.1. Chama-se conjunto dos niimeros complexos, e representa-se por C o conjunto
dos pares ordenados de niimeros reais para os quais estdo definidas a igualdade, a adicdo e a
multiplicacdo conforme secgdo 4.1.

E usual representar-se cada elemento como par ordenado (z,y) € C com simbolo z,

portanto:

z2€C<«= z=(x,y) sendo z,y € R

Proposicao 4.1.1. As seguintes propriedades se verificam para quaisquer z,w,u € C
l. (z+w)+u=z+(w+u), VzwuecC (Associatividade da Adi¢do)
2. 2+w=w+z2, Vz;w € C (Comutatividade da adi¢do)
3. vy € C| 2+ v, = 2z, Vz € C (Elemento neutro da adi¢ao)
4. VzeC, 32 €C|z+ 2 = vy (Elemento simétrico da adi¢do)
5. (zw).u = z.(w.u),Vz,w,u € C (Associatividade da multiplicagdo)
6. zw =w.z,Vz,w € C (Comutatividade da multiplicacio)
7. 3my € C| z.m, = z, ¥z € C (Elemento neutro da multiplicagdo)
8. VzeC* 327 € C| 22" = mg (Elemento inverso)

9. z.(w+u) = zw + zu,Vz,w,u € C (Distributividade da multiplicagdo em relagdo a

adicdo)

Indicamos [3] para a demonstrag@o das propriedades acima.
Verificadas as propriedades acima, podemos afirmar que as operagdes de adicao e mul-
tiplicacdo definem sobre C uma estrutura de corpo comutativo; C é portando o corpo dos nu-

meros complexos.

e Subtracao

Decorre do teorema anterior que, dados os complexos z = (a,b) e w = (¢, d), existe um

tnico zy € C tal que z + 2y = w, pois:

z4zg = w = 2+ (z42) = 2w = (2'+2)+20 = w2 = votzg = w2 = 2z = w2
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Esse nimero z, é chamado diferenca entre w e 2 e indicado por w — z, portanto:

w—z=w+ Z = (Ca d) + (—Cl, _b) = (Ca —CL), (d7 _b)
Divisao
Também decorre do teorema anterior que, dados os complexos z = (a,b) # (0,0) e

w = (¢, d), existe um tnico z, € C tal que z.zg = w pois:
220 =w = 2".(2.20) = 27w = (2".2).20 = w.2" = mp.z0 = w.2" = zp=w.2"

. £ . .. w
Esse numero zj é chamado quociente entre w e 2z e indicado por —, portanto:
z

Yy = (c,d). ( a —b ) B (c.a—i—d.b d.a— c.b)

z a2 + b2’ a2 + b? a?+0b2 7" a?+02

Se escrevermos, por abuso de notag¢do, x no lugar de (z,0) e ¢ no lugar de (0, 1), temos
de 4.1 acima que
(a,b) = (a,0) + (b,0).(0,1) = a + bi.

A forma acima é chamada forma algébrica do niimero complexo (a, b). Observe que
i =(0,1).(0,1) = (=1,0) = —1,

com isso acabamos de construir um corpo que contém o corpo R e no qual a equagdo

22 + 1 = 0 admite uma raiz (o ndmero 7).

Na forma algébrica opera-se usando as propriedades de corpo e a informag¢do adicional
de que i = —1.

Exemplo 1. Adi¢do

(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+ d)i,

Exemplo 2. Subtracdo

(a+bi) — (c+di)=(a—c)+ (b—d)i

Exemplo 3. Multiplicacdo

(a+ bi).(c+ di) = (ac + bei + adi + bdi*) = (ac — bd) + (be + ad)i
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Exemplo 4. Inverso

r a—h _a L+ _bi
a+bi  (a+bi)(a—bi) a2+b> a2+ b2

Observacoes:
Os numeros reais correspondem aos pares em que o segundo elemento € igual a zero.

Assim:
e O par (7,0)corresponde ao nimero real 7;
e O par (-1,0)corresponde ao nimero real -1;
e O par (0,0)corresponde ao nimero real 0.

Os pares que tem o segundo elemento diferente de zero correspondem aos complexos

que ndo sao reais. Assim:
e O par (0,1)corresponde a um nimero complexo que nao € real;

e O mesmo ocorre com os pares(3, 5), (1,3/5), (=2, 4) e outros.

4.1.1 Representacao grafica

Sabendo que um Numero Complexo z = a + bi é o par ordenado (a,b), podemos
representa-lo graficamente como o ponto do plano cartesiano de abscissa a e ordenada b, ou
como o vetor que liga a origem desse ponto (Figura 5.1). Nesse contexto chamamos o Plano

Cartesiano de Plano Complexo, o eixo dos x de Eixo Real e o eixo dos y de Eixo Imagindrio.
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Figura 4.1: Representag¢do Gréfica do Numero Complexo

As operagdes de Soma e Subtracdo dos Numeros Complexos também podem ser re-

presentadas graficamente no Plano Complexo conforme Figura 5.3 abaixo.
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A Im =

3

Re =

Y

0 -

Figura 4.2: Soma e Subtracdo de Complexos

4.2 Conjugacao e Modulo

Sejaz = a+ bi € C, com a,b € R. Define-se o conjugado de z como sendo o
complexo Z = a — bz, isto é:

z=a+bi s Z=a-—bi

e 0 médulo de z como sendo o nimero real |z| = v/a? + b?. A parte real e a parte
imagindria de z sdo respectivamente os nimeros reais Re(z) = a e Im(z) = b.

4.2.1 Propriedades do Conjugado

Teorema 4.2.1. Para todo z € C, temos:
) z+Z=2.Re(z),
)z —%z=21Im(z).i;
)z =% 2 € R;
V)zZ=0a2=0;
V)Z=2VzeC;
VI) z+w =% +w;
vihzw=z.w;

VIII) Se w # 0, entdo (3) -
w

SRS
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IX) Se z # 0, entdo (Z)" = (2")Vn € Z;
X)zz = |22, V2 € C;
XI)|z| = z] = | — 2|,Vz € C; B
XII) Re(z) = ire elm(z) = : 2_ Z;
XIIl) Re(z) < |Re(z)] < |7| eIm(;) < |Im(z)| < |z|.
Essas propriedades sdo fdceis de verificar. A titulo de ilustracdo provaremos a propri-
edade (1).

Sejam z = a + bi e Z = a — b a propriedade (I) é consequéncia das seguintes

igualdades:
z4+zZ=(a+bi)+ (a—0bi) =(a+a)+ (bi —bi) =2a+ 0 = 2a = 2Rez

As seguintes proposi¢cdes nos fornecerdo alguns resultados bdsicos

Proposicao 4.2.1. Quaisquer que sejam z,w € C, temos que

Demonstragdo. Usando as propriedades (VII) e (X) acima, temos que
lzw|)? = (z.w)(z.w) = 22070 = |2|*.|w]* = (|z].]w|)?.

Como |z.w| e |z|.|w| sdo ambos ndmeros reais ndo negativos, extraindo a raiz quadrada

de ambos os membros da igualdade |z.w|?* = (|z|.]w])?, obtemos que |z.wl = Izl.lwl. O

Proposicao 4.2.2. Quaisquer que sejam z,w € C, temos que
|z + w| < |z] + |wl.

Demonstragdo. Usando as propriedades (V) e (VII), verifica-se que z.w e w.z sdo conjugados,
logo pela propriedade (I) temos que z.w + w.Z = 2Re(z.w). Como pelas propriedades (XII) e
(XIII) e pela Proposicao (4.2.1), temos que z.w + w.Z < 2|z|.|w|, segue pelas propriedades (X)
e (VI) que

lz4+w)? = (z+w).(z+w)=2Z+20+wZ+wD
= |2]* + 2Re(z.w) + |w]* < |2]* + 2|2].|w] + |w]?
= (|2l + |w])*.

Extraindo a raiz quadrada dos dois extremos das desigualdades acima, obtemos o re-
sultado. ]
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4.2.2 Conjugados da Soma e do Produto

Teorema 4.2.2. Se 7 e w sd@o Niimeros Complexos quaisquer, temos:
Dz+w=z+w

I)zw=zw

Indicamos [8] para a demonstragdo do Teorema 4.2.2.

4.2.3 Forma Trigonométrica ou Polar dos Numeros Complexos

Vejamos agora a representacdo dos nimeros complexos em coordenadas polares. A
relacdo entre coordenadas cartesianas e coordenadas polares resultou num dos instrumentos
mais poderosos na teoria dos numeros complexos, sem o qual seria praticamente impossivel
operar com estes nimeros, especialmente no que diz respeito a extracao de raizes [8].

Sejam p e 6 as coordenadas polares do ponto representando z (Figura xxx), onde p > 0.
Entao

x = pcos e y=psent, 4.1)

e o nimero complexo z pode ser escrito na forma polar

z = p(cosB +isenB) (p>0) (4.2)

O raio vetor p é \/x? + y?2, isto é,

p =zl (4.3)

O angulo 6 é chamado argumento de z denotado por Arg z. Quando z # 0, os valores
de 0 sdo determinados a partir das equagdes (4.1) ou da relagio

tgo =2 (4.4)
T

e do quadrante em que o ponto z se encontra.

Entretanto, qualquer 6, da forma 6 + 2km, com k inteiro, também satisfaz a forma
polar, pois sen ) e cos 8 s@o funcdes periddicas de # com periodo 27 radianos, em particular
z possui infinitos argumentos. Denotamos o tnico argumento de z que pertence ao intervalo

(—m, 7], como argumento principal e escrevemos Arg z.
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Vejamos agora [8]representagdes polares para a multiplicagcdo de dois complexos (z.w)

o . z
e para a divisdo de dois complexos <—>
w

Proposicio 4.2.3. Sejam z = p1(cosh; + isenby) e w = py(cosby + isenbs). Temos que
z.w = py.p2lcos(01 + 02) + isen(6y + 05)]

Da Proposi¢do 5.3.1 segue a seguinte regra:
O produto de dois nimeros complexos tem por representacdo um vetor cujo médulo
¢ o produto dos mddulos desses nimeros e cujo dngulo com o eixo R x {0} é a soma dos

angulos(mdédulo 27) que as representagdes destes nimeros formam com o referido eixo.

Proposicao 4.2.4. Sejam z = p,(cost; + isenby) e w = pa(cosby + isenby) # 0. Temos que

z :
o= %[003(91 — 03) + isen(6 — 65)]
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Capitulo 5
Inteiros de Gauss

Definicao 5.0.1. Um inteiro de gauss é um niimero complexo da forma a+ bi com a e b inteiros,

cujo conjunto denotamos por Z[i.

5.1 O anel dos Inteiros Gaussianos

5.1.1 Subanéis

Definicao 5.1.1. Sejam (A,+,.)um anel e L um subconjunto ndo vazio de A. Diz-se que L é um
subanel de A se;
(i) L é fechado para as operacdes que dotam A da estrutura de anel;

(ii) (L,+,.) também é um anel.

Proposicao 5.1.1. Sejam A um anel e L um subconjunto ndo vazio de A. Entdo L é um subanel
de A se, e somente se, as seguintes condigoes sdo verificadas:

(i) 0 € L (o elemento neutro de A pertence a L)

(ii) v,y € L = x —y € L (L é fechado para a diferenca)

(iii) x,y € L = x.y € L (L é fechado para o produto).

Indicamos [7] para a demonstracdo da proposic¢ao 5.1.1.
Proposicao 5.1.2. O conjunto dos Inteiros de Gauss é um Dominio de integridade.

Demonstragdo. Com efeito, 0 = 0+ 0 € Z[i]. Como 1 = 1 + 04, entdo 1 € Z]i].
Sejam z = a+ bt e w = c+ di dois Inteiros de Gauss, isto é, a, b, ¢, d € Z, entdo z — w

e z.w também sdo Inteiros de Gauss pois
z—w=(a—c)+ (b—d)i,

zaw = (ac — bd) + (ad + be)1,

w.z = (ca — db) + (da + ¢b)i = (ac — bd) + (ad + bc)i = zw
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onde (a — ¢), (b — d), (ac — bd) e (ad + cb) sdo inteiros. Logo Z[i] é um subanel comutativo
com unidade de C. Além disso
zw=0=|zw|=0

|z].lw]| =0=1]2] =0 ou |w|=0
2| =0 2=0c¢

2] = Va2 1+ b

O anel dos inteiros gaussianos serd denotado por Z]i].

5.2 Norma

Definiremos também uma fun¢do muito importante na aritmética desse conjunto que €

chamada de Norma, onde:

Definicdo 5.2.1. Para z = a + bi € Z]i], a Norma é o produto
N(z) = 2z = (a + bi)(a — bi) = a® + b*.

Por exemplo, N (3 + 2i) = 32 + 22 = 13. Param € Z, N(m) = m?. Em particular, N(1) = 1

Pensando em a + b¢ como um nimero complexo, sua Norma é o quadrado de seu
modulo.
la + bi| = Va2 + b2, N(a+bi)=a®+b* = |a+ bi|>.

A razdo pela qual preferem lidar com Normas em Z[i] em vez de valores absolutos é que as
Normas sdo inteiros (em vez de raizes quadradas) e as propriedades de divisibilidade em Z
vdo fornecer informagdes importantes sobre as propriedades de divisibilidade em Z[i|. Isto é

baseado na seguinte propriedade algébrica da Norma.

Teorema 5.2.1. A Norma é multiplicativa, ou seja, como Zw = Z.w, entdo N(z).N(w) =

2ZwW = zw.Zw = N(zw)

Demonstragdo. Fazendo z = a + bi e w = ¢ + di. Entdo z.w = (ac — bd) + (ad + be)i.
Facamos agora N (zw) e N(z)N(w):

N(2)N(w) = (a® + b*)(* + d*) = (ac)® + (ad)* + (bc)* + (bd)? (5.1)
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N(zw) = (ac — bd)* + (ad + bc)?
= (ac)® — 2acbd + (bd)* + (ad)® + 2adbc + (bc)?
= (ac)* + (bd)* + (ad)? + (bc)?. (5.2)

Verificamos que (5.1) e (5.2) tem 0 mesmo resultados, logo
N(zw) = N(z)N(w)

]

Determinaremos a seguir os inteiros de Gauss que tem inversos multiplicativos em
Z[i).

5.3 Unidades

5.3.1 Definicoes

e Elemento invertivel: Um elemento a € A € invertivel (em A) se existe b € A tal que a.b
=1.

Denotaremos por A* o conjunto dos elementos invertiveis.

e Elementos associados: Dois elementos a,b € A sdo associados (em A) se existe u €
A*tal que a = ub.

Observacao 5.3.1. O produto de invertiveis é invertivel, pois se u e v sdo invertiveis,
(wo)v tu ™) =uwo Hut =uut =1

Proposicao 5.3.1. Ser associado é uma relacdo de equivaléncia no seguinte sentido:
i) z é associado de z;
ii) Se z é associado de w, entdo w € associado de z;

iii) Se z € associado de w e w é associado de t, entdo z é associado de t.

Demonstragcdo. Vejamos:

)z=1.z2

.o . _ _1 . . pa 7z z * 2.

i) Se 2 = ww = w = u~.z. Como o inverso de um invertivel também € invertivel,
entdo w € associado de z.

iii) Se z = ujw e w = uyt, entdo z = (ujusg)t

Como o produto de invertiveis € invertivel = z é associado de w. [
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Proposicdo 5.3.2. Seja o € Z[i|. As seguintes afirmacdes sdo equivalentes:
(i) «é invertivel em Z[il;
(ii)) N(a) =1,
(iii) o € {—1,1,—1,1}.
Demonstragdo.
(1) = (di): Sendo « invertivel, existe § € Z[i] tal que

a.f=1.

Consequentemente,

Como N («a) € Z™*, segue das igualdades acima que N («) = N(5) = 1.

(74) = (i4i): Suponhamos N(a) = 1. Pondo o = a + bi, temos que
A+ =1,
cujas solugdes em Z x Z sdo (0,+1) e (+1,0). Portanto o € {—1,1, —i,}.
(i41) = (i): E claro que todo elemento de {—1, 1, —4,4} é invertivel em Z]i]. O

A Norma de cada Inteiro de Gauss é um nimero inteiro ndo negativo, mas nio é ver-
dade que cada nimero inteiro ndo negativo é Norma de algum elemento de Z[i]. Com efeito, as
Normas sdo os inteiros da forma a2 + b? e nem todo inteiro positivo é a soma de dois quadrados.

Veremos, por exemplo, que 3,7,11,15,19 e 21 ndo sdo Normas de nenhum inteiro de Gauss.

5.4 Divisibilidade

Mostraremos que em Z[i| tem uma divisdo com resto "pequenosemelhante a Divisdo
Euclidiana em Z e que o anel dos Inteiros Gaussianos possui propriedades algébricas e aritmé-
ticas semelhantes as do Anel dos Inteiros.

5.4.1 Dominios Euclidianos

Definicio 5.4.1. Um dominio Euclidiano (A,+,.,T) é um dominio de integridade (A, +,.) com
uma fung¢do

T:A-{0} > N={0,1,2,..}

Que satisfaz as propriedades seguintes:
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1. Ya,b e A, b=#0,existemt,r € A tais que

a=0bt+r com{ T(r) < 1(0)
ou r=0.
2. Y(a) < Y(ab),V a,b € A\{0}

Definicdo 5.4.2. Seja a,b € Z][i],bla (1é-se b divide a) se ¢ € Z[i] tal que a = bc. Assim

sendo, chamamos b de divisor ou fator de a e, neste caso, diremos que a é multiplo de b.
Exemplo 5. Se 8 — i = (1 — 2i)(2 + 3i), entdo 1 — 2i e 2 + 3i dividem 8 — i.
Exemplo 6. 12 — 5: é divisivel por 1 + 61?2 Facamos a divisdo.

12—-5i  (12—5i)(1—6i) —18—77i 18 77

1+6i  (1+6)(1—6i) 37 37 37"
18 o TN L o .
Como as partes Real 37 e Imagindria 37 ndo sdo inteiros, 1 + 61 ndo divide 12 — 51
em Zli].
Teorema 5.4.1. Seja z = a + bi € Zl[i] e ¢ € Z, c|z se, e somente se, c|a e c|b em Z.

Demonstracdo. Como c|(a + bi) em Z[i], entdo a + bi = ¢(m + ni) para algum m,n € Z, que

¢ equivalente a dizer que a = cm e b = cn, logo cla e c|b. O

Observamos também que a multiplicidade da Norma se transforma em relag¢do de di-
visibilidade em Z[i|, vejamos,

Teorema 5.4.2. Para z,w € Z][i|, se w|z em Z][i], entdo N(w)|N(z) em Z.

Demonstragdo. Fazendo z = wy paray € Z[i|. Pela Norma nos temos que N (z) = N(w)N(y).
Como esta equagdo estd em Z, entdo temos que N (w)|N(z) em Z. O

Corolario 5.4.1. Um inteiro de Gauss o é miiltiplo de 1 + i se, e somente se, sua Norma é par.

Demonstragdo. Seja o = a + bt um inteiro de Gauss com Norma par. Entdo a e b tem a mesma
paridade, isso s6 ocorre se a e b forem ambos impares ou ambos pares. Fazendo a + bi =

(1 +i)(x + yi) para algum z,y € Z, temos a + bi = (v — y) + (¢ + y)i, que tem soluc@o

a+b —a . A o
ey = ——. Como a e b tem a mesma paridade sdo nimeros inteiros.

xr =
Por outro lado, como N (1 + i) = 2, qualquer miltiplo de 1 + i também tem Norma
par. [

Exemplo 7. A Norma de5+ié26,e5+1i= (1+1)(3 — 2i).
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Teorema 5.4.3. (divisd@o com resto).

Sejam o, € Z[i] com B # 0. Entdo existem vy, p € 7Z[i| tais que:
a=fy+p, com 0<N(p) <N(B)
Demonstragdo. Trata-se de achar um inteiro gaussiano q tal que
N(a—=pv) <N(B).

como

N(B)N (% - 7) — N{a - 89)

segue que devemos achar um inteiro gaussiano +y tal que

Q@
N (— — 'y) < 1.
g
o
Escrevendo E na forma normal, é facil ver que existem x,y € Q tais que

« i
— =+ yt.
s

Sejam 7 e s inteiros tais que

Y

N —

1
p—rl <5 e ly—sl <

(tais inteiros existem em decorréncia da Observagdo 3.5.3.). Pondoy =r + sie p = a — 57,

segue que
a=p.y+0p,
N(p) = N() N(% —7) = N(B).N(z —r+ (y — 8)i) =
= Nl =+ (5= 57 < N(B) (3 + 1) = 3V < N

Corolario 5.4.2. (Z[i|,+, ., N) é um Dominio Euclidiano.

Para um melhor entendimento da proposicdo 5.4.1 mostraremos abaixo alguns exem-

plos.
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Exemplo 8. Seja o = 11+ 10i e § = 4 + i. Entdo N () = 17. Assim

a af 54+ 29
B N(B) 17
54 29 . - . :
Como 7= 3,17... e 7= 1,70..., usamos v = 3 4+ 21 . Entdo o — By = 1 — i, por isso
1
definimos p = 1 — i. Note que N(p) = 2 < <§) N(p).

Exemplo 9. Seja v = 41 + 24i e 8 = 11 — 2i. Entdo N(f3) = 125 e

a af 403 + 346

g 125 125

Como o5 = 3,224... e — = 2,768... usamos 3+ 3i e encontramos o — 3y = 2 — 3i. Definir
p =2 — 3i e compare N(p) com N(f).
hd uma diferenga interessante entre o Teorema da Divisdo em Z[i] e o (usual) Teorema

da Divisdo em 7.: é que, em geral, o quociente e o resto ndo sdo unicos em 7L][i|

Exemplo 10. Seja o =1+ 8i e f = 2 — 44, entdo

a af  =304+20i 3 ;
6N@B) - 20 2
Como —— encontra-se bem no meio de —2 e —1, podemos usar v = —1 +iouy = —2 + 1.

Utilizando a primeira escolha obtemos
a=06(=14+14)+ (=14 2i).

Usando a segunda escolha,
a=p(=24+1) + (1 —2i).

5.5 Algoritmo de Euclides para o calculo do M.D.C

Vamos definir inicialmente os Inteiros de Gauss compostos € primos.

Pelo teorema 5.4.2, se z|w em Z[i], entdo N (z)|N(w) em Z, assim 1 < N(z) < N(w)
quando w # 0. Vejamos entdo quais divisores de w tem Norma igual a 1 ou Norma igual a
N(w).

Lema 5.5.1. Sejam w # 0 e z um divisor de w tal que N(z) = 1 ou N(z) = N(w), entdo z é

uma unidade ou é um associado de w.
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Demonstracdo. Se N(z) = 1, entdo z é uma unidade.
Se N(z) = N(w), fazendo w = zu = N(w) = N(z).N(u), onde fazendo o cancela-
mento dos iguais, temos que N (u) = 1. O

Quando N(w) > 1, sempre hd oito divisores 6bvios de w: +1,+i, +w e +iw. Nos
chamamos a esses fatores de fatores triviais de w. Eles sdo andlogos aos quatro fatores triviais
+1 e £n de qualquer nimero inteiro n com |n| > 1. Qualquer outro fator de w é chamado de

ndo trivial, os fatores ndo triviais de w sdo os fatores com Norma estritamente entre 1 ¢ N (w).

Definicao 5.5.1. Seja w um Inteiro de Gauss. Diremos que w é composto se existirem inteiros
de Gauss a e b tais que:

i)w=a.b

ii) N(a) > 1e N(b) > 1.

Se w ndo for composto ele é chamado de irredutivel.
Proposicao 5.5.1. Se Norma de w é um niimero primo, entdo w € irredutivel.

Demonstrag¢do. Sejaw = a.b com N(w) = p, entdo

entao

portanto

N(a) =p e N(b) =1 ou vice — versa.

Exemplo 11. 1 + ¢ é irredutivel pois tem Norma 2.

Exemplo 12. 2 + 7 é pois tem Norma irredutivel 5.

Exemplo 13. 1 — 41 é pois tem Norma irredutivel 17.

Definicio 5.5.2. Seja p € Z[i] é dito primo, se dados a e b tais que pla.b, entdo pla ou p|b.
Vejamos agora a defini¢do de Médximo Divisor Comum em Z[i].

Definicdo 5.5.3. Sejam z,w € Z[i], com z # 0, um Mdximo Divisor Comum de z e w é um
elemento de 7[i] tal que:

i) d|z e dw

ii) Se d'|z e d'|w entdo N(d') < N(d)

Definicao 5.5.4. Quando o M.D.C entre z e w é um elemento invertivel, dizemos que eles sdo

relativamente primos.
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Teorema 5.5.1. (ALGORITMO DE EUCLIDES). Sejam z e w em Z[i] com w # 0. Entdo existe

um M.D.C entre z e w e além disso se d é um M.D.C entre z e w existem r e s em Z[i], tais que:
d=rz+sw
Demonstragdo. Aplicando o Teorema da divisdo, temos:
z=wq +11, onde 11 =0 ou N(r;) < N(w)

Ser; = 0 = w|z e w|w = que qualquer inteiro de Gauss que divida w e z tem Norma
menor ou igual a Norma de w. Logo w é um M.D.C. entre z e w.
Se r1 # 0, entdo

w="71q2 + 12, onde 19 =0 ou N(ry) < N(rq)

Sery =0=rilwecomoz = wq+riew =r1qe = 2z =r1qq2+7r1 = r1(geq +1),

logo r1|z. Além disso se d|z e d|w
r=z—wq =d —dwq =dz —w'q)

ou seja, d|r; e N(d) < N(r1) e portanto 71 € um M.D.C entre z e w.
Se ry # 0, entdo

TL=(q3T2 + 73

Se r3 = 0, entdo r»|rq, além disso
W = T1qs + T2 = T2q3q2 + T2 = T2(q2q3 + 1)

z=wq + 11 =12(q2q3 + 1)1 + 1205 = 12[(q2q3 + 1)z + ¢3]

portanto

Tolz € ro|w

Além disso
ro=w—"r1ga =w— (2 —waq1)g2 = (—q2)z + (1 g2)w

Isso mostra que:

i) ro|z e ro|w

ii) 7o € uma combinacdo linear em Z[i| de z e w
iii) Todo divisor comum entre z ¢ w divide

iv) 79 € um M.D.C entre z e w.
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Prosseguindo o processo o PBO nos diz que existe n tal que 7,41 = 0. Seguindo o
raciocinio acima vemos que o 7, ¢ um M.D.C de z e w e r,, ¢ uma combinagdo linear em Z|{]
entre ze w.

Isso é chamado Algoritmo de Euclides para o M.D.C. [

Corolario 5.5.1. Sejam d e d' dois M.D.Cs entre z e w, entdo eles sdo associados.

Demonstracdo. Com efeito, pela demonstracdo do Teorema acima temos que d|d’ e d'|d, por-
tanto eles s@o associados. [

Corolario 5.5.2. Seja p tal que N(p) > 1. Entdo p é primo se, e somente se ¢ irredutivel.

Demonstragdo. (=) Por hipétese, p é primo.
Suponha entdo p = ab. Como p é primo, p|a ou p|b.
Seja p|a. Portanto p = a’pb = 1 = a’b = b é invertivel. Portanto p é irredutivel.
(<) Por hipétese p € irredutivel.
Sejapla.bep faed = mdc(a,p).
Como d|p entdo d € invertivel ou associado de p.
Como d|a entdo d ndo pode ser associado de p, pois p ndo divide a. Logo d € invertivel.

Podemos considerar d = 1, logo existem r e s taisque 1 = ra + sp e
b= rab—+ spb=rkp+ sp
portanto
b= (rk+ s)p = plb.
O]

Exemplo 14. Vejamos o cdlculo do M.D.C. entre z = 8 + 121 e w = 4 + 3i. A Norma de w é

25. Queremos escrever z = wq, + 11 onde N(r1) =0 ou N(ry) < 25, entdo

(8+12i)(4—3i) 68 24

25 =25 T o5"

Entdo, g1 =3+1 e
r=(7T+11) — (3+1i)(4+3i) = (8+121) — (9+13i) = —1 — 1

N(ry) =2e N(w) = 25. Entdo N(r;) < N(w).
Como N (ry) # 0, temos que:

w =711q2 + 12 onde N(ry) =0 ou N(ry) < N(r1). Vejamos,

w_A+3i (4430140 T L
_— = = = — — —1
r —1—1 2 2 2
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Entdo,

Go=—-34+10u —4+io0u —3 ou —4

Podemos utilizar qualquer um dos q,’s encontrados para achar rs, existindo a possi-
bilidade de quatro solucdes diferentes.

Fagamos o cdlculo de o quando q; = —3 + 1.

ro=(443i) — (—1— i) (=3 +i) = (4+3i) — (4+2i) =i
N(ry) =1e N(r1) = 2. Entdo N(ry) < N(ry).
Como N (rq) # 0, temos que:

r1 =1req3 + 13 onde N(r3) =0 pois

(=1 —i) = i(=1+1d)+0.

Como o ultimo resto diferente de zero é i, que é uma unidade, entdo z e w sdo relativamente

primos e o M.D.C entre os dois é igual a 1.

Exemplo 15. Vejamos agora o cdlculo do M.D.C. entre z = —5+10i e w = —1+8i. A Norma

de w é 65. Queremos escrever z = wq, + r1 onde N(r1) =0 ou N(ry) < 65, entdo

2 54100 (=5+10i)(~1—8i) 85 30,

w o —1+8 65 =65 65"

Entdo,

Gp=1e
ry=(=5+10i) — (=14 8i)(1) = (=54 10¢) — (=1 + 8i) = —4 + 24

N(r1) =20 e N(w) = 65. Entdo N(ry) < N(w).
Como N(rq) # 0, temos que:

w=711q2 + 12 onde N(ry) =0 ou N(ry) < N(ry). Vejamos,

w  —148  (~1+8i)(—4+2) 20 30,

1
20

o —A+2 20 20

Entdo,

Gp=1—10ul—2ic¢€
ro=(—14+8)—(1—0)(—4+2i)=(—14+8i)—(—2+6i) =1+ 21

N(ry) =5e N(r1) = 20. Entdo N(ry) < N(ry).
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Como N (rq) # 0, temos que:

r1 =19q3 + 13 onde N(r3) =0 ou N(r3) < N(ry). Vejamos,

r —A+2 (—4+20(1-2) 0 10

= = = -+ —i.

o 1+ 2 5 5 5)
Entdo,
g3 =21 e

ra = (=44 2i) — (1+20)(20) = (=4 + 2i) — (—4 + 2i) = 0.

Como ry = 1 + 21 é o ultimo resto diferente de zero, ele é um M.D.C entre —5 + 101 e —1 + 81
Logo,
(=5 +10i) = (3 +42)(1 + 24)

(=1 + 8i) = (14 2i)(3 + 20)

com 1 + 21 irredutivel.

5.6 Fatoracio Unica

Em problemas envolvendo nimeros inteiros, a fatoracdo unica é uma das propriedades
mais importantes. Vamos mostrar que ela também € vélida para os Inteiros de Gauss. Para
isso vamos provar que todo inteiro z de Gauss com norma maior que 1 pode ser escrito como

produto de um ou mais primos de Gauss.

Teorema 5.6.1. (Fatora¢do Unica). Qualquer z € Z[i| com N(z) > 1 tem uma fatora¢do

linica em niimeros primos, no seguinte sentido: se

Z = Ppi1P2---Pn = q142...m,

onde os p;’s e q;’s sdo primos em Z\i|, entdo n = m e apds uma reordenacdo adequada, cada
j j

p; € um associado de q;.
Demonstragdo. Por indugdo na Norma.

1. SeN(z) = 2e z = a.b, entdo N(a.b) = N(a).N(b) =2 = N(a) =1e N(b) =2ou

vice-versa. Logo z € primo.
2. Considere N(z) > 2.

(a) Se z é primo a fatoracao € imediata.
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(b) Se z ndo é primo, entdo z = a.b = N(z) = N(a).N(b), onde N(a), N(b) > 1,
portanto N(a), N(b) < N(z). Entao, se N(a) < N(z). Logo a e b sdo fatoraveis, e

por consequéncia z é fatoravel.

3. Podemos supor agora a existéncia de duas fatoragdes para z: pi1ps...pn € G1G2---Gm. Su-
pondo agora, por inducdo, que pips...pn = 1¢1G2---¢m sendo 1 uma unidade, implica
que a sequéncia (p;) € uma permutacdo (a menos que sejam multiplicacdes por unidades)
da (¢;). Se max{n;m} = 1, entdo o resultado é imediato. Supondo que max{n’;m'} <
max{n;m}, pelo lema de Euclides, vemos que para algum ¢, p,|g;. Sem perda de genera-
lidade, i = m. Como p,, € ¢, s30 primos, entio ¢,, = 1 p,, onde n" é uma unidade. Logo
P1P2---Pn = Nq1G2---Gm <= P1P2---Pn—1 = N G1G2..-gm—1. Por indugdo p1, pa, ..., pp—1 €
uma permutacdo (a menos que sejam multiplicagdes por unidades) de ¢, g2, ...Gm, POI-

tanto a fatoragdo tnica esta provada.

5.7 Congruéncias em Z|i]

As congruéncias em Z|[i] também sdo definidas usando-se a divisibilidade.

Definicao 5.7.1. Sejam z, w niimeros inteiros, e y um inteiro ndo nulo. Diremos que z é cOngruo
a w mddulo y se y|(z — w), isto é, z — w = yq para um conveniente Inteiro q. Para indicar que

z é congruo a w, modulo vy, usa-se a nota¢do
z=w (mod y)

A relac@o assim definida sobre o Conjunto Z chama-se congruéncia modulo v.
Para indicar que z — w ndo € divisivel por y, ou seja, que z nao é congruo a w médulo
Y, escreve-se

2z Z w mod y
Exemplo 16. Para verificar se 5+ 12i = (2 + i) mod (5 + 1), subtraimos e dividimos:

(5+12i) — (2 + 1)

, =1+2¢
541

As congruéncias em Z[i]|, comportam-se bem tanto sob a adi¢do como sob a multipli-

cacao:
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Destacamos algumas propriedades bdsicas da congruéncia de inteiros:

1. z =z mod y (reflexidade)

De fato, z — z = 0 € divisivel por y.

2. Se z = w mod y, entdo w = z mod y (simetria)
Se z = w mod y, entdo y|(z — w), ou seja, z —w = yq para algum ¢g. Dai w — z = y(—q)
e, portanto, y|(w — z). Logo w = z mod y

3. Se z=w mod yew = s mod y, entdo z = s mod y (transitividade)
Por hipétese, y|(z — w) e y|(w — s). Logo, y|[(z — w) + (w — )], ou seja, y|(z — s).

Portanto z = w mod .

Como congruéncia médulo zero significa igualdade, nos geralmente assumimos mo-
dulo diferente de zero.
Um inteiro de Gauss pode ser reduzido médulo vy, se y # 0, para obter um inteiro de

Gauss com Norma reduzida, dividindo-se por y e utilizando-se o resto.

5.7.1 Classes de equivaléncia

Definimos a classe de equivaléncia do elemento r na congruéncia médulo y como sendo

o conjunto 7 = {z € Zli]; z = r mod y}

Observacao 5.7.1. e Sendo a congruéncia uma relacdo de equivalencia, duas classes sdo

iguais ou disjuntas.

e O algoritmo da divisdo nos diz que todo elemento de 7Z[i] é congruente a um elemento r
tal que N(r) < N(y)

e Pela observagcdo acima o niimero de classes de equivalencia é finito, pois existem um
niimero finito de elementos com norma menor que a norma de um determinado elemento
fixo em Z[i].

Obsevemos a analize a seguir.

Seja w um inteiro de Gauss com N (w) > 1. Vamos analizar
z2=0 mod w

entao,
z =0+ kw.
Se k = a + bi, entdo

z = (a+ ib)w = aw + b(iw)
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Wi

2 1 0 1 2 3 a

Figura 5.1: Vetores ortogonais w e wi

ou seja, z € uma combinacao linear inteira dos vetores ortogonais w e iw (ver Figura 5.1).
No caso da congruéncia z = r mod w, geometricamente a malha € transladada para
o ponto r = ¢ + di. Dois nimeros sdo congruéntes se estiverem na mesma "malha".
Analizemos agora z = r mod w,com N(r) < N(w)
Pelo PBO, o subconjunto formado pelas Normas de r € finito, pois 0 < N(r) < N(w).
Entao temos:
N(r)=N(w) -1

N(r) = N(w)—2

O conjunto de classes distintas € finito.
A classe de 0 + 0z € o conjunto dos multiplos de y.

Interpretacdo Geométrica
ky = (a+ bi)y = ay + b.iy

Geometricamente, 0 € a combinagdo linear inteira dos vetores ortogonais y € 2y.
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Exemplo 17. Facamos a reducdo de 1 + 8 mod 2 — 4.

A divisdo jd foi efetuada no exemplo 10, onde encontramos mais de uma possibilidade:

1480 = (2—4i)(=141) 4+ (=1 +2i),

148i=(2—4i)(=2+1) + (1 —29).
Portanto, 1 + 81 = —1+2imod 2 —4ie 1+ 8i = (2 — 4i)(—1 + i) + (1 — 2i), e as duas

redugoes estdo corretas.

Vamos agora observar algebricamente as classes de equivaléncia para 1 — 21.

Como a Norma de 1—2: é igual a 5, temos que que as classes de equivaléncias possiveis

N(r)=Nw)—1=5-1=4=r € {£2,+£2i}

N(r) = N(w) — 2 =5 — 2 = 3. Nao existe elemento de Norma 3.
N(r)=N(w)—3=5-3=2=r={+(1+4),£(—1+1)}

N(r)=N(w)—4=5-4=1=r={(£1), (+i)}
N(r)=N(w)—=5=5-5=0=r={0}

Temos entdo, a priori, 13 classes de equivaléncia. Vamos verificar quais sao disjuntas.

1=2i mod (1-2i)el=(—1—14)mod]1 — 2i,logo 1, (—1 — i) e 2i pertencem a
mesma classe.

—1=—2i mod (1 — 2i),logo —1 e —2i pertencem a mesma classe.

i=1—1imod (1 —2i)ei=—2 mod (1 —2i),logoi, (1 —i)e —2 pertencem a
mesma classe.

—i = (—=141) mod (1—2i)e—i =2 mod (1—2i),logo —i,2e (—1+1i) pertencem
a mesma classe.disjunta das outras.

Por fim a classe = 0, que representa os multiplos de 1 — 2.

Logo temos, em lugar das 13 classes iniciais, apenas 5 classes que sdo:

1,—1,i,—i,0.
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Figura 5.2: Mdltiplos de w = 1 — 2i em Z]{]

39



Capitulo 6
Aplicacoes

Teorema 6.0.1. (Fermat).
Seja p um niimero primo em 7. Entdo as afirmagdes seguintes sdo equivalentes:
(i)p=2o0up=1 mod 4.
(ii)Exista a € Z tal que a®> = —1 mod p.
(iii) p € irredutivel em 7).

(iv) p é a soma de dois quadrados.
Demonstra¢do no Apéndice.

Corolario 6.0.1. Os elementos irredutiveis de Z[i| sdo exatamente os elementos do tipo se-

guinte:

e +p. +ip com p primo em Z tal que p = 3 mod 4, por consequéncia de (iii) do Teorema
6.0.1.

e a+ bi coma®+ b* = 1 mod 4 igual a um primo de 7, por consequéncia da proposicdo
5.5.1.

Demonstra¢do no Apéndice.

Corolario 6.0.2. Todo inteiro de Gauss pode ser escrito na forma

2 =" P12 Pn- 12 -Gm

onde p; = 3 mod 4 é um primo inteiro e N(q;) € um primo inteiro congruénte a 1 mod 4.

Como aplicagdes da aritmética de Z[i] para propriedades de Z iremos abordar:

- O produto de dois nimeros que sdo soma de dois quadrados também € uma soma de
dois quadrados;

- Caracterizacao dos inteiros que sdo soma de dois quadrados;

- Um nimero primo que é soma de dois quadrados € assim em uma tnica forma;
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Exemplo 18. Vamos determinar a fatoracdo de 3 + 41.
Temos que N (3 + 4i) = 25. Essencialmente temos dois primos de Gauss de Norma 5
a menos de associados.
241 e 2—1

Verificamos que
3+4i=2+0)2+1i) = (2+1)?

Exemplo 19. Fatoracdo de —6 + 17i. Temos que N(—6 + 17i1) = 325. Vamos procurar um

primo de Gauss de Norma 5 quew divida —6 + 17i, encontramos
—6+17i = (24 7)(1 + 8i)
Seguindo com o mesmo raciocinio vemos que
14+8i=(2+1i)(2+ 30)

que sao primos N (5) e N(13).
Portanto
—6+17i = (2 +1)*(2 + 31).

O produto de dois niimeros que sao soma de dois quadrados também é uma soma de dois
quadrados

Seja
r=a’+b* e s=c*+d*

entdo,
r.s = (a* + b*)(c* + d?) = N|(a + bi)(c + di)] = N([(ac — bd) + (ad + be)i]

entao,
r.s = (ac — bd)* + (ad + be)?.
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Caracterizacao dos inteiros que siao soma de dois quadrados

Seja
n= 2k.p?1...pﬁ’“.qfl...q§5

fatoragdao em Z onde

g =1 mod 4 e g; =3 mod 4

entdo n € soma de dois quadrados se, e somente se,

Bj for par ¥j

Se (3; é par Vj, o Teorema de Fermat e a aplicacdo acima garantem que n € a soma de dois
quadrados.
Suponhamos agora que n € a soma de dois quadrados e seja p um primo tal que a maior

poténcia de p que divide n é impar. Entdo,
n=a*+ b
Consideremos d o mdc entre a € b, teremos
n=d*(a*+b?

onde mdc entre a’ e b’ é igual a 1 a maior poténcia de p que divide d? € par.
Portanto p|a’? + b, p ndo pode dividir & pois sendo dividiria também o’ contrariando

o fato do mdc de o’ e V' ser 1. Temos a equacgdo
a? +bv*=0
Z
C =
no Corpo oz

Z
V2[(a VD2 4 1] =0 em 7

Logo ¢ +1 =0 mod p tem solugio.

Portanto p = 1 mod 4.

Exemplo 20.
765 = 32.17.5 =

=N@B)NA+i)N(2+1i) =
=N3B.(44+1)2+1)] =
= N(21 +18:) =

=217 +18°
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765 = 32.17.5 =
=N@B)NA4—-i)N2+i)=
=N[3.(4—19)(2+1)] =
= N(27+ 6i) =
=27% + 6
Um nimero primo que é soma de dois quadrados é assim em uma tvinica forma

Teorema 6.0.2. Seja p primo tal que p = a® +b?, os inteiros a e b sdo tinicos exceto pela ordem

e sinais(em particular os quadrados a* + b? sdo tinicos exceto pela ordem).
Demonstragdo. Seja p = a* + b*, com a, b € Z. Entdo, em Z][i], temos
p = (a+bi)(a— bi)

Como N(a + bi) = pe N(a — bi) = pep é primo em Z, eles sdo primos em Z[i] (Teorema

6.0.1). Se houver uma segunda representagio p = ¢ + d?, entdo
p = (c+di)(c—di),
e ¢ £ di sdo primos em Z[i|. Pela fatorac@o tinica em Z[i| devemos ter
a+bi =u(c+di) ou a+ bi = u(c— di)

para alguma unidade u. A unica diferenga entre ¢ + di e ¢ — di € o sinal do coeficiente i, e
queremos mostrar que a e b sdo tnicos exceto pela ordem e sinal, por isso, ndo ha mal nenhum
em tratar apenas o caso

a+ bi = u(c+ di).

Seu=1,entioc =aed=0. Seu= —1,entdloc = —aed = —b. Seu =1i,entdioc =be
d= —a.Seu = —i,entdo c = —be d = a. Assim c e d sdo iguais a a e b exceto pela ordem e
sinais. [
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Consideracoes Finais

Este trabalho foi desenvolvido com o objetivo de tornar mais interessante aos alunos do
3° ano do Ensino Médio, em especial os das escolas publicas, o estudo dos Nimeros Complexos,
com a introdugdo desse estudo sobre o conjunto dos inteiros de Gauss que é um subconjunto
dos Complexos de grande importancia no estudo da Teoria dos Numeros.

Cabe ao professor, explorando o assunto, desenvolver nos alunos o habito da investi-
gacdo e da pesquisa por meio de situagcdes-problema instigadoras e curiosas.

O trabalho deve ser desenvolvido em sua totalidade pois cada capitulo estd entrelagado
com os outros capitulos. Assim, todos os capitulos compdem a Transposicao Didética proposta
para o estudo dos Inteiros Gaussianos.

Foi abordado inicialmente um pouco da histéria dos Nimeros Complexos e também
dos Inteiros de Gauss e, em seguida, foi feita a construcao do conjunto dos Numeros Inteiros
(Z), axiomaticamente, mostrando que o mesmo é um dominio de integridade, em seguida que é
um dominio ordenado e, complementando com a demonstra¢do de que o0 mesmo € um dominio
bem ordenado.

O capitulo seguinte, Nimeros Complexos, embasa o desenvolvimento do tema e € de
fundamental importancia no aprendizado do assunto.

O préximo capitulo, Inteiros de Gauss, culmina no desenvolvimento do tema, mos-
trando que a aritmética desse conjunto ((Z)[i]) é semelhante a do conjunto dos Nimeros Inteiros
(Z).

Para esse desenvolvimento,sugerimos alguns livros citados nas referéncias bibliogra-
ficas que subsidiardo o trabalho do professor, tais como Garcia[6], Hefez[8], Domingues[4] e

Gongalves[7] que podem contribuir com este tema.
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Capitulo 7
Apéndice

Demonstragdo do Teorema 6.0.1 . (Fermat)
Seja p um nimero primo. Entdo as afirmacdes seguintes sdo equivalentes:
)p=2oup=1 mod 4.
(i))Exista a € Z tal que a* = —1 mod p.
(iii) p € irredutivel em Z[i].

(iv) p € a soma de dois quadrados.

Demonstragdo. (1) = (ii).
Se p = 2, basta tomar a = 1 e temos que 12 = —1 mod 2.

Seja p = 1 + 4n, pelo Pequeno Teorema de Fermat,

YV z tal que M.D.C(z,p)=1= 27" =1 mod p

2™ =1 mod p

4n_1

x = 0 mod p

(" = 1)(z** +1) = 0 mod p.
Todas as 4n classes 1,2, ...... ,p — 1 sdo solucdes da equagdo.

Como 7 é um corpo, o nimero de raizes de " — 1 = 0 é 2n e o ndmero de raizes
D

de 22" + 1 = 0 também é 2n.

Seja ¢ uma solugdo de 22" + 1 = 0. Tomando a = ¢", teremos:

a’> = c* mod p=—1 modp
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(i1) = (ii).
Como a?* = —1 mod p=a*+1=kp= (a+bi)(a—bi)=kp,

N(a+bi)=N(a—bi)=p

Supondo que p fa+ bi. Entdo (a +i) =rp=(e+ fi)p=ep+ fip= fp=1.
Absurdo, pois p € primo em Z.
Similarmente p ndo divide a — bi em Z][i] . Logo p ndo é primo em Z|[i].
(ii1) = (1v).
Supondo que p fatore em

mathbbZ|i], entdo p = w.z = N(p) = N(w).N(z) e como N(p) = p?,

P’ =(a®+).(F+d®) = p* =kp(P +d*) = p=k(+d*)

onde, como p € primoem Z, k = 1 € p = (¢* + d?). Logo p é soma de dois quadrados
em Z][i].

@iv) = ().

Sendo p um ndmero primo, temos que p = 2 ou p = 4k + 1 ou p = 4k + 3. Vamos

mostrar que nenhum inteiro do tipo 4k + 3 é soma de dois quadrados.

Seja a um inteiro qualquer, entdoa = 0,1,2, ou 3 em (@) )

C . s 9 2 . == =
Ento, se a e b sdo dois inteiros quaisquer, as possibilidades para @*> + b sd0 0, 1 ou 2

Z — Z
em (@) ,edn + 3(=3em <ﬁ> ) ndo é soma de dois quadrados.

]

Demonstragdo do Coroldrio 6.0.1. Os elementos irredutiveis de Z[i] sdo exatamente os ele-

mentos do tipo seguinte:

e +p, £ip com p primo em Z tal que p = 3 mod 4, por consequéncia de (iii) do Teorema
6.0.1.

e a + bi com a? + b* igual a um primo de Z, por consequéncia da proposi¢do 5.5.1.

Demonstragdo. (=) Seja um inteiro de Gauss do tipo £p, +ip com p primo em Z, p

3 mod 4, é irredutivel em Z[i] pelo Teorema 6.0.1.
Um elemento a + bi € Z[i], com a® + b? igual a um primo de Z, € irredutivel em Z][]

pois sendo, teriamos
a+bi=wy com w,y € L], w,y# =+l +i,
logo,

46



a? 4+ b* = N(a+bi) = N(wy) = N(w)N(y)

com N(w), N(y) € Z, N(w) # 1 e N(y) # 1. Absurdo, pois por hipétese a* + b? é primo em
2.

(<) Seja a + bi um elemento irredutivel em Z[i]. Se a® + b® ndo € primo em Z, entdo
a? 4+ b?> = nmcomn,m € Z,n,m # £1, logo

(a+ bi)(a — bi) = nm.

Pela unicidade da fatoragdo em Z[i], temos que a + bi = un e (a — bi = wm) com
u € {£1,+i}; logoa = 0oub = 0, ou seja, a + bi = ticoua + bi = £ccomc € N.
Entretanto, sendo a + bi irredutivel em Z[i]e , por consequencia irredutivel em Z.

Pelo Teorema 6.0.1, este elemento ¢ é congruo a 3 médulo 4. OJ
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