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Resumo

Neste presente trabalho, faremos o estudo da “nao validade” da Forma Fraca do Teo-
rema de Peano em espacos de Banach com quociente separavel de dimensao infinita ou,
de uma forma mais precisa, mostraremos que se X é um espaco de Banach com quociente
separavel de dimensao infinita, entao existe uma aplicacao continua f : X — X tal que a

equacao diferencial autonoma z’ = f(z) nao tem solugdo em qualquer ponto.

Palavras-Chave: Espacos de Banach. Espacos de Dimensao Infinita. Quociente Sepa-

ravel. Teorema de Peano.



Abstract

In this present work, we study the “no validity” of Peano Theorem of Weak Form
in Banach spaces with separable quotient of infinite dimension, in a more precise way,
we show that if X is a Banach space with the quotient separable infinite-dimensional,
then there is a continuous map f : X — X such that autonomous differential equation

2’ = f(z) has no solution at any point.

Key Words: Banach spaces. Infinite Dimensional Spaces. Quotient Separable. Theo-

rem of Peano.
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Introducao

Em 1886, o matemaético italiano Giuseppe Peano (1858-1932) provou que se
f R xR" = R™ é uma aplicagio continua, entio a equacio diferencial ' = f(t,x),

com x(ty) = xo tem uma solugio em algum intervalo aberto contendo t.

Desde entao, passou-se a questionar sua validade em qualquer espago de Banach de
dimensao infinita. Mas foi preciso um pouco mais de meio século para que uma
resposta fosse apresentada ou, mais precisamente, 1950 o matematico francés Jean
Alexandre Eugene Dieudonné (1906-1992), usando o espago de Banach X = ¢y (espago
nao reflexivo) de dimensao infinita, apresentou uma fungao continua e auténoma onde o

Teorema de Peano nao é valido.

Ap6s a contribuicao de Dieudonné, o matematico americano James Yorke apresentou,
em 1970, outra fungao continua, agora, no espago de Hilbert ¢*(N) (espago reflexivo), mas
desta vez nao autonoma, que faz com que o Teorema de Peano nao seja valido. Outros
dois trabalhos ajudaram de forma mais abrangente a resolver de vez a questao sobre a nao
validade do Teorema de Peano em espacos de dimensao infinita. No primeiro, datado de
1972, o matematico Arrigo Cellina provou que o Teorema de Peano nao vale para espacos
nao reflexivos, generalizando, portanto, o trabalho de Dieudonné. E, finalmente, em 1975,
o matematico russo A. N. Godunov mostrou que o Teorema de Peano é falso em cada

espaco de Banach de dimensao infinita.

De posse desses resultados, nada mais natural passar a considerar a Forma Fraca do
Teorema de Peano, isto é, se f : R x R"™ — R"™ ¢ uma aplicagdo continua, entdo a equacao

diferencial ordindria ' = f(t,x) tem uma solu¢ao em algum intervalo aberto.

Em 1974, Godunov construiu um contraexemplo para a Forma Fraca do Teorema de
Peano no espaco de Hilbert. Em 2003, o matemético russo Stanislav Shkarin mostrou que
a Forma Fraca do Teorema de Peano falha para cada espaco de Banach X que tem um

subespaco complementado com uma base de Schauder incondicional.



Em 2010, Petr Hajek e Michal Johanis mostraram que se X ¢é um espaco de Banach
com um quociente separdvel de dimensdo infinita, entdo existe uma aplicacao continua
f X — X tal que a equagio auténomo x’' = f(x) nao tem solugdo. Veremos, neste

presente trabalho, os minimos detalhes desse ultimo resultado.

Esta dissertacao esta dividida em trés capitulos. No Capitulo 1 sdo apresentadas as
“defini¢oes e resultados” da Anélise Funcional e Espacos Métricos, afim de facilitar a

leitura deste trabalho tornando-o mais claro e autossuficiente.

O Capitulo 2 trata dos “Lemas Auxiliares”, os quais foram assim denominados, por-
que o primeiro é usado na demonstragao do segundo e esse, por sua vez, é utilizado na
prova do Teorema 3.1. O Lema 2.1 é um analogo da estimativa para o vetor norma
de perturbacao em um espaco com base de Schauder incondicional. Enquanto o Lema
2.2 trata de provar algumas propriedades da aplicacao @, : X — X, definida por
o, () = i gpr(HQk(az)H)fk(a:)ek, ja utilizada por Shkarin em [15]. No entanto, como
estamos tI;;ando com espagos de Banach sem base incondicional, devemos empregar o

Lema 2.1 para provar certas propriedades desta aplicacao.

O Capitulo 3 se ocupa dos “Lemas e Teoremas Principais”, os quais receberam tais
titulos, porque sao usado de forma direta na demonstragao do Resultado Principal deste
trabalho. O primeiro lema permite construir equagoes autonomas. Ja o segundo permite
provar o Resultado Principal para espacos com uma base de Schauder e, depois, estende
o resultado para uma classe muito maior. Em seguida, temos o Teorema 3.1 que assegura
a existéncia de uma aplicacao continua g : R x X — X tal que a equacao diferencial
x’ = ¢(t, ) ndo tem solugdo, desde que X seja um espago de Banach de dimensao infinita
com uma base de Schauder. E por ultimo, na Secao 3.1, se encontra o Resultado Principal
deste trabablho provado, em 2010, pelos matematicos Petr Hajek e Michal Johanis, cujo
enunciado é o seguinte: Seja X um espaco de Banach com um quociente separdvel de
dimensao infinita. Entao existe uma aplicacao continua f : X — X tal que a equacao

autonoma &' = f(x) nao tem solucdo.
¢



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo sera feita uma breve apresentacao dos conceitos e fatos basicos da
Analise Funcional e Espagos Métricos, com o objetivo de tornar nosso trabalho mais
claro e autossuficiente. Desse modo, deixaremos de apresentar as demonstra¢oes, mas aos

leitores interessados em tais provas, recomendamos a leitura de [2] e [11].

1.1 Espacos de Dimensao Infinita

Nada mais natural comecgar definindo o ambiente onde iremos trabalhar. Nesta secao
apresentaremos a definicdo de espacos de dimensao infinita. Esse tipo de espaco é o

ambiente onde o resultado principal desta dissertacao reside.

Definicao 1.1.1. Seja F um espago vetorial. Dizemos que E é um espago de dimensao
infinita quando, para cada inteiro n dado, existe um ntmero n de elementos linearmente

independente em F.

1.2 Espacos Métricos Completos

Definicao 1.2.1. Uma métrica num conjunto M é uma funcao d : M x M — R, que
associa a cada par ordenado de elementos x,y € M um ndimero real d(z,y), chamado a
distancia de x a y, de modo que sejam satisfeitas as seguintes condigoes para quaisquer

x,y,z € M:



CAPITULO 1. PRELIMINARES 1.3. ESPACOS VETORIAIS NORMADOS

dl) d(z,x) = 0;
d2) Se x # y, entao d(x,y) > 0;

d3) d(z,y) = d(y, v);
d4) d(z, z) < d(x,y) + d(y, 2).

Defini¢ao 1.2.2. Um espago métrico é um par (M, d), onde M é um conjunto e d é uma,

métrica em M.

Definigao 1.2.3. Uma sequéncia (x, ) num espago métrico M chama-se uma sequéncia de

Cauchy quando, para todo € > 0 dado, existe ng € N tal que m,n > nyg = d(x,,, x,) < €.

Definicao 1.2.4. Dizemos que um espago métrico M é completo quando toda sequéncia

de Cauchy em M convergir para um elemento de M.

1.3 Espacos Vetoriais Normados

Definicao 1.3.1. Seja £ um espaco vetorial real. Uma norma em E é uma funcao real
|| - ||: £ — R, que associa a cada vetor v € E o nimero real ||v||, chamado a norma de v,

de modo a serem cumpridas as condi¢oes abaixo para quaisquer u,v € E e \ escalar:
N1) Se v # 0, entao [|v| # 0;
N2) [|A- ol = [A] - vl

N3) [Ju+ ol < [lull + [|v]|

Defini¢ao 1.3.2. Um espaco vetorial normado é um par (F, || - ), onde E é um espago

vetorial real e || - || é uma norma em E.

1.4 Espacos de Banach

Nesta se¢do apresentaremos o conceito de espacos de Banach. Este importante tipo

de espaco métrico faz-se presente em todos os resultados apresentado neste trabalho.

4



CAPITULO 1. PRELIMINARES 1.5. BASES DE SCHAUDER

Definicao 1.4.1. Um espaco normado X é chamado espa¢o de Banach quando for um

espac¢o métrico completo com a métrica induzida pela norma.

1.5 Bases de Schauder

Nesta secao apresentaremos a definicao de bases de Schauder em um espago de Banach.

Elas fazem-se presente em “quatro” dos “seis” resultados deste trabalho.

Definicao 1.5.1. Uma sequéncia (e,) no espago de Banach X ¢é chamada de base de

Schauder de X se cada x € X tem uma representacao unica sob a forma

)
xTr = Z An €y,
n=1

onde a, € K para todo n € N. A unicidade da representacao permite considerar, para

cada n € N, os funcionais lineares
fn: X =K

definidos por

In (i aiei> = Qnp,
i=1

que sao chamados de funcional coeficientes (ou funcionais coordenadas ou ainda funcionais

biortogonais associados).

1.6 Espaco Dual

Definigao 1.6.1. Seja L(E; F) o conjunto das transformagoes lineares de £ em F'. As
transformacoes lineares ¢ : E — R, com valores numéricos, sao chamadas funcionais
lineares. Escreve-se E* em vez de L(FE;R) e o conjunto E* = {¢ : E — R ; ¢ é linear}

chama-se o espaco vetorial dual de E.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 1.7. ANULADOR

1.7 Anulador

Definig¢ao 1.7.1. Sejam E um espago normado e M um subconjunto nao vazio de E. O

anulador de M é definido por

M+t = {p € E*; o(x) = 0 para todo x € M}.

1.8 Operadores Lineares Continuos

Definicao 1.8.1. Sejam FE, F' espacos vetoriais normados sobre o mesmo corpo K. Uma

aplicacao T : E — F chama-se um operador linear continuo quando ¢ linear, isto é,
(i) T(z +y) = T(z) + T(y) para quaisquer x,y € E e
(ii) T(ax) = o' (x) para todo o € K e qualquer x € E;

e continuo, ou seja, para todo g € Fee > 0, existe d > 0talquexr € Fe ||z — 2ol < § =

1T () = T(xo)|| <e.

1.9 C.O. L. C.

Teorema 1.1. Sejam E e F' espagos normados sobre K e T : E — F' linear. As sequintes
afirmagoes sao equivalentes:

(a) T é lipschitziano.

(b) T é uniformemente continuo.

(c) T é continuo.

(d) T ¢ continuo em algum ponto de E.

(e) T é continuo na origem.

(&) sup{IT (@)l € E e [l2] < 1} < oo,

(g) Eziste uma constante C' > 0 tal que |T(z)|| < C||z|| para todo x € E.



Demonstracao: Veja [2|, Teorema 2.1.1., p. 33.1

1.10 Projecao

Definicao 1.10.1. Seja X um espaco de Banach. Um operador linear continuo
P : X — X é uma projecio se P> := Po P = P. Note que se P # 0 é uma proje-

¢ao, entao ||P|| > 1.

Exemplo 1.10.1. Seja X um espag¢o de Banach com uma base de Schauder. Entao a

aplicacao P, : X — X, definida por

o) n
P, (Z Clixi) = Z Q;Zs,
i=1 i=1

onde n € N, é uma projecao, chamadas de projecoes canonicas. Outros exemplos de

projecoes sao as aplicagoes R, : X — X e ), : X — X definidas, respectivamente, por

R, (Z CliiUi) = Z iy € Qn (Z aﬂ'z’) = Z ;i
i=1 i=1 i=n

i=n-+1
Lema 1.1. Seja (e,) uma base de Schauder de um espago de Banach X. Entdo as

projegoes canonicas P, satisfazem:
(i) dim(P,(X)) = n;

(iii) P,(z) — = € X para todo x € X.

Demonstragao: Veja [6], Lemma 6.2, p. 162.1

Dizemos que os operadores (P,) sdo projecoes candnicas associadas a base de Schauder

(en) quando satisfazem (i), (ii) e (iii).

Proposigao 1.10.1. Seja F um subespaco do espago de Banach X. As sequintes afirmacoes

sao equivalentes:



CAPITULO 1. PRELIMINARES 1.11. SUBESPACO COMPLEMENTADO

(a) Eziste uma projecao P : X — X cuja imagem coincide com F. Neste caso dizemos

que P € uma projecao de E sobre F.

(b) F é fechado e existe um subespago fechado G de X tal que X = F@G, isto é, X = F+G
e FNG ={0}. Neste caso F'={x € X;P(z) =x} e G = ker(P) ={z € X; P(x) = 0}.

Demonstracao: Veja [2], Proposi¢ao 3.2.2., p. 61.1

1.11 Subespaco Complementado

Definicao 1.11.1. Um subespaco F' do espago de Banach X é complementado se satistaz
as condigoes equivalentes da Proposicao 1.10.1. Dizemos que F' é A-complementado,

A > 1, se F é complementado por uma projecao de norma igual a .

1.12 O Espaco Quociente

Definicao 1.12.1. Seja E um espaco vetorial e N um subespagco de E . O espago
quociente de E por N é o espaco vetorial E/N formado pelas classes de equivaléncias
r+ N = {z+n;n € N}, munido das operacdes (z + N) + (y+ N) = (x +y) + N e
Az + N)=(\x)+ N.

1.13 Espacos Separaveis

Definicao 1.13.1. Um espaco métrico M chama-se separdvel quando contém um sub-

conjunto enumeravel e denso.



Capitulo 2

Lemas Auxiliares

Neste capitulo apresentaremos os Lemas Auxiliares, assim denominados, porque o
primeiro é usado na demonstragao do segundo e esse, por sua vez, ¢ utilizado na prova
do Teorema 3.1. Aqui estaremos lidando com espacos de Banach que tem uma base de

Schauder. Vamos denotar por Py, k € N as proje¢des canonicas associadas com uma base

de Schauder.

Lema 2.1. Seja {e,; f.} uma base de Schauder de um espag¢o de Banach X e seja (o) C

[0, 1] uma sequéncia real. Suponha que uma destas condigoes sejam vdlidas:

(a) ||R.]| = 1 para cada n € N e (a,,) € ndo decrescente;
(b) ||P.]] = 1 para cadan € N (yisto €, (e,) é uma base mondtona) e (o) € ndao crescente.
Entao

> anfa(@)en| < |lz|| para cada x € X.

n=1

Demonstracdo: (a) Suponha que ||R,| = 1 para cada n € N e que (o) seja uma
sequéncia nao decrescente. Vamos, inicialmente, provar a afirmacao sob a hipdtese
adicional de que («,) é, eventualmente, constante. Ao passar para R,,(z) para um m € N
adequado, se necessario podemos, sem perda de generalidade, assumir que «; > 0. Seja

N € N tal que o, = ay para todo n > N. Considere y : N — X, definida por

Ynv = GNT



CAPITULO 2. LEMAS AUXILIARES

an
Un = Rn(Yni1) + a—Pn(ynH) paral <n < N
n+1

Por indugao, mostramos que

Yn = o +Zaszk Jer + ayRy(x) para 1 <n < N.

LOgO, N = Z Oénfn(x)en- Como Ynt+1 = Rn(yn+1> + Pn<yn+1)7 segue-se que

o
Yn = Rn<yn+1) + — (yn+1 - Rn(ynJrl))
Q41
o Q@
= (1 - — ) Rn(yn+1) + —Ynt1, Para 1 <n < N.
On41 Qn41
Assim, usando a convexidade da norma, a hipétese e o fato que 0 < n < 1, obtemos
Opi1
o o
I < (1= 22 )1 )+ 22
Oni1 Oni1
Qy,
< (1= | Rl - Hyn+1|!+ Hyn+1|!
Opt1
a a
= (1= 2 el 2
Upt1 Opt1
= [|Ynsall
Como [lyy|| = [lavoz]] = |ay[||z] = ayllz]] < [z, resulta que [jy:]| < ||z||. Portanto,

z)en|| < ||z||. Agora, suponha que (a,,) seja uma sequéncia arbitraria nao

decrescente e considere z : N — X, definida por

Z o fe(w)er + an Ry ().

Entao para m,n € N, com m > n, temos que

10



CAPITULO 2. LEMAS AUXILIARES

Zm = Zn = onfi(@)er + -+ tmfin(@)em + O Ron () — ar fi(@)er — - - - — in fu(@)en — i R (@)
= (an+1fn+1(x)en+1 +oet amfm(ar)em) + (amfmﬂ(x)emﬂ ot )
= (anfuri@enss =+ = aufu@)en) = (anfmiemer + 4+ )
= (ne1 = an) fasr(@)ensa -+ (O = an) (@) em + O Bn () = 0t R (2)

m

= ) (Oék - Oén)fk(x)ek + (am - an)Rm(x),

k=n-+1

Agora, aplicando a primeira parte da prova para o vetor R, (x) e a sequéncia (), definida

por

0 se k<n
Br=19 ar—a, sen<k<m

Oy — i, sS€e M < k|

obtemos que
[2m — znll < [|[Bn(2)]l

Logo, a sequéncia (z,) é de Cauchy e, portanto, convergente. Como nh_)rglo R.(x) = 0,

segue-se que

n—oo

(o)

lim 2z, = Z ap fo(z)e,.
n=1

Ainda, pela primeira parte da prova, temos que

Iznll = < [ll]-

3" afi@)er + anRu()
k=1

Assim, concluimos a demonstragao de (a).

11



CAPITULO 2. LEMAS AUXILIARES

Podemos provar (b) de forma andloga. Mas neste caso, também podemos mostrar da

seguinte maneira:

N N—-1
Z anfn<x)en = (an - an+1)Pn(x) + aNPN<x)
n=1 n=1
N-1
< (atn = ang1) Po(2)|| + [l Py ()
n=1
N-1
< D lan = anga| | Pa(@) || + aw] - [Py (@)
n=1
N-1
< D (e = apsr) [Pl -l + o - 1 Pull - ]
n=1
N-—1
= (an = 1) - [|2]| + an - [|2]]
n=1
= (o —an) - [[z] + ay - =]
< =l

Na primeira igualdade adicionamos e subtraimos «; f;je;, com: € {2,..., N},j € {1,..., N — 1}
e J < i. Na segunda e terceira desigualdades utilizamos a desigualdade triangular. Ja na
quarta, usamos a hipdtese de que a sequéncia («,) é nao crescente e o fato que P, é
continua para todo n € N. As trés ultimas sao imediatas. Portanto, o lema estd

demonstrado. B

Definiremos agora algumas fungdes que serao uteis para a nossa construgao. Definimos

a funcao ¢, : R — R, com r > 0, por

0 se t € (—oo, —2r]
2+t/r sete[—2r —r]
or(t) =191 sete[—rr]

2—t/r seté€lr,2r]

0 se t € [2r,+00).

12



CAPITULO 2. LEMAS AUXILIARES

©r(t)

SF-=-=--

—2r —-r 2r t

Figura 2.1: Grafico de ¢,.

Seja X um espa¢o de Banach com uma base de Schauder {ex; fr}. Definimos a

aplicacao @, : X — X por

O, (2) = D o ([|Qu(@) ) fi(2)er.
k=1
Note que a aplicacdo @, estd bem definida, ja que ¢, (||Qx(z)||) = 1, para todo k
suficientemente grande.

Lema 2.2. Seja X um espago de Banach com uma base de Schauder {ey; fr}, satisfazendo
|R.|| = 1, para cada n € N, e seja r > 0. Entdo, a aplicagio @, tem as sequintes

propriedades:
(i) Qu(P.(z)) = D,.(Qn(x)) para cada x € X e n e N;

(ii) Se ||Qn(2)|| < 7 para algum x € X e N € N, entao Qn@)r(x)) = Qn(z) para todos

osn > N;
(iii) || D, (2)|| < [|z|| para cada z € X;
(iv) | (x)|| < 2r para cada z € X;

(v) @, é continua.

Demonstracao: (i) Seja z € X qualquer. Entao

13
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Qu(@,(2)) = ki'fsor<||c2k<x>||>fk<x>ek
- kimr|@k<czn<x>>H)fk(czn(x))ek

= &, (Qn(z)).

Onde na segunda igualdade usamos o fato que:

e se k < n, entao

R@ua) = 5 (3 Ao
=0

e se k > n, entao

OuQu(®)) = Q (f; f,~<a:>ei)
= S fwe
i=k

= Q(7)

Q) = (3 o)

J& na tltima igualdade usamos a defini¢ao de P,.

(ii) Suponha que ||@n(x)|| < r para algum z € X e N € N. Entao ||Qk(x)|| < r para
todo k > N, pois a sequéncia <||Qk(x)||) é nao crescente. E, pela defini¢ao de ¢,, temos

que ¢, (||Qx(z)|]) = 1, para todo k > N. Assim,

14
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Q(®@) = LI
= g:fk(l’)ek

= Qn(m)

(iii) Como a sequéncia (gpr(HQk(m)H)) C [0, 1] é nao decrescente concluimos, pelo Lema

2.1 (a), que

12, ()] =

5 er(Iu(a) ) ees
< Jall.

(iv) Seja z € X qualquer e n € N o menor tal que ||Q, ()| < 2r. Entao usando a defini¢ao

de ®,, Q),, e as propriedades (i) e (iii), respectivamente, temos que

()] = ]i%(u@mn)fk(:c)ek
— Qu(@, @)
— 2,(@u())]
< 1Qu@)]
< 2r.

3
(v) Seja z € X fixo. Entao existe n € N tal que ||R,(z)| < 7 Pela continuidade da
£
projecao R, existe uma vizinhanga U de z tal que ||R,(y)| < 7 para todo y € U. Além
disso, pela continuidade das aplicagoes envolvidas, podemos escolher uma vizinhanca V'

de z, V C U, tal que

or(1Qu@) 1) () = o, (1Qew) ) ey llenl) < -

15
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para todo y € V e todo 1 < k < n. Entao usando a desigualdade triangular, o fato que

R, (@,(x)) =, (Rn(x)) e a propriedade (iii), obtemos para qualquer y € V' que

1®,(2) = @)l = |[Pu(@0(2)) = Pu(@0(1)) + Ru(@0(2)) = Ru (@)

< ||Pu(@r(@)) = Pu(@) | + | Ba (@

+ |2 (Ra@)] + |2 (Ra)

IN

< 4o
on on 44

Logo, ||®,(z) — ®,(y)|| < . Portanto, ®, é continua. l
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Capitulo 3

Lemas e Teoremas Principais

Neste capitulo, denotaremos por S a classe dos espacos de Banach, com a seguinte
propriedade: sempre que X € S, existe uma aplicagdo continua f : R x X — X tal que

a equagao =’ = f(t,x) ndo tem solugao.

Lema 3.1. Seja X um espago de Banach que possua um subespago proprio complementado
da classe S. Entdo existe uma aplicagdo continua f : X — X tal que a equagdo autonoma
' = f(z) nao tem solugao.

Demonstracao: Seja Y um subespaco proprio de X complementado pela projecdo P
tal que Y € §. Entao existe uma aplicacao continua g : R x Y — Y tal que a equagao
y' = ¢g(t,y) ndo tem solugdo. Considere e € ker(P), e # 0 e o funcional linear ¢ : X — R,

com ¢ € Y+ tal que p(e) = 1. Defina a aplicacio f : X — X por

f(z) =e+g(olx), P())

que é continua, pois g, ¢ e P sdo continuas. Suponha que a equacdo 2’ = f(z) tenha
solugao, isto é, que exista uma aplicagdo ¢ : I — X, onde [ é um intervalo aberto de R,

tal que ¢/'(t) = f(u(t)) para todo t € I. Entao

17
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(P(¥(1) = @)

= e+ g(plw®), PE))
= ¢(0)+¢(9(ew®). P (1))

= ¢(e) =1 para todo t €[

Integrando, obtemos que p(¢(t)) =t + c parat € I e ¢ € R. Defina, agora, a aplicagdo
y:I+c—Y pory(t) = P((t —c)). Assim,

y(t) = PW/(t—c)
— P(f((t - o))
= P(e+g(etw(t— e, Pu(t - )
= P(e)+ P(g(pwlt - ), Pu(t - )
= g(p((t =), P((t— )
= g(t,y(t)) parate I +ec.

Contradicao, pois g nao tem solucao. Portanto, f nao tem solucao. B

Lema 3.2. Seja X um espaco de Banach cujo quociente pertence a S. Entdo X € S.
Demonstracao: Seja () : X — Y a aplicacdo quociente, onde Y € §. Entao existe
uma aplicagdo ¢ : R x Y — Y continua tal que a equagao y' = ¢(t,y) ndo tem solugao.

Considere a aplicacao continua v : Y — X, definida por Q(w(y)) =y para todo y € Y.

Defina a aplicagao f: R x X — X por

f(t.2) = v(g(t,Q)))

que é continua, pois ¥, g e ) sdo continuas. Suponha que a equacao ' = f(t,x) possua

18
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solugao, ou seja, que exista uma aplicacao ¢ : I — X, onde I é um intervalo aberto de R,

tal que ¢'(t) = f(t,p(t)). A aplicagdo y : I — Y, definida por y(t) = (Q o go) (t), satisfaz

y(t) = Q1)

= g(t,y(t)) para todo t € [

Contradicao, pois g ndo tem solucao e, portanto, X € S.A

Teorema 3.1. Seja X um espaco de Banach de dimensdo infinita com uma base de

Schauder {eg; fr}. Entio X € S.

Demonstragao: Queremos provar que X € S, isto é, que existe uma aplicagao continua
g:Rx X — X tal que a equagao ' = ¢g(t, z) ndo tem solugdo. Sem perda de generalidade
podemos supor que ||Rg|| = 1 para cada k € N; ji que todo espago de Banach com uma
base de Schauder {e; fx} pode ser munido com uma norma equivalente tal que || Rg| =1
para todo k € N. Considere a € X tal que Qg(a) # 0 para todo k € N. Defina a aplicagao
h:Rx X — X por

2td, (;) set>0

h(t,z) =< 0 set=0
T —a

2tCI>1( 2 ) set <O.

Afirmamos que a aplicagdo h é continua. De fato, a continuidade em pontos (t,z) para
t # 0 decorre da continuidade da aplicagdo ®;, enquanto a continuidade em pontos (0, x)

segue do fato que a aplicacao ®; ¢é limitada. Observe que a aplicacao h tem a propriedade
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de que a equagao 2’ = h(t,z) nao tem solugao em qualquer intervalo contendo zero. Note

também que pelo Lema 2.2 (iv)

||h(t,z)|| < 4]t| para todot € R,z € X. (3.1)

Em [15] Shkarin constréi uma equagao sem solugao, dividindo o espago em muitas pegas
de dimensao infinita e usando uma cépia de h em cada uma destas pecas deslocado para
tempo diferente. Essa divisdo é impossivel sem o uso da incondicionalidade e, portanto,
temos de desenvolver uma abordagem diferente. Vamos espalhar copias da aplicacao h
diretamente sobre o eixo do tempo. Para isto, escolha uma sequéncia (e,) tal que ¢, > 0

para cadan € N e

> en <1 (3.2)
n=1

Seja (t,) uma enumeracao dos nimeros racionais tal que t; # t; para i # j. Por inducdo,

n

para cada n € N, encontramos ntimeros d,, u?, v, para i € NU{—1,0}, que satisfacam

as seguintes condigoes:
(D1) 4, >0ed, e R—-Q.
(D2) 86, < .
2
(D3) Para cada k € {1,...,n — 1} temos o seguinte: Se t, € (uf,u} ) para algum
j € NU{-1,0}, entao
20, < t, — ué“ e 20, < ufﬂ — 1.

Se t, € (vf,,vF) para algum j € NU{—1,0}, entdo

20, <V —t, e 20, <t,— vfﬂ.
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(D4) Para cada k € {1,...,n—1} temos o seguinte: suponha que t,, € (uf,u¥ )U(v%, |, v})

para algum j € NU {0}. Entao

1 1 (747
45”<%21H<(5> 5k)'

4\ 4\
(D5) u =t, — (5) op e v =1, + (5) 0, para i € NU {0}, u", = —o0,v"; = 400.

Antes de prosseguirmos, faz-se necessario um comentério sobre por que (D3) e (D4) fazem
sentido. Seja k € {1,...,n — 1} fixo. Afirmamos que ¢, pertence a uma quantidade finita
de intervalos do tipo (u;“ , u;“ +1). De fato, se t,, pertencesse a uma quantidade infinita de
intervalos do tipo (u¥,u},,) , entdo por (D5) terfamos u} — #; e uf,, — tx. Mas, por
hipétese, temos uf <t, < u?H, logo t, = tz. Absurdo, pois t; # t; para ¢ # j. Assim,
devemos ter t,, pertencente a uma quantidade finita de intervalos do tipo (uf, ué“ 1) Logo,

podemos controlar d,, de tal forma que
20, <1, —ug? e 20, < u;‘?H —t,

Analogamente, verificamos o segundo item de (D3) e (D4). Por fim, definimos

gn : R x X — X por

go(t,x) =

gn<t7 x) = gn—l(t7 I) + QO(;n(t - tn) <h(t - tm SL’) - (I)ET” (gn—l(ta I)))

paratodot e R,x € X en € N.

Observe que todas as aplicagoes g, sao continuas, ja que ambas h e = s@0

continuas. Além disso, para t € R, com |t — t,| > 26, temos que s, (t —t,) = 0 logo,
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l90(t:2) = gna(t2) = @, (t = ) | (At = tus2) = @ (90s(0) )| = 0 < &0

Enquanto que para t € R, com |t — t,| < 20, vale o seguinte:

ws, (t —t,) (h(t —tp, ) — (I)%n (gn—1<t7 x))) H

1gn(t, ) = guoa(t,2)|| = ‘

IN

[t = . 2) — B2 (g0 (2.2)|
< At =ty 2) + || @ (gnr (£ 2))|

En
< At -t + —
£ tal + 2

£ € 9
< 80, + —< 24 =g,
< +2_2—|—2 3

Onde nas desigualdades acima, utilizamos as propriedades das fungoes ¢;,, (3.1), Lema
2.2 (iv) e a condicao (D2). Portanto, |/¢,(t,z) — gn-1(t,z)|| < €, para todo t € R,z € X
e n € N. Assim, a sequéncia de aplicagoes (g,) converge uniformemente em R x X para
uma aplicagdo continua g : R x X — X. Afirmamos que a equagdo =’ = ¢(t, z) ndo tem
solugdo. Vamos provar isso por contradi¢do. Suponha que exista um intervalo I C R e
uma aplicagao y : I — X tal que y/(t) = g(¢,y(t)) para todo t € I. Encontre N € N

(existe pela densidade dos ntimeros racionais) tal que ¢ty € I. A fim de simplificar a

N

notagao vamos, a partir de agora, denotar uY = u; e v)¥ = v; para i € N. A partir das

propriedades das fungoes s, , segue-se que

g(t,x) = gy(t,z) para todo z € X e te R— A, (3.3)
onde A = U (tp — 20k, ty + 20x). De fato, se t € R — A entdo |t — t| > 2J;, para todo
k=N-+1

k> N. Logo, ¢s, (t —t;) = 0. Assim,

grirlt) = gt 2) + Pac (¢ = ta) (At = tuins@) ~Bey, (90(8,0)) )= g (t,2).
4

Analogamente, temos que
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9N+2<t> l‘) = 9N+1(t7 I)"‘S%NH (t_tN+2) (h(t_tmm x>_q)51v+2 (gN+1(t, x)>>: gN+1(t, x)
4

Logo, para todo k > N tal que |t — tx| > 20y, concluimos que

gk<t,l‘) = gk_l(t,l’> == gN+2(t7x) = gN-H(t’x) = gN<t7x)

Portanto, (3.3) estd4 demonstrado. Seja A; = AN (uj,u;41) para j € N. Entao por (D1)

e (D3), temos que

Aj = U (tk — Q(Sk, tr + 25k>

th E(uj,uj+1)
k>N

Seja A a medida de Lebesgue em R. Entao utilizando a definicdo de medida de Lebesgue

e (D4), temos

s xS () < (()e) - e

tp€(uj,ugy1) k=N-+1
k>N

Além disso, para cada x € X et € R, com |t — ty| < dy, existe uma vizinhanca Uy, de

(t,xz) e Rx X e K, € N tal que

Qk(gN(s,y)): Qk<h(s — tN,y)) para todo k> K;, e (s,y) € Up,. (3.5)

De fato, como @), (z) converge para zero para todo = € X, segue-se que existe K;, € N

tal que

@ (g3t 2)) | < =

Pela continuidade de gy_,, existe uma vizinhanca U, , tal que (s,y) € U;, implica

Qe (915 m) | <
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e, além disso, |s —ty| < dy. Assim, para (s,y) € U, temos g;, (s —ty) = 1 e, portanto,

pelo Lema 2.2(ii), temos para k > K, ,

Qu(9x(5:1)) = Qe(9w1(5.) + (s = 1) (s = 1,9) = Peyraln1(5,)))
= Q(9v-1(5,9))+Qu(hls = tn, ) ) =Qu(®er jalgn-1(5,1)))
= Q(9v-1(5,9))+Qu(hls = £y, 1))~ Qi (931 (5,9))
= Qi(h(s —tx,1)).
De (D5) segue-se que existe um indice i € N tal que u;, v; € I. Uma vez que o conjunto
W ={(t.y(®)it € [u,vil} CRx X

é compacto, existe uma subcobertura finita {U;}7L, de uma cobertura {Ut,y(t);t € [ui, vl]}
de W. Denotando a constante de (3.5) correspondente a U; por K;, j = 1,...,m, podemos

encontrar K € N tal que K > max Kj,
1<j<m

Q) — a)| < 5t — ) e [ Qu(utrn)]| < 50— 1) (3.6)
De (3.5) segue-se que

Qx (gN(t,y(t))>: Qx (h(t - tN,y(t))> para todo t € [u;,v;]. (3.7)

Afirmamos que

HQK(y(t) - a)H < (ty —1)* para todo t € [u;,ty). (3.8)

Provaremos isso por indugao, mostrando que, para j > i
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HQK<y(t) - a)H < <1 — 2jl+1> (ty —u;)? para todo t € [uj,uji1]. (3.9)
Seja j > i e suponha HQK (y(uj) — a) H < (1 — 213) (ty — u;)? a partir da fase de indugao

anterior (ou a partir de (3.6) para o primeiro passo). Suponha que (3.9) nao seja valido

e considere

Qx(y(t) —a)| = (1 - 2}“) (b — t)Z} . (3.10)

Sj = inf {t € [Uj, uj+1];

Entao S; € (uj,uj4+1]. Seja z : R — X, definida por z(t) = Qx(a) + (e — )2 (ty —t)?
e encontre 1" € [u;, 5] tal que
|@x(u(1) = 2(D)]| = max [l (u(t)) - =(0)]. (3.11)
Entao, para t # ty, temos
, QK(?J(UJ') - a)
2(t) = =2 RETE (ty — 1)
2 2QK(y(uj> —a)(ty —t)? 2
R (N S (e B R R
2 QK(y(U’j) - a)
= (t — tN) QK( ) (tN — Uj)2 (tN t)2 — QK(Q)

2(=(t) - Qx(@)

t—1n

Integrando, obtemos
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7 2(2(t) — Qu(a))

2(T) = Z(Uj)‘i_/uv P— dt

= Qu(y(w)) + /T 2t~ Qule))

Ug t_tN

Como y/'(t) = g(t, y(t)) para todo t € I, segue-se que

e, portanto,

Q(u(1)) = Qu(y(w) + | Qul(tut1)))dt

Para provar nossa afirmagao, mostraremos que Q) (y) nao se afasta muito de z, que é uma

solugdo para a equagao “nao-perturbada”. Usando (3.7), Lema 2.2(ii) e (3.10), obtemos

Qx (gN (t, y(t))) = Qx (h(t — by, y(t)))

- (2(t—tw)®1(m>>

- 2@25 y_(tt)N; 2 para cada t € [u;, ;.

De fato, para t € [u;,S;), utilizando (3.7), Lema 2.2(ii) e (3.10), obtemos a igualdade.
Mostraremos agora que vale para S;. Como S; = nh_)rgo tn, onde t, € [u;,S;) para todo

n € N, temos que
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Qx (QN (Sj

Logo, vale para S;. Portanto, Q (gN (t,y(t)))

Assim,

Qx (y(T)) - Z(T)

(s)))

T
Qulw(w) + [ Qulat.vlo))dt ~ Qulutw) - [

/uT (QK (9(t.u0)) - W) di

/uT (QK(Q(t,y(t))> - QK(QN(t,y(t))) +QK(9N<t,y(t))) - W) .

/uT Qx (g(u y(t)) — gn (2, y(t)))dt n /

Qe (9 Jimn o Jim 1)) )

fin 0 (26— tom (15
Tim 2(t, — tx) Qe < (ytitn_) 1;;)

- 2Q) (y(t) - a)
N t—ty

para todo t € [u;, ]

T Q(Z(t) - QK(a))
t—ty

dt

/T Quc(9(t. () = g9 (1)) )t + / ' <QK(9N (ty(1)) - W) dt

Uj

’ <2Qk(y<t) —a) _2(e(t) - @Kw))) "

t—1ty t—1ty

Uj

|
/(WT)nA QK(g(uy(t)) ~ 9w (ty(t)))dt—k 2/uj i (Qu(y®) — 2()a,
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Aplicando (3.2) e (3.11) pode-se estimar

IQu () =D < [ 1de+20Qu(om) = 2 [
= AA)) +20Qu (7)) — =(T)] g j_‘u“
)

= M)+ 20Qu(u(D)) — =(T) log -
< A+ 51Qu(u(D) — (1))

e finalmente por (3.11), obtemos

1Qx ((S))) = 2(S)I < 1Qu (W(T)) = 2(T)]| < 2X\(A,).

Usando a desigualdade triangular, a ultima inequacao obtida, a hipotese, (3.4) e (D5),

concluimos que

1Qx (y(S)) = a)ll < 1Qu (y(S))) = 2(S)Il + [12(S)) = Quc(a)]

1Qu (y(w;) — a)|

<2M(A)) + (e —u)? (ty = 5))?
<2M(A;) + (1 - 21]) (ty — Sj)2

< o ((JH 5N>2 (1-g) o -sp
= 2jl+l<t Ujr1)” + (1 - 21j) (ty — S;)°
< 2j1+1 (ty — S;)% + (1 - 21j) (tx = S;)°




CAPITULO 3. LEMAS E TEOREMAS PRINCIPAIS3.1. RESULTADO PRINCIPAL

uma contradigdo com (3.10). Logo, (3.8) é verdadeira. Agora de (3.8), concluimos que
tlitr}vlf Qx (y(t)) = Qx(a) # 0. Analogamente ao modo anterior, aproximando do ponto
ty pela direita, substituindo u;s por vjs e a por 0, mostramos que t_l)i{]{]l+ Qx (y(t)) = 0.
Esses dois fatos contradizem a continuidade de y em ¢,. Logo, g : R x X — X nao tem

solucao. Portanto, X € S. B

3.1 Resultado Principal

Nesta se¢ao, apresentaremos o resultado principal deste trabalho, o qual foi mostrado

em 2010 por Petr Héjek e Michal Johanis.

Teorema 3.2. Seja X um espaco de Banach com um quociente separdvel de dimensdo

infinita. Entao existe uma aplicacao continua f : X — X tal que a equagcdo autonoma

' = f(z) nao tem solugao.

X
Demonstragao: Como 44 ¢ um espaco de Banach separavel de dimensao infinita,
S
segue que M ¢ um espacgo de Banach de dimensao infinita e possui uma base de

paIve
Schauder(veja [9, Teorema 1.b.7]). Assim, pelo Teorema 3.1, temos que €S.

X
Pelo Lema 3.2, segue-se que A/[ € §. Portanto, pelo Lema 3.1, concluimos que existe
uma aplicagdo continua f : X — X tal que a equagao diferencial 2 = f(z) ndo tem

solucao.l
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