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RESUMO

Misturas de Distribuicdes t de Student Assimétricas

Este trabalho trata do problema de estimar parametros de uma mistura finita
de densidades t-assimétricas. Como ferramenta para a estimacao foi usado o
algoritmo EM. Foi avaliada a consisténcia desses estimadores e realizado um
experimento de aplicagao da teoria desenvolvida para uma modelagem com
dados reais utilizando um conjunto analisado anteriormente na literatura,
relativo ao PIB per capita. Os objetivos centrais desse trabalho sao apresen-
tar uma descricao detalhada do método de estimacao, via algoritmo EM, dos
parametros do modelo finito de mistura de densidades t-assimétricas e avaliar
através de um estudo de simulacao se o estimador obtido é consistente.



ABSTRACT

Finite Mixtures of Skew Student-t Distributions

In this work we consider the estimation of parameters of a finite mixture
of skew Student-t distributions, via EM algorithm. The main goals of this
dissertation is to show a detailed description of the EM algorithm applied
to this model and to evaluate the consistency of the estimator. A data set
concerning the Gross Domestic Product per capita (Human Development
Report), previously studied in the related literature, is analyzed.
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Introducao

Em grande parte a analise estatistica desenvolvida para o estudo de varias
variaveis continuas estd baseada no modelo normal. No entanto, em muitas
situacoes reais nos deparamos com dados dotados de assimetria. Para a
modelagem destes tipos de dados Azzalini (1985) apresentou o modelo nor-
mal assimétrico. Nos casos em que esses conjuntos de dados apresentam
valores discrepantes esse tipo de modelagem pode ser ineficaz. Em situacoes
deste tipo, propoe-se como alternativa mais robusta que o modelo normal
assimétrico, a versao assimétrica da distribuicao t de Student introduzida
por Azzalini & Capitanio (2003).

Nos casos de dados heterogéneos, onde sabemos que as observagoes per-
tencem a k populagoes distintas, mas nao sabemos como descriminé-las, a
modelagem se d4 por mistura de distribuicoes. Uma introducao para esse
contexto pode ser encontrada em McLachlan & Peel (2000) e Frithwirth-
Schnatter (2006), com ponto de vista frequentistas e Bayesiano, respectiva-
mente. Na literatura, existem estudos envolvendo misturas de distribuigoes
normais, algumas referéncias podem ser encontradas nos livros citados an-
teriormente. Uma extensao desse tipo de modelagem foi introduzida por
Lin et al. (2007b), que trata de misturas de densidades normais assimétri-
cas. Ainda nesta direcao uma modelagem mais robusta que a por mistura de
distribui¢oes normal assimétrica é introduzida por Lin et al. (2007a), onde
foram consideradas misturas de distribuicoes t-assiméticas.

Neste trabalho, Apresentaremos a mistura finita de densidades t-assimétricas,
a estimacao de seus parametros via algoritmo EM e um estudo empirico
das propriedades assintoticas desses estimadores. Inicialmente, definiremos
o modelo t-assimétrico e o algoritmo EM para a obtengao dos estimadores
dos parametros do modelo. Em seguida aplicaremos essa teoria para obter
os estimadores da mistura finita de densidades t-assimétricas. Avaliaremos
a consisténcia das estimativas geradas obtido pelo algoritmo e finalmente
apresentaremos uma aplicacao deste estudo em uma modelagem com dados
reais.



Capitulo 1

Preliminares

Apresentaremos neste capitulo um estudo de estimacao dos parametros do
modelo t-assimétrico definido em Azzalini & Capitanio (2003). Inicialmente,
baseado no artigo de Lin et al. (2007a), apresentaremos uma representagao
estocéstica para o modelo e o algoritmo EM como ferramenta computacional
para obtencao dos estimadores de seus parametros. Em seguida apresentare-
mos uma reparametrizacao do modelo t-assimétrico proposta por Lachos
et al. (2009), com o objetivo de simplificar as itera¢oes do algoritmo.

1.1 Algumas Definicoes

Nesta secao consideramos alguns modelos probabilisticos que serao utilizados
no desenvolvimento deste trabalho.

1.1.1 O Modelo Normal Assimétrico Padrao

Dizemos que Z tem distribuicao normal assimétrica padrao com parametro
A € R, denotado por Z ~ SN (M), se sua funcao densidade de probabilidade
¢ dada por

g(z;A) =2¢(2)P(N\z), —o0 <2z < o0. (1.1)
onde ¢(.) e ®(.) sdo as fungdes de densidade de probabilidade e de distribuigao
da normal padrao, respectivamente.

1.1.2 O Modelo Normal Assimétrico

Seja Z com distribuicao normal assimétrica padrao com parametro de as-
simetria A. Dizemos que a variavel aleatoria Y dada pela transformagao

Y=¢(+07



tem distribuicao normal assimétrica com parametros de locacao £ € R |
escala 02 > 0 e de assimetria A € R , a qual denotamos Y ~ SN(£,0%,)). A
funcao de densidade de probabilidade ¢ dada por

vyeot N = 2o(L)a (A1F). (1.2

1.1.3 Modelo Normal Truncada

Suponha que X tenha distribuicdo normal com média e variancia dadas por
p e o, respectivamente. Seja Y ~ X|X € A, com A = {a; <z < ap} — isto
significa um truncamento de X no conjunto A. Entao Y tem distribuicao
normal truncada em A, que denotamos Y ~ NT(u,0?; (a1, as)). Neste caso
a funcao densidade de probabilidade de Y é dada por

Fly | po®) = {@(az) — B(ay)} —x {_2%2@/ - u>2} yap <y < ag,
(1.3)

onde q; = (’”;“),z’ =12

1.1.4 O Modelo Gamma

Dizemos que a variavel aleatoria X tem distribuicao gamma, com parametros
a e 3, que denotamos por X ~ I'(«,[3), se sua fun¢do de densidade de
probabilidade ¢ dada por

f(zla, B) =

mxaflefﬁx, x>0, 3>0, (1.4)

onde I' é a funcao gamma.

1.1.5 O Modelo t de Student

Suponha que Z tenha distribui¢do normal padrao, isto é Z ~ N(0,1), que
V' tenha distribuicao qui-quadrado com v graus de liberdade, e que Z e V'
sejam independentes. Entao dizemos que a variavel aleatoria

Z

o=

tem distribuicao t de Student com v graus de liberdade.
Neste caso, a funcao de densidade de probabilidade é dada por

7’U+1)

_ ) 2]
£(t) = NHE) {1 + ;] . (1.5)



1.2 O Modelo t-Assimétrico

Para a modelagem de dados dotados de assimetria tem-se utilizado, muito
freqiientemente, a distribuicdo normal assimétrica (SN) de Azzalini (1985).
Este tipo de modelagem pode nao ser adequada para dados com essas car-
acteristicas e que apresentam valores discrepantes. Neste caso Azzalini &
Capitanio (2003) apresenta um modelo assimétrico da distribuicao t de Stu-
dent. Uma das caracteristicas do modelo t-assimétrico é o fato de ter caudas
mais pesadas que as da SN, o que permite fazer inferéncia sobre os dados
discrepantes antes nao alcancados pelo modelo normal assimétrico.

Vamos apresentar o modelo t-assimétrico introduzido por Azzalini & Cap-
itanio (2003).

Definicao 1.2.1 Sejam Z e ( variaveis aleatorias independentes tais que
Z ~SN(A) e(¢~T(v/2,v/2), ou seja, tém distribui¢ées normal-assimétrica
com parametro A e gamma com parametro v/2 respectivamente. Dizemos
que a variavel aleatoria

A
Y:€+Uﬁ (1.6)

tem distribuicao t-Assimétrica com parametros de locacao & € R , de escala
02 € (0,00), de assimetria A € R e com v > 0 graus de liberdade, a qual
denotamos Y ~ ST(&, 02\, v).

A funcao de densidade neste caso é dada por

1) = 20T (i 511, 1

onde t, denota a funcao densidade de probabilidade de uma distribuicao t de
Student padrao com v graus de liberdade, 7,1 a funcao de distribuicao de
uma t de Student padrao com v + 1 graus de liberdade e n = %

Observe que a distribuicao SN é um caso particular da t-assimétrica. Para
isso em (1.6) basta fazer v — oo, de tal maneira que ¢ — 1 com probabilidade
1.

Para demonstrar (1.7) usaremos a seguinte proposicao demonstrada em
Azzalini & Capitanio (2003).

Proposicao 1.2.1 Se { ~ I'(a, 3),Va € R, entao

E [q)(a\/Z)} = Th, (a\/g> . (1.8)



Assim, em (1.6) suponha conhecido o valor de (, entdo
o
ﬁ,
Vamos denotar uma densidade genericamente pela letra f, sendo que o ar-

gumento especificara & qual variavel aleatéria a mesma estd associada. Pre-
cisamos obter a densidade conjunta

Fy, €)= fFWlO)f(Q), (1.10)

Y|C ~ SN(€, —=, ). (1.9)

uma vez que

f(y) = / £y, ).

Entao de (1.9) e (1.10), temos

fy,Q) = \/2% {(27r)‘1/2 exp {_%C <y7_5)2} ® {)\CW (yT—gﬂ }

N |

1061 = 20 () e { -

vt

12 2
Ainda em (1.11) vamos inserir o termo (2("(?31) a fim de obter uma densidade

r

2
da distribui¢do gamma com parametros (”;1, %(7}2 + v)) em fungao de (, entdo

(n? +v) g} o (AWE) }(1.11)

Ju

fly) = / f(y, O)de



(v+1)
1 T2 v+1
2 2
PG L, Lot (4 )
e [2< n>] H( -

vtl
No termo entre chaves vamos introduzir (%)( 2 ), com o objetivo de obter a den-

sidade t de Student com parametro v em funcao de n

v v+1 _ (w+1)

Cefremere g 5
= 4 L(5)v2r (%)”31 [2(U+n) Tv+l< 772+v)
2 I‘(v—gl)U(vgl)(vé)%(%>_(1;;r1) . 2 e -

desenvolvendo as poténcias, obtemos

2 [v+1
fly) = Etv(n)Tv—H <>‘77 2+ v)7

1.2.1 Representacao Estocastica

como desejado.

Vamos apresentar os teoremas que garantem uma representacdo estocastica do
modelo t-assimétrico dado na definicao 1.2.1, com o objetivo de aplicar a teoria do
algoritmo EM para a obtencao das estimativas de seus parametros.

Teorema 1.2.1 Se Y ~ ST(£,02, )\, v) entdo existem variaveis aleatérias v e ¢
tais que

Yiv,¢ ~ N[&+6, o" ),

:
0.2
V¢ ~ TN (o,<;<o,oo>>,
¢ ~ T(v/2,v/2), (1.13)



onde &,A € R e o%,v > 0.
Para a demonstracdo deste teorema precisaremos enunciar um teorema demon-
strado em Henze (1986).

Teorema 1.2.2 (Teorema de Henze) Se Z ~ SN(A) entdo uma representacao
estocdstica para z é dada por

Z = 0\|Ur| 4+ /1 — 63U, (1.14)

onde Uy, Uy sao varidveis aleatérias independentes e tém distribuicao normal
padrdo e 6y = \/117
Demonstracao do Teorema 1.2.1: Pela defini¢ao do modelo t-assimétrico (1.2.1)
temos a densidade de (, isto significa que a demostragdo do teorema se reduz em
mostrar a distribuicdo da v|¢ e da Y|, (.

Para usar as hipoteses do teorema de Henze, substitua (1.14) em (1.6) logo

Y = f+% <5/\|U1!+\/1—5§U2>
o Vl_éiU

= o—=|U- . 1.15
£+ Aﬂ' 1| +o N (1.15)
Seja
(o
- U], 1.16

onde |Uj| ~ T'N(0,1) pois do teorema de Henze vem que U; ~ N(0,1). Entdo
dado que ( seja conhecido, temos

2

Y|¢ =¢~TN <0, %

o que mostra a segunda parte do teorema. Para mostrar a primeira parte , substitua
(1.16) em (1.15)

© oo)) ,

Vi e
Vs

Como Uz ~ N(0,1) supondo conhecidos v e ¢, temos

Y=(+0y+o Us. (1.17)

o2(1—62
Yy, ¢ =c~ N(E+0yy, 202,

finalizando a demonstracdo do teorema.



1.2.2 A Densidade Conjunta de Y, v e (

Pelo teorema 1.2.1 a variavel aleatéria Y possui uma representacio estocéastica
baseada nas densidades condicionais (Y|vy,(), (v|¢) e (. Portanto, a funcao de
densidade conjunta de Y, v e (, segundo essa representacao, ¢ dada por

O, Gy) = fyly, OF(Q) f(C). (1.18)
Assim,
1 1 2 7
5 = TV Py T s, W d 2= expl — 5
f.6.9) o=y p{ TR } = p{ )
v\v/2 v
o< e (- 54}
= C (%)_1(%)1)/2 ex v
it 1 oY)
X exp{ - 2(1_%2%‘2(@/2 —2y(€E+0xy) + (€ +5,\7)2)}exp{ - %}
A
_ ! (3)° S o6 y—Eye
— - (176?)0’2 12(%) C eXp{ QU}QXP{ 2(1_6/2\)( o ) }
¢ 3¢ ¢
<exp { Tt - O e { - 55205 - 5
L) e ¢ ¢ (y=¢&y
= T @ er e { - g (7))
¢ ¢
<exp { T gmatv = O e { - 21— 09)0? }-
Fazendo n = yf:ﬁ) temos
B 1 (0/2)°2 o S 2 S
f(%Q?J) - WMUZ F(’U/2) C 6XP< 2(1_53\)7] )GXP( 21})
7*¢ 218
exp (- 210002 T (1 —53\)02&\@_5))' (1.19)

1.2.3 A Funcao de Verossimilhanca dos Dados Aumen-
tados

Definiremos aqui a func¢ao de verossimilhanca aumentada associada as observagoes
provenientes da distribuicdo t-assimétricas dada pela representacao (1.13). No
que segue y = (Y1, ..y Yn), ¥ = (V1,---, "), ¢ = (C1,...,(,) constituem amostras
aleatorias das varaveis definidas no Teorema (1.2.1) e 6 = (£,0%,\,v) é o ve-
tor com todos os parametros. Denotaremos esta funcao por L.(0;y,v,(), e va-
mos denominé-la verossimilhanca baseada nos dados aumentados, e a funcdo de
verossimilhanga baseada somente nos dados observados por L(6;y).




Definigdo 1.2.2 Sejay uma amostra aleatéria da variavel aleatoria Y ~ St(£, 02, A\, v).
Entdo a funcao de verossimillhanca aumentada é dada por

(6;y,7.,¢) = H (3, G 310). (1.20)

Para cada j = 1,...n a variavel aleatoria dada pela representagao (1.13) tem a
seguinte densidade

v/2 . .
F(v,Ghyilo) = ! (v/2) ¢/ exp < - C])2’7ﬂ2> xp ( - %U>

1 5202 I'(v/2) 2(1—0%)o

2
0% §i19 o
exp ( 201 - 63)o? * 2(1 - 63)0? x(y; 5)), (1.21)

onde n; = (1.21) em (1.20) temos

n v/2)0/2 ' :
Le(0;y,7,¢) 1;[ {wmﬂ (F(/2)/2)2 ¢ exp ( -~ (C(gz)z”12> exp <—C221>

V‘Cj v Cj

exp(—

Analogamente obtemos a log-verossimilhanca baseada nos dados aumentados, dada
por

L (0:y,7,¢) =log | T[] (v ¢ wi16)
j=1

Aplicando a propriedade do logaritmo do produto, temos

LS - (5w-'y'<->
lC 9; ) ) = -5 ]7 —l_ A
(5,7, ¢) ZCJ z:: (f(si)) ; (1-8)o
- V5 G B 2_ 1 _ 52
) Z(mm) SR
+ %log<%)—nlogF( > ZIOng (1.23)
onde n; = ng—g'



1.3 Estimagao via Algoritmo EM

Nesta se¢do mostraremos como aplicar a teoria do algoritmo EM introduzido por
Dempster et al. (1977) para estimar os parametros da densidade t-assimétrica.
E importante ressaltar que nao temos interesse na implementacdo computacional
desse desenvolvimento. O nosso objetivo aqui é apenas mostrar os detalhes da
teoria do algoritmo EM a qual iremos aplicar na obten¢ao dos estimadores de uma
mistura finita de densidades t-assimétricas que definiremos no proximo capitulo.

Em resumo, a teoria do algoritmo EM sugere estimacao por méaxima verossim-
ilhanca que se da através de dois passos: primeiramente, o passo E onde sao cal-
culadas esperancas condicionais envolvendo a funcao de log-verossimilhanca au-
mentada. Desse processo resulta uma funcao Q dos pardmetros. No passo M
sao atualizados os estimadores obtidos pela maximizacao desta funcdo. Repeti-
das iteradas deste método fornecem uma sequéncia mondtona de estimativas dos
parametros da densidade t-assimétrica, processo este que é interrompido logo que
se cumpra uma condi¢do de parada pré-estabelecida.

O algoritmo é desenvolvido a seguir.

O algoritmo EM ¢é definido de tal maneira que, sob condicGes gerais, encontra-
se uma seqiiéncia {6} que converge para um ponto estacionario de L(#). Dado
um valor ) gerado pelo algoritmo, obteremos uma atualizacao 9*k+1) por:

i) Passo E: Calcular as Esperancas Condicionais;
ii) Passo M: Escolher 0%+ ¢ argmazecqQ(0|0*)).

Observacoes:

A notacio argmazecqQ(0)0*)) significa o conjunto dos valores de § € Q que
maximizam Q(6]6*)) sobre Q, onde Q é o espaco paramétrico.

A aproximacio inicial é dada a partir de um “chute” 6(?). Para este trabalho,
com o objetivo de estudarmos a consisténcia das estimativas geradas pelo algoritmo,
escolhemos como valores iniciais os verdadeiros valores dos parametros, e a partir
destes sera gerada uma sequéncia de aproximacoes #%) = {#(F) . k = 0,1,...} de
modo que:

iii) Condigao de Parada As iteragdes do algoritmo EM sdo repetidas continua-
mente até que o valor da norma

IL(e*+D)/L(8™) — 1|

seja pequeno. E comum estabelecer um limite, um p > 0 muito pequeno, de modo
que as iteracoes sao repetidas até que a norma acima seja menor que este valor.
Para este trabalho vamos tomar p = 107°, ou seja, o algoritmo serd encerrado
assim que tivermos

IL(e*+D)/L(e™) — 1) < 107°

para algum k inteiro positivo.

10



Apresentaremos a seguir como explorar a extensao ECM Meng & Rubin (1993)
do algoritmo EM, no qual ele subdivide o passo M em uma sucessdo de passos CM
dependentes entre si.

1.3.1 Passo E

O Passo E (esperanca) do algoritmo consiste em determinar a Q-fun¢ao

Q810™) = B |18y, 7. )Ly, 8],
onde %) = (é(k), 52(k) \K) o)) representa uma dada aproximacio (k-ésima iter-
acdo) de 6.0u seja, para obter a quantidade acima devemos calcular a esperanca
condicional da fung¢ao log-verossimilhanca (1.23), dado que se tenha uma aproxi-
macao inicial de 0. Entao a Q-funcéo fica definida por

. o . n [ 3E | (ly;; 0% n (S0 E i€y 0P
awiy - eloman] -5 () (M)

j=1

W) —nlogo? — glog (1 753\) + %bg (%) —nlogDl (g)

v - Ak
50 F [long\yj;H( )} :

=1

Tomando os termos

Y;) = Bl¢ly;; 0™,
Aél;') = E[%’Cﬂyjae( ],
58 = B2y 6%,
5\ = Ellog ¢y 0™ (1.24)
Entao,
n n 2 &(k) n (k) n &(k)

n nv v v Ve Ak
—nlogo? — §log(1 —03) + ?log (5) —nlogD <§> + 5 ZS&IJ‘-).

Logo o passo E fica resumido a
Dado 0 = %) um valor inicial para os parametros da densidade, calcular

alk) alk) alk &k
S, 58, 850 e 5

das equagoes dadas em (1.24) para j = 1,...,n.
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1.3.2 Passo CM

Vamos maximizar a Q-funcdo definida no passo anterior a partir do valor inicial
atribuido ao vetor de paramentros 8, definindo os seguintes passos:

Passo CM 1: Obtenha a atualizacdo da estimativa £€*) maximizando (1.25) sobre
&, entao

n k s(k n &
éc(k+1) Zj:l S%j)yj - 5& : ijl SQj
> =151

Passo CM 2: Fixando & = f(kﬂ), obtenha uma atualizagao da estimativa &
maximizando (1.25) sobre o2, entdo
n(alk : (k) a(k : a(k
et (85 oy — €002 — 28950y — €0 + 87)) .
2n(1— 52M) -

(1.26)

2(k)

520k+1)

Passo CM 3: Fixando £ = fk“ e 02 = §2+1)  obtenha uma atualizacio da
estimativa A®) solucionado a equacio

n_ gk (y; — Ek+Dy2 - G
2 1j J 37
ndA(1 — 8%) — 0 Z &52(k+1) + Z &52(k+1)

J=1 J=1

n 5«(7?) (y; — é(k-&-l))
2 25 \7J —
+(1 —6%) E S2h T T) =0. (1.28)
Jj=1

Passo CM 4: Fixando ¢ = &Ftl 52 = 520k+1) ¢ X = AK+D ghtenha uma
atualizacdo da estimativa 9¥) solucionado a equacio

log (%) +1- DG (%) + :LG; (s - 8) =o. (1.29)
=

onde DG(z) =T"(x) /T (z).

Note que nos passos CM 3 e CM 4 requerem que seja determinadas as raizes das
equagoes (1.28) e (1.29) para a obtencao dos parametros A e v, respectivamente. De
acordo com Liu e Rubin (1994) em algumas situagoes uni-dimensionais a execugao
destes passos pode ser bastante lenta. Visando uma melhora no processo das
iteragoes usaremos o algoritmo ECME proposto por Liu & Rubin (1994) que reduz
os passos CM 3 e CM 4 em um nico passo que consiste em maximizar a funcao
log-verossimilhanca restrita dos dados observados pela distribuicdo t-assimétrica,
o chamado passo CML.

A A n i & v+1
(AED 50HD) — argmazy,, S log tv(n§ TN T [ A P20
j=1 ’ ’

(1.30)
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1.4 Reparametrizacao

A obtengdo do passo CML, definido na se¢do anterior, tem um certo custo com-
putacional, pois a cada interaciio serdo fixados as estimativas atuais de & e o2
restando a maximizacao da fungao de log-verossimilhanca da t-assimétrica, usando
a densidade (1.7), em fun¢do do A e v simultaneamente. Visando melhorar esse
processo vamos apresentar nessa se¢io uma reparametrizagdo proposta por Lachos
et al. (2009) e a partir dessa nova reparametrizagao redefiniremos os passos do
algoritmo ECME.

A reparametrizagdo do modelo no teorema 1.2.1 serd definida pela seguinte
transformacao

(02, )) — (a?, ). (1.31)

onde 8 =)0 e a? = (1 — 6%)o?. Logo, temos

o2
Yiv,¢ ~ N<§+B%C>;

Ve ~ TN (0,2;<0,oo)>;

¢ ~ T(v/2,v/2).

1.4.1 A Densidade Conjunta Reparametrizada

A partir da reparametrizacio, vamos desenvolver a nova densidade conjuta.
Usando os mesmos argumentos da densidade original, temos

fnG) = ;a(z exp{ - 2(1()(!, (€ + )} 5 oo { - 575}
X(E();/)Qc(g) exp{ - 2}
= %GXP (—%ig(y —(&+ 57))2) eXp{ - %} (;();)QCU) exp { — %g}
= (1%();)24(5’ exp {—Qig (W* = 2y(6 +B7) + (€ + ﬂv)Q)}

202

vyv/ _e\?2
_ L) 2<<;>exp{_< (25 +ﬂvc(y_£)_ﬂ2v2<}



SN GO ¢ (y—¢\’
- et joe{-§ (1)
" exp{ﬁ%(y é“)}ep{_vC(lJrﬁz)}.
! ! 2 a?
Fazendo p = y— obtemos

3"

f(nGy) = % I Cg)exp{—gg}exp{_gpz}

2 2
X exp{piyg—gc@—i-i)}.

1.4.2 A Funcao de Verossimilhanca Reparametrizada

Pela nova representacdo a funcao de verossimilhaca aumentada de # também sera

reparametrizada, usaremos © = (£, a2, 3,v) para indicar essa reparametrizacio.

Logo a fun¢io de verossimilhanca aumentada é dada por

n
Le(®ly, 7, ¢ H (% G 53 ©), (1.32)

onde para cada j = 1,...n o modelo t-assimétrico tem a seguinte representagao

Vil ~ N(§+mj,2‘j),

lG ~ TN( 2](0 OO)),

G ~ T(v/2,v/2).

Com densidade

v/2 .
f(v,Gryg) = 721 (132) J(Q)GXP{—;CJ'}GXP{—%P?}
2

o0 2¢ 2
X exp{ﬁv]c]pj —%gj <1+ﬁ )}, (1.33)
o 2
onde p; = yja;g, substituindo (1.33) em (1.32) temos
n (2)v/2
5) ( ) v _CJ 2
Lc(®ly,7,¢) 1;[ {271'0[ I( % exp { CJ}eXp{ P]}

xem{mfw_%f<uﬁﬁ}.
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Assim, a nova funcao log-verossimilhanca aumentada é dada por
.(Oly,v,() = —*ZC; Z(Cj 2) Z( %O%p]) —Z []2J 1+$ —nlog 2w
Jj=1 j=1 j=1
_n 2 W U\ _
2loga + 5 log(Q) nlogF( ) Zlog@,

y;i—§
—.

onde p; =

1.4.3 Reformulagao do Algoritmo ECME

Neste secao vamos redefinir os passos do algoritmo EM usando a reparametrizacao
dada na secdo anterior.
Passo E: A Q-funcao segundo a reparametrizacao fica assim definida

n

Qole™) = —ZiE[cﬂw;é“ﬂ—f(—fE [cjryj;é<k>}>+z(pr 25 1;0%] )
J=1 j=1

—§n L2 E[2g-| -~é<k>} ~ nlog2n
B o2 Y G6ilY5s g
=1

—ﬁloga2 + @log( ) — logF ZE {logg“]]y],@ (k) } (1.34)
2 2 2 2 j -
Onde 6%*) = (f k) Bk gk )) representa uma dada aproximacio de ©.
Tomemos os termos
~(k
5 = BlGly: 6™,
(k
ng) = E[’y Cj‘y]a )]a
~(k
) = Bl 0%
8 = Ellog ly;; 6™, (1.35)

Substituindo em (1.34), temos

i[é (1+ %))

Qe = 53 -3 (i) 3 ()
=1 j=1

v v v
—n 1 2—71 —1 ()— 1 I‘(f) fE
nlog2m 2oga—&—20g2 n log 2+2

Jj=1

CIJ)

Logo o Passo E fica definido como segue:
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Dado © = (:)(k), um valor inicial para os parametros da densidade, calcular
a(k) s(k) (k)
815+ 855 €835
das equagoes dadas em (1.35) para j = 1,...,n.

Passo CM 1: Obtenha uma atualizacio da estimativa %) maximizando (1.34)
sobre &, entao

n ~(k n ~(k
£h1) 2 =1 ng)yﬂ‘ — 2 j=1 Séj)

n Ak
Zj:l ng)

(1.36)

Passo CM 2: Fixando & = f’““, obtenha uma atualizacio da estimativa G2*)
maximizando (1.34) sobre o2, entdo

n £ Ak S ~(k ~(k
X (o~ €02 — 2y — €400 4 g2 )

n

d?(k—}—l)

Passo CM 3: Fixando § = &l e o2 = a2+ obtenha uma atualizacio da
estimativa 3%+ maximizando (1.34) sobre 3, entdo

n 2 ~(k
_ 2y ((yj - §(k+1))sgﬂ‘)) 1.38
= G . (1.38)
Jj=173j

Passo CM 4: Fixando ¢ = ¢¥t1 e o2 = a2t ¢ g = 3¢+ obtenha uma
atualizacio da estimativa 951 solucionado a equacio

log (g) +1- DG (g) + % zn: (51 - 5)) =o0. (1.39)
=1

Jj=

kD)

Com a nova representacdo, apenas o passo CM 4 nédo tem solucdo fechada.
Entao vamos substituir o passo CM 4 pelo passo CML usando a extensdo ECME
do algoritmo EM. Esta substitui¢ao justifica sua auséncia do o termo §i’;) no passo
E.

Passo CML: Fixados ¢ = £F+1, o2 = a2k+1) ¢ Bk+1) calcular

n
) k+1 B (k+1 vl
3 = argmaz, g log tv(n£j+ N aﬁﬁf : (k1)
j=1 e v

(1.40)

A inclusdo dos termos g e 7, sdo justificados pela transformagao (1.31).
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1.4.4 As Esperancas Condicionais do Passo E

Vamos apresentar o desenvolvimento das esperancas condicionais dadas no Passo E
do algorimo ECME. Para isso usaremos a representacao estocéstica inicial (teorema
1.2.1). Em seguida faremos a reparametrizacao dos resultados obtidos.

Para melhor entendimento deste desenvolvimento vamos ignorar os indices, cal-
cular as densidade condicionais f((ly), f(v|¢,y) em seguida usa-la para determinar
as esperancas desejadas. Para tanto vamos obter inicialmente a densidade conjunta

f(ry).
A densidade conjunta f((,y) é obtida integrando (1.19) em relagéo a ~y

3

(IS

1 2
=2

PG =) 220 2 e (= S + )@ () (141)

V]IS

Logo a funcao de densidade condicional ¢ dado Y é dada pela razao de (1.41)
e (1.19), entao

fly) =

X e (= 507 +0) 2 ny0)
_ [U+T]2](02){F(U;1)E}+1(>\n U+1)}*1<%exp(_%(TIZ_F,U))‘I)()\U\/E)
— b(q%1 exp(— g(nQ—i—v))(I)()\n\/Z).

2

LHEY) = 00T e (- S0+ )2 000, (1.42)

onde

}( : ){P(M)TM(An :H )}71. (1.43)
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Para determinar a fun¢do de densidade condicional v dado ( basta obter a razio
de (1.19) e (1.42), entao

_ fnéGy)

v v/2 2
_ Wulmaz (r ¢ eXp{ <14<62>”2}6Xp{_%”_ 21— 6§>a2+<1 o7 0A W — 5)}

2105 L exp { — S0P +0)}9(nVQ)
1 ) ™ _v—1

- W\/Wﬂc (o)

C ¢ 7*¢ WC C
x (9 Anﬁ)) '
o1 V¢ C(y = (y = &)dn
= Voro 1f5§eXp{ 2(1— 02)0? } V)

logo
1—63)0”
16y ~ T8 (530 - 9. S5 0.00)). (1.44)

Agora vamos determinar as esperancas condicionais necessarias no Passo E.

i) Vamos mostrar que a esperanca condicional de ¢ dado Y = y é dada por

ElCly] = <U+1 > A (M ”H) (1.45)
N=\pte)  Toan) '
onde
v+1
M=\ . 1.4
m/n“v (1.46)

De fato, por definicdo

ElCIY] / CFCly)dC. (1.47)

Substituindo (1.42) em (1.47), temos
o) vil C
BICY] = [0 exp (= 507 + o) B0/ Odc
: r(%°)
Introduziremos os termos ( 2)@ -5 com objetivo de obter a densidade de
nc+tv

uma gamma com pardmetros (%3, %) em funcao de (. Entao

v+3

o o (2o
Bley] =0-LUE) [ ( 2) ¢ o (<507 4 0)) (v aga.as)
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a integral acima é

E[20n V0]
(14

Aplicando (1.8) e substituindo 3) em (1.48) temos

v+1

(" ) Cow

ElClY] = = A1
U+1<)\77 )(
IW?+D<#+ﬁ@“ﬁ”ﬂﬂM )
() 2 Ty ()\77 ,;szv)
_ +3

() () e )
2 2 Ty+1 ()\77 771)2-:_11))

- () )
~ (x ,
) T (a5

(1.49)

Para a obtencao de (1.45) precisamos substituir M dado em (1.46) que é
imediata no denominador, em 7},41, mas no numerador, em 73, temos

\ v+3 v+1 jv+3 v+1 [v+3 v+3
7 ?72+v 7 +uv vl n2+oVo+1l Vv+1'

Fazendo as substituicdes obtemos o resultado desejado.

Para desenvolver as préximas esperancas condicionais do passo E precisare-
mos do seguinte lema.

Lema 1.4.1 Seja X ~ NT(pu,0%)I{a; < z < ag} uma distribui¢do normal
truncada. Entao

P(a2) — ¢p(an)
(I)(OLQ) — q)(Oél)
2y 2 2 2 @29(az) — ¢(a1) P(ag) — p(ay)
2. EX?) =p’+o0°—o0 B(ag) — B(oy) —2u0—¢(a2) ~ (o)

1. BE(X) =p-—o

Onde «; = (a%:“) comi=1,2.
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Demonstracgao: Inicialmente vamos obter a funcao geradora de momen-
tos

Jor € f(x)dz

M(t) = E[e"] = DLl — (UL

’ e f(x)dz. (1.50)

as— b ! ai—p X/
O(=7E) —o(57)  Ja

o led

Vamos calcular separadamente a integra acima

2
o dx =

/ (PP — (o) > +1i? g,
o/ (2m)

(12— (o2 t+p)?]

etare—§
o/ (2m) /

:@22

l\.’J

Ur/
_ utto?? /a2 lqb(x —yda
ai

g g

22 as — ai —vy
= et R ().

onde v = o%t + p.
Voltando em (1.50), temos

O(=E —ot) — (L — ot)

g a

B(E) — @ (1E)

g g

M(t) = ept+ot/2

(1.51)

Para mostrar a primeira parte do lemma 1.4.1 vamos derivar (1.51) parcial-
mente em fungao de t, logo

O(=E — ot) — (L — ot)
/ _ 2, ut+o2t?/2 o
M(t) = p+o°te [ (Pk) — (et +
ag—p g ai—p
+eﬂt+02t2/2 U¢( 20‘ :jt) ¢( 1(J'_ Jt) . (152)
@(agau) _ (I)(algu)

Fazendo t = 0, obtemos
EX]=p—-o ¢

Para obtermos a segunda parte da demonstragao, vamos derivar (1.52) em
relacao a t

o242 22\ [®(ae — ot) — (g — ot)
M'(t) = ( Mt o5 + olteMt ) ) [ -
© =¥ B(az) — Bla)
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—e

it 22t [U¢(a2 —ot) — ¢(ar — Ut)}
P(a2) — (I)(al)

0_22
= plp+ o)t 4+ o2 [MH P

+t(p + o2t)ettt ”2;2} [@(ag —ot) — <I>(a1 — O't):|

B(az) — D(ar)
put+ 5 o2tk t Y Oéz—at al—at) B
+(,ue S + 2y ot + 75 )[ o ]
_ S eht+ S [ Plaz —at) — (041*Ut)
(o + o7t)e” [ B(az) — B(a) } !
—1—0'2 ¢’(a2 — Ut) — ¢’(a1 — Ut)'
P(ag) — ®(a1)
Fazendo t = 0, temos
21 _ 2 02‘1’(042)*‘1)(041 o (a2) — P(en1) o
B = ) —®(ar) " B(aa) — Blan)
. 0la2) — ¢(ar)
"B (az) — @(an)
a2, 2, o2¢(a2) —¢M(ar) P(az) — Pp(a1)
= T ) —Blan) 7 B () — B(an)
2 2 _ 02042¢(a2) —adlar) U¢(a2) — ¢(a1)
s e BDlaz) —B(ar) 7 B(az) — B(ar)’
onde
/ a; — W 1 1/ai—py2
Slo) = (% F) e
= —oid(ey).

Voltando as esperancas condicionais do passo E
ii) Vamos mostrar que a esperanga condicional de v¢ dado Y = y é dada por
1-— 6?\ 7 —(3+1)
ECly] = d(y—&E[C|Y]+ ( +1) (1.53
hol = 8w = OBV + 2 (L (1.5

com efeito, das propriedades de esperanca condicional podemos reescrever

E[Clyl = E[CENy, Cllyl- (1.54)
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por (1.44) podemos usar a primeira parte do lema (1.4.1), temos

¢ M y=§
\/(lfcéi)a_ (1 N 6?\)
.

Elyly, ¢l = oa(y — &) + : (1.55)
P ( H(y=9 )
\/(1—;3)0
Da proposic¢ao (1.2.1)
_ A 2 201 2 _ Ox
(A_m(:))\ =6y(1 A)@A_m. (1.56)
Substituindo (1.56) em (1.57), entao
52
Elyly, ] =0y — &) + i((iz\\% u Céh)a. (1.57)
Substituindo agora (1.57) em (1.54)
52
Biclyl = ¢ (my -9+ S & C‘Sk)o) v
— (- ) B+ 1= Rk | VCE I rY] .
(1.58)
Como FEI(|Y] é conhecido, vamos calcular F [\/Z zgi?y:/[% ]Y] separadamente
¢ (AnVQ) I A ¢ (AnV<)
(1.59)
onde
sl = L2, (1.60)

Substituindo apenas (1.41) em (1.60)

fCly) =

22



Substituindo em (1.59), temos

21(3)? ¢
¢ (Mv<) B 1/2¢ r(2) © exp (— 5(n° +v))2(AnV/Q)
b ﬁ@(kn\f()wl B /0 ‘ (Anf) f(y) “
L S 1)1 Al /2
T0) 7 / ¢z p{ n+)}\/;¢>(m\/ dc
(1.61)
Como
1 1
10} (A??\/E) = \/ﬂexp (—2)\2772C) , (1.62)
substituindo (1.62) em (1.61), temos
¢()\77\[) B By S o2 v 2.2
\/( VO ] = % /C p{ 2[(77+)+/\n]}d<
I ) L LTI (' 0
(%) f / ¢ p{ 5 [P+ A7) + ]}d(
(1.63)
Por outro lado
3 1
1+>\2:1+1_A5§:1_52. (1.64)
Substitua (1.64) em (1.63), entao
¢(>\77f) _ (3)* REREIREUN S
PV ) ] - i ¢ {5 [ g ]
(3)*

Na integral acima temos o produto de ( pela densidade da gamma com

parametros (9 1 [ U vD em funcao de ¢, ou seja, temos E[(] que sub-

202 |1-62
stituindo em (1.65), temos
¢ (V<) ] (5)° 5
E [\fg Y| = o 2
@ (/) WfU[%( 22‘1‘“)} 21(1 52+U>



v?2 v

o f(y) [(% +v>r/2 <1f$§ +v)

oit

2 511
mo f(y) (12753 ‘H)) ’

o 72 ~(3+)
Sl o i) IR

substituindo (1.66) em (1.58) obtemos o resultado desejado.

iii) Vamos mostrar que a esperanca condicional de v2¢ dado Y = y é dada
por

oAy — &)y /1 - 63 2 —(%+1)
ERACly) = 3y — €2BICIY]+ (1 — 83)0? + —— ﬁ(@( 1 +1>

Tf(y) 1= 63)
(1.67)
De fato, como no item ii) temos
E[y*Clyl = ECE[N1y, Clly), (1.68)
e ainda por (1.44)
1—63
¢y~ NT <5A(y - &), ( c Vo, (0 OO)> :
Logo pela segunda parte do lema (1.4.1)
2 52 2 (1_52) 2 QS(AU\/Z) (]‘_52)
B0 = R 0 + et + T |
Substituindo em (1.68)
2 _ 2 2, (1=6%) 5 (MG (1-103)
ElvClyl = E [C (f&(y—&) o Ao +¢,(M\@5A(y—§)0 c : ) Iy]
A
= B - OBl + (- )0+ da(y — 9o [0 - ) (ﬂ%) |y] .
(1.69)

Substituindo (1.66) em (1.69) obtemos o resultado desejado.

Para finalizar a processo de reparametrizagao vamos fazer uma substituicao
dos parametros das esperancas obtidas acima usando a transformacao (1.31).
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Dados 3 = dyo e a? = (1 — 6%)o? obtemos o?(a, 3) e A(a, 3) resolvendo o
seguinte sistema de equagoes:

B = 0ro = 0? =a?+ 2
2 _ 2\ -2 — 8
a® = (1-05)o 5,\—W
que substituindo em dy = ﬁ, obtemos \ = g Logo
(0, B) = o + F° (1.70)
e
Ma, ) = é (1.71)
a
i) Substituindo (1.70) e (1.71) em (1.45), temos
s1 = = )
' n+v Ty (M)
ii) Substituindo (1.70) e (1.71) em (1.53), temos
o 1, —G+D
ss= ElClyl = BnBICY]+ <p i 1) (L.73)
Va2 + B fy(y) \v
iii) Substituindo (1.70) e (1.71) em (1.67), temos
~(3+1)
1 2
53 = B2 = B2E[C]Y] +a® + edllad <2+1> 174
onde
Va2 + (2
8 v+ 1
M, = —n, , 1.76
oM T (1.76)
p= =9 (1.77)
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Capitulo 2

Mistura Finita de Densidades
t-Assimétricas

2.1 Mistura Finita de t-Assimétricas

Uma mistura de densidades t-assimétricas ¢ uma distribuicao definida pela densi-
dade

P(y©) =Y wifi(ylb:), yeR, (2.1)
=1

g
W Z 0, Z w; = 1,
i=1

onde f;(+|0;) ¢ a densidade t-assimétrica com vetor de parametros 6; = (&, a2, 8;, v;),
0s w;‘s sao os pesos da mistura e © = (wx, ..., wg, 01, ..., 0,) denota o vetor com to-
dos os parametros.

No contexto de modelagem por mistura de densidades é introduzido para
cada Y;, j = 1,...,n da amostra um conjunto de varidveis indicadoras Z; =
(Z1js e Zgj)T, composto de varidveis binarias tais que

ij:{ Lose X5~ J,

0 caso contrario.

g
[§] Z Zij =1.
i=1
Dadas as probabilidades da mistura wj, ..., wy os vetores de variaveis indicado-

ras Zq, ..., Zy sao independentes com densidade multinomial, dada por
Fz) = wi7Wi (1 —w) — .. —wy 1), (2.2)

Usaremos Z; ~ M(1;wi,...,wy) para denotar a distribui¢do das Z; com j =
1,...,n. A partir dessa inclusdo faremos a modelagem dos dados ditos completos

26



2.2 Funcao log-Verossimilhanca para os dados
completos

Considere que dispomos de uma amostra aleatoéria {y1, y2, ..., yn } da distribuicao
(2.1). A densidade conjunta de z; = (y;, 2;) € dada por

f(x10) = f(y;l2;0)f(24;0)

Em (2.3), pela distribuicao assumida por z;, temos

g
[(z]0) = f(zj;w) = waij. (2.4)
i=1
Substituindo (2.4) em (2.3) obtemos
g
fa10) = [T wi® (fitwss 0) . (2.5)
i=1

Considerando agora a independéncia dos dados incompletos e (2.5), temos que
a funcao de verossimilhanca é dada por

L(©) = []f@;0)

n g
= HHw@-Z”(fi(yj;&))z”. (2.6)

De (2.5) vemos que a funcdo de log-verossimilhanca para dados completos é
dada por

n g n g
j=11=1 j=11i=1

Vimos no capitulo anterior uma representacao estocastica do modelo t-assimétrico.
Com a inclusao das variaveis indicadoras ZJ’s temos uma representacao estocastica
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da mistura de densidades t-assimétricas dada por

o
Yilvj, Grzig =1~ N(&—i—ﬁﬂj,#),
J

1
G
Grzij=1 ~ T'(v;/2,vi/2),

Zj ~ M(1wi,...,wy).

Note que usamos a representagao reparametrizada.
A densidade conjunta baseada nas observacoes y; ¢ dada por

(g

(g0 = (3) op { — Ui, )
fily;;6:) = 2ra; T(%) G exp 2CJ}‘3XP{ 2,01]}

< exp {Pijﬁﬂj(j %G <1 n ﬁé)}

(673 2 Ozi

paracadai=1,...nej=1,..,g.

Logo a log-verossimilhanga para os dados completos em (2.7) fica assim definida

n g
() = Y Zijlogu
j=1i=1
n g 2. 2
v; G o Pij BiviG; 756l -
DDA ST (zpw) (P - 5 (1 45 |~ nlose
7=11i=1 ?
n nv; v Vi, U
—§log04,2 + QZ log(é) — nlogf(é) + 51 long}.
d Y&
onde p;; = ="

2.3 Estimacao via algoritmo ECME

Nesta secao trataremos da elaboragao de um algoritmo EM para misturas. Como
no capitulo anterior definiremos os passos da extensao ECME. Inicialmente vamos
determinar a Q-funcdo e calcular as esperancas condicionais. Temos que

QO 0W) = E.lI.(6)|Y,), 0"
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g

g n
ZE[ZU | }/(n))@(k)j| log w; + ZZE[ZU log fi(y;; 0:) | Yiny 0™,
j=141

j=1i=1 =1i=1

n

(2.8)

onde %) = (wg ),wék). wé(, ),Q(k) 0( ) Qék)), representa, uma dada aproxi-
macao de ©.

Aplicando as esperancas, temos

@|@(k) Jili ( [Z¢j|yj;(;)(k)} logwi)
+Zg:zn:( % [ l]C]|y]7 )D B Zg:i: (pij [Zijgj‘yﬁé(k)]>
=1j=1 i=1 j=1
+Zg:zn: (BZOZZ]E l]%(y’y]a )}>
i=1 j=1
—Eglf: <2 ' ( ) E [Zm?gﬂyj;é(k)])
i=1 j=1

nloga +nlog?2 (2)+nlogf(2)>

_izw(z
Y (Y

=1 j=1

% [Zz‘j log (jlv;: é(k)} ) -

Tomemos os termos 2(k) s(k) é(k) §(k) e s( ) ue correspondem as esperancas
iy 0 “ligy 225> “3ij 44 q p p ¢

condicionais

E(Zijly;; 0], B(Zij¢;ly;: 0™, ElZijv¢lys; 0M),
E(Zijv3¢ily;: 0M), E(Zijlog Gly;: ©W), (2.9)

respectivamente, tal que (2.8) pode ser escrita por

n g

Q6" ZZ z logwl)
i=1
N L Vi (k) I (P I Bipij
+X;Z(—281ij)—22 3 Slij +ZZ< - 822;)

=1 j=1 =1 j=1 i=1 j=1
g n
22 (e ) )
7]
i=1 j=1 &
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9
_ZZij( log o2 +nlog27r——log( ')+ nlogI(= ))

2
+ZZ<2 4w) (2.10)
i=1 j=1

Das esperancas condicionais dadas em (2.9) vamos calcular apenas as que usaremos
no Passo E.

) 2y = B(2y]Y5:00) = Biley[Yia), O]
= Pr[zij = 1|}/(n)7@(k)] = Pr[zij = 1’yj7®(k)]7 (2‘11)

onde a terceira igualdade decorre da definicao de z;; e, a Gltima, devido a inde-

pendéncia dos zg-s. Considerando a distribuigdo dada em (2.4), temos que

Prizij = 110W] = Prizyj = 1]z = 0 ¥ 1 # j|6®] = w®. (2.12)

)

Usando (2.3), vemos que

f(yjlz;© ﬁ (fZ yj; 0 Z ) ij, (2.13)

=1
e, portanto, temos que
k
Filz = 1,00) = fi(y;:00). (2.14)
Empregando o teorema de Bayes, vemos que

_ Prlzi; = 110W]f(Yj[2i; = 1;01)

A(k) (k)1 —

= Prlz;; = 1]y;,0 2.15

Usando (2.1), (2.14) e (2.12) em (2.15), obtemos

k k
() _ )fz( )

2 0 (2.16)

Zt 1wt fe(y;:60,)

de modo que
(k) Je(k) 2(k) o(k) (k)

2(k) — w; f(yﬂ‘gz ) &y ’52 » Vs ) (2.17)

Y (y;|O%)

s(k)

Da expressao acima, vemos que z representa uma estimativa de probabilidade

de y; pertencer a uma populacdo cuja a distribuicao é dada por f;(.; HZ( )), com base
em uma dada estimativa ©®) do vetor de parametros ©.

30



oy Ak A A A
ii) Sgw) =k [Zij<j\yj,9(k)] =F [CjE {Zij’yﬁ@(k)} \yj,@)(k)] - (2.18)
Mas E [Zij\yj, @(k)} fica conhecido quando é dado valor a y;, entao (2.18) fica

5= [ZZ]Iyga } E [leyj» @(k)} : (2.19)

Substituindo (2.17) e aplicando (1.72) na componente i temos

) o+
o™ 1 Tﬁi““)+3(M”j : )

(k)
(k) (k) 0, 41
i = % 50k N ~ & ; (220)
L <nf§j) +o07 Ty (L)

cooy (K A A A
i) &) = F [ZzﬂjCj\yj,@(k)} =FE ['YjCjE {Zij’yﬁ@(k)} \yj,@(k)] -(2.21)
Como E [Zij|yj, (:)(k)} é conhecido, temos (2.21) fica

35 = B Zigly; 6] B [;¢1y;, 0% (222)

substituindo (2.17) e aplicando (1.73) na componente i temos

Sgw) = FE _Zij|ij®(k)_ E [’VJCj’yjye(k)}
= E _Zz‘jlyjjé(k)_ [ley C] k)} B

i

(k)
[ 5] oy L o) _< ’ H)
+ E_Zij|yj,@ | 0 2(;) <(k)p,, +1>
V& + 5; T ( J’@(k))

= B E | Zilys, 6] E Gl 60

o0
b ()
+ E|Zly;, 6| = (3@0?}'“)+1>
Vi + 87w (y;10w) \v
o0
a(k) 1 _< E +1>
= B8 + ) ’ (Uf)p?j(k) +1)
Vai® + 57w (y;160) \v,

(2.23)
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De modo andlogo, agora usando a equagao (1.74) na componente i mostra

iv) 55 = B |Zy73Gly, 00| = B [13GE | Zily;, 6% ly;, 61|

(2.24)
logo
~(k 2(k ~(k
R
(k)
k), (k) (K) —(Z5—+1)
RORING) By yij o 1 o
+ &yt 20 20) " <(k)PU +1>
a; = W‘I’(yj‘@( )) @

2.3.1 O Algoritmo ECME para Mistura Finita de Den-

sidades t-Assimétricas
Nesta subsecao vamos apresentar os passos do algoritmo ECME para estimar os
pardmetros da mistura finita de densidades t-assimétricas. Para este estudo escol-
hemos tomar como iguais, embora desconhecidos, os parametros de graus de liber-

dade. Todos os procedimentos algébricos para obtencdo desses resultados foram
vistos nas secoes anteriores.

O algoritmo ECME para Mistura Finita de Densidades t- Assimétricas, é definido
por:
Passo E: Dado © = ©*) um valor inicial. Calcular

~(k k
zz(j),sgw),sgw) e s:(,ﬂ]) (2.25)

parat=1,...gej=1..,n
Passo CM 1:Calcular &+ = p=1 57 58

j=1"%ij

Passo CM 2: Obter o estimador gfk)

n ~(k ~
a1y 2ol (85@)%‘ - 5582@‘)

> i1 814
Passo CM 3: Fixado &; = 55”1 calcular
n o flet1)N24(R) ) 2(k+1)
G2 _ S (o = 6580 2ty — £ )04 + 61740)) (2.27)

n
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Passo CM 4: Fixados & = ff“ eq; = d?(kﬂ), calcular

n S(k+1 ~(k
FOHD 2j=1 <(yj & ))23517)')

(2.28)
K] n ~(k
Zj:l Sz()ng)
Passo CML: Fixados o1 ¢ = éf“, o = d?(kﬂ) e Bi(kH), calcular
n g
o040 = argmaz, _ log {Zw?““)fi (sl €060 B ) } - (2:29)
j=1 i

33



Capitulo 3

Consisténcia das Estimativas e
Uma Aplicacao

Neste capitulo vamos apresentar um estudo de simulacao para avaliar a consisténcia
das estimativas dos parametros da mistura finita de densidades t-assimétricas dado
em (2.1) obtido pelo algoritmo ECME. Apresentaremos também uma aplicagao da
teoria desenvolvida em uma modelagem com dados reais.

3.1 Estudo de Simulacao

Com o objetivo de avaliar a consisténcia dos estimadores dos parametros da mistura
finita de densidades t-assimétricas, obtidos no capitulo anterior, apresentaremos um
estudo de simulacdo no qual foram consideradas misturas de duas e trés densidades
t-assimétricas.

Para avaliar a convergéncia dessas estimativas para os seu verdadeiros valores,
em grandes amostras, calculamos, neste estudo de simulacao, o vicio (Bias) e o
erro quadratico médio (MSE) das estimativas de cada coordenada do vetor de
estimativas e para cada componente das misturas separadamente.

A escolha dos pardmetros para essas misturas seguiram dois casos de agrupa-
mento, cujas caracteristicas sdo definidas de acordo com a distancia:

D= Zwi (& — &2+ (af —a®)* + (B; — B)* + (v; — )?)
onde

E=30 Jwi& ,a® =37 Jwiay, =30 wifiev =37 wu;.

Intuitivamente, consideramos
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Fracuey

iy

1.

D Pequeno

Chamamos “D Pequeno” o agupamento de misturas de duas e trés densidades
t-assimétricas com modas préximas, nas quais apenas pelo histograma dessas
misturas nao é possivel avaliar facilmente a quantidade de componentes ex-
istentes em cada mistura;

D Grande

Chamamos “D grande”, o agupamento de misturas de duas e trés densidades
t-assimétricas com modas afastadas. Neste, é possivel visualizar, através dos
histogramas dessas misturas, a quantidade de componentes existentes em
cada mistura.

Histogramas
Misturas de Duas Densidades t-Assimétricas
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Frecuey
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Figura 3.2: D Grande
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As figuras 3.1 e 3.2 mostram histogramas para amostras com 100, 500, 1000 e
5000 observagoes geradas a partir de misturas de duas densidades t-assimétricas,

nos casos de modas proximas (D Pequeno)

e modas afastadas (D Grande), re-

spectivamente. Em ambos os casos foram fixados valores para os parametros que
sao apresentados na tabela 3.1. O mesmo critério de escolha dos parametros foi

atribuido & mistura de trés densidades t-assimétricas.

Observe que na figura 3.1, para amostra com 5000 observagoes, o histograma
nao indica que se trata de mistura de densidades t-assimétricas. J4 na figura 3.2,
para o mesmo niimero de observacoes, a mistura de duas densidades t-assimétricas

estd bem evidenciada.

Histogramas
Misturas de Trés Densidades t-Assimétricas
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Figura 3.3: D Pequeno
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Figura 3.4: D Grande
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As figuras 3.3 e 3.4 mostram histogramas de amostras com 100, 500, 1000 e
5000 observagoes geradas de misturas de trés densidades t- assimétricas, nos casos
D Pequeno e D Grande, respectivamente.

Na figura 3.3 os histogramas indicam, para todos o tamanhos de amostra, que
se trata de mistura de densidades t-assimétricas, mas nao é possivel identificar
que temos misturas de trés densidades t-assimétricas. Para a amostra com 5000
observagoes, por exemplo, aparentemente o histograma trata de mistura de duas
densidades t-assimétricas. Na figura 3.4 é possivel identificar para todo tamanho
de amostra que trata-se de mistura de trés densidades t-assimétricas, observe que
a partir de 500 observagoes esta quantidade ja estd bem evidenciada.

Para este desenvolvimento escolhemos tomar como iguais, embora desconheci-
dos, os valores dos graus de liberdade de todas as componentes da mistura. Ou
seja, a expressao da distancia D reduz-se a

D= wi((& -7+ (aF — a7 + (5 - B?).
i=1

A tabela a baixo mostra a combinacao dos parametros para os modelos de mis-
turas de duas e trés densidades t-assimétricas distribuidas nos casos de D pequeno
(P) e D grande (G).

2

Ne D w & aof /i v wy & a5 [ wvo ws & o) f5 vg
2 P 05 5 10 -5 4 05 10 20 10 4
2 G 05 50 10 -10 4 0.5 100 50 10 4
3 p 1/3 5 3 5 4 1/3 10 4 3 4 1/3 15 5 10 4
3 G 1/3 25 2 -10 4 1/3 50 7 1 4 1/3 100 25 20 4

Tabela 3.1: Combinacao dos Parametros

O termo Nc indica nimero de componentes em cada mistura e os termos
w;, &, a?, 0B; e wv; indicam os parametros de peso, locacao, escala, assimetria e
graus de liberdade da componente i, respectivamente, com ¢ = 1,2, 3.

As figuras 3.1, 3.2, 3.3 e 3.4 foram geradas com os pardmetros descritos na
tabela acima.
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3.1.1 Processo de Simulacao

Para iniciar o processo de simulagio vamos fazer variar o tamanho n da amostra
de 50 a 10 000. Faremos entdo n =50, 100, 200, 500, 1000, 2000, 5000 e 10 000
para cada mistura.

O processo de simulagdo segue os passos definidos abaixo:

Para cada n sao fixados os valores iniciais, os “chutes” do algoritmo ECME;,
iguais aos verdadeiros valores dos parametros dados na tabela (3.1).

1. Passo 1 Gerar n valores observados independentes, provenientes de uma
mistura de densidades t-assimétricas;

2. Passo 2 Obter via algoritmo ECME uma estimativa 6;;

3. Passo 3 Repetir os passos 1-2, r = 1000 vezes, obtendo uma seqiiéncia de
: : A (m) )
estimativas {©; "} e calcular:

3.1 O vicio (Bias) do estimador para cada componente da mistura,
Bias(@i) = 1 27: om _ O;;
r E ’
m=1
3.2 O Erro Quadrético Médio (MSE) © para cada componente da mistura,

MSE(©;) = % Z (é)E”“ - 61)2.
m=1

Onde
0; = (wi, &, a2, Bi,v;), r indica o nimero de interagdes da simulagdo,

(:)Z(.m) = (w§m),§§m),o§2§m),3§m),@gm)) é o estimador da m-ésima interagdo com
m=1,..,rei=1,...,9.

3.1.2 Resultados

Podemos avaliar a consisténcia das estimativas obtidas via algoritmo ECME, anal-
isando os seguintes graficos gerados a partir do estudo de simulagdo definido ante-
riormente. Usamos as cores preto, vermelho e azul para representar o Bias e MSE
da primeira, segunda e terceira componente em cada mistura, respectivamente.

38



D Pequeno

D Pequeno

0.010
I
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1IN

-0.0005
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-0.0025
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Figura 3.5:

T T T
8000 10000 o 2000 4000 6000 8000

amostra

Bias do w; com i =1, 2.

10000

010
|

D Grande

0.00

00000 00005 00010 00015 00020 00025 00030 00035

T T T T
o 2000 4000 6000

Amostra

Figura 3.6:

T T T T T T T
8000 10000 o 2000 4000 6000 8000

amostra

MSE do w; com i = 1, 2.

e Bias e MSE do estimador do parametro PESO do modelo de mistura de duas
densidades t-Assimétricas nos casos D Pequeno e D Grande, respectiva-
mente. As cores preto e vermelho indicam a primeira e segunda componente

de cada mistura.

Os vicios das estimativas dos parametros pesos das componentes dessas
misturas diminuem mais rapidamente no primeiro caso com n = 4000. No
segundo caso, observe que para n =2 6000 observacgoes esses vicios comegam
a ser insignificantes, fig. 3.5.

Os MSEs dessas estimativas convergem simultaneamente no primeiro caso,
sendo possivel visualizar apenas uma linha. Ja no segundo, a convergéncia
para zero do MSE da estimativa Wy ocorre mais lentamente, fig. 3.6.
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D Pequeno

D Pequeno

e Bias e MSE do estimador do parametro LOCACAO do modelo de mistura

002 004 006 008

000

0.04

003

002

0.01

0.00

de duas densidades t-Assimétricas nos casos D Pequeno e D Grande,
respectivamente. As cores preto e vermelho indicam a primeira e segunda
componente de cada mistura.

D Grande
-0.04 -0.02 000

-0.06

-0.08

-0.10

T T T T T T T T T T
0 2000 4000 6000 8000 10000 0 2000 4000 6000

Amostra amostra

Figura 3.7: Bias do & comi=1,2.

8000

10000

D Grande

N

0.00

T T T T T T T T T T
4] 2000 4000 6000 8000 10000 0 2000 4000 6000

Figura 3.8: MSE do éz comi=1,2.

Os vicios das estimativas dos parametros de locacdo das componentes
dessas misturas passam a ser insignificantes para amostra com aproximada-
mente 2000 observagoes em ambos os casos de agrupamento, fig. 3.7. Este
niimero é considerado pequeno, se comparado ao ponto de convergéncia dos
vicios das do peso. Por outro lado, o MSE do 51 converge para zero mais
rapidamente que o do é’g em ambos os casos, fig. 3.8.
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D Pequeno

D Pequeno

e Bias e MSE do estimador do pardmetro ESCALA do modelo de mistura
de duas densidades t-Assimétricas nos casos D Pequeno e D Grande,
respectivamente. As cores preto e vermelho indicam a primeira e segunda
componente de cada mistura.

010

0.05

000

025 030
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005

0.00

0.08
|

D Grande

0.00

T T T T
4000 6000

Amostra

Figura 3.9:

T T T T T T T
8000 10000 0 4000 6000 8000

amostra

Bias do &2 com i = 1,2.

10000

D Grande

T T T T
o 2000 4000 6000

Amostra

T T T T T T T
8000 10000 o 2000 4000 6000 8000

amostra

Figura 3.10: MSE do 47 com i = 1,2.

No caso D Pequeno, tanto os vicios quantos os MSEs das estimativas dos
parametros de escala das componentes dessas misturas tém comportamentos
parecidos quanto a convergéncia, o mesmo nao ocorre no segundo caso. Ob-

2

serve que para D Grande o vicio da estimativa &] converge mais rapidamente
que o da estimativa @2. O mesmo ocorre com o MSE dessas estimativas, en-
quanto &7 converge para zero com n = 2000 a estimativa 54% precisa de mais
que o dobro de observacdes para atingir a convergéncia, figs. 3.9 - 3.10.
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D Pequeno

D Pequeno

e Bias e MSE do estimador do parametro ASSIMETRIA do modelo de mistura

-10

-12

1500

1000

500

de duas densidades t-Assimétricas nos casos D Pequeno e D Grande,
respectivamente. As cores preto e vermelho indicam a primeira e segunda
componente de cada mistura.

-20
I
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|
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0 2000 4000 6000 8000 10000 0 2000 4000 6000 8000

Amostra amostra

Figura 3.11: Bias BZ com ¢ = 1,2.
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I
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?’
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4] 2000 4000 6000 8000 10000 0 2000 4000 6000 8000

Amostra amostra

Figura 3.12: MSE do Bl com ¢ = 1,2.

Os vicios das estimativas dos pardmetros de assimetria das componentes
dessas misturas atingem insignificAncia em aproximadamente 1000 obser-
vagoes em ambos os casos de agrupamento, fig. 3.11.

Os MSEs dessas estimativas convergem para zero simultaneamente sendo
possivel visualizar apenas uma linha, fig. 3.12.
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D Pequeno

D Pequeno

e Bias e MSE do estimador do pardmetro GRAUS DE LIBERDADE do modelo
de mistura de duas densidades t-Assimétricas nos casos D Pequeno ¢ D
Grande, respectivamente. As cores preto e vermelho indicam a primeira e

400 600 800 1000

200

segunda componente de cada mistura.

D Grande

T T T T T T T T
0 2000 4000 6000 8000 10000 0 2000

Amostra

Figura 3.13: Bias 0; com 7 = 1, 2.
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o 2000 4000 6000 8000 10000 s} 2000

Amostra

Figura 3.14: MSE do 0; com ¢ = 1, 2.

T T T
4000 6000 8000

amostra

Como os parametros de graus de liberdade foram tomados iguais em todas
as componentes dessas misturas, as linhas que representam os vicios e os
MSEs de suas estimativas sdo iguais. Observe que, tanto os vicios quantos
0s MSEs dessas estimativas tém comportamentos semelhantes em ambos os

casos de agrupamento, figs. 3.13 - 3.14.

Para os préximos resultados, o processo de simulacdo foi encerrado em n =

5000.
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D Pequeno

DPequeno

0.0000

0.004

0003

0.000

e Bias e MSE do estimador do parametro PESO do modelo de mistura de
trés densidades t-Assimétricas nos casos D Pequeno e D Grande, respec-
tivamente. As cores preto, vermelho e azul indicam a primeira, segunda e
terceira componente de cada mistura.

Figura 3.16: MSE do w; com ¢ = 1,2, 3.

Os vicios das estimativas dos parametros pesos das componentes dessas mis-
turas assumem valores bem préximos de zero no primeiro caso, fig. 3.15.
Ainda neste caso, observe que a linha vermelha que indica o vicio da estima-
tiva ég nao aparece. Ja no segundo caso é possivel observar a convergéncia
dos vicios das trés estimativas avaliadas. Por outro lado, observando a figura
fig. 3.16, note que os MSEs dessas estimativas convergem para zero mais
rapidamente no segundo caso de agrupamento.
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D Pequeno

D pequeno

e Bias e MSE do estimador do parametro LOCACAO do modelo de mistura
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de trés densidades t-Assimétricas nos casos "D Pequeno e D Grande, re-
spectivamente. As cores preto, vermelho e azul indicam a primeira, segunda
e terceira componente de cada mistura.
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Figura 3.17: Bias do & com 1 =1, 2, 3.
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Figura 3.18: MSE do & com i = 1,2, 3.

Os vicios das estimativas dos pardmetros de locacao das componentes dessas
misturas, no caso D Grande ficam insignificantes para um ndmero aproxi-
mado de 4000 observagoes. Ja no caso D Pequeno até o ntimero maximo de
observagoes simuladas, nao foi possivel atingir a insignificancia esperada, fig.
3.17. Acredita-se pelo MSE desta mistura, fig.3.18, para um ntmero maior
de observagoes na simulagao terfamos a tal convergéncia.
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O Pequeno

D Pequeno

e Bias e MSE do estimador do paradmetro ESCALA do modelo de mistura de
trés densidades t-Assimétricas nos casos D Pequeno e D Grande, respec-
tivamente. As cores preto, vermelho e azul indicam a primeira, segunda e
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terceira componente de cada mistura.
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Figura 3.19: Bias do &7 com i =

1,2,3.
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Figura 3.20: MSE do &? com i = 1,2, 3.

Observe que em ambos os casos de agrupamento o vicio da estimativa d% nao
aparece, fig. 3.19. Apenas no segundo caso os vicios das &
para zero. Ainda neste caso, agora analisando a fig.3.20, podemos perceber
que o MSE da &3 precisa de um ntimero maior de observagdes na simulacio
para atingir a convergéncia para zero. No primeiro caso, os MSEs das esti-
mativas dos parametros de escala ndo atingiram a convergéncia esperada.
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D Pequeno

D Pequeno

e Bias e MSE do estimador do parametro ASSIMETRIA do modelo de mistura
de trés densidades t-Assimétricas nos casos D Pequeno e D Grande, re-
spectivamente. As cores preto, vermelho e azul indicam a primeira, segunda
e terceira componente de cada mistura.
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Figura 3.21: Bias do 3; com ¢ = 1,2, 3.
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Figura 3.22: MSE do 3; com i = 1,2, 3.

Os vicios das estimativas dos pardmetros de assimetria das componentes
dessas misturas, no segundo caso se tornam insignificante com aproximada-
mente 1000 observacées. J& no primeiro caso o vicio da Bl nao atinge a
insignificAncia esperada, fig. 3.21. Em relacao aos MSEs, essas estimativas
tém comportamentos parecidos, em ambos os casos de agrupamento fig. 3.22.
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D Grande

D Grande

e Bias e MSE do estimador do parametro GRAUS DE LIBERDADE do mod-
elo de mistura de trés densidades t-Assimétricas, nos casos D Pequeno e
D Grande, respectivamente. As cores preto, vermelho e azul indicam a
primeira, segunda e terceira componente de cada mistura.

10

D Grande

= T T T T

: T : :
0 1000 2000 3000 4000 5000 o 1000 2000 3000

Amosira Amaostra

Figura 3.23: Bias do v; com ¢ = 1,2, 3.
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Figura 3.24: MSE do 9; com ¢ =1, 2, 3.

Assim com na mistura de duas densidades t-assimétricas, os vicios e os MSEs
das estimativas dos parametros graus de liberdade dessas misturas sdo repre-
sentados por uma tnica linha. Observe que tanto os vicios quantos os MSEs
dessas estimativas tém comportamentos semelhantes em ambos os casos de
agrupamento figs. 3.23 - 3.24.

48

4000

5000



Tanto a implementagdo do algoritmo EM quanto a avaliacdo da eficiéncia das
estimativas geradas pelo mesmo, foram obtidas pelo programa R. Devido as lim-
itacoes desse programa, o estudo de simulacao para mistura de trés densidades
t-assimétricas teve que ser interrompido quando n foi igual a 5000 observagoes.
Mesmo com essa limitacdo, foi possivel avaliar as propriedades assintoticas das
estimativas geradas pelo algoritmo, uma vez que esse tamanho de observacoes é
considerado muito grande para o contexto de modelagem.

Para todas as situagdes investigadas, no estudo de simulacdo, vimos que o
algoritmo EM fornece estimativas assintéticamente consistentes para os parametros
da mistura de densidades t-assimétricas.

Vimos também que, para a analise das propriedades assintoticas das estimativas
geradas pelo algoritmo EM a relacao de distancia D é irrelevante para misturas de
duas densidades t-assimétricas. Por outro lado, para mistura de trés densidades
t-assimétricas, esta relacdo de distancia tem grande influéncia na convergéncia para
zero dos vicios e erros quadraticos médios dessas estimativas. Foram comparados
os dois casos de agrupamento (D Pequeno e D Grande) e para essas misturas, é
possivel obter a convergéncia do Bias e do MSE com um ntimero bem menor de
observacoes quando a relacdo de distancia D for grande.

3.2 Aplicacao

Para a ilustrar a aplicabilidade da metodologia deste trabalho, consideremos o
conjunto de dados reais analisado em Dias & Wedel (2004), que esta relacionado
com o produto interno bruto (PIB) por capital (PPP US$) em 1998 de 174 paises
(UNDP, 2000). Estes autores modelaram estes dados aplicando primeiramente uma
transformacao logaritmica e, depois disso, ajustando uma mistura de duas normais.

Vamos fazer a modelagem desses dados usando uma mistura de duas densidades
t-assimétricas, dada por (2.1), na qual vamos considerar os graus de liberdade
igualmente em cada componente da mistura. Inicialmente, mudaremos o conjunto
de dados dividindo por 10 000 cada valor observado, em seguida vamos aplicar o
algoritmo EM para obter uma estimativa dos parametros da mistura.

Para as iterages do algoritmo EM vamos tomar os seguintes valores iniciais:

(€1,&2) = (0,3),
(a2,03) = (0.2,0.1),
(B1,B2) = (60,-10),
(vi,v2) = (3,3),
(wi,wy) = (0.7,0.3).

Na tabela abaixo estdo as estimativas geradas pelo algoritmo EM para a mod-
elagem do conjunto de dados PIB/10 000, por uma mistura de duas densidades
t-assimétricas.
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Parametros Estimativas Parametros Estimativas

& 0.04361287 & 2.38010153
a? 0.1969954 0% 0.1091982
B 171.6752367 Ba -0.9588135
(0 3.245425 Uy 3.245425

w1 0.8507964 Wo 0.1492036

Tabela 3.2: Estimativas geradas pelo EM

Na figura abaixo, apresentamos o histograma do conjunto de dados PIB/10 000 e
a curva da densidade da mistura de duas densidades t-assimétricas. A densidade
foi gerada a partir das estimativas fornecidas pelo algoritmo EM, vistos na tabela
3.2.

Modelagem por mistura de duas ST's

10 15 2.0
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Densidade

0.5
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0.0
I

PIB/10000
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Consideracoes Finais

Mostramos neste trabalho um estudo detalhado do procedimento utilizado para
a modelagem de dados heterogéneos, dotados de assimetria e com valores dis-
crepantes, por uma mistura de densidades t-assimétricas definida por Lin et al.
(2007a).

Para esta modelagem foi aplicada a teoria do algoritmo EM desenvolvida por
Dempster et al. (1977) do qual usamos as extensoes ECM e ECME introduzidas
por Meng & Rubin (1993) e Liu & Rubin (1994), respectivamente .

Avaliamos as propriedades assintoticas das estimativas geradas pelo algoritmo
através de um estudo de simulacdo, onde evidenciou-se-se que essas estimativas sao
assintoticamente consistentes.

A aplicagao dessa teoria em uma modelagem com dados reais, mostrou que esta
¢ uma alternativa adequada para a modelagem de dados assimétricos, heterogéneos
e com observagoes discrepantes, evitando uma desnecessaria transformacao.
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