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Resumo

Neste trabalho investigamos algumas caracteristicas dos mergulhos equivariantes de
uma variedade Kéahleriana Simétrica. Usamos o Teorema de Wallach-Cartan para
caracterizar tais mergulhos nos casos do CP" e SO(2n)/U(n) e verificamos que
nestes casos os unicos mergulhos com pluri-curvatura média paralela sao os
extrinsecamente simétricos. Usando o mergulho standard do CP" mostramos que se
uma subvariedade complexa ) do CP" tem pluri-curvatura média paralela entao ela é
totalmente geodésica. Propusemos ainda um novo mergulho equivariante, denominado
p—mergulho, para um espago simétrico hermitiano qualquer e verificamos que, pelo

menos no caso em que o posto de P é um, a pluri-curvatura média nao é paralela .

Palavras-chave: Mergulhos Equivariantes, FEspagos Simétricos, Variedades

Kahlerianas.



Abstract

In this work we investigate some characteristics of the equivariant embeddings of a
symmetric Kéhlerian manifold. We use the Theorem of Wallach-Cartan to
characterize these embeddings in the case of CP" and SO(2n)/U(n) and verify that
if a equivariant embedding has parallel plurimean curvature then it’s the extrinsic
symmetric one. We use the standard embedding of CP" to prove that if a complex
submanifold of CPP" has parallel plurimean curvature, then it’s the totally geodesics. We
propos a new equivariant embedding, the p—embedding, for any hermitian symmetric
space and verify that, at least when the rank is one, the plurimean curvature is not

parallel.

Keywords: Equivariant Embeddings, Symmetric Spaces, Kahlerian Manifolds.
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Introducao

Uma variedade Riemanniana P é chamada simétrica se em qualquer p € P existe
uma isometria s, de P fixando p e revertendo toda geodésica por p. Nos referimos a s,
como simetria em p. Um grupo de isometrias G contendo a simetria s, para todo p € P

age transitivamente, portanto (P, G) é homogénea.

Seja P uma variedade Riemanniana simétrica com um grupo de simetrias G' agindo
transitivamente sobre P. Dado p € P, denotamos o grupo de isotropia de P por
K =G, = {9 € G : gp = p}, assim identificamos P com o espaco quociente G/K
usando o difeomorfismo P 3 gp — ¢gK € G/K. Uma imersao ® : P — V sobre um
espaco vetorial euclidiano V' é equivariante se existe uma representacao p de G em V'
satisfazendo

®(gp) = p(g9)®(p) paratodo g€ G e peP.

Em outras palavras, ®(P) é uma O6rbita de p, de fato uma oérbita muito
especial: o grupo de isotropia K = G, fixa o vetor vy = ®(p) € V. Uma representacao
p: G — O(V) é chamada classe-um para algum subgrupo K C G se existe um vetor
fixo ndo nulo vy € V por K, isto é, K = G,, = {g € G;p(9)v, = v,}. Assim nossa
representagao relacionada a uma imersao equivariante de P = G/ K é classe-um para K.
Reciprocamente, se K C G é um subgrupo maximal, toda representacao classe-um para

K define um mergulho equivariante de P.

Podemos usar os mergulhos equivariantes de espagos simétricos de Kahler
P = G/ K para encontrarmos subvariedades Kéahlerianas. Uma variedade Riemanniana é
Kahleriana se possui uma estrutura quase complexa paralela J. Tal variedade é
complexa, isto é, admite um atlas diferenciavel com mudancas de coordenadas
holomorfas tais que J torna-se a multiplicacdo por i nas cartas coordenadas. Assim

é surpreendente que existam subvariedades, além das superficies, no espaco euclidiano



real R™ tal que a métrica induzida é de Kahler. Estas devem ser consideradas analogas

™

as superficies imersas orientadas onde J ¢é a rotagao de 7 sobre cada plano tangente,

num contexto de dimensao mais alta.

O estudo destas imersoes nos conduz naturalmente a decompor a segunda forma
fundamental v de acordo com tipos, isto é, a1V (X,Y) = (X 1,0y, Y(0,1))+a(X0,1), Y1,0))
e a?0) = a(X 1,0y, Y(1,0)) onde X1 9y e X1y denotam as projecdes do vetor tangente X
aos espagos 1" dos vetores do tipo (1,0) e T7” dos vetores do tipo (0, 1), respectivamente.

Aplicacoes com o) = 0 sdo chamadas aplicacdes pluriharmonicas e a imersdo
em que isto ocorre é denominada imersao pluriminima. Quando M é uma superficie
Riemanniana temos oY) = (-,-)H onde H é o vetor curvatura média da imersdo, neste

caso imersoes pluriminimas sao exatamente as imersoes minimas.

Denominamos o operador a*! de pluri-curvatura média, pois ele é determinado
pelas curvaturas médias da restricao da imersao as curvas holomorfas. Quando ele é nulo
ou paralelo, a imersao tem propriedades similares as superficies minimas ou de curvatura
média constante em R®. Por exemplo, admitem uma deformacao dada por af(X,Y) =
a(R°X,R’Y) onde R? é a rotacdo de angulo constante § nos planos complexos. A
deformagao deste tipo mais conhecida é a que transforma o catendide no helicéide, a

existéncia de tais deformacoes caracterizam esta classe de imersoes.

Dizemos que uma imersao de uma variedade Kéhleriana é ppme (parallel plurimean
curvature), se o operador a(’!) é paralelo. Exemplos de imersdes ppmc em R” sdo as
superficies orientadas com curvatura média paralela em R”, mergulho de variedades
kihlerianas satisfazendo a9 identicamente nulas e alguns duplos recobrimentos de
variedades extrinsicamente simétricas em R™. Parece natural que outros mergulhos

equivariantes sejam ppmc e portanto investigamos varias familias de exemplos.

Voltemos aos mergulhos equivariantes ® : P — V de um espaco simétrico
P =G/K ep:G — O(V) a representagao correspondente. Seja p o ponto base, o
espago normal N = N,®(P) = d®(T,P)"* se decompoe em autoespagos de p(s,), e se P
é simétrico de Kéhler, NV se decompoe em autoespagos de p(j,) em p. Denotamos por
NT o 1—autoespago de p(s,) |[v e NTT C N o 1—autoespago de p(j,) |n . O primeiro

resultado que obtivemos foi:



Lema 1 A segunda forma fundamental o toma valores em Nt e sua (1,1)—parte € a

projecdo de v sobre N*TT.

Para qualquer imersao equivariante ® : P — V', o espaco vetorial V' pode ser visto
como um espago de fungoes sobre P, um subespago de C*°(P). De fato, associamos a
cada v € V a fungao altura f,(z) = (®(z),v), entdo a G—representacao p sobre V
torna-se parte da G—representagao sobre C°(P). Isto define uma nova fungao gf €

C*(P) para todo g € G como segue:

(9.f)(x) = (g~ x).

Para ver a compatibilidade das representagoes sobre V' e C*°(P) observamos que

Fotar(®) = (@(2), pg)v) = (p(g9) '@ (x), v) = (®(g™"x),v) = (9.f)(2).

Assim, todo mergulho equivariante é obtido de um G—submédulo classe-um de C*°(P).
Um teorema de N.L. Wallach [26], que remonta a E. Cartan afirma que C*°(P) decompde-
se completamente em (G—representacoes irredutiveis V;, as quais sao classe-um com
respeito a K e cada V; ocorre precisamente uma vez em C*°(P), a menos de equivaléncia.

Assim as imersoes equivariantes de P = G /K correspondem as G—orbitas

Gfi={ficg™ :9€G}

de funcoes f;, K—invariantes sobre P.

Para P = CP" podemos gerar C°°(P) por certos polinémios reais sobre C"™!, vistos
como polinémios em z e seu conjugado complexo Z, usados como coordenadas em lugar
das varidveis Re(x) e Im(z). Estes polinomios provem de S**1/S! se, e somente se,
eles sao homogéneos de mesmo grau em x e . Usando este modelo obtivemos o seguinte

resultado:

Teorema 1 Se um mergulho equivariante do CP" € ppmc entao ele é extrinsecamente

simétrico.

O mergulho standard de um espaco simétricos de Kéhler P = G/K, &y : P — Vy = g,
associa a cada p € P o gerador infinitesimal J, de s,. Este ¢ extrinsecamente simétrico
e tem segunda forma fundamental « paralela [I5, [12], portanto é ppmec. Usando o
mergulho standard do CP" em V' e mergulhando uma subvariedade complexa ) em CP"

obtivemos o seguinte resultado:



Teorema 2 Se uma subvariedade complexa Q de CP" é ppmec, entao ela é totalmente

geodésica.

Para espacos simétricos de Kahler P gerais, podemos ver as fungoes sobre P como
geradas pelas restrigoes a P dos polinomios sobre V4. Para P = CP" ambos os métodos

foram comparados.

Podemos construir qualquer fun¢ao invariante sobre o grupo de isotropia K por meio
de sua resticao ao toro maximo I" C P por p. Uma funcao sobre T' extende-se unicamente
a uma funcao K —invariante sobre P se, e somente se, sua restricao é invariante sobre
o Grupo de Weyl de (P,T), que é o subgrupo de K que mantém 7 invariante. Assim
obtivemos um método para comparar diferentes mergulhos equivariantes: nds somente
comparamos as restricoes a T' das fun¢oes K —invariantes correspondentes. Em geral
temos que: se P é um espago simétrico hermitiano com toro méximo 7" de dimensao k,
entao a algebra das fungoes K —invariantes tem k geradores fi,..., fx cuja restricao a
T pode ser explicitamente descrita em termos de polinomios simétricos. Usando isto no

espago das estruturas complexas SO(2n)/U(n) obtivemos que:

Teorema 3 Se um mergulho equivariante do espaco das estruturas complexas é ppmc

entao ele é extrinsecamente simétrico.

Finalmente, um novo tipo de mergulho equivariante tem sido estudado para um
espago simétrico de Kéhler P = G/K qualquer. Seu ponto de inicio foi o mergu-
lho standard &g : P — g. A nova imersao ®, associa a cada x € P a projecao
ortogonal de g sobre o espaco tangente T, P C g. Isto define um mergulho equivariante
¢, : P — S(g) onde S(g) denota o espaco vetorial das aplicagdes lineares auto-adjuntas
sobre g. A segunda forma fundamental 3 de ®; e sua (1, 1)—parte 31 com sua derivada
normal V+50Y foram calculadas. Apesar de ®, ser ppme ®;,pelo menos no caso de

posto 1, nao é ppmc.



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo apresentamos as principais definicoes e resultados referentes a grupos e
algebras de Lie, espacos simétricos e variedades Kahlerianas que serao usados no decorrer

deste trabalho.

1.1 Grupos e Algebras de Lie

Os grupos de Lie sao classes especiais que combinam a estrutura algébrica de grupo

com a estrutura de variedade diferencidvel. Formalmente, temos:

Definicao 1.1 Um grupo de Lie é um grupo que tem uma estrutura de variedade

diferenciavel, de tal forma que a aplicacao
p:(g,h) EGxGrghled
¢ diferenciavel.

Um conceito importante do decorrer de todo o trabalho é o de “agao de um grupo”.

Definigao 1.2 Uma agao a esquerda de um grupo G num conjunto X é uma funcgao

que associa a g € G uma aplicagao a(g) : X — X e que satisfaz as propriedades:

1. a(1) =idx , isto é, a(1)(z) = x, para todo x € X, e

2. a(gh) = a(g)a(h).



Uma acao a direita é definida de maneira andloga. No que segue trabalharemos
apenas com agoes a esquerda, além disso, o simbolo a serd suprimido na notagao, assim
uma agao a esquerda escreve-se apenas g(x) ou gx. Com essas notagdes uma agao a

esquerda satisfaz 1z = x e g(hx) = (gh)x.

Outro conceito importante é o de érbita de um grupo.

Definicao 1.3 Dado x € X, sua 6rbita por G, denotada por Gz é definida como sendo
o conjunto Gz = {gz € X; g € G}.

Cada orbita é uma classe de equivaléncia com respeito a relacao de equivaléncia dada
por: x ~ y, se existe g € GG tal que y = gx. Por isso, duas dérbitas ou sao disjuntas ou

coincidem.

Definicao 1.4 O conjunto G, dos elementos de G que fixam x é denominado de
estabilizador de x :

G, ={9€G;g9z =z}
Definicao 1.5 Seja a uma acao de G em X.

1. A agao é dita efetiva (ou fiel) se ker(a) = {g € G;a(g) = idx} = {1}. Isto é, se
gr = z para todo x € X entao g = 1.

2. A agao é dita livre se os estabilizadores se reduzem ao elemento neutro de G, isto

é, se gr = x para algum x € X, entao g = 1.

3. A acao é dita transitiva se para todo par de elementos =,y € X existe g € G tal

que gr = y.

Proposicao 1.1 Suponha que a acao de G em X ¢é transitiva e tome x € X. Entao,

aplicacao &, : ¢ G, € G/Gx — gx € X é uma bijegao entre G/Gz e X.

Em virtude dessa identificacao, um quociente G/H é também chamado de espago
homogéneo, como sao chamados normalmente os conjuntos onde os grupos agem
transitivamente. O ponto x escolhido para estabelecer a identificacao entre X e G/Gx
¢ denominado de origem ou ponto base do espaco homogéneo X. A identificacao de

X com G/Gz depende da escolha da origem. No entanto, alterando x nao muda



substancialmente o espaco quociente, pois numa acao transitiva os estabilizadores sao

conjugados entre si.
Estes conceitos e resultados serao usados neste trabalho para certos grupos de Lie.

Um exemplo importante de grupo de Lie é o grupo linear geral Gi(n; R). Os elementos
deste grupo sao as matrizes n X n inversiveis com entradas reais ou transformagoes
lineares inversiveis de um espaco vetorial real de dimensao finita. A estrutura de grupo

em Gl(n;R) é dada pelo produto usual de matrizes.

Os métodos para estudar os grupos de Lie estao baseados na construcao de suas
algebras de Lie, as quais possibilitam transferir métodos da algebra linear ao estudo de

objetos nao lineares, como os grupos de Lie.

Definicao 1.6 Uma algebra de Lie é definida como sendo um espaco vetorial g munido

de um produto (colchete) [, | : g X g — g que satisfaz as seguintes propriedades:

1. Bilinearidade, isto é, [, | é linear em cada uma das varidveis.
2. Anti-simetria, isto é [X,Y] = —[Y, X], para XY € g.

3. Identidade de Jacobi: para X,Y,Z € g, [X,[Y, Z]]| + [Z, [ X, Y]]+ [V, [Z, X]] = 0.

Um exemplo de algebra de Lie é dado pelo espaco vetorial dos campos de vetores
sobre uma variedade diferencidvel C'* munido do colchete de Lie de campos de vetores.
Outro exemplo é a édlgebra gl(n, R) formada pelas matrizes reais n X n com o colchete

dado pelo comutador de matrizes [A, B] = AB — BA.

A algebra de Lie g de um grupo de Lie G é definida como o espago dos campos
invariantes (a esquerda ou & direita, conforme a escolha), com o colchete dado pelo
colchete de Lie de campos de vetores. Os fluxos dos campos invariantes estabelecem
a aplicacao exponencial exp : g — G, que é o principal elo de ligacao entre g e G.
Esta aplicacao estabelece o vinculo entre o colchete na algebra de Lie e o produto no
grupo, determinando (quase que) completamente a estrutura do grupo de Lie a partir da
algebra de Lie. Podemos dizer que a algebra de Lie é um objeto linear que aproxima o
grupo: para se obter os elementos da algebra de Lie deve-se derivar curvas no grupo. O

procedimento contrario consiste em resolver equacoes diferenciais. Por isso, nas primeiras



décadas do desenvolvimento da teoria as algebras de Lie eram denominadas “grupos
infinitesimais” [24].

Outro instrumento de ligacao entre os grupos de Lie e suas algebras de Lie sao as
representacoes adjuntas. Antes de defini-las, definamos primeiramente o que é uma

representacao.

Definigao 1.7 Sejam G e H grupos de Lie. Um homomorfismo ® : G — H
diferenciavel entre G e H é chamado de homomorfismo de grupos de Lie. No caso
particular em que o contra-dominio é um grupo linear GI(V'), o homomorfismo é
chamado representacao de GG no espaco vetorial V. O espaco V' é chamado de espaco

da representacao e a dimensao de V' sua dimensao.
Agora podemos definir as representagoes adjuntas.

Definicao 1.8 A representacao adjunta Ad : G — Gl(g), de G em sua algebra de Lie g
é definida por
Ad(g) = d(Cg)y, onde Cy(z) = gzg™".

Em Gl(n;R) temos que Ad(g)A = gAg™".

Definicao 1.9 Seja g uma &algebra de Lie. Sua representagao adjunta, é a aplicacao
ad : g — gl(g) definida por
ad(X)(Y) =[X,Y].

A identidade de Jacobi para colchetes em algebras de Lie garante que as aplicacoes
ad(X), X € g, sdo derivagoes[[| de g.

Um dos resultados que relacionam estas representagoes é o seguinte:

Proposicao 1.2 Seja G um grupo de Lie, com algebra de Lie g, com o colchete dado
pelos campos invariantes a esquerda. Entao, d(Ad);(X) = ad(X) para todo X € g e
vale a igualdade Ad(expX) = exp(ad(X)).

Alguns exemplos de grupos de Lie com suas respectivas dlgebras de Lie, que serao

usados neste trabalho, sao os seguintes:

1Uma aplicagao linear D : g — g é denominada derivacio, se D[X;Y] = [DX;Y] + [X; DY].



1. Gl(n;R), cuja dlgebra de Lie é o espago vetorial das matrizes n X n, munido do
colchete dado pelo comutador de matrizes [A; B] = AB — BA, essa élgebra de Lie
serd denotada por gl(n;R).

2. O(n) = {g € GI(;R) : g¢* = g'g = Id} o grupo das matrizes ortogonais.
Sua algebra de Lie ¢é a subalgebra de matrizes anti-simétricas
so(n) = {A € gl(n;R) : A+ A" = 0}. O colchete em so(n) é o comutador de

matrizes.
3. SO(n) ={g € O(n) : det g =1}, com algebra de Lie so(n).

4. Un) = {9 € G(n;C) : gg * = g 'g = Id}, com 4&lgebra de Lie
u(n) = {A € My, (C); A+ At =0}

5. SU(n) = {g € U(n);det g = 1} com algebra de Lie su(n) = {A € U(n); tr A = 0}.

1.2 Espacos Simétricos

Se E' é um espaco euclidiano entao as reflexdes sobre subespacos afins sao isometrias
importantes que geram todo o grupo de isometrias do espaco. Uma reflexao particular é a
simetria sobre p € E que denotaremos por s, a qual reverte a orientagao das geodésicas
que passam por p. De forma andloga, se M é uma variedade Riemanniana conexa
e p um ponto de M, uma isometria s, que fixa p e reverte a orientacao de todas as
geodésicas que passam por p é chamada uma simetria (geodésica) de M por p. Se
M é uma variedade Riemanniana qualquer entao claramente temos que a mesma nao
necessariamente admite toda simetria geodésica. Um espago simétrico (Riemanniano) é
uma variedade Riemanniana conexa tal que para todo ponto p € M a simetria geodésica

sp existe. Formalmente temos a seguinte definicao:

Definigao 1.10 Um espago simétrico (Riemanniano) é uma variedade Riemanniana S
com a propriedade de que a reflexao geodésica em todo ponto é uma isometria de S. Em
outras palavras, para todo p € S existe algum s, € G = I(S) (o grupo das isometrias

de S) com as propriedades
sp(p) =p, (dsp),=—1.

Esta isometria s, ¢ chamada simetria em p.



Como uma primeira consequéncia da definicao, S é geodésicamente completa: se uma
geodésica v esta definida sobre [0, s), podemos refleti-la por s,(s) para algum t € (3, s),
dai podemos extendé-la em s. Além disso, S é homogénea, isto é, para dois pontos
p,q € M existe uma isometria que aplica p sobre ¢q. De fato, se conectamos p e ¢ por
um segmento de geodésica v (o que é possivel pois S é completa), e tomamos m € 7 o

ponto médio, entao s,,(p) = ¢, assim G age transitivamente.

Fixemos um ponto base p € P. O subgrupo fechado G, = {9 € G;g(p) = p}
(estabilizador de p) serd chamado o grupo de isotropia e sera denotado por K.

A diferencial em p de qualquer £ € K ¢é uma transformacao ortogonal de T,S.
Relembre que a isometria k& é determinada por sua diferencial dk,; assim podemos ver K
como um subgrupo fechado de O(7},S) (o grupo ortogonal de 7,,5) usando este mergulho
k — dk, o qual é chamado representacao isotropica. Em particular K é compacto.

Reciprocamente, se S é um espaco homogéneo, ou seja, seu grupo de isometria G
age transitivamente, entao S é simétrica se e somente se existe uma simetria s, para
algum p € S. A saber, a simetria em qualquer ponto ¢ = gp é justamente o conjugado
Sq=gspg "

Um espaco simétrico é chamado irredutivel se sua representacao isotropica é
irredutivel. Além disso dizemos que um espacgo simétrico é do tipo compacto se seu

recobrimento universal é ainda compacto.

Como usual, podemos identificar o espaco homogéneo S com o espago quociente
G/K wusando o difeomorfismo G—equivariante gK +— gp. Em particular,
dim S = dim G — dim K.

Podemos citar como exemplos de espacos simétricos o espago euclidiano, a esfera, o
espaco hiperbdlico, o grupo ortogonal, os grupos de Lie compactos, as Grassmannianass,
dentre outros. Neste trabalho investigaremos, por exemplo, os mergulhos equivariantes

dos seguintes espacos simétricos:

e SU(p+q)/S(U, xU,), quando ¢ =1 e p=n (que é o CP"),
e SO(2n)/U(n) (espaco das estruturas complexas) e

e SO(p+2)/SO(p) x SO(2) (quédrica complexa),

sendo que
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e SU(p+q)=U(p+q NSL(p+q,C), onde U(n) é o grupo das matrizes unitarias
de ordem n x n e SL(n,C) é o grupo das matrizes complexas n x n de

determinante 1;

. . . g1 0
e S(U, x U,) é o conjunto das matrizes onde g1 € U(p), g2 € U(q) e

0 g
det gidet g5 = 1,

e SO(2n) é o grupo especial ortogonal, que é o conjunto das matrizes Ag,xon

ortogonais (ou seja tais que AA" = Id) com determinante 1.

Definicao 1.11 Uma variedade Riemanniana (ndo necessariamente completa) é

chamada localmente simétrica se o seu tensor curvatura é paralelo, isto é VR = 0.

Uma variedade M ¢ localmente simétrica se e somente se existe um espaco simétrico

P tal que M é localmente isométrica a P.

Os espagos simétricos foram introduzidos por E. Cartan na década de 1920 (veja
capitulo 3 de [3] e pardgrafos 6.7 ¢ 6.9 de [1] para consideragoes histéricas).As referéncias
classicas sobre espagos simétricos incluem [16], [19] e [20]. Mais recentemente o professor
Jost Eschenburg escreveu um material resumido sobre espagos simétricos entitulado
“Lectures Notes on Symmetric Spaces” [9], que serd exaustivamente utilizado neste

trabalho.

1.2.1 Transveccoes

Vimos que a simetria no ponto médio aplica um ponto qualquer p € P a outro ponto
q € P. No entanto existe outra simetria com propriedades ainda melhores. Seja v o
segmento geodésico que conecta p e ¢ tal que v(0) = m é o ponto médio, e estenda
tal segmento a uma geodésica completa. A simetria s, reflete cada campo de vetores
paralelos ao longo de ~; de fato, sendo uma isometria, ela aplica X ao longo de ~ sobre
outro campo de vetores paralelos X ao longo de 5 com F(t) = s,(v(t)) e ds,,.X(0) =
—X(0). Assim

dsy,. X(t) = =X (—t)

para todo t € R. A composi¢ao de duas simetrias, digamos 7 = s, 0 s,,, reflete X duas

vezes e assim deixa X invariante. Mais precisamente, se ¢ = 7(s),
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(1.1) T((t)) =yt +5), dryp X () = X(t+5)

para todo campo de vetores paralelos X ao longo de . Tal isometria 7 é chamada
uma transveccao ao longo de . Como toda isometria é determinada por seu valor e o
valor de sua derivada num ponto, mostra que a transveccao 7 = T, para a variavel
s € R forma um subgrupo a um parametro de G, isto é 74,44, = 75, © Ts,. De fato, por
[L.1] 7, o 7y, é a isometria mandando o ponto 7(0) a y(sy + s5) e todo vetor X € Ty P
no seu transporte paralelo TPs ,,, X (onde TP, aqui denota o transporte paralelo de
T0)p a Ty P ao longo de ), € 0 MEeSMO OCOITE Para Ty, ts,, dal Ts, 0 Ts, = Ty, 1s,. Mais
geralmente, dados dois pontos p, ¢ € P, a composicao s, o s, ¢ uma transveccao ao longo

de uma geodésica qualquer conectando p e g. Assim temos o seguinte resultado:

Teorema 4 Cada geodésica completa v : R — P ¢é a orbita de um grupo a um
parametro de isometrias, as transvecgoes ao longo de v que agem por transporte

paralelo ao longo de 7.

1.2.2 A decomposicao de Cartan

Definicao 1.12 A decomposicao da édlgebra de Lie g = p @ € tal que
p.plCt [pt]Cp, [BECE

e ad(t) |, é a dalgebra de Lie de um subgrupo compacto de Gl(p) é chamada

decomposicao de Cartan.

Teorema 5 Todo espaco simétrico P determina uma decomposicao de Cartan sobre a
algebra de Lie dos campos de Killing. Reciprocamente para toda algebra de Lie g com
decomposigao de Cartan g = p@ € existe um tinico espago simétrico simplesmente conexo
P = G/K onde G é o grupo de Lie simplesmente conexo com algebra de Lie g e K o

subgrupo conexo com algebra de Lie ¢.

1.2.3 Espaco Simétrico tipo euclidiano, compacto e nao com-

pacto

Definicao 1.13 Para cada élgebra de Lie g, definimos a forma de Killing como sendo
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a forma bilinear B(X,Y) = tr ad(X)ad(Y).

Seja P = G/K um espago simétrico irredutivel isotrépico E] esejag=poD¢Etsua
decomposi¢ao de Cartan. Como p pode ser identificado com o espago tangente de P no
ponto base p = eK, a métrica Riemanniana sobre P corresponde a um produto escalar
K —invariante ( , ) sobre p. Mas existe uma outra forma bilinear simétrica K —invariante
sobre p, a saber a restricao da forma de Killing B. Desde que K age irredutivelmente
sobre p, as duas formas bilineares diferem apenas por um fator A (pois todo autoespago
de B é K—invariante), ou seja B = A(, ). O sinal de A determinard o tipo do espago

simétrico.

Teorema 6 A curvatura seccional de um espaco simétrico irredutivel isotrépico P é

zero para A = 0, e para A # 0 temos
(R(X,Y)Y,X)=\'B([X,Y], B[X,Y])
onde X,Y € p sao ortonormais.
Assim,

e se A\ =0, entao P ¢ flat e dizemos que é do tipo euclidiano;

e se A < 0, entao P tem curvatura seccional nao negativa e dizemos que é do tipo

compacto e

e se A > (0 a curvatura é nao-positiva e dizemos que P ¢é do tipo nao-compacto.

1.2.4 O Toro Maximo e o Grupo de Weyl de um Espaco Simétrico

Os conceitos apresentados a seguir serao extremamente importantes na construcgao
dos mergulhos equivariantes no decorrer deste trabalho.
Seja P = G/ K um espaco simétrico onde G é conexo e g = £+ p a decomposicao de

Cartan correspondente. Seja a C p uma subalgebra abeliana maximal [

2Dizemos que P ¢é irredutivel isotrépico se K age irredutivelmente sobre T, P que é o mesmo que

dizer que nao podemos decompor T, P como V; @ V, onde Vi e V; sao subespacos K — invariantes.
3Dizemos que a C g é uma subdlgebra maximal se a é abeliana e a C a; com a; abeliana implica

a; = a.
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Teorema 7 Nas condigoes acima, a intercepta toda K —dérbita sobre p e sempre

intercepta perpendicularmente.

Se a é uma subdlgebra abeliana maximal entdao 7' = exp(a) é denominado um toro
mdximo de P. Além disso, todas as subalgebras maximais de p tém a mesma dimensao,

que sera chamada posto do espaco simétrico P.

Definigao 1.14 O grupo de Weyl de P com respeito a a é dado por W = M /M, onde
M ={k € K;Ad(k)a=a} e My ={k € K; Ad(k)x = x Vx € a}.

O grupo de Weyl é finito, além disso se g, = {z € g;Vz € a ad(z)z = a(z)z} entdo
a forma linear o € a* é chamada uma raiz se este espaco g, ¢ nao nulo e os hiperplanos
at = Ker a C a sao chamados hiperplanos raiz, as componentes conexas de a \ U,at
sao denominadas camaras de Weyl. A acao de W sobre a permuta os hiperplanos raizes

e aplica camaras de Weyl em camaras de Weyl.

O seguinte teorema determina o tamanho de W.

Teorema 8 O grupo de Weyl W agindo sobre a é gerado pelas reflexoes nos hiperplanos
raiz ot para todo o € A (conjunto das rafzes), e age simplesmente transitivamenteﬁ

sobre o conjunto das camaras de Weyl em a.

1.3 Variedades Kahlerianas

Definicao 1.15 Seja M uma variedade diferenciavel. Uma estrutura quase complexa
sobre M é um campo tensorial do tipo (1,1) tal que J*(X) = J(JX) = —X para todo
campo de vetores X sobre M. Uma variedade quase complexa é um par (M, J) onde é

uma variedade diferenciavel e J é uma estrutura quese complexa sobre M.

Definicao 1.16 Seja M uma variedade diferenciavel com uma estrutura quase
complexa .J. Usando a complexificacao natural do espaco tangente, dizemos que um

campo Z ¢ do tipo (1,0) se J(Z) =iZ e do tipo (0,1) se JZ = —iZ.

4Seja G um grupo agindo sobre um conjunto X. Dizemos que a acio age simplesmente transitiva-

mente se é transitiva e para quaisquer x e y € X existe um tnico g € G tal que gx = y.
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Todo campo de vetores complexos Z de uma variedade quase complexa pode ser
escrito como uma soma

Z = Zu) + Zoy
onde Z(,0) € Z(o,1) sdo campos de vetores do tipo (1,0) e (0, 1) respectivamente.

Definicao 1.17 Seja M uma variedade conexa com uma estrutura quase complexa J.

Uma estrutura Riemanniana g sobre M é chamada uma estrutura Hermitiana se
g(JX,JY)=g(X,Y) para todoX,Y € X(M)
e uma estrutura Kahleriana se, em adig¢ao tivermos

VxJ = 0 para todo X € X(M)

Em outras palavras, ser hermitiana significa que J é uma isometria sobre M para
todo p € M enquanto ser Kahleriana adiciona a condi¢cao de que o campo tensorial J é

invariante sobre paralelismo.

Os espacgos simétricos hermitianos sao espacos simétricos M com uma estrutura de

Kahler J tal que todas simetrias sao holomorfas.

Teorema 9 Seja M uma variedade conexa com estrutura quase complexa J e estrutura

Riemanniana g.

e Se g ¢ hermitiana, X e Y sdo ambos do tipo (1,0) (ou ambos do tipo (0, 1)), entao
9(X,Y) =03

e Se g ¢é Kéhleriana, X e Y sao ambos do tipo (1,0) (ou ambos do tipo (0,1)) e R

denota o tensor curvatura, entdo R(X,Y) =0 .

Os espacos simétricos Riemannianos irredutiveis compactos que sao hermitianos sao

([16],pg 354):

Espaco Posto Dimensao
SU(p+q)/S(Uy, x Uy) min(p, q) 2pq
SO(2n)/U(n) [in] n(n—1)
SO(p+2)/SO(p) x SO(2) 2 2p
Sp(n)/U(n) n n(n+1)
(66(—78); 80(10) + R) 2 32
(er(~133), €6 + R) 3 54
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1.3.1 Subvariedades Kahlerianas ppmc do espaco euclidiano

Algumas superficies no R?® admitem deformacoes isométricas que mudam a forma
da superficie enquanto preservam a métrica intrinseca. As curvaturas principais podem
ser preservadas enquanto as diregoes principais sao rotacionadas sob esta deformacao,
isto acontece se a superficie tem curvatura média constante (“cmc”). O exemplo mais
conhecido é a deformacao do catendide sobre o helicéide que rotaciona as direcoes
principais em 45°.

As subvariedades Kéhlerianas M C R"™ ppmc (com pluri-curvatura média paralela)
generalizam as superficies de curvatura média constante, sendo que o papel do vetor
curvatura média é desempenhado pela (1,1)— parte da segunda forma fundamental «,

que denominamos pluri-curvatura média:
1
aB(X,Y) = 5 (@(X0Y) +a(JX, JY))

Se escrevemos X = X(10)+ Xo1) e Y = Y{10) +Y(0,1) e substituimos na expressao acima

entao vemos que:
a"I(X,Y) = a(Xq0). Yion) + (X, Yoo)
De forma anéloga definimos
a®(X,Y) = a(Xq0), Yuo) e
a"D(X,Y) = a(X(0.1), Yion)-

As subvariedades Kahlerianas ppme sao caracterizadas pela existéncia de uma familia
associada de subvariedades isométricas com segunda forma fundamental rotacionada.
Mais claramente se M é uma variedade kahleriana, simplesmente conexa de dimensao

n, f: M — R"™ uma imersao e «a a segunda forma fundamental de f. Seja
ag(X,Y) = a(RyX, RyY), onde Ry = cosOI + senfJ.

Quando existe uma familia de imersoes isométricas fy : M — R™ com segunda forma

(1) ¢ paralela com respeito & conexao induzida

fundamental ay? Precisamente quando «
pelas conexdes dos espagos tangente e normal [4].
No caso de uma superficie temos a"V(X,Y) = (X,Y)H, dai oV é paralelo se

e somente se o vetor curvatura média H = % traco a é também paralelo e é isto que
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nos motiva a chamar a(®") de pluri-curvatura média de f pois para qualquer curva

1,1

complexa C' C M a restricio de a(b?) a T'C' é novamente a métrica multiplicada pelo

vetor curvatura média da superficie f |o .
Quando o) = 0, a imersdo é chamada (1, 1)—geodésica ou pluri-minima, este caso

foi estudado em [13] e [14].

Existem trés classes de imersoes irredutiveis ppmec no espaco euclidiano conhecidas:

1. Superficies com vetor curvatura média nao nulo paralelo;
2. Subvariedades pluri-minimas;

3. Imersoes Kahlerianas extrinsecamente simétricas.

A primeira classe foi estudada por vérios autores, veja por exemplo [25]. A segunda

contém véarios exemplos em dimensdes altas [7]. Descreveremos brevemente a terceira.

1.3.2 Espacos extrinsecamente simétricos

Uma imersado isométrica (irredutivel e substancial) f : M — R" é chamada
extrinsecamente  simétrica se a segunda forma fundamental o @ toda
( € Hom(TM ® TM,N)) é paralela. Estas imersoes foram classificadas por Ferus
[T5] (ou também [10]). Nao é dificil ver que « é paralelo se e somente se f é invariante

sobre reflexdes em cada um de seus espagos normais.
Se f: M — R" é uma imersao Kéhleriana extrinsecamente simétrica entao f é ppmc.

Exemplos de espacos extrinsecamente simétricos sao as esferas euclidianas
S™ c E™! o grupo ortogonal O(n) C R™™ ou as Grassmannianas onde um subespaco
linear k—dimensional é trocado pela reflexao ortogonal neste subespaco e o espaco
receptor E consiste de todas as matrizes n x n simétricas (para mais detalhes ver [9]).
De fato, muitos espagos simétricos (chamados R—espagos simétricos, [18]) permitem um
tal mergulho.

Espagos extrinsecamente simétricos sao as subvariedades mais belas, tendo um
papel para a geometria das subvariedades como o dos espagos simétricos para a
geometria Riemanniana. Enquanto os espacos simétricos tém tensor curvatura

paralelo os extrinsecamente simétricos tém segunda forma fundamental paralela.
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1.3.3 O mergulho standard

Seja agora P = (/K uma variedade de Kéhler simétrica (hermitiana simétrica) do
tipo compacta, ou seja P é Kahler e simétrica do tipo compacta e todas as simetrias
geodésicas s, sao holomorfas. Em todo ponto p € P o tensor curvatura R ¢ um produto

triplo de Lie sobre T,P e J, uma derivacao de R. Podemos assumir que p = eK. Seja
g=t+p

a decomposicao de Cartan correspondente (decomposicdo em autoespagos de Ad(sp)).
Entao podemos identificar 7,P = p. Extendemos J, : p — p a uma derivacao jp da
algebra de Lie g colocando jp = 0 em £. Desde que g é semisimples, cada derivacao é

interna. Daqui podemos ver jp € g (agindo sobre g por ad(jp)). A aplicacao

f: P — g
by oo

é chamada mergulho standard de P [I5]. Sua imagem P = J(P) C g é uma &rbita
adjunta. Desde que J ¢é paralela, J, e J; sao conjugados para um ¢ € P arbitrario sobre
a transveccao g ao longo de uma geodésica ligando p = eK a q. Daqui jq = Ad(g)jp.
Por holomorficidade cada & € K = G,, preserva J,, assim jp centraliza K e a aplicacao
J:P— Ad(G)jp ¢ uma cobertura equivariante (note que a algebra de Lie estabilizadora
de J, 6 £). Esta de fato é injetiva. Para ver isto, note que a 6rbita P = Ad(G).J, C g é
um espaco simétrico hermitiano extrinseco com simetria extrinseca s, = Ad(expr).J, e
estrutura quase complexa ad(jp) |Tﬁ ponde p = jp. Desde que qualquer espaco simétrico
hermitiano semisimples é simplesmente conexo [[16],p376] a aplicagao Jéum aum. A
métrica Riemanniana sobre P induzida por qualquer produto interno Ad— invariante
sobre g coincide, a menos de uma constante, com a métrica Riemanniana inicial sobre

cada fator de de Rham. O espaco tangente e normal de P em p = Jp 520

A

T.p = ad(g)J, = [p, J,] = —J,(p) = p,
Nﬁp — pL =t

assim g = £+ p é também a decomposi¢ao em espago tangente e espago normal a P em

A

J,
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Nao distinguiremos P e P, consideraremos P como uma subvariedade de g onde o

ponto p € P vem do elemento p = jp €g.
E importante destacar que o mergulho standard é extrinsecamente simétrico ([I5],[12]).

Para calcularmos a segunda forma fundamental o de P C g, consideremos g, um
grupo a um parametro das transvecgoes e v = (d/dt),g; € p, e a0 mesmo tempo
v = (d/dt)ogp € T,P, e seja w € T,P. Estendemos w a um campo de vetores w;

ao longo da curva t — ¢;p in P colocando w; = (dg;),w.

O campo de vetores correspondente ao longo de t — g¢.J, em P ¢

fewy = g frw = g(Jw), usando a equivariancia de f, que é gf = fg. Agora
a(v,w) = ((d/dt), fow) ™ = (d/dt),g,(Jw)*" = (v.Jw)" = [v, Jw].
Note que p tem uma regra tripla:
1.Eo complemneto de € na decomposicao de Cartan de g.
2. E identificado com o espago tangente da variedade abstrata P = G/K em p = eK.

3.Eo espago tangente (como um subespaco de g) da variedade mergulhada PcC g
em j(p) = Jp. O vetor v € p corresponde ao vetor tangente —Jv € TJPP e ao vetor

tangente v.p = (d/dt),g;p onde g, = exp tv.

1.3.4 A imersao f: Grj — S(n)

Um exemplo ppmc conhecido é o de uma imersio f : Gry — S(n), onde
Gry = G5 (R") é a Grassmanniana dos 2— planos orientados no R” ([4]). Este espaco
é um espacgo simétrico hermitiano que pode ser identificado com a quéadrica complexa
{[2] € CP"; (2, 2) = 0} por meio da aplicacdo E = span{x,y} — [z +iy] onde (z,y) é
qualquer basse orientada ortonormal do plano orientado £ C R™. Colocamos f = f om
onde 7 : Gry — Gry é a projecao canodnica e f:Gry— S(n) é o mergulho standard
(extrinsecamente simétrico) da Grassmanniana sobre o espago das matrizes n X n reais
simétricas que associa a cada plano £ € GRy a projegao ortogonal do R"™ sobre E. O

exemplo mais facil é a imersao de Veronese
S? 5 RP? — S* C R® = {2 € S(3); tracox = 1}.

Esta imersao é ppmec, no entanto nao é (2,0)— geodésica.

19



Capitulo 2

O Teorema de Wallach-Cartan

Este capitulo esta dividido em duas partes: na primeira apresentamos o Teorema
de Wallach-Cartan, que essencialmente é encontrado em [26] no entanto foi motivado
pelos trabalhos de Eli Cartan [5], na segunda apresentamos propriedades que valem para
mergulhos equivariantes de um espaco simétrico hermitiano qualquer. As ferramentas

desenvolvidas aqui serao de grande valia para o desenvolvimento dos préximos capitulos.

2.1 O Teorema de Wallach-Cartan

Seja P um espago simétrico Riemanniano compacto, nao necessariamente hermitiano
e G o grupo das isometrias de P. Seja g a algebra de Lie de GG, escolha um ponto base

0 € P e seja K o estabilizador de 0 sobre G.

Definigao 2.1 Um mergulho equivariante & : P = G/K — V sobre algum espago
vetorial Euclidiano V' é uma 6rbita p(G)vy de uma representagao ortogonal p de G sobre

V com G,, = K, onde G,, denota o grupo fixo de vy € V sobre a agao p.

Em outras palavras, o seguinte diagrama comuta:

p—"=d(p)
j:>>ﬁ)(9)‘£((2)
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Se dois tais mergulhos ®;, : P — V;;2 = 1,2, correspondem as representagoes
pi + G — O(V;), sao dados, obtemos um terceiro mergulho ¢; & 1o de P sobre V; & V5,
correspondente a representacao p; @ pe. Dessa forma podemos restringir nossa atencao
aos mergulhos tais que tal decomposicao nao existe e que corresponde as representacoes
irredutiveis p.

E interessante notar que se & : P = G/K — V é um mergulho equivariante,
entdo ®(P) é uma 6rbita de p muito especial pois o grupo de isotropia K = G, fixa
v = ®(p) € V.

Os espagos extrinsicamente simétricos sao exemplos de tais mergulhos [15], [10]. No
entanto existem muitas outras representacoes de G que fornecem mergulhos equivariantes

de G/ K; estas sao chamadas classe-um para o par (G, K).

Definicao 2.2 Uma representagao p : G — O, é chamada classe- um para um
subgrupo K C G (ou classe-um para o para (G, K)) se existe um vetor nao nulo vy € V

que ¢ fixo por K, ou seja
K =Gy, :={g9 € G;p(g)vo =10}

A seguir apresentaremos o Teorema de Wallach-Cartan. Como ja dissemos ele pode
ser encontrado em [26], no entanto, aqui ndo assumiremos G conexo nem semisimples e

trabalharemos com representagoes reais, esta adaptacao do teorema ¢é devido a [11].

Teorema 2.1 (Wallach-Cartan) Todo G—submddulo irredutivel de C*(P) é uma
representagdo classe-um, e toda representagao classe-um V' ocorre em C°°(P)
exatamente uma vez, ou seja nao existe outro G-submédulo W C C°°(P) que seja

equivalente a V.

Demonstracao: Primeiramente verifiquemos que toda representacao classe-um
irredutivel ocorre como um submddulo de C*°(P). De fato, todo mergulho
G— invariante ¢ : P — V ¢é determinado por n funcoes reais sobre P, a saber, as
fungdes altura (¢, e;) onde ey, ..., e, constituem uma base ortonormal de V. Isso ocorre
pois considerando todas as fungoes altura ¢, = (1, v) para v € V obtemos um mergulho
linear v — ¢, de V' sobre o espago vetorial de dimensao infinita C*°(P) das fungoes reais

diferencidveis sobre P. Este é um espaco Pré-Hilbert (com o produto interno L?) sobre
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o qual G age ortogonalmente por composicao, g- ¢ := ¢ o g~', e o mergulho de V sobre
C*(P) é G—equivariante. Desde que o produto interno G—invariante sobre V' é tnico
a menos de um fator, pela irredutibilidade de p, podemos assumir que o mergulho de V'
sobre C*°(P) é isométrico.

Reciprocamente, seja V' C C°(P) qualquer G—submédulo irredutivel e ¢4, ..., ¢,
uma base ortonormal de V. Podemos identificar V' com R"™ usando a aplicacao linear
ortogonal @ : R" =V, ®(xq,...,x,) = >, z;¢;. Transferimos a G—acdo de V sobre R”
de forma que ® seja equivariante. Mais precisamente, se g - ¢; = >, g;j¢;, colocamos
g-ej = ). gije; para a base usual eq,...,e, do R". Por outro lado, ¢; é uma funcao

sobre P para i = 1,...,n. Estas funcoes juntas definem uma aplicacao diferenciavel
—> n
Qb = (gblvagbn)zng]ejp_)R )
J

que é equivariante. De fato, para todo p € P e g € G temos

Sl = (9 6)p)e; = > gitilp)e; =D _aip)lg™ ei) = g7 (3 v))-

J

Em particular k - ?(0) = g(kO) = 3(0) para todo k € K e assim V' é classe- um com

v = @(4(0).

Agora seja W equivalente a V', ou seja W C C*°(P) é outro submédulo o qual é
G—isomorfo a V. Queremos mostrar que W NV # 0 e assim V = W pela
irredutibilidade. Dada uma base ortonormal ¢q,...,¢, de V encontramos uma base

ortonormal 1, ..., de W tal que para todo g € G a matriz de V' e W com respeito
a essas bases sdo as mesmas, que é g- ¢; = > . Gij¢i € g-V; = Y. gV Seja

~

¢:PxP =R, (p,p) = Y di(p1)thi(pe).

=1

Afirmamos que ¢(gp1, g7 p2) = é(p1, p2) para todo g € G. De fato,

~

Ol P97 p2) = 2 0i(g7 p)vilg T p2) = 3i(9- ¢ (p1)(g - i) (pe)
= D ik 950 (P1)gkive(p2) = 325 0i(p1)Y(p2) = d(p1,p2)
desde que ). g;igri = d;x pela ortogonalidade da matriz (g;;).

Seja sy € K a simetria geodésica de P no ponto base 0 € P e 7 = 73 a involugao

correspondente 7(g) = s0gs;'. Seja g = £ @ p a decomposicdao correspondente de g
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sobre os (+1)—autoespacos de 7,, e colocamos P = exp(p) C G. Entdo P = P,. Para
g € Pep= gy, temos ¢(p,0) = $(g0,0) = $(0,g710) = ¢(0,50(g0)) = (0, sop). Assim
$(-,0) = s (¢(0,)). Mas ¢(-,0) = 3, ¢3(0)¢; é um elemento nio nulo de V enquanto
$(0,)) = 3, ¢:(0)h; € W. Assim ¢(_,0) = s-(0, ) é um elemento nao nulo na intersecao
V- NW, o que mostra que V = W. [ |

Resumidamente, temos que para qualquer imersao equivariante ® : P — V', o espaco
vetorial V' pode ser visto como um espaco de fungdes sobre P, um subespago de C*°(P).

De fato, associamos a cada v € V' a fungao altura
(2.1) for PR fofx) = (), 0).

Entao a G—representacao p sobre V' torna-se parte da G—representacao sobre C°(P).Isto

define uma nova fungao gf € C*°(P) para todo g € G como segue:

(2.2) (9.f)(2) = fg~'(z))-

Para ver a compatibilidade das representagoes sobre V' e C°°(P) observamos que

Fotar(x) = (@(2), pg)v) = (p(g9) '@ (x), v) = (®(g~"x),v) = (9.f)(2).

Assim, todo mergulho equivariante é obtido de um G—submdédulo classe-um de C*°(P).
O Teorema de N.L.Wallach afirma que para toda representagao irredutivel V- C C*°(P)
classe-um, encontramos uma fungdo nao nula f = vy € V.C C*°(P) que é invariante
sobre K, além disso C'*° decompoe-se completamente em GG—representacoes irredutiveis
V;, as quais sao classe-um com respeito a K e cada tal representacao ocorre precisamente
uma vez em C'*°, a menos de equivaléncia. Assim as imersoes equivariantes de P = G/ K

correspondem a G—orbitas

Gfi={fiog ' : g€ G}

de fungoes f; K —invariantes sobre P.

Para encontrarmos tais funcoes f : P — R que sao invariantes sobre K usaremos que
toda K —orbita sobre P intercepta um toro méximo fixo 7" C P contendo nosso ponto
base 0. Assim f é determinado por ® = f |7, desde que f é constante ao longo de todas

as K-orbitas. No entanto ® nao é arbitraria pois precisa ser invariante sobre o Grupo

de Weyl W = {k € K;kT = T} que mantém T invariante.
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2.2 Mergulho Equivariante de um espaco simétrico

hermitiano

Seja P um espago simétrico e ® : P — V um mergulho equivariante. Se p € P entao
usaremos a notagao 1" para 1,P e N para N,P. Seja s a simetria em p tal que s = —1

sobre T', temos entao que:
sa(V,W) = a(sV,sW) = a(=V,-W) = o«(V, W),

ou seja, a(V,W) € Nt onde N é o autoespago se s associado a 1.

De forma anéloga, podemos observar ainda que:
sVia(V,W) = Vga(sV, sW) = Viga(=V,-W) = =Via(V, W),

ou seja, V+a(V,W) € N-, onde N~ é o autoespaco se s associado a —1.

Disto decorrem as seguintes observagcoes:

Observacao 2.1 Se P um espaco simétrico e ® : P — V' um mergulho equivariante,

entdo (a9 a9 ¢ holomorfa.

Demonstracao: De fato, sejam U, V, W e Z vetores do tipo (1,0), e T' do tipo (0, 1),
provenientes de um sistema de coordenadas
T((U,V),a(W,2)) = (Vza(U,V),a(W, 2)) + (a(U, V), Vza(W, Z))
= (V£()(U, V) + a(VrU, V) + (U, VV), a(W, Z))+
(a(U, V), Vi)W, Z) + (Ve W, Z) + (W, V1 Z))
=0
A ultima igualdade decorre do fato de que VoU = ViV = VW =VrZ =0e do

fato de que V+a e a sdo perpendiculares. [ |

Observacao 2.2 Vimos acima que se ® : P — V € um merqgulho equivariante entao
a € Nt e V+ta € N7, ou seja, sio ortogonais. No entanto observamos que vale uma
espécie de reciproca: se ® : P — V é um mergulho tal que o e V*a sdo ortogonais
entao tal mergulho € localmente simétrico e se P for simplesmente conexo o mergulho é

simétrico, ([27], pg 138).
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Demonstracgao: De fato, pela equacao de Gauss, temos
(RX,Y)Z, W) = (a(X,Z),a(Y,WV)) —(a(Y, Z),a(X,W)) E assim,
V(R(X,Y)Z,W) = (Vta(X,2),a(Y,W)) + {(a(X, Z),V+ta(Y,W))
—(V+ta(Y, Z), a(X, W)) — (a(Y, Z), Via (X, W))
= o (pois Vta e a sdo ortogonais).
Portanto a curvatura é covariantemente paralela ou seja a imersao é localmente

simétrica. [ |

Suponhamos agora que P é hermitiano e considere .J a estrutura complexa sobre P.
Entao J extende-se a uma isometria sobre V' com J? = s. Desde que s = I sobre N,

este espaco se decompoe como NTT + N1~ onde J = 1 sobre N** e J = —1 sobre N*~.

Sejam V(1 0y, W10y do tipo (1,0) e V(g1), W(0,1) do tipo (0, 1), entao

Ja(Viao,Wony) = a(IViae),We) = a(iViie, —iWe,1)) = a(Vi1,0 Wo,1)
Ja(Vio, Wa) = a(IV),Wag) = a(=iVi1),iWa ) = a(Vo), W)
Ja(Vaop, Wao) = alIViuey, IWao) = a(iVii0),iWa ) = —a(V1,0, W)
Ja(Vio1), W) = alIVior), /Wen)) = a(=iVio1)), —iWe) = —a(Vor)) W)
Daqui o™V é a N+ —componente de o enquanto a9 +a(%?) é a Nt~ —componente.

J& sabemos que Va € N~ e isto junto com o'V € N** implica que

(VoaDY(V, W)Y = (VeaD(V, W) — abD(VV, W) — LD (V, VW)V~
= (Vya"D(V, )N
= (VuoO)V

onde ¢ = aMV(V, W). Mas a N~ —parte de V sobre N é um tensor B (invariante sobre
o grupo K), assim pode ser calculado pela dlgebra linear: V,(atV)(V, W) = By€.

Portanto nao precisamos mais de diferenciacao; tudo pode ser calculado pelos
tensores K —equivariantes no ponto base p. Veja que B, nao depende de «, somente

dos fibrados N* e N~. O mergulho é ppmc se e s6 se o'} toma valores no nicleo de

B: Nt — Hom(T,N™).
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Lema 2.1 oY ¢ a projecio de o em N*+, escrevemos o) = (a)N++.
Demonstragao:

Basta mostrar que o diagrama abaixo ¢ comutativo:

T2 >N

T %
Wllj lﬂ++
T

. N++
(1.1

onde T = T(l,O) X T((),l) —+ T(071) X T(LO)

De fato, seja (X,Y) € T x T. Sabemos que, por defini¢ao,
oM (X,Y) = a(Xa0), You) + a(Xo1), Yao),
e este resultado é obtido aplicando « ao resultado de
Tt (XY) =7 (X0 + X, Yoo + Yon) = (X0 Yon) + Ko, i)

Queremos mostrar que isto é equivalente a calcular a(X,Y') e depois projetar o resultado
em NTT. De fato,
a(X)Y) = a(Xu0) + X1, Y0 + Yo))
= a(Xa0), Ywe) + a(Xao), You) + (X, Yao) + a(Xea), You)
Projetando em N+ (que é aplicar 7+ na expressao acima) obtemos a(X 1 0y, Y{0,1))+

(X (0,1), Y{1,0)), que é exatamente oV (X,Y) e o resultado segue. u

Mostramos entao que a segunda forma fundamental o toma valores em N7 e sua
(1,1)—parte é a projegao de o sobre N+ este resultado sera fundamental nos préximos

capitulos, quando estivermos calculando o e a(") dos mergulhos a serem propostos.

O lema a seguir caracteriza a parte (2,0) + (0,2) de a.

Lema 2.2 o29+a(%? ¢ q projecio de a em Nt~ . (Escrevemos a*9 402 = (a)N"" ).
Demonstracgao:
Analoga a demonstracao do Lema anterior. [ |

26



Capitulo 3
Os mergulhos equivariantes do CP"

Neste capitulo caracterizaremos 0s mergulhos equivariantes do
CP" = U,/(U,-1 x U;) em espacos euclidianos e mostraremos que dentre tais
mergulhos o tUnico ppmc é o extrinsecamente simétrico. Ao final faremos uma
comparagao entre as fungoes equivariantes encontradas por meio do mergulho

equivariante standard e as encontradas pelo novo modelo proposto.

3.1 Funcoes definidas em CP" invariantes sobre o
grupo de isotropia

Para encontrarmos as fungoes invariantes do CP" lembremos que podemos pensar
em CP" como o quociente S*"™!/S; e neste caso a acio de A € S; C C em z € S+ ¢
dada por

(AN, z) = \x

Assim podemos comecgar com uma fungao (real) f sobre S*"*! e perguntamos o que
significa ser invariante sobre esta acao. Ao invés de Rexr e I'mx podemos tomar os
argumentos = ¢ Z (com as transformagoes usuais Re v = 1(z + &) e Im x = o (x — I))
e assim podemos escrever f = f(x,Z) ou mais precisamente, f é uma
composicao de uma funcao f (u,v) de duas varidveis w,v em C""' com
g:x— (u,v):= (x,z): C" — (C"1)2,

Usando a expansao de Taylor podemos decompor f(u,v) como soma de polindmios

bihomogéneos fi; de grau k em u e | em v; obviamente, fi; = fr © g é invariante sobre
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St se e s6 se k = [, ou seja se possuir a mesma ordem em x e Z. Isto nos conduz ao

espaco Vj dos polinomios de grau k em x e Z, que chamamos polinomios de bigrau k.

~

Definigao 3.1 Seja f : S"' — C. Colocamos f(z) = f(z,7), onde

f o Sl x §""1  C. Dizemos que f (ou simplesmente f) tem bigrau k se
fOz,y) = Nef(2,) = f(z, Ay).

Note que se f : S*™' — C tem bigrau k entdao ela é invariante sobre S' , pois
FOx) = fOx, Ax) = ONFf(z,7) = (A f(2,z) = f(z,z) = f(z), e assim define uma
fungao sobre CP" = §?"+1 /St

Usaremos a notacao Vj; para o conjunto dos polinomios de bigrau k. Se as
componentes de x sao xg,...,xr, entao estamos trabalhando com monoémios do tipo

To ~ ~ — —
Ty @%@, onde Y5 =)y = k.

Observemos que A = P, Vi, fecho de @, V4, satisfaz as seguintes propriedades:

1. A é uma subélgebra (fechada) de C'(CP").

Sejam A AL 7 S e Tl T L elementos
de A onde > ;s = > ;15 = ki e Y ti = Y .u; = ko, entdo o produto é

$60+t0 e .’L’;ﬂ+tnfoso+uo e fn5n+un, Onde ZZ T —|— t,L = ZZ Si + U; = ]{/‘1 + kg.

2. A contem as constantes.

Claramente temos que A contem os polindomios constantes, que estao em V4.

3. A separa pontos de CP".

Sejam p e ¢ dois pontos distintos de CP™. Se z;(z) = (z,p) entdo z;(p) = 1 e
x;(q) # 1 portanto para f; = x;&; temos f;(p) =1 e fi(q) # 1.

4. A é auto-adjunto.

Se p € Aentao p = po+ ...+ p. onde p; € V;; ¢« = 0,...,r e entao
p=cH+xoTo+...+x. . ... .2,° onde Y r; = > s; = r. Neste caso,
D =cH+xolo+...+ay"...x5rx™ ... .2, onde Y 1, = > s, = r e assim temos

que p C A.
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Segue, pelo Teorema de Stone-Weirstrass , que @, Vi, = C(CP"), portanto basta

trabalharmos com polinémios (monémios) de bigrau k.

Em Vj, os polindmios f, = (2Z)* sao K—invariantes. Existem outros? No capitulo
anterior vimos que as funcoes K —invariantes sao determinadas por sua restricao ao toro
méaximo de forma que tal restricdo seja invariante pelo grupo de Weyl. Para o CP"
um supespago abeliano maximal de p é gerado por Fy, — E,; ([16], pg 349) e assim o
toro maximo é o circulo S;, uma geodésica fechada v, além disso o Unico elemento nao
trivial do Grupo de Weyl é a conjugacao complexa se identificarmos o ponto base 0 com
1 € S'. Os polinoémios invariantes precisam portanto ser simétricos em z e z. Existem
duas simetrias elementares: 2+ Z e 22z, mas a segunda ¢ constante 1 (desde que z € S').

Assim todos os polinomios homogéneos invariantes sao poténcias de & = Rez = %(z+2)

Escolhendo 0 = [eg], temos

~(t) = [z(t)] = [eocost + vsent]

para algum vetor unitério v, este tem periodo 7 desde que [—eg] = [eg]. Assim z = (e)?
e

Re((€")?) = cos?t — sen?t = 2cos?*t — 1 = 2xx — 1,

onde estamos indicando por x a 0—ésima cooordenada em C""!  que no caso de y(t) é
o coeficiente de ey. Observe que escrevemos xZ, e nao x2, pois #Z ¢ uma funcio bem
definida em S*"*!/S!. Assim zZ ¢ uma funcio K— invariante que a menos de uma

constante coincide com ® no toro maximo.

3.2 Mergulhos equivariantes

Na sec¢ao anterior discutimos sobre as fungoes definidas em CP" invariantes sobre o
grupo de isotropia. Vimos que as poténcias da funcao polinomial zZ sao K —invariantes

e assim, trabalharemos com o seguinte mergulho:

Lembremos que se C(S) é o espago de Banach sup-normado de todas as fungdes complexas continuas
sobre o espaco de Hausdorf compacto S, um subespaco A de C(S) é uma algebra se fg € A sempre que
feAege A O Teorema de Stone-Weirtrass diz que se A é uma subdlgebra fechada a qual contém as
constantes, separa pontos sobre S e é auto-adjunto (ou seja, f € A sempre que f € A) entdo A = C(S).

A demonstracao pode ser encontrada em [23]. No exemplo S = CP" ¢ A é @, V;.
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Frg: CP" — Vg

@] = (@2)

onde z € (C"™)* = Hom(C""',C) ez :=Tox (7(2) = z, Vz € C"™1)
Note que neste mergulho x nao é um elemento de C™™ mas sim de seu dual (C"™!)*,

(z7)* é uma fungao de bigrau k, se z € C"*! entdo (27)*(2) =| x(2) |**.

Calculemos a segunda forma fundamental de F}.

z, (v Lz, iz). Temos entdo que w = dFj v = k(2z)* ! (vz + z0).

. 0 d
Sejav =12 = dt|0

Usando o simbolo 9§ para temos que:

il

dw = k(k — 1)(2z)*28(2Z) (v + 20) + k(22)* 16 (v + 20).

Mas, como 2’/ = v,v' = 2 = —x entao
d(zZ) =vT + a0 e
d(vx + xv) = 2(—xZ + vv). Assim:
dw = k(k—1)(x7)*2(vT 4+ 20)* 4 2k(2z)* " (—2T + v0)
= k(k —1)(2z)"*(Zzvv + 2200 + 22T00) + 2k(2Z)F " (—2Z 4 VD)

Como a'V (v, v) = ((Sw)NJr+

otV (v, v) = 2k(k — 1)(zz2)* 22200 + 2k(22)" ' (—2Z + v0)

, entao

E interessante notar que, se k = 1 as expressoes para dw (que é a segunda forma
fundamental) e oV (v,v) coincidem, de fato para ambos obtemos 2(—xZ + vv). Isto

significa que para k = 1 o mergulho é extrinsecamente simétrico.

Para calcular V,a(*Y(v,v) temos que diferenciar o vetor mnormal
¢ = 2k(k — 1)(zz)* 22200 + 2k(22)*"}(—2Z + v¥) e tomar sua componente em N~.

Primeiramente diferenciemos o vetor &:
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5¢ = 2k(k — 1)(k — 2)(22)F 3 (0T + 20)(zTv0)+
2k(k — 1)(22)*2((vZ + 20)v0 + 2Z(—20 — vT))+
2k(k — 1)(22)*2(vZ + 20)(—2Z + v0)+
2k(xz)F 1 (—(vT + 2v) — 20 — vT))

66 = 2k(k —1)(k — 2)(22)* 3 (222000 + 22T000)+
4k(k — 1) (zz)*2(z000 + Tovv — TXTU — TTTV)+
4k(xz)* Y (—20 — vT)
Agora tomemos sua componente em N~ :
VoaD(0) = (66"
= 2k(k —1)(k — 2)(22)*3(22Z000 + x2TVVD)+
4k(k — 1)(27)* (2000 4+ Zvvv — 22TV — TTTV)
Note que a expressao acima é zero somente para k = 1, que como ja comentamos é

o caso extrinsecamente simétrico. Assim temos o seguinte resultado:

Teorema 3.1 Se um mergulho equivariante do espag¢o projetivo complexo tem pluri-

curvatura média paralela entdo ele € extrinsicamente simétrico.

De fato, pelos calculos acima, vemos que nenhum mergulho equivariante do espaco
projetivo complexo, relativo a uma representacao irredutivel, tem pluri-curvatura média
paralela além dos extrinsicamente simétricos (k = 1). Para verificarmos que o mesmo se
aplica aos mergulhos referentes a representacoes redutiveis, usaremos o seguinte Teorema

geral:

Teorema 3.2 Sejam f; : M — Vi e fo : M — V5 duas imersoes isométricas de uma
variedade Kdihleriana M. Se f = (f1, f2) : M — Vi x Vo € ppmc entao fi e fo também

0 SQo0.

Demonstracao:

Se N é o espago normal de f em algum ponto p € M entao afirmamos que
N = N ®&® Ny & Ng onde N; e N, sao os espacos normais de f; e fy
respectivamente e Ny = {(dfiv,—dfsv);v € TM}. De fato, se (n,{) € N, entdo
((n, &), (dfiv,dfav))y = 0Vv € TM, como n € V; e £ € Vs, entao temos:
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0 = <(777 5)7 (df1U7 deU)> = <(77N1 + nTprz + €T2)7 (dflvv dng))
= (nny, df1v) + (&1, df2v)

Se escrevemos 1y, = dfia e {p, = dfsb, entao obtemos
<df1(l, df1U> + <df2b7 deU> =0 Yv e TMa

mas como as imersoes sao isométricas, entao temos (a,v) = —(b,v) Vv € TM e portanto

b= —a. Segue que (7776) - (77N1 + dfla777N2 - df2a) = (77]\71777]\72) + (df1a7 _df2a) ou Seja
(7,§) € N1 @ Na @ No.

Sejam z do tipo (1,0) e w do tipo (0,1). Sabemos que oV (z,w) € N e assim
alW(zw) = (Vez)t

= (Va2)M + (Vg2)N2 + (Vg2)No
"V (z, @) + a$"V (2, w)

A 1ltima igualdade decorre do fato de que
(Vaz)M = (dfi(V.0) + iV (2, ) + dfo(V.0) + ol (z,w)) N
= (df1(V.0) + dfs(V,w))N
= 0 (pois V,w =0).
Assim, temos que
Vea@D(z 1) = Vol (z, @)+ Vel (2, 0)
= via"W(z,w) - 4 RIS Vial"Y(z,w) - A,
= Vol (zw) + Viaf " (z )
- (Al all (2, w)u + A? ol y (2, w)u, dfre; — dfae;) (df1e; — dfae;)
— Ve (e 0) + Via§ )z 0)
+ (0" (20, aa(dfrei, w) — {05 (2,). ca(u, dfaei)))(dfaes — dfae:)
Como por hipétese V,a(z,w) = 0 entdo cada fator da decomposiciao acima precisa

ser zero, em particular Vjagl’l)(z,w) = Vjaél’l)(z, w) = 0, ou seja f1 e fo s@o ppmc. A

Observe que a a condigao para que a reciproca seja verdadeira é que

> (af" (2, @), au(dfres, ) — (08 (2,@), aa(u, dfse))) (dfre; — dfae;) = 0

i

Em particular, se f = (f1, f1) entdo a reciproca é verdadeira.
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3.3 O mergulho standard e sua comparagao com o

novo modelo

Até aqui trabalhamos com os mergulhos equivariantes Fj, : CP" — V}, descritos nas
segoes anteriores e vimos que dentre eles o tinico ppmc é o mergulho F; (ou seja, o que
temos k = 1) e vimos também que este caso é o extrinsecamente simétrico pois a segunda
forma coincide com oY, No entanto, como vimos no capitulo 1, todo espaco simétrico
hermitiano possui um mergulho standard f : P — g, que ja sabemos ser extrinsecamente

simétrico e assim ppmc. Uma pergunta natural é como estes dois modelos se relacionam?

A construcao dos mergulhos Fy, foi feita via fungoes K —invariantes. Caracterizemos

tais fungoes no toro maximo. Relembre que os mergulhos Fj sao dados por:

Fg: CP* = Vi
@] = ()"

Vo
T

Seja v = © |, Além disso ef € (C*1)* = Hom(C"™,C), 2% = cel + sel :

Un
C 5 C(c=costes=sint)ea" =koa" parak:C - C,z+ 2 0<t <.

Temos entao:

2 20" ) (w)

Fi(zg)(v) = (
= (g (v)zg (v))*
= |
= [e

(cvg + svy)(cvp + sop)]*

2l vg |2 +8% | v1 |2 +es(vovy + v10p))"
que ¢é a expressao para as fungoes invariantes definidas no toro maximo.
Por outro lado, para o CP" o mergulho standard é dado por:
[z] = (227)

A algebra de Lie de U, consiste das matrizes hermitianas vezes i, e x € C""? é um
vetor (uma coluna), daqui zz* é uma matriz hermitiana. Observe que agora estamos

trabalhando em C"' e nao (C"™)*,
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0

Portanto, se x° é um vetor fixo entdo 2%z € H(C") que é o conjunto das matrizes

hermitianas de ordem n x n. Assim,

. c ¢ cs
920 = ( ¢ s ) =

s sc s?

Vo o Volp VU1

U1 V1Vg V1V1

As funcoes invariantes sao dadas por

(%% vv*) = tr(2%2% vo*)
2 cs Volo  VoU1
0
= 1Ir SC 82 ’U1U_O V101
0 o « «
021)0170 —+ ¢csv17 *
*
= tr * csvyy + s*ui0;
0 0

= Al |>+5* | v1 |? +es(vovy + v110p)
E interessante notar que as fungoes K — invariantes nos dois modelos coincidem

quando & = 1 (que ja vimos ser o unico caso ppmc), neste sentido o novo modelo

apresentado (mergulhando em V}) sdo generalizagoes do standard.
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Capitulo 4
As subvariedades complexas do CP"

No capitulo anterior caracterizamos os mergulhos equivariantes de P = CP" em V}
e vimos que o Unico ppmc é o extrinsicamente simétrico, ou seja quando k = 1. Neste
capitulo trataremos da seguinte questao: dada uma subvariedade complexa ) do CP",

o que podemos dizer do mergulho de @) em V;7 Seria tal mergulho ppmc também?
Q—=>P—=V
Denotaremos por:
v a segunda forma fundamental de Q — P,

a a segunda forma fundamental de P — V] e

[ a segunda forma fundamental de Q — V.

Temos entao que:

(4.1) 0= (Vza)(X,Y)=V;"a(X,Y) - a(V,X,Y) — a(X,VLY)

(42)  (VzBU)(XY) = VEEBHD(XY) = gD (VEX,Y) = BAD(X, VEY)

Fazendo (4.2)) menos (4.1)) membro a membro, obtemos:

(V2B0M(X,Y) = V2800(X,Y) - Vi a(X,Y) - gOD(VEX,Y) 4+ a(VLX,Y)
—BED(X,VZY) + a(X, VEY)
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Observacgao 4.1 Note que os dois primeiros termos do segundo membro cancelam-se,
ou seja, V,4B0N(XY) = Vi Pa(X,Y).
De fato,

VéQ,B(l’l)(X,Y) — (V§Q5(1’1)<X,Y>>NP+(VéQﬁ(l’l)(X,Y»TP
= VE"BUNX,Y) + (V200X Y))TP

Mas (V292800 (X,Y))TP = 0, pois se £ € NQ (onde NQ é o espaco normal & Q e

tangente a P) entao

(VZ9800(X,Y), &) = —(BMD(X,Y),a(Z,8))
= —(a(X,Y),a(Z,£)
= —(X,JY],[Z. Jg))
= ((Z,1X,JY]], J¢)
= 4R(X,JY)Z,JE)
=0

pois o tensor curvatura é invariante em 7T'Q).
Portanto, a expressdo para (Vz31D)(X,Y) fica:

(VZBON)(X,Y) = —BUD(VEX,Y) +a(VEX,Y) — BOD(X, VEY) + a(X,VEY)
— —a(VIX,Y)+a(VEX,Y) — a(X,VEY) + a(X, VEY)
= a(y(Z,X),Y) +a(X,7(Z,Y))

E assim temos o seguinte resultado:

Teorema 4.1 Se uma subvariedade complexa ) de CP" é ppmc entdo ela € totalmente

geodésica.

Demonstracao: Claramente temos que se () é totalmente geodésica, entao
(V2zB5D)(X,Y) = 0 pois v = 0. Se Q nio é totalmente geodésica entdo existe X € TQ
tal que (X, X) # 0 e neste caso (VxBED) (X, X) = 2a(y(X, X), X) = [y(X, X), JX]

que ¢é nao nulo. [ |
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Capitulo 5

Os mergulhos equivariantes do

espaco das Estruturas Complexas

Neste capitulo estamos interessandos em caracterizar os mergulhos equivariantes do
espago das estruturas complexas SO(2n)/U(n).

Ja sabemos que para construir as fungoes invariantes sobre o grupo de isotropia K,
podemos fazé-lo por meio de sua resticao ao toro maximo 7" C P por p e que a funcao
sobre T extende-se (unicamente) a uma fungdo K —invariante sobre P se e somente se
sua restricao ¢ invariante sobre o Grupo de Weyl, que é o subgrupo de K que mantém
T invariante.

No caso do espaco das estruturas complexas, um subespaco abeliano maximal de p

¢é gerado pelas matrizes

(B2 — Ey1) — (Enging2 — Engony1), (Boz — Esz) — (Engones — Enysnia), .-

senépare"T_lsen

e portanto o toro maximo é S; x ... x S, ([5

n

] vezes, onde [§] = %

é fmpar) ([16],pg350) .O grupo de Weyl contém todas as permutagoes das coordenadas
e conjugagoes das coordenadas z; — Z; (onde z; é a coordenada do j—ésimo circulo

Stj=1,...,7r).

Aqui faremos os célculos para o caso n = 2. (O caso geral é andlogo).

2(t1) = 2(ejcosty + ivisenty) e z(ty) = 2(egcosty + ivasents)
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1
onde e; = 5

o O =

0 0
10
01

o o O

0 0 01

A funca@o mais facil é z+Zz+w+w = 2Re(z)+2Re(w). Como o periodo das geodésicas

é 7, precisamos considerar a funcao:
2((Re(2))? + (Re(w))?) = 2(2(cos?ty — sen’ty) + 2(cos’ty — sen’ty))
= 4(cos*t; — (1 — cos®ty) + cos?ty — (1 — cos?ty))

= 4(2co0s*t; — 1 + 2cos*ty — 1)
= 8(cos’t; + cos’ty) — 8
= 8(zz+yy)—8

Removendo as constantes podemos ver que ¥ + yy é a funcao “mais facil”.

Fr: [v,y] = (27 +yp)"

A primeira derivada em t; é:
k(xZ 4+ yy)*16(2Z + y + §) = k(2T + yy)* ' (vT + 20)
A segunda derivada em t; fica entao:
k(k —1)(2z + yy)* (v + 20)* + k(zT + yy)* 10 (vT + 20)
Mas, desde que:
(v + 20)* = (vZ + 20)(vE + x0)

= Zxvv + 2xTV0 + xT0U
e

d(vT 4+ 2v) = —2(xT + vD)

entao, a segunda derivada é:
k(k —1)(zZ + yy)* 2 (2200 + 22700 + 2200) + k(2T + yy)* (—2(27 + vD))
Projetando em N*+ para encontrar a*Y (v, v) :
BV (v, v) = 2k(k — 1)(2F + y7)* 2 (2700) + —2k (2T + y7)**(vD)
Lembremos também que (a>% + a(%?))(v,v) é a projecdo sobre N*~ :

(a0 1 aO2) (v, v) = k(k — 1) (22 + yy)" 2 (zT0v + 2200)
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que é zero somente no caso k = 1. Isto significa que o mergulho é extrinsecamente
simétrico somente quando k = 1.

Para encontrarmos Va(1') precisamos diferenciar a*Y(v,v) e projetar sobre N~.
Derivando, obtemos:

2k(k — 1)(k — 2)(xz + yy)* 3 (vT + 20)zz00 + 2k(k — 1) (27 + yy)* 2((vT + 20)v0 +
2Z(—xv —vi)) — 2k(k — 1)(xZ + yy)* > (02 + 20)vv — 2k(2Z + yy)" (—xy — vI)

e projetando em N~ :
Valt = 2k(k—1)(k —2)(2Z 4+ y7)" > (v + 20)xTvD — 4k(k — 1) (2T +y7)* 2 (vZ + 20)vD

Que é zero somente se k = 1 (caso extrinsecamente simétrico).
A derivacao em ty é analoga.

Entao, como no caso do CP", temos:

Teorema 5.1 Se um mergulho equivariante do espago SO(2n)/U(n) tem pluri-curvatura

média paralela entao ele € extrinsicamente simétrico.

Aproveitamos para observar que se G/K é um espago simétrico hermitiano qualquer
cujo toro maximo ¢ um produto métrico de circulos isométricos S' € C e cujo grupo
de Weyl contém todas as permutacoes das coordenadas e conjugacoes das coordenadas
zj — z; (onde z; é a coordenada do j—ésimo circulo S, j =1,...,r) e cujas geodésicas
tém perfodo 7 entdo as funcoes K —invariantes mais faceis sao (xZ+yy...)* e parak = 1

o mergulho definido é extrinsecamente simétrico.

Nestas condicoes temos entao uma demonstracao alternativa para o ja conhecido

Teorema de O. Loos, para o caso em que o espago simétrico é hermitiano, que diz:

“Se o toro maximo de um espago simétrico (hermitiano) é um produto métrico de
circulos isométricos, entao ele é um R— espago, mergulhdvel como um espaco

extrinsecamente simétrico.”
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Capitulo 6
O mergulho p—projecao

O mergulho a seguir é um novo exemplo de mergulho equivariante para qualquer espaco
simétrico hermitiano P = G/K. Tal mergulho é érbita de polindmios homogéneos sobre
g (élgebra de Lie de ), de grau 2 e o espago receptor é o espago das formas quadréticas.

O polindmio quadratico f, é dado pela p—projecdo m, (onde g = € +p é a
decomposi¢ao de Cartan, que é decomposicao em espagos tangente e normal do

mergulho usual P C g no ponto base p, com G, = K).

P=G/K — S?G (Espaco das formas quadréticas)

p = fp onde f,(z) = (myx, x)

(usando um produto interno Ad(G)— invariante sobre g). A forma quadrética , ¢é
inteiramente determinada por m, : g — p C g. Este é quase o simétrico extrinseco
sobre g; de fato, s, tem autoespagos £ (autovalor 1) e p (autovalor —1) enquanto 7, tem

autovalor 0 sobre £ e 1 sobre p. Daqui
sp=1—12m,

onde I denota a identidade sobre g. Além disso, s, = Jg e J, sao dados pelo
mergulho usual, de forma que podemos obter todas as informagoes do novo mergulho pelo
mergulho usual. Vamos chamar este mergulho de mergulho p—projecao ou simplesmente
p— mergulho.

Noés temos uma variedade Riemanniana P e um mergulho isométrico f : P — V
(onde o espaco vetorial V' no nosso caso, é o espago das matrizes simétricas sobre g.

Entao sua Hessiana Ddf é a segunda forma fundamental, calculada como segue
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Ddf (v, w) = dy(df (w)) — df (Dyw)

Afirmamos que df (w) = %aglw onde ad,, = ad,, sobre p e —ad, sobre &.

De fato, f = m, e como J2 = I — 2m, entdo y,f = d(—3J7). Segue que
Ouf = —3(0ud) + JOL)
(Ouf)e = 3(Jw]Je+ J[J wl)
Ouf)e = (11w, [7.2]) + [ [[],w], 2])

Precisaremos da seguinte observacao:

Observagao 6.1 Se a,b € g entao J[a,b] = [Ja,b] + [a, Jb]. Em particular temos que
se a,b € p entdo [a,b] = [Ja, Jb], se a,b € £ entdo J[a,b] =0 esea € pebc tentdo
J[a,b] = [Ja,b] (analogamente, se a € £ e b € p entao J[a,b] = [a, Jb]).

Demonstracao: De fato,

Pela Identidade de Bianchi temos

[J, [a,b]] + [b,[J,a]] + [a, [b, J]] =0
[J,[a,b]] = [[J,a],b] — [a,[J,0]] = O

Ou seja, [J, [a,b]] = [[J,a],b] + [a,[J,b]], que é J[a,b] = [Ja,b] + [a, JU]. u

Voltando ao célculo de 9, f, observe que quando x € ¢, [J, 2] = 0 e assim o primeiro

termo é zero. Neste caso, a expressao fica:

(awf)ac = %([Jv[[J’w]wIH)
= l[‘]v[‘L[w’xm

2
= _%[wv .’17]

1
= —jadyr

Quando z € p, temos que [[J,w], z] € £ (pois é o colchete de dois elementos de p) e

assim [J, [, w],z]] = 0, ou seja o segundo termo é zero. Neste caso, a expressao fica:
(Ouf)e = 3] w],[] 2]
= 50w, [Ja]] = [w, ] Jz)
= 1w,z
= %adwz

Assim df (w) = %aglw = 1(ad,m, — ad,m) (onde m = I — )
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Retomando o calculo da hessiana, temos
Ddf(v,w) = dy(df(w)) — df (Dyw)
= 61,(%(adw7rp — ady,Te)) — %ad;vw
No entanto, observe que 0,ad,, = ady,, € J,w nao esta em P, tem parte normal
ayw € B de forma que em lugar de ady,,, usaremos sua componente simétrica adp, .
A hessiana fica entao:
Ddf(v,w) = 0,(3(adym, — adyme)) — %ad,;vw
= %(adew(ﬂp — ) + ady, 0, (T — Te) — adzva)
= %(ad};vw + ady,0, (T, — Te) — adp, )
= %(adw&,(wp — 7))
= %(adw(aziv + ad,))
= adyad,
Portanto (v, v) = adyad, = (ad?, —ad?).
Para calcularmos ﬁ(l’l)(v, v) primeiramente precisamos verficar quem é Nt e N*+ :

Para o NT, lembrando que matrizes agem por conjugacao, verifiquemos como
) 3 )

-1 0
5= age:
0 I
-7 0 A0 -1 0 —-A 0 -1 0 A0
0 I 0 B 0 I 0 B 0 I 0 B
—I 0 0 B -1 0 0 —-B -1 0 0 —B
0 I A0 0 I A 0 0 I —A 0

Portanto as matrizes diagonais sao invariantes por s enquanto as antidiagonais Elséo

antinvariantes. Segue que Nt é constituido pelas matrizes diagonais.

J 0
Para o N** verifiquemos quais matrizes diagonais sao invariantes por j =
—-J 0 A0 J 0} —JA 0 J 0} —JAJ 0
0 I 0 B 0 I 0 B 0 I 0 B

!'Denominamos matrizes antidiagonais as matrizes cujos elementos que ndo estdo na diagonal

secunddria sao necessariamente nulos.
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Igualando este resultado a encontramos a condicao JAJ = —A, que é
0 B

equivalente a AJ = JA. Concluimos que a (++)— parte de algum (A, B) (onde A € p
e Bet)é (AY) (onde AT é a parte complexa linear de A).

A parte complexa linear de A ¢é dada por %(A — JAJ), como no nosso caso

B(v,v) = adyad, = (ad?, —ad?) entdo A = ad?. AC fica entio:

slady — JadiJ)(z) = 5([v, [ 2] = [, [v, [v, Ja]]])
= 5[, v, 2l + J[o, [Jv, 2]])
= 5[, v all + J(=[z, [v, Jv]] = [Ju, [2,]]))
= 3([v, [v 2l + J[[v, Jv], 2] = [0, [2,]])
= v, Jv], 2]
Como [v, Ju| € &, adyy, ) € antissimétrica. Segue que

BEY(v,v) = (0, —ad?) = —ad? o .
Para ver se é ppmc devemos calcular 9,,(8% (v,v)) :

6w(6(1’1)(vy v)) = Ouw(—ad}om)

= —(0p(ad?) o + ad? o D,me)
—(((Opady)ad, + ad,Opad,)me + ad? o O, me)
—(((adp, + ady,,)ad, + ady(adp,., + ady,,))Te + ad? o Oym)
Em p, a expressao fica apenas ad? o 9,,m, ou seja,

(Vw/B(Ll))(U? /U) — a/d?} o a’wﬂ-f = adza&w

que acreditamos que seja nao nula e nao tangente sempre, no entanto apresentaremos

uma demonstragao explicita apenas para o caso de posto 1:
Para mostrar que nao é tangente precisamos mostrar que adad,, # ad, Vu.

Suponha que v # A\jw, todo plano que contem v tem curvatura diferente de 0 (entao

[v,2] = 0 > = e v sao paralelos) e existe u tal que ad®v adw = ad,,.
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Entao,

(adzad, (z),0) = ([v.[v, [w, 2], v)
= —([lv, [w, z]], v]v)
= —([v,[w,z]], [v,v]) (metrica bi-invariante)
=0

e 0= (ad,(z),v) = ([u,z],v) = —(z, [u,v]) Yz, portanto [u,v] = 0 e assim u = Av.
Entao ad?ad,(w) = 0 e ad,(w) = 0, u = Aw e v = A\sw, absurdo.

- 1
Para mostrar que ad?ad,, # 0 podemos usar que R(X,Y)Z = Z[Z’ (X, Y]]:

(ad?ady(v), [w,v]) = {[v, [v, [w, v]]][w,])
= HR(v, [w, v])v, [w,v])

A ultima expressao é quase a curvatura seccional, que supomos nao nula.

Podemos concluir que, pelo menos no caso de posto 1, o p—mergulho nao ¢ ppmc.
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