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Resumo

Sendo A(q) uma familia de operadores diferencidveis auto-adjuntos e M (qp)
o auto-espaco associado a um certo autovalor A\g de A(q), com multiplicidade
n. Dissertaremos neste trabalho quais resultados podemos obter sobre o con-
junto dos parametros de autovalores que estao proximos de \g e mantém a
multiplicidade fixa.
Para alcancarmos o objetivo principal deste trabalho iremos definir e usar a
ideia de transversalidade, onde nao deixa de ser uma extensao, para dimensoes
maiores, em que a imagem inversa de um valor regular forma uma superficie.
Com o conceito de transversalidade podemos entao definir quando um auto-
valor ¢é estavel.
Incluindo assim a ideia de estabilidade, sera suficiente para encontrarmos um
resultado muito importante e até “elegante” para o conjunto dos parametros
que mantém autovalores préximos de A\g com multiplicidade fixa, onde sera o

teorema principal deste trabalho.

Palavras-chave: Autovalores estaveis - Familia de operadores auto-

adjuntos - Variedade de Banach



Abstract

Considering that A(q) is a differentiable family of self-adjoint operators
and that M(qo) is the eigenspace associated with a certain )¢ eigenvalue of
A(q), with multiplicity n. We will discuss in the following project about which
results we can obtain about the space of parameters the eigenvalue that are
close to Ay and keep the fixed multiplicity.

In order to achieve the main objective of this project, we will define and use
the transversality idea. It is an extension for higher dimensions, in which the
inverse image of a regular value forms a surface. So, with the transversality
idea, we can define when an eigenvalue is stable.

Including the idea of stability, we can find a very important and “elegant”
result for the space of parameters that maintain eigenvalues close to Ay with

fixed multiplicity, where it will be the main theorem of this project.

Keywords: Eigenvalues stable - Differentiable family of self-adjoint ope-

rators - Banach manifold.
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Introducao

Para um operador A qualquer, todos os vetores u que satisfazem Au = Au,
sao chamados de autovetores de A e \ é chamado autovalor associado a u.

A importancia dos estudos de autovalores e autovetores surgiu, historicamente,
com o estudo das formas quadraticas, equacoes diferenciais e na fisica. Ob-
tendo uma infinidade de aplicagoes, nao somente na matematica e na fisica,
mas também na economia, engenharia mecanica, financas, entre outros. Na
matematica, uma aplicagao muito importante dos autovalores é a diagona-
lizacao de uma matriz.

Decorrente da defini¢ao, podemos encontrar os autovalores de um operador re-

solvendo a equagao det(A— AI) = 0. Logo, se tomarmos uma matriz simétrica

A:
b ¢

2x2

temos que os autovalores A da transformagcao associada a matriz serao as raizes
da equagao (a — A)(c—A) —b* =0 = \? — (a + c)\ + ac — b* = 0, onde esta
equagao tem como descriminante A = (a+c)?—4(ac—b*) = A = (a—c)*+4b%.
Veja que se supormos que o operador tem um autovalor com multiplicidade 2,
entdo o descriminante teria que ser igual a zero, isto é, (a — ¢)* + 46> = 0 =
a—c=0edb®=0=a=ceb=0.

Logo,

A:
0 a

2x2

Portanto, temos que o conjuntos das matriz simétrica de ordem 2 que possuem
o autovalor com multiplicidade 2 forma uma subvariedade de codimensao 2 do

espaco das matrizes simétrica de ordem 2.



Logo, vem algumas perguntas: que tipo de resultado vale para caso geral de
matrizes de ordem n. Que tipo de estrutura podemos esperar do conjunto dos
parametros ao qual matem os autovalores com multiplicidade fixa de operado-
res definidos em espacos de Hilbert. Quais hipdteses seriam imposta sobre a
familia dos parametros para obter tal resultado?

Mostraremos entao que é possivel que este conjuntos de parametros formam
uma subvariedade sim, desde que mantenha uma multiplicidade fixa. No caso
particular apresentado acima é uma pequena amostra de como realmente fun-
ciona e mais interessante que independe da multiplicidade. Poderia tomar de
multiplicidade 1 ou qualquer outra multiplicidade desde que seja fixa.

Para nosso objetivo principal do trabalho mostraremos as condi¢oes necessarias
imposta a uma familia de operadores sobre um espaco de Hilbert de forma
que o conjunto dos parametros que mantem a multiplicidade de um determi-
nado autovalor fixado. Para isto utilizaremos a teoria de transversalidade de
aplicagoes entre espacos de Banach.

Os principais resultados deste trabalho foram publicado originalmente em [6].
No primeiro capitulo consta as preliminares onde abordamos alguns conceitos,
resultados e defini¢oes uteis para melhor compreensao do tema principal.

No capitulo 2 temos o teorema principal desta dissertagao, assim como um
critério que usaremos para obtermos a hipotese do teorema principal.

No terceiro e ultimo capitulo consta uma aplicacao do teorema principal a

familia de operadores Schrodinger.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, introduziremos algumas defini¢des e conceitos que serao in-
clusos durante nosso trabalho e serao necessarios para podemos alcangar o

objetivo principal ao qual serd a demonstracao do teorema [2.2]

1.1 Analise Funcional

Definigao 1.1 Seja X um espago métrico e sua métrica d: XxX — [0,00),
entdao dizemos que uma sequéncia (x,)CX € de Cauchy se: ¥ ¢ >0 3 nyg € N;

n,m > nyg = d(x,,r,) < €.

Definicao 1.2 Um espaco vetorial V' € normado quando existe uma func¢ao
|-l : V=R tal que:

i) ||z]| =0 se, e somente se, x =0

i) | Az l|=[A[ [l

iit) [l +yll < [le] + lyll

Assim, pode-se dizer que uma sequéncia (v, )CX € de Cauchy quando ¥

€e>03dng € Ny, nym > ng = ||z, — x| <e.

Definicao 1.3 Um espaco vetorial X é chamado de espaco de Banach quando:

i) X é normado.



i1) X é completo, isto €, todas suas sequéncias de Cauchy convergem para al-

gum elemento de X.

Definicao 1.4 Seja V' um espaco vetorial sobre um corpo K. Para todos os

vetores u,v,w € V e todos os escalares A € K, uma fungao
(1.1) (,):VxV =K

com as sequintes propriedades:

Simetria:

(1.2) (u,v) = (v, u)

Distributividade:

(1.3) (u+v,w) = (u,w) + (v,w)
Associatividade:

(1.4) (Au,v) = Mu, v)

Positividade:

(1.5) (v,v) > 0 e igual a zero se, e somente se v = 0.

¢ chamada um produto interno.

Definicao 1.5 Um espago vetorial X é chamado espaco de Hilbert quando for
completo em relagdo a métrica d definida por d(x,y) = ||[x—y|| = /{(x —y,z — y)

Ve,y € X.

Definicao 1.6 Uma transformacdo linear de um espaco de Hilbert H ¢ uma
fungao T que associa o elemento u de um certo subespaco linear Dy de H em

um elemento Tuw de H da sequinte forma:

1. T(u1 + UQ) = T(Ul) + T(UQ)

2. T(cu) =cTu



Necessitaremos do conceito de variedade de Banach. Se um espaco topolégico
possui a propriedade de que todos os seus pontos sao homeomorfos a um
conjunto aberto de um espago de Banach, entao este espago é uma variedade
de Banach. Abaixo definiremos formalmente as condi¢oes para um conjunto

ser espaco de Banach.

Definicao 1.7 Seja um conjunto x e um atlas C", r > 0 sobre x. Sendo U é
uma cole¢ao de pares (U;),p;), 1 € I, onde:

i) JU; = x para todo U; C x

ii) Cada p; é uma bije¢cao em U; sobre um subconjunto de ¢;(U;) de algum
espago de Banach E;, onde para todo i,j tem-se que @;(U; NU;) € um aberto
de FE;.

iii) A fungao @jop; : ;i (U;NU;) — ¢;(U;NU;) € continuamente diferencidvel
para todo 1,7.

Neste caso x € chamado de variedade de Banach.

Definicao 1.8 Seja V', W dois espacos vetoriais. Um operador T : V. — W
¢ ilimitado se para cada M >0 3 u € V com ||u|ly =1 tem-se que ||Tu||w >

Mfully-

Defini¢ao 1.9 Sejam H um espag¢o de Hilbert com produto interno ( , ).
Considere um operador linear A : H — H. Podemos obter um operador A*:H

— H chamado de operador adjunto de A onde (Az,y) = (x, A*y)

Um operador é chamado de auto-adjunto quando A = A*.

1.2 Teoria espectral de Operadores Auto-adjuntos

Ilimitados

Nesta secao apresentaremos as propriedades gerais espectrais de operadores

auto-adjuntos ilimitados e a referéncia geral utilizada para esta se¢ao é [2].

Defini¢ao 1.10 (Transformagao adjunta) Seja T uma transformagao linear

definida no dominio Dy que é denso em H. Sendo v um elemento de H, de



modo que o elemento v* em H, satisfaz:

(1.6) (Tu,vy = (u,v")

para todo elemento u de H, tal que v* depende unicamente de v, e
(1.7) v =T".

Assim dizemos que T € a transformacdao adjunta de T .

E importante observar que a adjunta de uma transformacao linear é um
operador fechado, ou seja, se {v,} é uma sequéncia de elemento de Dp« tal

que
(1.8) vy, > ve T v, = u

o elemento v também pertence a Dp«, e temos T*v = u.

Definicao 1.11 (Defini¢ao de transformagdao simétrica) Uma transformagao

T ¢ simétrica se T for linear com dominio denso em H e satisfaz
(1.9) TcrTr.

isto €, T™ ¢ uma extensdo da transformacdo T. Quando uma transformagcao

linear que € igual a sua adjunta é chamada de auto-adjunta.

Lema 1.1 Se
(1.10) Li,Ly, Ls, ..., L;

¢ uma sequencia de subespacos do espaco de Hilbert H, onde sao dois a dois
ortogonais e a soma direta dos subespagos geram o espaco H todo. Se u é um

elemento arbitrdario de H, denotaremos a projecao de u em L; por u;. Seja
(1.11) A Ag A

uma sequéncia de transformacaoes lineares que tem a propriedade de que A; se
reduz em L; a uma transformac¢ao auto-adjunta limitada de L; nele mesmo.

Entao existe uma transformacdo linear A de H, geralmente nao limitada, de



tal modo que se reduz em cada L; a A;(i = 1,2,...). Seu dominio consiste de

elementos u tal que a serie

(1.12) > N Asus)®
=1

converge, e para este u tem-se
(1.13) Au=>" A,
i=1

A demonstracao deste lemma pode ser encontrado em [2].

O caso de nosso interesse serda quando § contem apenas um tnico ponto \g
do espectro de A com multiplicidade finita m, pois pelo Lema isto é possivel.

Assim podemos isolar uma parte do espectro em relagao ao restante.

Teorema 1.1 Seja {A,} uma sequéncia das transformagoes auto-adjuntas
contidas em um dominio D, tal que, A, tenda relativamente uniformemente,

em D, para a transformacdo auto-adjunta A, de tal forma que

sl = A0
ol + A

(isto ocorre, em particular, se as transformagées A, sao limitadas e tendem

— 0, quando,n — oo

relativamente a transformacgdo A). Entdo nds temos que
(1.14) E,(0) = E(5) e A,En(d) — AE(0)
converge uniformemente.

Omiteremos a demonstracao mas pode ser encontrado na integra em [2].

Teorema 1.2 Se as projecoes P e ) dos subespacos U e V satisfazem a
condi¢io ||P — Q| < 1. Entdo U pode ser mapeado linearmente e isome-

tricamente em V. Mas precisamente a isometria € dada por
(1.15) IT=Q(+P(Q—P)P) 2P

A demonstracao deste teorema também pode ser encontrado em [2].



1.3 Funcoes diferenciaveis em espacos de Ba-

nach

Definicao 1.12 Sejam X e Y espacos de Banach e f : D — Y uma funcao
definida e D C X onde x¢ € um ponto interior do dominio D. Diz-se que f €
diferencidvel em xq sempre que existe um operador linear limitado A : X —'Y
tal que

| f (2o + h) — f(x0) — Ablly

lim

— 0
h—0 17|l x

Chamamos a transformagao A de derivada de Fréchet.

Teorema 1.3 (Teorema da funcao implicita em espagos de Banach).
Sejam X,Y, Z espacos vetoriais normados e suponha que Y € um espago de
Banach. Considere A C X XY um aberto e f : A — Z uma aplicacdo de
classe C', satisfazendo as sequintes condicoes:
i) f(zo,y0) = 0 para algum (xo,y0) € A;
ii)[a—y(xg,yo)]_l : Z =Y emiste e é continua.
Entao, existe uma unica aplicagao continua y = ¢(z) : U C X -V C Y tal
que

f(a, ¢(x) = 0, Yz € U e ¢lz0) = yo
onde U eV sao vizinhangas de xq e yo, respectivamente. Alem disso, ¢ €

diferencidvel em xq e

(1.16) D (o) = —[Z—g(ﬂco,yo)]1

A demonstragao sequird como feita em [5].

of
o (20, ¢(x0))-

- o d
Demonstracao Por simplicidade denotaremos T::—f(aco, Yo)

ox

Por hipotese T é invertivel, logo, podemos definir a aplicagao h:A — Y por

h(ﬁay) =Y—- T_lf(ﬁ,y)

Assim

oh, . __of



Segue que,

oh 0
—(z0,90) =1 — Tla—g(xmyo) =]-T'T=0

h(xo,90) = yo — T .0 = yo

oh ) . .
Como — é continua em (zg,yy) segue-se que existem vizinhangas U; de xq e

Ay
V de yo tais que se (x,y) € Uy x V, entao
oh
i _ < 1
||ay <x7y) ay (3:07?/0)” — 2

Podemos considerar, sem perda de generalidade, que V = B,[yo], logo como
IIah( ) 8h( i <ge eah( )=0—=

—(x,y) — —(x = e que —(x =

8y Y 8y 0, Y0 = 35 q ay 0, Y0

Oh 1
15, (@ 9]l < 5 paratodo (z,y) € Urx Bilyo]

Uma vez que h é continua, existe uma vizinhanca U C U; de xg tal que para

x € U, tem-se

1A (2, o) — h(z0, yo)|| <

DO 3

ou ainda

.
Pz, y0) — yol| < §V re U

Usando a desigualdade do valor médio temos que se y1,y2 € V

oh 1
(1.17) [h(2, 1) — h(z,y2)|| < Supa—y(xay)nyl — 4o < §||?J1 — 42,

para todo x € U;. Fixemos agora um ponto x € U e definimos h, : V — V

por

he(y) = h(z,y)
Mostraremos inicialmente que a aplicacao h, estda bem definida. De fato, pois
172 (y) = woll = 1ha(y) — Rz, yo) + Rz, yo) — yoll

< [z, y) = hlz, o) | + 14z, o) = voll
slly—wll +5<5+5=r



Portanto, h, (V) C V.

assim: [|hz(y1) = he(y2) | = (2, 31) — bz, y2)|| < 5 [ly1 — y2|| para todo y1, s
e V.

Portanto, h, é uma contragao e sendo o conjunto V um espago métrico com-
pleto, concluimos pelo teorema do ponto fixo de Banach que h, possui um
tnico ponto fixo y = y(x).

Podemos entao definir a seguinte fungao

p:U—=V

x— ¢(x) =y
onde y é o Unico ponto fixo da funcao h.

Note que hqg,(yo) = h(zo,Yo) = yo e, assim, ¢(20) = yo, ou seja

(1-18) f(xoa ¢(Io)) = f(xoyyo) =0

Mas geralmente, se x € U

(1.19) ¢(@) = ha(d(2)) = h(z, d(2)) = ¢(x) — T~ (=, 6(x)),

de onde segue que

(1.20) T f(z, ¢(x) =0,
ou ainda,
(1.21) f(z,o(x)) =0, para todo x € U

Na verdade, todas as solugoes de f(z,y) = 0 sdo da forma (z, ¢(z)), Vo € U.
Pois se f(z,y) =0, entdo h,(y) = h(z,y) =y—T—-1f(x,y) =y, dai, y = ¢(x).

Vejamos agora que ¢ é uma aplicacao continua em U. De fato, seja x € U e

e > 0. Sendo h continua, temos que, fixado y € V, existe 6 > 0 tal que

Em particular, para y = ¢(z) temos

(1.22) zeU|z—z| <0 =||h(z,é(x) — h(z,o(x))| <€/2

10



Note que usando a desigualdade triangular e [I.17], obtemos

[6(2) = ¢(@)|| = [h=(6(2)) = hald(2))[| = [|n(z, ¢(2)) — h(x, o(x))] =
16(2) — d(2)[| < [|h(z, 6(2)) — h(z, (@) + |h(z, &(2)) — h(z, d(2))[| =
[0(2) = o)l < 1/2[l¢(2) = d(2)[| + (2, ¢(x)) — h(z, ¢(x))]].

Logo

(1.23) 1/2]6(2) = o(2)|| < [6(2) — o(x) — h(z, (2))]-

Portanto segue de e que, se z € U, ||z — z|| < § entao

(1.24) [6(2) — ¢(@)[| < 2[|h(z, () — h(z, ¢(z))]| <€

provando a continuidade de ¢.
Finalmente, provaremos que ¢ é diferenciavel em xq e vale [1.16]

Pela diferenciabilidade de f em (xg,yo) temos

f(xo+ h,yo + k) — f(20,90) — g—i(%, Yo)h — 2—5(15073/0)]5 = o(h, k),

onde Hlﬁ(h}f}c’;)\ln — 0 quando ||h|| — e ||k|| — 0.
Seja k = ¢(xg+ h) — ¢(x0) e sendo yy = P(xp), temos
o+ ool -+ ) — T, 6(20)) — 50z, v~ 92 (o, ke = 9(0, b
x Y
Mas, f(z,¢(z)) =0, dai
0 0
=5 o)l = 5 G, ) = o0, )
Aplicando T, onde T := g—y(xo, o), obtemos
0
T (o, o)l — k= T (0 ).
ou seja
k+ T_l[%(xo, yo)lh = =T""'¢(h, k),
ou ainda,
0 0
Ol + ) = an) ~ (5 (20, 10)) 5 (oo, )l = 716, 1)

11



L= o0, 0, quando [|h]| — 0.

Portanto para prova|l.16| basta justificar que

(IRl
Para isto, note que
17l BRI [E(IA]
Observe que se ||h]] — 0, entdo ||k|| — 0 e, consequentemente, l'ﬁ;fm"’;)”” — 0,
logo, X
1T _
lmi=o [|7]

isto justifica a diferenciabilidade e conclui a prova do teorema.

Definicao 1.13 Seja uma aplicagao f: U C R™ — R™, dizemos que c € R™
um valor reqular de f se a diferencial df(q) € sobrejetiva para todo o p €

()

Seja N™ uma variedade diferencidvel de classe C*. Dizemos que um sub-
conjunto M C N é uma subvariedade de classe C* de dimensao m de N, com

0 < m < mn, se para todo p € U, tem-se que ¢ (UNM) = p(U)N R™.

Corolario 1.1 Sejam f : M™ — N™ uma aplicacio C* e ¢ € N um valor
reqular de f. Entdo f~1(c) é uma subvariedade de classe C* de M, com

dimensao m — n.

Introduziremos o conceito de transversalidade onde usamos como referéncia
.

Definicao 1.14 Seja f: M™ — N™ uma aplicacdo diferencidvel. Fixemos
uma subvariedade S° C N™. Diremos que f € transversal a S num ponto p €

FHS) se:

f*(Mp) + 5q = Ny

Ou seja, transversalidade ocorre quando a imagem f.(M,) C N, mais o su-
bespago S; C N, gerarem o espago N,.
Diremos que f € transversal a S, simplesmente, quando, para todo ponto p

e f7YS), f for transversal a S no ponto p.

12



Teorema 1.4 A aplicacdo f: M™ — N™ € transversal a S em todos os pon-

tos de U N f71(S) se,e somente se,0 R"™* é um valor reqular da aplicagio:

ry.f:U—R"°

Demonstragao: Seja p € UN f1(S), onde ¢ = f(p).

Por definigao, a aplicacao f serd transversal a .S no ponto p se, e somente se,
fe(Mp) + Sq = N

Sendo . : N, — R, um isomorfismo e y.(s,) = R} equivalentemente (y o f),(M,)
+ Ry = R™.

Ora, dado um subespaco vetorial £ C R", sabemos que m = R"™*, se e so-
mente se, F+ Rj = R".

Logo, f ¢ transversal a S no ponto p se, e somente se, (royo f), (M,) = R"**.
Como UN f~1(S) = (mroyo f)'(0), concluimos que f é transversal a S em

todos os pontos de p € UN f~1(S) se, e somente se, 0 é valor regular de

(mroyo f).

Corolario 1.2 Se f: M™ — N" é transversal a subvariedade S° C N, entao

f71(S%) é uma subvariedade de M™ de dimensio m + s — n.

Demonstragao:

De fato, pois para cada p € f~(S), onde ¢ = f(p), tomemos um sistema de
coordenadas y : V' — R"™ em Ncomq € V.

Escolhamos agora um aberto onde p € U tal que f(U) C V.Entao U N f~1(S)
— (moyo f)7(0), onde 0 € R** é um valor regular de (o yo f).

Logo tem-se que U N f~1(S) é uma subvariedade de U, de dimensao m — (n —
s)=m+s—n.

Assim, todo ponto p € f71(S) tem uma vizinhanca U de M, tal que, a parte
de f71(S) em U é uma subvariedade de U. Lofo, f~!(S) é uma subvariedade
de M.
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Capitulo 2

Teorema Principal

Neste capitulo consideraremos uma familia A(q) de operadores auto-adjuntos
definidos em um espaco de Hilbert H, em que o conjunto de parametros
considerados serda uma variedade de Banach. Estudaremos a persisténcia da
multiplicidade dos autovalores dos operadores na familia considerada. Mais
precisamente, provaremos que o conjunto dos parametros aos quais um dado
autovalor tem multiplicidade fixa possui estrutura diferenciavel. Segue abaixo
apenas o enunciado do teorema principal deste trabalho, logo veremos todas

as definicoes e por fim a demonstracao.

Teorema 2.1 (Teorema Principal) Se um autovalor A de A(qo) de multipli-
cidade n € estdvel, entdo o conjunto dos valores q, tais que A(q) possui um
autovalor proximo de \ de multiplicidade n, formam uma subvariedade em x

. . 1
de codimensao % —1.

Existem na literatura algumas defini¢oes de diferenciabilidade de familia
de operadores lineares. Uma referéncia geral do assunto é o famoso livro de
T. Kato, Perturbation theory for linear operators, [3]. Contudo seguiremos a

abordagem conforme Teytel [6].

Definicao 2.1 Seja x uma variedade de Banach modelada em uma espaco de
Banach B. Diremos que uma familia A(q) € diferencidvel em qo quando para
todo p € B existe um operador linear simétrico AY(qo, p) definido no mesmo

dominio que A(qo), linear em p, tal que:

14



A(qo + ep) = A(qo) + A" (qo, p) + 0(e)

em que

1AM (qo, p)vllzr < M(|[vllz + (| Alao)]| )

Note que A™M(go, p)v é a derivada de Fréchet para A(q)v em go na direcdo de p.
Além disso, a desigualdade acima nos diz que o operador A(qg,p) é continuo

com relagao a norma do gréafico, que é definida como:

[Av]
[l + [ Algo) vl m

[A[l = sup

Afim de definir estabilidade de um autovalor para um elemento da familia
de operadores A(q) utilizaremos autoprojecoes para isolar uma determinada

parte finita do espectro do restante.

Seja A\p um autovalor de multiplicidade m para o operador A(gp). Con-
sidere o intervalo (pi,ps) de forma que Ay é o tnico autovalor de A(qo)
e M(q) a soma direta dos auto-espacos associados aos autovalores de A(q)
que pertencem a (g, o) conforme o teorema [1.1] Denotamos E = E(qp) e
M = M/(qo). Considere a aplicacdo S : M — M(q) definida por S(q) =
E(q)(I+ E(E(q) — E)E)_%E . A proposicao abaixo reune algumas proprie-

dades importantes da aplicacao S(q).

Proposicao 2.1 Sejam E = E(qy) a projecao ortogonal sobre o auto-espago
M = M/(qo) associado ao autovalor Ny do operador A(qy) e E(q) a projecao
ortogonal sobre M(q) que € a soma dos auto-espagos associado aos autovalores

de A(q) no intervalo (uy, u2). Entao a aplicagao S : M — M(q) definida por

15



S(q) = E(q)(I + E(E(q) — E)E)_%E ¢ uma isometria diferenciavel em uma

vizinhanca de qq.

Demonstracgao: Para mostrar que S é uma isometria basta provar que a

adjunta de S é a sua inversa, ou seja,

S—l _ S*

Pois, com efeito,

(S(q@)u, S(q)v) = (S*S(q)u,v) = (S'S(q)u,v) = (I(q)u,v) = (u,v) .

A demonstragao desta proposicao pode ser encontrado na integra em [2]

Conjugando o operador A(g) com a isometria S(q) teremos um operador
S7(q)A(q)S(q) : M — M tal que seu espectro coincide com os autovalores de
A(q) que pertence ao intervalo (p1, 12). De fato, A é um autovalor do operador
A(q) pertencente a (pu1, p2) € u uma autofungao associada se, somente se existe

v € M tal que S(q)v = u e portanto A(q)s(q)v = s(q)v.

Baseado na discussao acima podemos definir a aplicacao

f : V)\o — LS(M, M)
q— fla) =S (q)A(9)S(q)
em que V), é uma vizinhanca de gy e Lg(M, M) é o espago dos operadores

simétricos definidos em M.

Definicao 2.2 O autovalor A\ € estdvel ou satisfaz a hipotese de Arnold rela-
tivo a familia A(q) em qo, quando f(q) € transversal a subvariedade N = {al :
a € R} de Ls(M, M) em qq.

Uma aplicacao do teorema da transversalidade fornecerd nosso resultado

principal do capitulo.
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Teorema 2.2 (Teorema Principal) Se um autovalor A de A(qo) de multipli-
cidade n € estdvel, entdo o conjunto dos valores q, tais que A(q) possui um
autovalor proximo de \ de multiplicidade n, formam uma subvariedade em x

. . 1
de codimensao % —1.

Demonstracao: Por hipdtese, A é autovalor estavel de A(qy). Logo, f(q) é
transversal a subvariedade N das aplicacoes multiplas da identidade.

Como A é autovalor de A(q), entao A é autovalor de f(q) = S™1A(q)S(q).
Agora definamos o conjunto U = {q € M; f(q) = S7'A(q)S(q) € N}. Note
que este é o conjunto de todos os parametros g em V), tais que existe apenas
um autovalor com multiplicidade m do operador A(q) no intervalor (j1, i2).
Temos assim que U = f~1(N). Sabemos que f é diferencidvel em relagio
ao parametro ¢ e é transversal a subvariedade IV, entao o resultado segue do

coroldrio[l.2] Seguindo assim que U = f~!(N) C V), é uma subvariedade de M.

2.0.1 Critério de transversalidade

Nesta secao estabeleceremos uma condicao suficiente para a estabilidade de um
autovalor para A(q). Em verdade, teremos um critério pratico para verificar a

estabilidade de um autovalor.

Sejam Ao um autovalor de multiplicidade m > 1 do operador A(qy) e
vy, Vg, ..., U, conjunto ortonormal de autofuncoes associadas. Definimos as

seguintes aplicacoes

fri(q) = (o, @)
Podemos ver claramente que tais funcoes sao diferencidveis. Além disso, para

P € TyX, ;
d—qsz(QO)P = <Uk7A(1)(QO7p)Ul>-

De fato, primeiramente note que

d d
d—q5 (qo,p)——dQS(qO,p)
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entao, para qualquer autofuncao v associada a \g temos

=S @) A(9)S(g)v) =
#5790, p) A(Q)v + EA(q0) 35 (90, p)v + EAM (go, p)v
observando que d%S (qo, p)v segue

d

d_q(S*I(Q)A(Q)S(q)v) = EAW (qo, p)u.

Portanto

diqfkl(%)p = <Uk,diqf(Q)Uz>

= {(vp, EAY (qo, p)uy)

= <Uk, A(l)(CIo, p)’Ul>

Proposicao 2.2 Um autovalor g é um autovalor estdvel para o operador
Alqo) se os funcionais f],.(p) = (AW (qo, p)vi, vi) sdo linearmente independen-

tes em Ty, x.

Demonstracao: Pela definicao [2.2] iremos mostrar que f é tranversal a N

em ¢y, Ou seja:

Im[AD(go, )] + N = Lg(M, M)

Sabemos que A’ e al sdo operadores simétricos, logo temos que A’'(qo, p) + ol
¢ simetrico, resultando que A'(qo,p) + al € L(M, M).
Lembre: AW (g, p) é uma transformacao linear com ¢q fixo e p variando com

p € T,yx com AV (qy,p): M — M

Fixemos entdo uma base ortogonal {v;} para M.

Veja que (AN (qo, p)vy, vi) sdo os componentes da matriz simétrica;

fio fa o Jin

/ / /
EA(l)(qo,p)E: f12 f22 f2n

i Fo e |
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241 fungoes linearmente independentes,

Veja que a matriz é simétrica e sao
logo tais funcionais geram um espago vetorial de dimensao (n + 1)/2, como
a dimensao de Lg(M, M) é a mesma segue do teorema do isomorfismo entre

espacos vetorias que Im[A™M (qo,.)] = Ls(M, M).

Oberseve que o argumento acima demonstra um resultado ligeiramente
mais forte. De fato, se os funciobnais f},(go) sa0 linearmente independentes,
entao, pelo Teorema da Funcao Implicita, o conjunto dos parametros ¢ em
V) tais que o numero Ay é autovalor formam uma subvariedade em y. Em
particular isso mostra que é possivel perturbar o operador A(g) mantendo um

autovalor fizxo.
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Capitulo 3

Aplicacoes

3.1 Operador de Schrodinger com potencial
simétrico

Nesta secao analisaremos a persisténcia dos autovalores do operador de Schor-
dinger com relagao a perturbacoes suaves do poténcial. Para isso utilizaremos

o teorema [2.2] demonstrado no capitulo anterior.

Considere o operador Laplaciano bidimensional definido por
Pu  *u

Au=—+—

ox? * oy?

Estaremos interessados aqui no problema de autovalor dado por

(—A + q)u = \u,em B

(3.1)
u=0, emdB.

onde B = {(xy) € R* 2> +y* <1} e q=q(z,y) € C'(B).

Para estudar a persisténcia dos autovalores consideraremos a seguinte familia

de operadores auto-adjuntos

*u  0*u
Alqu = —(@ + @) + q(@, y)u
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tendo como dominio o espaco H* N H(B) C L*(B), ou seja
A(q) : H*N Hy(B) — L*(B)
definida no espaco de Hilbert L?(B).

As propriedades espectrais do operador A(q) estao resumidas no teorema

a seguir que serd demonstrado na préoxima segao deste capitulo.

Teorema 3.1 Os autovalores do problema[3.1] sdo todos reais e formam uma
sequéncia Ay < g < -0 < A < - em que 0Ss numeros se repetem de
acordo com as multiplicidades e limM, = oo. Além disso, existe uma base {uy}
ortonormal de L*(B) formadas por autofungdes para o problema associadas
ao autovalor \g; ux € H? N H}(B).

O conjunto de parametros C'(B) é um espago de Banach com a norma do

sup:

SUu + sup|—| + sup|—
q c1 plq P D y

Provaremos o teorema para a familia de operadores definida acima.

Vamos obter o operador A (g, p) calculando a derivada de Gateaux da
familia de operadores A(q) ao longo da curva ¢(t) = qo + pt.
De fato,
Pu  0%u

Al = =(55 + 53) + (@@, y) + tp(z. y))u

0
logo AW (qo, p)u = ETa Aq(t))u = p(x,y)u.
=0

Para garantirmos a diferenciabilidade da familia A(q) basta mostrar que AM(qq, p)

satisfaz

1A o, Yol 25y < Ml + | Algo)ul 2(s)
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Veja que
1
||A(1)(QO,P)U||L2(B) = |lpullz2() = (fB [pul*dz)z < 3“p’p|||u||L2(b) <.
< suplp|([lull e + [[A(g0) 2]l 2))
Assim sendo M = suplp|. Concluimos que ||AM (qo, p)ul|r2(s) < M(|Jullr2p) + | A(g0)ullz2(5))

Alem disso, temos que

lim ||0(€)UHL2(B)

=0
=0 (||ullr2(m) + | A(qo)ull2(5))

De fato,

oe) = A(qé)Q+ ep)aQ— Algo) — €AW (g0, p) I

u u u u
o(e) = —(@ + a_y2> + (a0 + ep)(z, y)u + (@ + a_yg) — qo(z,y)u — ep(z, y)u
o(€) = 0 Seguido assim a igualdade do limite tendendo a zero.

Portanto, mostramos que a familia A(q) é diferencidvel.

Agora sejam \g um autovalor de A(gy) com multiplicidade m = 2 e uma
base ortonormal {u;} fixada para o auto-espaco associado. Vamos mostrar
que os funcionais f;, = (A" (qo, p)us, ux) que sdo os componentes da matriz

simétrica

i i

AO(qo,p) = | 0
f12 f22

2x2

sao linearmente independentes. Para isto veja que

f{l(p) = (A(l)(CIo,p)Ul,W) = <PU1,U1> :/pu%du
B

fiz(p) = (A(l)(QO,p)UhUz) = <pU1,U2> —/pu1u2d,u
B

féz(p) = (A(l)(CJo,meuz) = <pu2,u2> :/pugdp
B

Assim, para

afi1(p) + Bfia(p) + 1f22(p) = 0Vp e CH(B)
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Substituindo as expressoes de f1;, f1s, fae temos

o [ppuidp + B [z purusdp + vy [ puidp =0
[ plaud + Buyus + yu3)dp = 0

Logo au?+fujus+vyu3 = 0. Note que a equagao acima é uma forma quadratica
que denotaremos por Q(uy, us) = aui+SBuyus+yu3. Pelo teorema de Sylvester,
podemos fazer uma substituicao de varidveis onde Q(uy, us) = cyw? + cyw3 em
que c; e co assumi os valores +1. Note que como u; e uy sao linearmente
independentes as autofuncoes w; e wo também sao.

Como Q(u1,us) = Q(wy,ws) e Q(uy, uz) =0 = cyw? + cywi = 0.

Assim, se ¢; e ¢, tiverem o mesmo sinal = wi+w3 = 0 = w? = w3 = 0, teremos
um absurdo pois w; e wy sao combinagoes lineares de u; e uy, onde u; e us sao
L.I's. Se ¢ e ¢y tiverem sinais opostos = w? —w3 = 0 = (w; —ws)(w;+wq) = 0.
Logo w; — wy = 0 ou wy + we = 0 em algum aberto de B.

O lema abaixo mostra que se uma autofuncao se anula em um aberto do

dominio, entao deve ser identicamente nula em toda regiao onde esta definida.

Lema 3.1 Qualquer auto-funcao ndao-nula nao pode se anular em um aberto

da bola B.

Demonstracao: Suponhamos que uma auto funcao seja seja identicamente
nula em um aberto U da bola B. O principio do maximo garante que a
auto-funcao seria identicamente nula em todo o dominio,assim contrariando a
hipotese.

Assim, (w3 —wy) = 0 em B ou (w; + wp) = 0 em B o que nao pode
ocorrer ja que as autofungoes w; e wy sdo linearmente independentes. Como
sao linearmente independentes as autofungoes uy e us .

Com isso, os funcionais {f};, fis, f4} sdo L.I's. Logo,pela proposigao [2.2]

temos que Ay é um autovalor estavel com multiplicidade m = 2.
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Temos assim, verificado todas as hipéteses do teorema [2.2) para familia

A(q) = —Au+ q(z,y)

logo, o conjunto dos autovalores proximos de g com multiplicidade 2 formam

uma subvariedade de codimensao 2.
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Capitulo 4

Apeéndice

4.1 Autovalores de um operador Eliptico

Nesta secao apresentaremos, de forma resumida, a teoria espectral para ope-
rador Laplaciano. A exposicao serd feita tal como em [4].
Seja um operador Eliptico L na sua forma divergente

n

Lu= = 3 (@), +qu

ig=1
onde a¥ € C>*(U) (i,j = 1,...,n)

Vamos considerar a equagao com condicao de fronteira de Dirichlet abaixo:

Lu= femU

(4.1)
u = 0em U,

onde f € L*(U).
Definicao 4.1 Considere:

1. A forma bilinear associada ao operador eliptico acima definida por:

(4.2) Blu,v] = / > a0, + quudz

2. Nés dizemos que uma funcao v € H}(U) € uma solugdo fraca para a
equacao 4.1 se

(4.3) Blu,v] = (f,v)

25



onde v € HY(U) e (-,-) representa o produto em L*(U).

Apresentaremos a seguir o Teorema de Lax-Milgran cuja a principal finalidade

é garantir a existe da solucao fraca para a equacao 4.1}

Teorema 4.1 (Teorema de Lax-Milgran)
Assuma que

B:HxH—=R

¢ uma forma bilinear, para qual existem as constantes o, 5 > 0 tal que
()| Blu, v]| < allull |v]|(u,v € H)

(i0)Bllull? < Blu,] (u € H)

Finalmente, se f : H — R é uma funcional linear continuo em H.

Entao existe um unico elemento u € H tal que
(4.4) Blu,v] = (f,v) Vve H

O proximo resultado mostra que a forma bilinear associada ao operador L

satisfaz as hipétese do Teorema de Lax-Milgram.

Teorema 4.2 FExistem as constantes o, 3 >0 e v > 0 tal que
()| Blu, v]| < allullmy o lvllm )

e

(ii)5||u||§{5((]) < Blu,u] +7llull72p,

Para todo u,v € HY(U).

Do teorema [£.2] seguird o teorema de existéncia de solugoes fracas.

Teorema 4.3 (Primeiro teorema de existéncia de solugoes fracas)
Existe v > 0 tal que para cada p > 7 e cada funcio f € L*(U) existe uma

tinica solugao fraca w € HY(U) para

Lu+pu= fem U

(4.5)
u=0 em OU,

O teorema a seguir é uma aplicacao da teoria de Fredholm para operadores

compactos ao operador L.
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Definicao 4.2 (i)O operador L*, a forma adjunta de L, é

(4.6) L*v = — Z (a7vz,)a; — Z Vo, + (c — Z b..)v;
ij=1 i=1 i=1

previsto que b' € CY(U) (i=1,...,n).

(ii) A forma bilenar adjunta

(4.7) B*:Hy x Hy(U) = R

¢ definida por

(4.8) B*[v,u] := Blu, ]

Para todo u,v € Hy(U).

(ii)Dizemos que v € H}(U) € solugdo adjunta fraca do problema

L'v=fem U

(4.9)
v=0 em OU,

munido B*[v,u] = (f,u) para todo u € HL(U).

Teorema 4.4 (Segundo teorema de existéncia de solucoes fracas)

(i) Precisamente uma das sequintes afirmacaoes:

ou

( para cada fe L2(U)
(4.10) existe uma unica solucdao fraca u do problema

. () Lu=f em U
«

\ u=0em U

Senao
existe uma unica solugao fracau Z O0do problema homogéneo

(4.11) Lu=0 em U

) uw=0em OU
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(i) Alem disso, se a afirmagdo ¢ verdadeira, entdo dimensdo do subespago
N C H}(U) da solugdo fraca de (B) € finita e igual a dimensdo do subespago
N* C H}(U) da solugdo fraca de

L*v=0em U

(4.12)
v=0 em OU,

(iii) Finalmente, o problema com condigao de bordo do problema (o) tem

solugao fraca se, e somente se
(4.13) (f,v) =0 para todo v € N*.

A dicotomia[f.10 e ¢ a alternativa de Fredholm.

Como o operador L é simétrico, a forma bilinear associada B[,] também
é simétrica, ou seja, Blu,v] = Blv,u]. Finalizaremos a se¢ao apresentando as

propriedade espectrais do operador L.

Teorema 4.5 (Autovalores de um operador Eliptico)
i)Cada autovalor de L € real.
ii)Alem disto, se reparticionarmos cada autovalor de acordo com sua multipli-

cidade, teremos que

Z{Ak}i"zl

onde 0 < A\ <Xy < A3< ... e\ — 00 quando k — oo
i11) Existe uma base ortonormal {wy}32, de L*(U), onde wy € HY(U) € a au-

tofuncao associada a N\, que satisfaz

Lwy, = Mowy, emU
w =0 em OU

para k=1,2,...
Lembre-se que wy, € C=(U)ewy, € C*(U) quando OU € suave.
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