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Resumo

Na primeira parte desta tese calculamos, em termos da curvatura média e do angulo de
contato, a curvatura Gaussiana de superficies isometricamente imersas em 3—variedades
Riemannianas de contato homogéneas. Também calculamos o Laplaciano do angulo de
contato. Como aplicacao caracterizamos o Toro de Hopf como a tnica superficie conexa
e compacta isometricamente imersa, com angulo de contato e curvatura média ambos
constantes, em uma classe de 3—variedades homogéneas simplesmente conexas com grupo
de isometrias de dimensao quatro. Apresentamos ainda condic¢oes suficientes, em termos
do angulo de contato, para imergir isometricamente superficies nestes ambientes. Na
segunda parte, apresentamos condigoes necessarias e suficientes para que um produto
warped admita estrutura de quase soliton de Ricci gradiente. Além disso, alguns resul-

tados de existéncia e rigidez sao apresentados.

Palavras-chave: Angulo de contato, Variedade Homogénea, Curvatura Gaussiana,

Produto warped, Quase soliton de Ricci.



Abstract

In the first part of this thesis, we calculate the Gaussian curvature of surfaces iso-
metrically immersed in homogeneous contact Riemannian 3-manifolds in terms of mean
curvature and contact angle. Moreover, we find the Laplacian of the contact angle and,
as an application, we characterize Hopf’s torus as the unique connected and compact sur-
face in the class of homogeneous and simply connected 3—manifolds with isometry group
of dimension 4 which has both constant mean curvature and contact angle. Furthermore,
we present sufficient conditions to isometrically immerse surfaces in these 3-manifolds.
In the second part, we present necessary and sufficient conditions for warped product to
admit the structure of gradient almost Ricci soliton. Besides that, some results about

existence and rigidity are presented.

Keywords: Contact angle, Homogeneous manifold, Gaussian curvature, Warped Pro-

duct, Almost Ricci soliton.
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Introducao

Esta tese é constituida de duas partes distintas. A primeira trata sobre superficies

imersas em 3-variedades de contato homogéneas.

Uma estrutura de contato sobre uma 3-variedade suave M? é dada por uma 1-forma
n globalmente definida em M? tal que dn tem posto igual a 2 sobre a distribuicao de
contato § = Ker(n). Ao par (M3 n) vamos nos referir como variedade de contato.
A dualidade de 1 define um tnico campo vetorial £ chamado campo Reeb. Quando
consideramos uma superficie 3 imersa em (M3, 7), obtemos um importante invariante
geométrico, tradicionalmente denotado por 3, e chamado o angulo de contato no ponto

p € X que corresponde ao complementar do angulo entre os planos 4, e T,,%.

Recentemente, Gomes e Cui mostraram em [24] uma férmula para a curvatura Gaus-
siana de uma superficie orientada isometricamente imersa na esfera de Berger S? _ que
envolve o angulo de contato. Isto permitiu-lhes concluir que, na classe das esferas de
Berger com k — 472 > 0, uma superficie CMC conexa e compacta com angulo de contato
constante é necessariamente um Toro de Hopf. O caso particular da esfera unitaria S* foi
estudado por Gomes em [23], onde ele provou que o Toro de Clifford S*(r) x S*(v/1 — r2)
¢ a unica superficie com curvatura média e angulo de contato ambos constantes em
S3. Para isso, Gomes se baseou no artigo de Montes e Verderesi [30] que caracteriza as

superficies minimas em S* com angulo de contato constante.

Observamos que a esfera de Berger S? _ é um caso particular das variedades de contato
homogéneas 3-dimensionais (M?,7) que sao variedades que admitem um grupo de Lie
G conexo agindo transitivamente como um grupo de difeomorfismo sobre M que deixa

a forma 7 invariante.

Em [34] Perrone mostrou que variedades Riemannianas de contato homogéneas sim-

plesmente conexas 3-dimensionais (M?,7,g) sao grupos de Lie, em que (1,g) é uma



estrutura de contato com métrica g invariante a esquerda. Usando a classificacao dos
grupos de Lie 3—dimensionais feita por J. Milnor em [29], Perrone classificou tais varieda-
des no caso em que M? é um grupo de Lie unimodular. Neste caso, existe um referencial

ortonormal {fi, fa, f3} na élgebra de Lie g de M satisfazendo

fi,fol=cfs, [P fsl=rfi e [fs,fi] =1fa (1)

No caso em que M? é nao-unimodular, o referencial satisfaz
[f17f2]:bf2+2f3a [anf;]:O € [.f37f1]:lf2' (2)

Para estudar a geometria de uma superficie ¥ isometricamente imersa em (M3, 7, g)
usamos como ferramenta principal o método do referencial moével. Escolhemos um re-
ferencial ortonormal {fi, fa, f3} por rotacio de um angulo a de f; e fo, deixando fs
fixado, de modo que campo wvetorial caracteristico f; € T> N em uma vizinhancga
aberta W = {p € ¥ : B(p) # £5} de um ponto nao-singular. A descri¢ao precisa de a

¢ dada na Secao [1.2.1}

Os dois principais objetivos desta primeira parte sao: calcular a curvatura Gaussiana
de ¥ em termos do angulo de contato [ e da curvatura média H, bem como calcular
o Laplaciano do angulo de contato. A fim de fazer isso, consideramos o referencial

adaptado {ey, ez, e3} em W, dado por

e1=/f1, ex=sinffa+cosfBfs e e3=—cosffy+sinffs, (3)

isto é, e; e ey sao tangentes a superficie X. Note que e; estd bem definido em W, visto
que a distribuicio (£)* sobre M® é nao integravel. Por esta razao, nés trabalhamos
apenas em YV e entao estendemos as férmulas obtidas a todos os pontos de ¥, uma vez
que, pelo Teorema de Frobenius, o complementar W¢ = {p € ¥ : f(p) = 2} tem

interior vazio e portanto ¥V é denso em ..

Utilizando o referencial em provamos que: Para o caso em que Y é uma su-
perficie orientada isometricamente imersa em uma variedade Riemanniana de contato
homogénea unimodular simplesmente conexa (M3, 7), a curvatura Gaussiana em W é

dada por
1 : : 1 : .
K=- <2H + 5(1 — ) sm2asmﬁ> (52 + 5(1 — ) sm2@smﬁ>

1 2
— ‘Vﬁ — (g +-(l—-r) 0082a>61 + Sue

2




e o Laplaciano do angulo de contato é calculado por

AB = —2Hy — tan B{(2H + B2)* 4+ (=1 + ¢)(=p1 + ¢+ (I — 7) cos 2a)

_ %((l — 1) sin 2a cos B)Q + (I = r)ag cos2accos B} + Qe

onde
Sue 1= — 5([ — 1) By sin 2asin B — (ciep — ces) sin® B — [cos® a(ezep — ley)
+ sin® a(cocz — rep)] cos? B,
1 2H
Que i=— =l —7)[(2—3cos? ) <—+52> + cos 302 + 2a | sin 2«
2 os 8
— [cos? afesey — ley) + sin? acaes — 1e1) — (crea — ces)] sin B cos 3,
e

1 1 1
¢ = §(c+l—r), cg = §(C—l+7’), c3 = 5(—0—1—1—1—7’), a; = e;(a), Bi == ei(B), Hy == ea(H).

Para o caso em que X é uma superficie orientada isometricamente imersa em uma variedade
Riemanniana de contato homogénea nao-unimodular simplesmente conexa (M3, 1), a curvatura

Gaussiana em W é dada por
l 2 . . . .
K=- ‘Vﬁ — (1 + 5COS2O¢>€1’ — <2H + ism2asmﬁ> (52 + ism2asmﬁ> +S
e o Laplaciano do angulo de contato é calculado por

AB = —2H, — tan B{(2H + (2)* + (—B1 + 2)(—B1 + 2 + L cos 2a)

1
— §(lsin 2a:cos )2 + lag cos 2a cos B} + Q,

onde

(l2+l—b2—3)sin25—<l_2)

S: 1 1

((31+2) cos? a — (I — 2) sin* @) cos® B

l
+ 2bl cos asin S cos 3 — 552 sin 2« sin 3,

2H + (B9

9 ::(52 + 4)sin S cos f — é{SiHQOK(z - 3C0$26)< cos 3

) + sin 2c cos 852

+ 2ar sin 2« + 2((l —2)cos’a + 2) sin 3 cos 3 — 2bcos a(sin’ § — cos? 5)}

Nossa primeira aplicagao sera no contexto de imersoes isométricas de superficies em espacos

homogéneos Riemannianos 3—dimensionais simplesmente conexos com grupo de isometrias de



dimensao 4, que ja estdo completamente classificados e sdo tradicionalmente denotados por
E(k, 7). Mostramos que os Toros de Hopf sao rigidos na classe de superficies CMC orientadas,

conexas, compactas e angulo de contato satisfazendo 0 < 8 < § em E(k,7), k — 472 > 0.
Outra aplicagao diz respeito a um cléssico problema em geometria Riemanniana. A saber:

Em que condicdes uma superficie geométrica pode ser isometricamente imersa em uma

dada variedade Riemanniana?

Em [I9] Benoit Daniel obteve uma condicao necessaria e suficiente para uma superficie X
ser localmente imersa isometricamente em E(x, 7). As equagoes de Gauss e Codazzi juntas com
outras duas equagoes sao o que Daniel chama de equagoes de compatibilidade da superficie 3
em E(k, 7). Nosso préximo resultado estabelece condigbes suficientes, envolvendo o dngulo de

contato, para uma superficie ¥ ser isometricamente imersa em E(k,7)(k > 0,7 # 0).

Mais precisamente, sejam Y uma superficie orientada simplesmente conexa, J a rotacao de
um angulo § sobre T'Y, e; um campo vetorial unitdrio sobre X, {e1, e2 = —Je1} um referencial
mével em X e {61, 62} seu coreferencial associado. Considere duas fungoes suaves 3 : ¥ — [0, §),

H :¥ — R e duas constantes £ > 0,7 # 0 satisfazendo a equacao
AB = =2H; — tan B{(2H + B2)* + (=1 + 27)* + (r — 47%) cos® 5},

onde f; = e;(3). Suponha que a conexdo Riemanniana de ¥ é dada por Ve; = 6;5e; para
1,7 =1,2 e a1 = tan B[(2H + [2)01 — (B1 + 27)02]. Entao existe uma imersao isométrica de
em E(k,7) tal que e; é o campo caracteristico, 5 é o angulo de contato de ¥ e H é a curvatura
média da imersdo. Além disso, esta imersao é tnica a menos de isometria global de E(k, 7)

preservando ambas as orientacoes da fibra e da base da fibracao.

A segunda parte da tese, trata da construcao de quase solitons de Ricci que sdo realizados

como produto warped.

Nos ultimos anos muita atencdo tem sido dada as métricas Einstein e suas generalizacoes,
como os solitons de Ricci, os quase solitons de Ricci e as métricas m—quase-Einstein. Nesta
rica literatura, podemos observar que existe uma relagao entre estas métricas e os chamados
produtos warped. Por exemplo, em [12],26] mostra-se que um produto warped é uma variedade
Einstein se, e somente se, a sua base é uma m—quase-Einstein métrica. Em [14] Bryant cons-
truiu um soliton de Ricci estacionario com o produto warped (0, 4+00) x ¢ S™, m > 1, em que a
funcao warping f é radial. Apesar da classe de produtos warped ser bastante extensa, ressal-
tamos que nao existe produto warped Einstein compacto com funcao warping nao-constante
se a curvatura escalar é nao-positiva [26]. Em [25] os autores estudam as métricas m—quase-

Einstein para caracterizar produtos warped quando a base é localmente conformemente flat.



Em [41] mostra-se algumas condigdes para que a funcao potencial dependa apenas da base
assim como as fibras sdo necessariamente variedades Einstein. Além disso s&do apresentadas
todas as solugoes no caso em que a variedade é um soliton de Ricci estacionédrio com base con-
forme a um espaco n—dimensional pseudo-Euclidiano sob a acao de um grupo de translacoes
(n — 1)—dimensional e com fibra Ricci-flat. Para maiores detalhes sobre métricas Einstein e
suas generalizagoes ver [2, [12], [14] [40].

Os quase solitons de Ricci foram introduzidos por Pigola, Rigoli, Rimoldi e Setti em [40],
onde essencialmente os autores modificaram a definicao de soliton de Ricci adicionando a
condicao sobre o parametro A ser uma funcao suave. Os quase solitons de Ricci estao estreita-
mente relacionados com os produtos warped. Por exemplo, um quase soliton de Ricci gradiente
localmente conformemente flat, na vizinhanca de qualquer ponto regular da fungao potencial,
¢ localmente um produto warped com fibras de curvatura seccional constante [13]. Em [40]
sao construidos quase solitons de Ricci que sao realizados como produto warped Einstein, com

base unidimensional e fibras Einstein.

Nessa direcao, consideramos um produto warped M = B" x y F"* com duas funcoes suaves
P € C®(M) e A € C®(B) tais que (B™ x s F™, V), \) seja um quase soliton de Ricci gradiente,
com H(Vy) € £(B) e V(Vy) € £(F). Entao ¢ = ¢ para alguma fungao ¢ € C®(B) e a

equacao
m
f

é valida para as fungoes f, ¢ e A definidas em B. Aqui estamos usando as notagoes e termi-

—o\dp + d((z —m—n)A+ V|2 — Ap — w(f)) —0,
nologias de Barret O’Neill em [31].

As condigbes necessarias para que um produto warped admita estrutura de quase soliton

de Ricci gradiente sao dadas pelo seguinte resultado:

Seja Ml = B" x; ™, m > 1, um produto warped, ¢ e A funcoes suaves em B tais que

(B" xy F™, V@, \) seja um quase soliton de Ricci gradiente. Entao
BRic+ H? = Agp + ?Hf
e "Ric = pgr com pu satisfazendo
p=A2 4 FAf + (m = DIV = fVa(f).

Na sequéncia provamos um resultado geral para aplicarmos na construgao de produtos

warped quase solitons de Ricci:

Seja (B", g) uma variedade Riemanniana onde estao definidas trés fungoes suaves f > 0, A



e ¢ satisfazendo

Ric+ V% = \g + %VQf (4)

m

FVe(f) =0, (5)

para constantes m,c € R, com m # 0. Entao f, A e ¢ satisfazem

— 2dy + d((z —m—n)A+ |Vl — Ap —

AP FAf+ (m =DV = fVe(f) = p, (6)

para uma constante y € R.

O resultado a seguir mostra uma maneira de como construir um quase soliton de Ricci

gradiente produto warped:

Seja (B™, gp) uma variedade Riemanniana com trés fungoes suaves f > 0, A e ¢ satisfazendo
e (B). Tome a constante p satisfazendo () e uma variedade Riemanniana (F™, gr) com
tensor de Ricci FRic = ugr e m > 1. Entdo (B" Xy F™ Vo, :\) é um quase soliton de Ricci

gradiente produto warped, onde p = pomw e A= \o.

Como aplicagao do resultado acima, seja R™ o espago Euclidiano com coordenadas x =
(1,...,2,) e métrica g;; = 625(5@', onde & = Z?:l o;x;, o; € Ren > 3. Considere uma
variedade Riemanniana (F™,gr) com tensor de Ricci Ric = ugr e m > 1. Entdo (R™ x;

F™ V@, ) é um quase soliton de Ricci gradiente produto warped com fibra F Ricci flat, onde

foef, p= e Gmmon)

(2 —m—”)e—Qf
2 2

E+cy e A=c+ 5

para algumas constantes ci e cs.

Concluimos esta tese provando o seguinte resultado de rigidez: Seja Ml = B" x; F™ um
produto warped com duas fun¢oes suaves ¢ € C*°(M) e A € C*°(B) tais que (B™ x ¢ F™, V), A)
seja um quase soliton de Ricci gradiente com A < 0 e f atingindo um méaximo e um minimo.
Entao M reduz-se a um produto Riemanniano desde que A(p) < A(q), onde p e ¢ sdo os pontos

de maximo e de minimo de f, respectivamente.



Capitulo 1

Superficies imersas em 3—variedades

de contato homogéneas

O principal objetivo deste capitulo é apresentar uma féormula para a curvatura Gaussiana
de superficies orientadas imersas isometricamente em variedades de contato homogéneas de
dimensao trés simplesmente conexas em termos do angulo de contato e também a expressao do
Laplaciano do angulo de contato. Estas férmulas permitem mostrar que as tinicas superficies
CMC conexas, compactas e com angulo de contato constante em E(k,7), & — 472 > 0, sdo
os Toros de Hopf. Obtemos também uma condicao em termos do angulo de contato para que

exista uma imersao isométrica de uma superficie ¥ em E(k, 7).
1.1 Preliminares

Nesta secao, apresentamos alguns resultados e defini¢bes da teoria cldssica de geometria Ri-
emanniana, com o intuito de permitir um melhor entendimento desta tese. Omitimos as
demonstragoes para deixar a leitura mais fluente e por se tratarem de resultados bem conhe-

cidos na literatura.

1.1.1 Variedades de Contato: Definicao e Exemplos

Uma estrutura de contato sobre uma (2n + 1)-dimensional variedade diferencidvel M é
uma distribuicao suave § C TM de codimensao 1, que é maximamente nao-integravel no
seguinte sentido: Exigimos que § seja localmente definida como § = Ker(n) com uma 1-forma
diferencial n que satisfaz n A (dn)™ # 0 em todo o seu dominio de defini¢ao. Se uma tal 1-forma

existe globalmente sobre M, entao esta é chamada de uma forma de contato sobre M. Uma



variedade munida de uma estrutura de contato é chamada de variedade de contato.

Um conceito fundamental é o de campo vetorial Reeb de uma forma de contato n que
representaremos por ¢. Como uma forma anti-simétrica de posto méximo 2n, a forma dn tem
nicleo 1-dimensional para cada p € M. Por conseguinte, a equacao dn(§,-) = 0 define um
unico campo de linhas (£) sobre M. A condigao de contato n A (dn)™ # 0 implica que n é
nao-trivial sobre este campo de linhas, de modo que um campo de vetores global estd definido
pela condigdo de normalizagao adicional n(§) = 1. Representaremos por (1, g) ou (n,9,§, ) a

estrutura Riemanniana de contato de M, onde ¢ é um tensor global do tipo (1,1) tal que

$€) =0, ¢*=-I+n®¢
e a métrica g pode ser tomada de modo que
n(X) =g(& X), (dn)(X,Y)=g(X,0(Y)), 9(X,d(Y)) = —g(6(X),Y).
Em particular, a distribuicao de contato 6, em p € M3 é precisamente,
5p = {v e T,M?: g(&,v) =0}
e definimos o angulo de contato como segue:

Definicao 1.1. Seja ¢ : ¥ — M3 uma imersio isométrica de uma superficie ¥ em uma
variedade de contato M. O dngulo de contato B no ponto p € ¥ € o complementar do angulo

entre o plano 0, da distribuicio de contato 6 e o plano tangente T,3.

Deste modo ¥ admite uma folheagao singular, a qual é chamada de folheagao caracteristica.
Em cada ponto singular p € ¥ o plano tangente 7,% coincide com J,. Nos pontos nao-
singulares, T N § define um campo de linhas. A folheagdo é determinada por este campo de

linhas. Para maiores detalhes recomendamos [, [7].



Observagao 1.1. A ndo integrabilidade da distribuicdo de contato § seque do Teorema de
Frobenius expresso em termos de formas diferenciais. De fato, considere uma distribuicdo D
sobre M3 e o ideal

I(D) = {w € QM?); w se anula em D},

onde QM?) = @}_ QF(M?) ¢ a dlgebra de Grassman sobre o anel das fungoes C™(M3).
Quando I(D) € fechado para a diferenciacdo, isto é, dw € I(D) sempre que w € I1(D), entdo
ele € chamado de ideal diferencial. Temos a segquinte versio do Teorema de Frobenius: Uma
distribuicao D ¢é integrdvel se, e somente se, I1(D) é um ideal diferencial. Portanto, fizrado
um campo de vetores & € TM3, para que a distribuicio D = (€)*+ sobre M seja integrdvel é
necessario e suficiente que n ANdn =0, em que n € a 1-forma dual de £. Em particular, sen é
a 1-forma de contato em M3, seque que 6 = Ker(n) é nao integrdvel uma vez que n A dn # 0

sobre M.

Por exemplo, na esfera Euclidiana unitéria S* ¢ R* a 1-forma de contato é dada por n(z) =
—xodxy +x1dws — v4dr3 + x3d24 € O campo &() = (—x2, 1, —24,73) é tal que (&)L = Ker(n),
onde x = (w1, 2, 23,274) é 0 vetor posicio em S3. Neste contexto j4 é conhecido o seguinte

resultado:

Teorema 1.1 ([23]). Seja ¥ uma superficie orientada imersa em S* com dngulo de contato B.

Entao a curvatura Gaussiana de Y € dada por
K = (VB> + 261 + 2H ),
onde B; = e;(B) e H € a curvatura média da superficie. Além disso, o Laplaciano de 8 satisfaz
AB = —2Hy — tan B[(2H + B2)* + (1 + 2)?),
onde Hy = dH (e3).

Como consequéncia deste fato, Gomes [23] provou que o Toro de Clifford S!(r) xS (v/1 — 72)

é a tinica superficie com curvatura média e angulo de contato ambos constantes em S3.

Exemplo 1.1. Considere a esfera unitdria S® com campo Reeb & dado acima. A Esfera de

Berger, denotada por Siﬁ, ¢ a esfera unitdria S munida da métrica
4 472
9er(X,Y) = [(X,7) + (F= - 1) (X, (v ). (1.1)

onde {, ) é a métrica candnica sobre S3, k >0 e T # 0 sio duas constantes.

Baseado nas técnicas usadas na prova do Teorema Gomes e Cui obtiveram o seguinte:



3

.- com angulo de contato

Teorema 1.2 ([24]). Seja ¥ uma superficie orientada imersa em S

8. Entao a curvatura Gaussiana de % € dada por
K = —(|VB+7e1|? + 2H"By) + 72 + (k — 47%) sin? 5, (1.2)
onde H® ¢ a curvatura média da imersao, 3; = e;(B8). Além disso, o Laplaciano de 3 satisfaz
AB = —2HS — tan 3 [(2Hb 4 Bo)? + (B +27)2 + (K — 47%) cos? B, (1.3)
onde HY = eo(HY).

Com este teorema, Gomes e Cui concluiram que, na classe das esferas de Berger com
k — 472 > 0, uma superficie CMC conexa e compacta com angulo de contato constante é

necessariamente um Toro de Hopf.

1.1.2 Variedades Homogéneas 3—dimensionais

Os espagos homogéneos sao uma generalizagao natural das formas espaciais. Uma varie-
dade Riemanniana é homogénea se seu grupo de isometrias age transitivamente, isto é, para
cada par de pontos do espaco existe uma isometria que leva um ponto no outro. Os espagos
homogéneos Riemannianos de dimensao trés que sao simplesmente conexos estao completa-
mente classificados (ver [35]) e sdo, salvo alguns exemplos excepcionais, grupos de Lie munidos
com métrica invariante & esquerda. Estes espacos tem grupo de isometrias de dimensao seis,

quatro ou trés.

Seja M uma variedade Riemanniana simplesmente conexa 3—dimensional com grupo de
isometrias 4-dimensional. De acordo com a notacao padrao, estes espagos sao representamos
por E(k,7), onde k e 7 sdo constantes e k — 472 # 0. E(x,7) é uma submersio Riemanniana
7 : E(k,7) — M?(k) sobre um espago forma 2-dimensional M? (k) e as fibras, isto é, a imagem
inversa de um ponto p € MQ(H) por 7, sdo as trajetorias de uma campo vetorial Killing &, cha-
mado de campo vetorial vertical. Quando 7 = 0 as variedades E(k, ) podem ser classificadas
como M?(k) xR, com M?(k) = S? se k > 0 e M?(k) = H? se k < 0. Se 7 # 0, E(k,7) é a esfera
de Berger se k > 0, o espaco de Heisenberg se kK = 0 e o recobrimento universal I/DTS’TJ(Q,R) se

k< 0.

Em [19] mostra-se que toda variedade E(x, 7) (localmente) admite um referencial ortonor-

mal {f1, fo, f3} onde fi, fa sdo horizontais e f3 = £, satisfazendo

i, o) =27fs, [ffsl=5f e [fs, /il = 5fo
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para 7 # 0.

Em [19] Benoit Daniel obteve uma condigao necesséria e suficiente para uma superficie 3
ser localmente imersa isometricamente em E(k,7). As equagoes de Gauss e Codazzi, neste
caso, envolvem a segunda forma fundamental, a projecao T' do campo Killing £ sobre o espaco
tangente de ¥ e a componente normal v do campo vertical £. Além delas aparecem duas outras
equacoes que sao consequéncia do fato do campo £ ser paralelo. Tais equacoes juntas com as
equacoes de Gauss e Codazzi sao as chamadas equagoes de compatibilidade da superficie X em

E(k, T). Mais precisamente Daniel provou o seguinte teorema:

Teorema 1.3 ([19]). Sejam (3, (-,-)) uma superficie Riemanniana orientdvel simplesmente
conexa, V a sua conerdo Riemanniana, J a rotagdo de 5 sobre TS e S um (1,1)~tensor
simétrico em TY. Sejam ainda T € X(X) e v uma funcdo suave sobre ¥ tal que | T|*+v? = 1.
Entao existe uma imersdao isométrica f de ¥ em E(k,T), tal que o operador de forma com

respeito ao campo de vetores normais N associada a f €
df o Sodf!

e tal que & satisfaz & = df (T) + vN se, e somente se, ({-,-),S,T,v) satisfazem as equagdes de

Gauss e Codazzi para E(k,T) € as sequintes equagoes
VxT =v(SX —71JX), dv(X)+(SX —-7JX,T)=0 VX € X(2).

Neste caso, a imersdo € unica a menos de isometrias globais sobre E(k,T) que preservam a

orientacdo de ambas as fibras e da base da fibragdo.

1.1.3 Grupos de Lie

Um grupo de Lie é um grupo com uma estrutura de variedade diferencidvel de modo que
a aplicacao produto

p:(r,y) €EGxG—ryed

¢ diferencidvel ([18]).

Sao intmeros os exemplos de grupos de Lie, contudo veremos apenas os de nosso interesse

comegando com os grupos lineares
GL(n,R) = {A € M,xn(R);detA #0} e GL(n,C) ={A € M,,x,(C);detA # 0}

que sao grupos de Lie com a operacao de multiplicagao usual de matrizes.

11



Uma maneira bastante pratica de verificar se um determinado grupo é um grupo de Lie é
por meio do seguinte fato: Se H é um subgrupo fechado de um grupo de Lie G entao H é uma

subvariedade de G e consequentemente um subgrupo de Lie de G.

O grupo de Heisenberg de dimensao 3 é o grupo

1 a b
Nil3=<¢A€GLB3,R); A= 0 1 ¢
0 0 1

Observe que Nils é a imagem inversa do valor regular I da projecdo candnica ¢ : M3 — T},
onde T; é o subespaco das matrizes triangulares inferiores. Portanto, Nilg é um subgrupo
fechado do grupo de Lie GL(3,R).

O grupo unitério U(n) = {A € GL(n,C); AA* = 1} e o grupo especial unitdrio SU(n) =
{A € U(n);detA = 1} sao subgrupos de Lie de GL(n,C). Nao ¢ dificil verificar que podemos
representar SU(2) da seguinte maneira

a —b ) )
SU(2) = ;a,be Colal” +b]* =1,
b a
de modo que, topologicamente, SU(2) = S3.
O grupo de Lie das matrizes 2 x 2 com entradas reais cujo determinante é 1, é denotado
por SL(2,R), isto é SL(2,R) = {A € GL(2,R);detA = 1}. Podemos escrever SL(2,R) da
seguinte forma

a b
SL(2,R) = jad —be =1
c d

SL(2,R) é um grupo de Lie de dimensao trés. O quociente SL(2,R)/{Id,—1d} também é um
grupo Lie denotado por PSL(2,R) e seu recobrimento universal é denotado por ]337/(2, R).
Os trés exemplos de grupos de Lie acima fazem parte dos Espagos de Bianchi-Cartan-
Vranceanu (BCV-espagos). A métrica em tais espagos é dada do seguinte modo: Seja m um
parametro real. Denotaremos por M o R? se m > 0 e por M = {(z,y,2) € R3; 2% +¢? < —%}
caso contrario. Considere em M a seguinte familia a 2-parametros de métricas Riemannianas

invariantes a esquerda

(1.4)

dz? + dy? I ydx —zdy
ds%m = + ( ] ),

dz + =
[1+ m(z2 + y2)]2 3 [1 4+ m(z2 + y2
onde [,m € R. Estas métricas sao conhecidas hd muito tempo e podem ser encontradas na
classificagdo de métricas homogéneas 3—dimensionais dadas por L. Bianchi em 1897 [5] na

forma descrita acima em E. Cartan, ([II] p. 304) e em G. Vranceanu ([50], p. 354). O
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interesse geométrico nestas métricas reside no seguinte fato: a familia de métricas (|1.4) inclui
todas as métricas homogéneas tridimensionais cujo grupo de isometrias tem dimensao 4 ou 6,
exceto para aquelas de curvatura constante negativa. Em particular temos que, se [ # 0, M é

isométrico a
(i) Nils, se m = 0;

(ii) SU(2), se m > 0;
(iii) SL2(R), se m <0 .
O grupo Euclidiano E(2) é o conjunto dos movimentos rigidos do plano Euclidiano que pre-
servam a orientagao. Este grupo é um subgrupo fechado de GL(3,R) e portanto um subgrupo

de Lie com o produto usual de matrizes. F/(2) pode ser representado do seguinte modo

cost —sint «x
E(2) = sint cost y |; tesSh,z,yeR
0 0 1

Seja E(2) o recobrimento universal de E(2). Entdo E(2) é isomorfo a R? com a operacao de

grupo

(x,y,2) % (T,7,Z) = (x + Tcosz —ysinz,y + Tsinz + ycosz,z + Z).

O grupo Lorentziano E(1,1) é constituido pelos movimentos rigidos do espago bidimensi-
onal de Minkowski que preservam orientacao. Este grupo é um subgrupo de Lie do grupo de

Lie GL(3,R) e pode ser representado da seguinte maneira

cosht sinht =z
E(1,1)={ A= sinht cosht y |[;A€ GL(3,R)
0 0 1

Um fato importante para o estudo da geometria dos grupos de Lie é que o seu espaco
tangente a um ponto é isomorfo a algebra de Lie do grupo. Outro fato importante é que para

cada elemento a de um grupo de Lie G, as aplicacoes

Ly,: G - G R,: G —- G

g — ag g — ga

sao difeomorfismos implicando que as respectivas diferenciais dL,—1 : TG — TeG e dRy-1 :

T,G — TG sao isomorfismos.
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Uma métrica Riemanniana em G é invariante a esquerda se

(u,v)g = (d(La)gu, d(La)gV) 1., (g)

para todo a,g € G, u,v € T,G, isto é, se L, é uma isometria. Analogamente, definimos
métricas Riemannianas invariantes a direita. Dizemos que um campo diferencidvel de vetores

X em um grupo de Lie G ¢ invariante a esquerda se dL, X = X para todo a € G.

Uma 4lgebra de Lie consiste de um espago vetorial g munido de um colchete [+, ] : gxg — g,
que é bilinear, anti-simétrico e satisfaz a identidade de Jacobi ([42]). Por exemplo, para o grupo
linear GL(n,R), a dlgebra de Lie g := gl(n;R) é formada pelas matrizes reais n X n com o
colchete dado pelo comutador de matrizes [A, B] = AB— BA. A seguir, apresentaremos apenas
os exemplos de dlgebras de Lie que sao de nosso interesse. Outros exemplos podem ser visto
em [42].

A algebra de Lie de Nils é dada por

0 = y
bs=SAecM3;A=| 0 0 z |[;z,9,2€R
0 0 0
e tomando em b3 a seguinte base
010 0 00 0 0 1
fi=looo|, f=|l0oo0 1|, fsi=|o0o0 o0
0 00 0 00 0 00
teremos que
fi. fol = f3, [fo, 5] =0, [fs, fi] =0. (1.5)

O espacgo das matrizes anti-hermitianas su(2) = {A € GL(2,C); A+ AT =0,trA =0} é a

algebra de Lie do grupo especial unitario SU(2) e uma base para este espago é dada por

que satisfaz
[fi. ol =fao [ fol=F. [fs, il = Fo.

Para o grupo especial linear SL(n;R) sua dlgebra de Lie é o conjunto das matrizes de trago
nulo e é denotada por sl(n;R). Para o caso n =2, SL(2;R) é um grupo de Lie de dimensao 3

e uma base para sl(2;R) é dada por
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de onde tem-se:

[f1. fol = =2fs,  [fa. sl =2f1. [fs, il = 2fa

Finalmente, as dlgebras de Lie dos grupos FE(2) e E(1,1) sao dadas por

0 z vy
¢(2)=¢A€GLB,R;A=| —z 0 =z
0 0 O
e
0 =z y
¢(1,1)=¢ AeGLB,R;A=| =z 0 =z )
0 0 0
respectivamente.

Consideremos constantes estritamente positivas A1, Ao € A3 e

- 1 ~ 1 ~ 1
fi = —(—sinz0; + cosz0y), fo=—0., [f3=—/(cosz0;+ sinzdy),
Ao A3 A1
um referencial invariante & esquerda sobre ¢(2) e
. 1 < 1 : 1

0.

(ezacz: + e_zay)’ fz=

fi= (—€°0z +e770y), fa=

AV2 A2v/2 A3V/2

um referencial invariante a esquerda sobre ¢(1,1). Entao, em ¢(2) temos as seguintes relagoes

[flvfﬂ = 03f37 [f27f3] = lel: [f3,f1] =0.

com c3 = )\2&3 >0ec = )\;\/2\3 > (0. A métrica Riemanniana invariante & esquerda determinada

pela condicio de {f1, f2, f3} ser ortonormal, é dada por
2 : 2 220 o 2, 12,72
IO 2e,hg) = A1(cos zdx + sin zdy)” + A\j(— sin zdx + cos zdy)” + A\3dz”.

Em [35] mostra-se que qualquer outra métrica invariante & esquerda sobre E (2) é isométrica a
uma métrica gy, a,x;) COM A1 > Ay >0 e A3 = ﬁ ou A\; = Ay = A3 = 1. Claramente, E(2)

com a métrica g(1,1,1) € isométrico ao espago Euclidiano 3—dimensional.

Por outro lado, em ¢(1,1), {fl, f, fg} satisfaz

fi,f2) =0, [fo,fa]l=cifi, [fs fi] = cofe
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com ¢ = AL S (e Cco = — ’\2, < 0. A métrica Riemanniana invariante & esquerda determi-
A2)3 A1)3

nada pela condicio de {f1, fo, f3} ser ortonormal, é dada por

A2 A2
I 2 0s) = 71(—6*"6&6 +e*dy)® + f(e’zdx + e*dy)? + N3d2>.

Novamente em [35] mostra-se que qualquer outra métrica invariante a esquerda sobre FE(1,1)
é isométrica a uma métrica g, x, x;) COmM A > Ay >0e A3 = ﬁ
Dados um grupo de Lie G e uma variedade diferencidavel M. Uma ac¢do a esquerda de G

em M é uma fungdo que associa a cada g € G uma aplicagao
a(g) : M — M,
que satisfaz as propriedades
1. a(1) = Idy;
2. a(gh) = a(g) o a(h).

Dado p € M, sua 6rbita por G é o conjunto G -p = {g-p € M; g € G}. Dizemos que a agao
é efetiva se Ker(a) = {g € G;a(g) = idy} = {1} e que é transitiva se M é uma érbita de G,
isto é, para todo par de elementos p,q € M, existe g € G tal que a(g)p = q.

1.1.4 Grupos de Lie unimodulares e nao-unimodulares

Um grupo de Lie é unimodular se sua medida de Haar é invariante a esquerda e a direita.
Do ponto de vista infinitesimal, esta definicio nao é nada apropriada, mas para o caso 3—
dimensional J. Milnor d4 uma versao mais adequada que serve perfeitamente para os fins deste

trabalho. Relembremos brevemente esta versao.

Seja g uma &lgebra de Lie 3—dimensional orientada com um produto interno (-, -). Denote-

mos por X a operagao de produto vetorial do espago vetorial (g;(-,-)). A operagao
X:gxXg—g
¢é anti-simétrica e é unicamente determinada pelas seguintes condigdes:
(i) (X, X xY)=(Y, X xY) =0,
(i) |X xY]?= (X, X)(VY) - (X,Y)?,

(iii) Se X e Y sao linearmente independentes, entao det(X,Y, X xY) > 0,
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para todo X,Y € g.

Por outro lado, o colchete de Lie
[]:gxg—g

é também uma aplicacao bilinear anti-simétrica e comparando estas duas operacoes, obtemos

um endomorfismo linear Ly : g — g que é unicamente determinado pela férmula
H“Q(X X Y) = [Xa Y]a
para todo X,Y € g.

Observagao 1.2. Essa operacdo de produto vetorial na dlgebra de Lie g pode ser pensada
como o produto vetorial em R3. A saber: Seja {f1, f2, f3} wma base ortonormal de g. Dados

dois campos X,Y € g, temos que
X=Xifi e Y=Yf;. (1.6)

onde X; = (X, fi) e Vi = (Y, fi). Ressaltamos que aqui e em toda esta tese, estaremos uti-
lizando a notacdo convencional de soma em que indices repetidos corresponde a uma soma

correspondente a este indice. Calculamos entdo X XY pelo determinante da sequinte matriz

fi fo f3
X1 X9 X3
i Y2 Y3

ou seja, X XY = (XQ}/:; — }/QXg)fl + <X3Y1 — YE;Xl)fQ + (Xl}/g — YlXQ)f3. Nao é dif’fcil

verificar que as propriedades (i), (it) e (#ii) citadas acima sao perfeitamente satisfeitas.

Agora, seja G um grupo de Lie 3—dimensional orientado munido com uma métrica Rie-
manniana invariante & esquerda. Entao, a métrica induz um produto interno sobre a algebra
de Lie g e no que diz respeito a orientacao em g induzida a partir de G, o endomorfismo L é

unicamente determinado. A unimodularidade de G é portanto caracterizada pela seguinte:

Proposicao 1.1 (Lema 4.1 de [29]). Seja G um grupo de Lie orientado 3—dimensional munido
de uma métrica Riemanniana invariante ¢ esquerda. Entao, G € unimodular se, e somente se,

o endomorfismo Ly € auto-adjunto com respeito a métrica.

Se L := Ly é auto-adjunto, entao existe uma base ortonormal { fl, fg, fg} de autovetores, tal

que L(f1) = If1,L(f2) = rf2,L(f3) = cfs. Trocando-se f; por —fi caso necessario, podemos

17



assumir que esta base fi, fa, f3 estd orientada positivamente. A operacdo do colchete é dada

por [fi, f;] = L(fi x f;) = L(fx), de onde obtemos
(i fol =cfs, [ ol =10, s fil =rfe (1.7)

A seguir, veremos uma caracterizacao de grupo de Lie ndo-unimodular. Seja G um grupo

de Lie e g sua algebra de Lie. Denotemos por ad a representacao adjunta de g,
ad : g — End(g),

definida por ad(X)Y = [X,Y]. Em seguida, pode-se ver que tr(ad); X — tr(ad(X)) é um

homomorfismo da algebra de Lie na dlgebra de Lie comutativa R. O nticleo
u={X egltr(ad(X)) =0}

¢ um ideal de g que contém o ideal [g, g].

Agora, considere em G uma métrica Riemanniana invariante & esquerda (-,-) e conside-
remos u’ o complemento ortogonal de u em relacdo & esta métrica. Entdo, o teorema do
homomorfismo implica que dim(ut) = dim(g/u) < 1. Um critério de unimodularidade co-
nhecido (ver[29]) é que um grupo de Lie G munido de uma métrica invariante a esquerda é
unimodular se, e somente se, u = g. Com base neste critério, o ideal u é chamado de ntcleo

unimodular de g. Em particular, para um grupo de Lie G 3—dimensional nao-unimodular, seu

nucleo unimodular u é comutativo e é 2—dimensional.

As possiveis algebras de Lie ndo-unimodulares de dimensao 3 sao descritas pelo lema a

seguir:

Lema 1.1 (Lema 4.10 de [29]). Seja G um grupo de Lie nao-unimodular de dimensdo trés,
muntdo com uma estrutura Riemanniana de contato invariante a esquerda. Entdo a dlgebra

de Lie possui uma base fl, fg, fg satisfazendo
[fi. ol =bfa+2fs, [fo.fs] =0, [fs, fi] = 1fo. (1.8)
E importante ressaltar que as relagoes ((1.7) e (1.8) determinam completamente a dlgebra

de Lie de G. Elas serao fundamentais para a aplicagao da técnica utilizada neste trabalho.

1.1.5 Variedades de Contato Homogéneas

Uma variedade de contato (M, n) é homogénea [9] se existe um grupo de Lie conexo G

agindo transitivamente e efetivamente como um grupo de difeomorfismos sobre M que deixa
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a forma de contato 7 invariante. Se g é a métrica associada a 7, dizemos que (7,g) é uma

estrutura de contato homogénea sobre M.

Observagao 1.3. Dada uma acdo diferencidvel ® : G x M — M, uma k-forma diferencial n
em M € invariante por G se para todo g € G vale ®yn = n onde ®yn € o “pull-back”definido
por (X1, Xi) = n((Pg)«X1,. .., (Pg)Xp).

Esta classe estende a classe das variedades de contato dadas pelas esferas (2n — 1)—
dimensionais. Goldeberg [21] mostra que a esfera é a tinica variedade de contato homogénea
simplesmente conexa que pode ser munida de uma métrica de contato invariante de curvatura
seccional positiva. Isso vem do fato de toda variedade Riemanniana homogénea ser completa
e portanto compacta quando sua curvatura seccional é positiva. Mais recentemente, foi pro-
vado em [36], [37] que as esferas S, S e a variedade de Stiefel T (S?) sdo as tnicas variedades
n—dimensionais (n = 3,5) compactas simplesmente conexas que admitem uma estrutura de
contato homogénea.

Em [34] Perrone estudou variedades Riemannianas de contato homogéneas tridimensionais
e provou o seguinte resultado: Seja (M?,7, ¢) uma variedade Riemanniana simplesmente conexa
de contato homogeénea. Entdao M? é um grupo de Lie G e (1, g) é uma estrutura Riemanniana

de contato invariante a esquerda.

Mais precisamente, Perrone apresentou a seguinte classificacao:

(1) Se M é um grupo de Lie unimodular, entdo M? serd um dos seguintes grupos:

Nils se W=|r||=0
SU(2) se 4v2W > ||7||
M* = ¢ E(2) se 4v2W = |||

PSL(2,R) se —||r|| # 4vV2W < ||7|
E(1,1) se 4/2W = —||7||

onde W é a curvatura escalar Webster e [|7|| é o invariante da tor¢ao introduzida
por Chern e Hamilton [I7] em seus estudos de variedades Riemannianas de contato

3—dimensional.

Neste caso, existe sobre a algebra de Lie de M?, uma base ortonormal de { fl, fg, fg}

satisfazendo (1.7). Se {w1, w2, w3} é a base dual de {fl, fa, fg} Entao

—~
U
S

w
~
=
=

I
[\Sl[e}

(dws)(fi, fj) =0 para (i,5) # (1,2),(2,1)
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Assim, w3 serd uma forma de contato se ¢ # 0, a estrutura Riemanniana de contato

invariante & esquerda ¢ determinada por € = fs, ¢f1 = fa, dfa = —f1, ¢€ = 0.

(2) Se M é um grupo nio-unimodular, sua &lgebra de Lie admite um referencial ortonormal
{f1, fo, f3} satisfazendo (L.8) onde f3 = & ( isto é, ws serd uma forma de contato),
fi = —¢(f2) € ut e b # 0. Em particular, quando [ = 0, M® é um espaco forma

Sasakian de curvatura seccional holomorfa constante.

Dois resultados foram primordiais para a prova desse teorema feito por Perrone. O primeiro
é devido a K. Sekigawa [45] onde ele mostra que se (M3,7, g) é uma variedade Riemanniana
simplesmente conexa de contato homogénea, entdo ou M3 é um espago simétrico ou (M3, g)
é isométrica a um grupo de Lie munido de uma métrica invariante a esquerda. O segundo é
devido a J. Milnor [29] que fornece uma completa classificagao dos grupos de Lie unimodulares

3—dimensionais em fung¢ao dos sinais dos autovalores r,[ e c.

1.1.6 Equacgoes de Estrutura

Nesta subsecao, estabeleceremos as equagoes de estrutura em um conjunto aberto W de
uma superficie ¥ imersa isometricamente em uma variedade Riemannina tridimensional M?.
Para o que segue, M? serd sempre uma variedade Riemanniana tridimensional com métrica
(-,-) e derivada covariante D.

Novamente alertamos que, por praticidade, quando nao houver possibilidade de confuséo,
usaremos daqui em diante a convengao de somatério de Einstein, isto é, indices repetidos
significardo uma soma. As principais referéncias para esta subsegao sao [15] e [16].

Sejam { f1, fo, fg} um referencial mével e {wy, we, w3} suas formas duais, também chamadas
de coreferencial, isto é w;( fj) = 0;;. Entao, dado X = z; f;, teremos

wi(X) = wj(zi fi) = miw;(fi) = z; = (X, ;).

Representa-se a métrica de M? por ds? = > w?, onde w? = w; ® w;. Além disso, do fato
de (f;, f;) = 05, segue que (Df;, j;) = —(ﬁ-,ij) onde aqui DJf; é pensado do ponto de vista
tensorial ou derivada covariante ao longo de alguma curva em M?>. Agora, para cada i = 1,2,3
fixado, defina

Df; = wi; f;.
As 1-formas w;; sdo chamadas de formas de conexao do referencial {f1, f2, f3}. Note que

Dx fi = wi;(X)f;
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VX € X(M). Logo,
wij(X) = (Dx fi, fj),
implicando que wij(fk) = <Df~kﬁ-,fj> e w;j = —wj;. Observe que fazendo i = j, obtemos
wy; = 0.
O fato crucial no método do referencial mével é que as formas w; e w;; satisfazem as

equacoes de estrutura de Elie Cartan dadas por
dw; = wi ANwy, e dwij = wi A\ wy;, 1,5,k =1,2,3. (1.9)
A primeira é obtida através de um calculo direto sobre a férmula
dw(X,Y)=X(w(Y)) - Y(w(X)) —w([X,Y]), (1.10)

para toda 1-forma w e X,Y € X(M), enquanto que a segunda segue por derivagao da primeira.

A introdugao da curvatura em uma variedade Riemanniana via o método do referencial
movel, se dd observando que d(dw;) = 0 e portanto
0 = d(wi ANwy)
= dw;j Nwj —w;j N dw;
= dwj Nwj —wij A (wji A wy)
= dwijj Nwj — wip A wg; N\ w;

= {dwij — WiE N\ wkj} A wj.
Para cada i,j convém definir a 2—forma bilinear alternada
Qij = dwij — Wik N\ Wiy (1.11)

E imediato que Qij satisfaz:

Qij = —jS e Qij Nw; = 0. (112)
Além disso, podemos escrever Qij na base das 2—formas, isto é,

Qij == fimwr Aw, (1.13)
k<l

Sabemos que o conhecimento das fungoes locais f;jx = Qij( fx, fi) determinam completamente
as 2—formas QZ-]-. Por isso é conveniente analisarmos que tipos de propriedades estas funcoes

satisfazem.
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Inicialmente, observe que de (L.12)), fijxr = —fjiri. Ademais, com a condicao que fijn =

— fijik, podemos escrever a equagao (|1.13) como

1
Q; = —§fijklwk N wy. (1.14)

Das equagoes ([1.14) e (1.12)) resulta

fijk:le AN wg Aw; = 0.

Desta tltima equacao, da propriedade f;jr = — fjir e da condigao f;j = — fijuk, obtemos
fijkr + firt; + fujk = 0, que permite deduzir a seguinte igualdade f;jr = friij-
Logo as funcgoes f;;r satisfazem as mesmas propriedades das funcoes componentes Rijkl do

tensor curvatura R de M dado por
R(X,Y)Z = DxDyZ — DyDxZ — Dix y|Z. (1.15)

Na verdade, uma conta direta sobre a equacao Qij(fk, f) = (dw; —wis/\wsj)(fk, f1) mostra
que Qij( fk, fl) = Rijkl. Por isso Qij sao chamadas as formas de curvatura de M no referencial
{fi}.

A seguir, considere Y uma superficie e ¢ : ¥ — M uma imersao isométrica. Dado um
ponto p € ¥, escolheremos uma vizinhanca W C ¥ de p de tal modo que ¢ restrita a U seja
um mergulho. Seja V' C M uma vizinhanga de p em M tal que V' D (W) e que em V seja
possivel escolher um referencial ortonormal {e;}, i = 1,2,3, adaptado a ¢, isto é, restrito a
©(W) os vetores e1, eo sdo tangentes a p(W). Aqui faremos a convengao usual de identificar

W C X com p(W) C M.

Sejam {6;} e {6;;} as formas duais e as formas de conexao associados ao referencial {e;},

respectivamente. Em V temos que estas formas satisfazem as equagoes de estrutura ((1.9),

ET) « @3,

As restrigoes destas formas a W C V satisfazem as mesmas equagoes de estrutura e, como

o referencial é adaptado, #3 = 0 em W. Decorre dai que
0=dbs =03 N0;

e pelo lema de Cartan,

91'3 = hijﬁj, hi]’ = h]l (1.16)

A forma quadratica

hUHl &® 9]'
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é a segunda forma fundamental de ¥. As equacoes de estrutura de ¥ sao dadas por
df; = 91']' VAN 9]', Hij = —Gj'
e a equagao de Gauss e Codazzi sao, respectivamente,

QZ']' = dGU —0;a N QAJ‘ = d@u — 01 N\ tgkj — 03 A 03j = Qij — B3 A ng

Qig = dbiz — Oix N\ Oz = d(hij0;) — O N hyj05 = hiji0k N 0;

onde

h kﬂk = dhl] — hk‘jelk — hlkﬁjk

ij]|
Usando as notagoes classicas

1._ 1
Opa = iRBACDeC NOp e Qj = -Rjibp N0

2

as equagoes de Gauss e Codazzi sdo reescritas, respectivamente, como:

Rjrii = Rjgii + hixhji — hijhig
hijik — hik)j = —Rijks-

A Curvatura Gaussiana K e a Curvatura média H de X sdo, respectivamente,

K = Ri212 e 2H = hi1 + ha.

1.2 Resultados Principais

(1.17)

(1.18)

(1.19)

(1.20)

(1.21)

Seja ¢ : ¥ — M? uma imersdo isométrica de uma superficie orientada ¥ em uma variedade

Riemanniana de contato homogénea (M, 7). Nesta se¢@o, obteremos os dois principais resulta-

dos deste capitulo, isto é, a curvatura Gaussiana K de ¥ em termos do angulo de contato 5 e

da curvatura média H e o Laplaciano A do angulo de contato.

1.2.1 Escolha do Referencial Adaptado

Na construcio do referencial adaptado {e;} em [24], os autores admitiram que f; € TSN

na vizinhanca W C ¥ de um ponto nao-singular p € ¥. Porém, pode acontecer fi ¢ T¥No,

o que na verdade é mais plausivel de se esperar. Neste caso, a ideia entao é obter, a partir de

uma rotagao de { fi, fg}, um outro referencial ortonormal {f1, fo} de modo que f; € TX N 4.
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A rotacdo da qual trata o pardgrafo anterior se dé do seguinte modo: Primeiramente,
consideramos uma fungao suave a: YW C ¥ — R onde «a(p) é a determinagao, em radianos, do
angulo orientado entre f; e o campo de linhas definido por 1,2 N 60p. Tomemos & : M — R
uma extensao suave de o a M e escrevamos u = cos@ e t = sin& (observe que u|y, = cosa
e t|x = sina). Deste modo, o referencial ortonormal {fi, f2, f3} em (M?3,7) obtido como no

Lema [1.2] a seguir, é tal que f1 € TXNJ em W.
O préximo resultado fornece as relacdes entre os colchetes [f;, fj] e [fi, f5].
Lema 1.2. Seja (M3, 1) uma variedade Riemanniana de contato com referencial ortonormal

{fl,fg,fg} e campo vetorial Reeb &€ = fs. Considere {fi, fo, f3 = fg} outro referencial orto-

normal em M dado por

f cosa  sina fi

)

fo —sina& cos& f~2
onde & € uma funcdo suave sobre M. Entdo,
[f1, fo] = —(uay + tag) f1 + (tad1 — ude) fo + [f1,f2]
[f2, fa] = Gsfr — t{f1, f3] + ulfo, fi]
[f3, 1] = ulfs, il + t[fs, fo] + dsfa,

onde, por simplicidade escrevemos &; = fi(&), u = cos@ e t = sina.

Demonstrac¢ao. Primeiramente, notemos que

Crud=1, th+wy =0, uy—ty=q

e
bil :uf1~+ ’tfz~ (1.22)
fo=—tfi+ufs

Entao,

Jilzufl_th (1.23)
fo=tfi+ufo

Assim,

[f1, fo] = = ufi(6) fr + th1(w) fr + 62 [f1, fo] + ufa(w) fo — wfo(w) 1 — €[f2, fi]
— tf2() i + thi(0) fa + tha(w) fo — ufa(t) fo
=(—uty + tur) fi + [f1, fo] + (uur + tt) fo — (uatp + to) f1 + (tug — ute) fo
=—afi — asfo + 1, fo]
= — (udy + ta2) fi + (ta1 — ud) fo + [f1, fo,
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[fa, 3] = Fa(©fr = fs(w) fo = tLf1, f3] + ulfa, fi]
= t3f1 —usfo —tf1, fo] + ulfo, fi]
= (tau—ugt) fi — (st + ugu) fo — t[f1, f3] + ulfo, f3]
= asfi —tf1, fs] + ulfo, fi]

e
[fs. f1] = ulfs, fil + fs(u) fi + tifs, fo] + f3(t) f
= ulfs, fi] +t[fs, fo] +usfi + tafo
= ulfs, fil + tfs, fo] + (ugu+ tst) f1 + (tsu — ugt) fo
= ulfs, fi] +tfs, o] + asfo
completando a prova do lema. ]

As relagoes (|1.7) no caso em que M é unimodular e ([1.8) no caso nao-unimodular, sao
alteradas quando o referencial {f;} é obtido a partir de uma rotacao de {f;}, conforme mostra

o seguinte corolario
Corolario 1.1. Nas condi¢coes do Lema|l.4, se M ¢ unimodular entdo
[f1, fo] = = (G1u+ Qat) f1 + (G1t — Gou) fo + cf3

[fo, f3] =1 +ru + a3) f1 +ut(l —r) fo (1.24)

[f5, f1] =ut(l — 7) f1 + (lu? + vt + a3) fo.

Enquanto que se M € nao-unimodular teremos

[f1, f2] = = (1w — (b — a2)t) f1 + (G1t 4 (b — do)u) fo + 2f3
[f2, fa] =(18 + a3) fr + wtl f (1.25)
[f5, f1] =utlfi + (lu* + as3) fo.

E claro que as formas w; e w;; sao alteradas assim como as relacoes entre as mesmas.
Na esfera de Berger (que é um exemplo de grupo unimodular) acontece algo peculiar, estas
relagoes nao dependem dessa rotagao (ver Lema 1 de [24]). Motivado pelas equagoes e
, provamos o seguinte lema de carater geral:

Lema 1.3. Seja M? uma variedade Riemanniana com um referencial ortonormal {f1, f2, f3}

satisfazendo

[f1, fo] = Mfi+ Xafe + X3 fs, [fo, f3] = i + 72 k2, [fs: fil = o1fi + 02 f2 (1.26)
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onde A\;i,7; e 0; sGo fungoes suaves em M. Entdo a diferencial das formas duais associadas w;

sao dadas por

dw; = —M\wi Aws + grwy A ws — y1wa A ws
dwy = —Xawi Aws + w1 A w3 — Yowz A ws (1.27)
dws = —A3wi; Aws

e as formas de conexao de Levi-Civita w;; sao expressas por

wiz = —Awi — Aws + p3ws
w3 = QW1 — fawW? (1.28)
W23 = MH1W1 — Y2W2

onde pi1 = (A3 — 1+ 02), pt2 = 33+ 71 — 02) e 3 = 2(=A3 + 71 + 02).
Demonstragao. Pela equagao ((1.10f), temos que

dw; = =Y " wi([fj, fe])w; A wp.
i<k
Assim:
dwy = —wi([f1, f2))w1 Awz —wi([f1, fs])w1 A wg —wi([f2, f3])we A ws

= —Mwi Aws + grwi A ws — 1wz A w3,

dwy = —wa([f1, f2])w1 Awa —wa([f1, f3])w1 A ws — wa([f2, f3])wa A w3

= —Xowi Aws + gow1 A w3 — yowz A ws,
dws = —w3([f1, fa])wi Awa —w3([f1, f3])w1 A ws —w3([f2, f3])w2 A w3
= —A3wi A ws
provando deste modo ([1.27)).
A seguir, determinaremos as 1-formas de conexao w;j. Sabemos que:
wij = wij(fr)wr,
onde, cada w;;(f) é obtido de (1.27) e da igualdade
dw;(fr, f;) = wij(fx) — wir(f;).
Assim,
dwi(fi, f2) = wi2(f1) —wii(fo) = wia(fi) = =M
dwa(fi, f2) = waal(fi) —wa(fa) = wia(fa) = — X2
dws(f1, f2) = wsa(f1) —wzi(fo) = wiz(f2) —was(fi) = —A3
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Similarmente, concluimos que:

w13(f1)
wa3(f2)

= 01, w13(f3) = 0, QU23(f1)—{—w12(f3) = 09,
= 72, wa(fs) = 0, wis(fe) —wi(fs) = —n,

Resolvendo o sistema

obtemos que

was(f1) = %(92 -1 +A3) , wiz(fe) = %(02 —71—A3) e wifz)= %(92 + 71 — A3),

wiz(f2) — w3 (f1) = —A3
wiz(fo) — wi2(f3) = —m
waz(f1) +wi2(f3) = 02

0 que conclui a prova do lema.

Se conhecermos os colchetes de Lie entre campos de uma referencial ortonormal de uma
variedade Riemannina M, estas determinam diretamente a conexao Riemanniana e portanto o
tensor curvatura. Dito isto, consideraremos uma variedade Riemanniana M? que admite um

referencial ortonormal {f;} satisfazendo (1.7) ou (L.8) e determinaremos seu tensor curvatura

R.

Lembremos que a conexdo de Levi-Civita D de M é descrita pela férmula de Koszul

UDxY,Z) =Y (X, Z) + X(Y, Z) — ZIX,Y) + (X,Y], Z) + ({2, X],Y) + ([Z,Y], X).

Uma vez que

obtemos

o o o O o O O O
S S S S S S o
w0 R w 14 w 1 o R o 1 o R —_ =t 13

Dfifj = Z<Dfifj7 o) Fes
k

([f2, fi), f) o + (s £, Fi) £
(Uor P o) o Ul i) o) (Ui o) )+ (U L o) Vs

%{<[f3,f1],f2> + <[JE2, f3]7f1> + <[f27f1],f3>}f2 + ([f37f1],f3>f3
<[f~17 f?]v f~1>f1 + %{@El, f2}7f3> + <[f37f1]>f2> + <[f37 f2}7f1>}f3
<[f1,f2],f2>f1 =+ <[f3,f2],f2>f3

1

§{<[f37 Fals ) + (s fsl, fa) + (U, Fol, BV Yo+ (s, fal, o) fs
(UFusJob o) ot U0 Jol o)+ (o i) ) + (U ol i)V
S, Tl o) + (U o o)+ (1o, ol Tl i+ (o ol b
(Lfr, f31, £3) fo + ([ e, f3], £3) f
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Logo, se {f;} satisfaz (T.7]), obtemos

Difi = 0, Djfo = afs, Djfs = —af,
Dih = —afs, Difs = 0, Dy fs = cfi, (1.30)
Dyfi = csfa, fo = —afi, Dpfs = 0,
onde
a = 3(c=1l+7r), e = S(c+l-r), ¢ = 3(—c+l+7)
e se { fi} satisfaz (L., temos
fo = 0, D~1~2 = %(14‘2)]?3, D~1~3 = -1+ 2) fa,
Dpfi = —bl+3(0-2)fs, Dpf = bfi, Difs = —3(—-2)f1, (131)
Dfol = 11-2)f, Dj o = —3(1-2fi, Dpfs = 0

O tensor curvatura de M é definido por (1.15)) e portanto se { ﬁ} satisfaz (|1.7]), obtemos a
partir de (|1.30]) que

R(fi,f2)fi = (cico—ces)fo, R(f1,fo)fa = —(crco —ces)fi,
R(fa, f3)fo = (cocs—rer)fs, R(fo, f3)fs = —(cocs —re1)fo, (1.32)
R(fi,f3)fi = (cser —lea)fs, R(f1, f3)f —(cze1 — lea) fi

e se { fZ} satisfaz (1.8]), segue de ([1.31)) que

R f)fi = ~bfs— (5 -0 +1-38)fo, RUALRE = (5-02+1-3)f,
R(fo f3)fo = —1(- )f3, R(f2, f3)fs = 2(1—2)%f,
R(fi,fs)fi = —bifa+ <Z—2><31+2>f3, R(fi, fs)fs = —L(1-2)381+2)f1.

(1.33)

Agora, se {f;} é um outro referencial ortonormal em M obtido como no Lema é evidente
que sua derivada covariante é alterada. O objetivo do préximo Lema ¢é determinar a curvatura

Riemanniana de M neste novo referencial.

Lema 1.4. Seja (M?3,n, g) uma variedade Riemanniana de contato homogénea com referencial
ortonormal {f1, fa, f3} e {f1, f2, f3} um outro referencial ortonormal em M obtido como no

Lema[1.3 Se M é unimodular, entdo

(R(fi, f2)f1, f2) = cica — ces,

(R(f1, f2) f1, f3) = 0,

(R(f1, f3)f3, f1) = —u*(czer — lea) — E(cacs — rey), (1.34)
(R(f1, f3)f3, f2) = —ut[es(l —r)+leg —ren],

(R(f1, f2)fa, f3) = 0,
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onde
= 3lc+l=1), o = Fe—1l+7), 3 = F(—c+l+r),

u et sio como no Lema[l.1l E, se M € nao-unimodular,

(R(f1, f2)f1. f2) = —(Z—b2+l—3>
(R(f1, f2)f1, f3) = —blu,

(R(f1, f3)fs: f1) = —%(1—2){4lu2—(l—2)}7
(R(f1, f3)f3, f2) = 1(1—2)ut,
(R(f1, f2) fos f3) = DIt

Demonstragao. A partir de ([1.22]), nao é dificil obter as seguintes relagoes:

R(f1, f2) fr = uR(f1, f2) fi +tR(f1, f2) f,
R(f1, f3)fs = uR(f1, f3) f3 + tR(f2, f3) f3,
R(f1, f2)f2 = uR(f1, f2) f2 — tR(f1, fo) f1.

Assim, teremos:

(R(f1, f) 1, f2) = wWR(fr, f2)f1, f2) + UR(f1, f2) fos f2),

= WR(f1, fo)fi. —tf1 + ufo) + {R(f1, fo) fo, —tf1 + ufo),

= u2<R(f17f2)f17f2>_t2<R(f1’f2)f27f1>7
= (R(A. DA F2)
<R(f1’f2)f17f3> = u<R(flﬂf2)f17f3>+t<R(f17f2)f27f3>7

3)f3 1) + HR(fa, f3) f3, 1)

f) ufi +tfa) + €R(fa, f3) f3,uf1 + o)

fa,uft) +w(R(f1, f3) fs, /o)

)f3,ufr) + R (fa, f3) f3, tf2)
ut(R(f1, f3) fs, f2)

1) + (R (f2, f3) f3, fa)

(R(f1, f3)f3, f1) = w(R(A
= uw(R(fi
= u(R(f1, f3)

+(R(fa, f3) f:
= W(R(f1, f3) ~3, fiy+
+ut(R(f2, f3) f3,

';U I

&'1) \/ &'1) \/

(R(f1, f2) f2r f3) = w(R(f1, f2) fo, f3) — {R(f1, f2) f1, f3)
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(R(f1, f3) fa fa) = wW(R(f1, f) fa, fo) + €(R(fa, f3) f5, f2)
= (f f3) fa, —th +ufo) + H(R(f2, f3) f3, —tf1 + ufo)
= —ut(R(f1, fs) f, f1) + W (R(f1, [3) 3, J2)

—C(R(f2, f3) f3, 1) + w(R(f2, f3) f3, fa)

Finalmente, se M é unimodular, usamos (|1.32)) e obtemos (1.34]), e se M é nao-unimodular
usamos (|1.33]) e obtemos ((1.35]) e desta forma concluimos a prova do lema. O

Construiremos um referencial adaptado em um aberto W = {p € ¥ : B(p) # £5} C ¥ em
termos do angulo de contato 8. A fim de tratarmos os casos unimodular e ndo-unimodular
simultaneamente, consideraremos um referencial ortonormal {f;} em M que satisfaz .
Admitiremos ainda que f3 = £ e que f; € TYX N na vizinhanga de um ponto nao-singular
pE .

Considere o referencial adaptado {e1, ez, e3} em W C X, dado por

e1 = f1, ey=sinffy+cosffs e e3=—cosfBfy+sinffs, (1.37)

isto é, e; e ey sao tangentes a superficies. Seja {01,602,6035} o correspondente coreferencial

associado, ou seja
01 = w1, 0O =sinpws + cosPws e O3 = —cosPwsy + sin fws. (1.38)
Uma vez que 3 = 0 quando restrita & X, temos que cos fws = sin fws, e portanto
wy =601, wo=sinfly e w3z = cosfBOs. (1.39)

Vamos inicialmente determinar as formas df;. Comecemos com
df; = dw
= wig AN w2+ wiz A ws
= w2 Asin B0y + (01w — paws) A cos B6

= senf-wia A0y + o1 cosB01 A 0. (1.40)

Agora, df, é a partir da igualdade
dfy = cosfBdfS A wsy + sin fdwy — sin BdB A w3 + cosBdws
= sin Bdws + cos - dws
= sin f(wa1 A w1 4+ waz A ws) + cos f(wsy A wy + wsz A ws)
= sinf(wa1 Awi + (w1 — Yow2) A ws)

+ cos B((powa — o1w1) Awi + (Yows — pwi) A ws)
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que simplificando-a obtém-se

dfy = sinf(wo1 A wi + pwr A ws) + cos B(pawe A wy — prrwi A wa)
= sinf(wa A wi + pwy Aws) + (p2 + p1) cos Bwa A wy

(
(
= sinB(wa1 A b1 + w101 A cos Bba) + (2 + p1) cos Bsin B2 A b4
= sinf(wa1 A 01 — p1cos B02 A 01 + (2 + p11)cosfba A 6y)

(

= sin fB(wa1 + pg cos 63) A 6. (1.41)
Finalmente, dfs é obtida de

dfs = sinfBdfS A wy — cos fdwsy + cos Bdf A ws + sin fdws
= sinfdf A wy — cos f(war A wy + waz A ws)
+ cos Bdf N ws + sin B(ws1 A wy + w2 A ws)
= sinfBdB A wy — cosﬁ(wgl Awy + (prwr — ywa) A wg)
+ cos BdB A wg + sin B((pows — o1w1) A wy + (yawg — pwy) A ws)
= sinfdf A wy — cos f(wa A wy + prwy A ws)

+ cos Bdf N ws + sin B(pawe A wi — prwy A wa)
que simplificando, obtemos

dfs = sinBdp A wo — cos Pfwor A wy — 1 cos fwy A ws
+cos BdB A ws — (1 + p2) sin fwr A we
= sin® BdpB N Os — cos Bwar A 01 — g cos? 601 N 64
+ cos? BdS A Oy — (1 + o) sin® 81 A By
= dB Ay — cos Bwa Ay — (1 cos® B+ (1 + pio) sin® B)01 A Oy
= dB Ay —cos fway A0y — (p1 + pasin® B)6; A by (1.42)

Para obtermos as formas de conexao 6;;, observemos que segue de ([1.37):

Dey = cosBdBfs +sin 8D fs — sin BdBfs + cos BD f
= cos Bdp fo + sin B(wa1 f1 + wa3f3) — sin BdBfs + cos f(ws1 f1 + w32 f2)
= (sin Bwar + cos Bwsy) fi + (cos Bf2 — sin Bf3)(dB + ws2).
= (sin Bwar + cos B(—o1w1 + pows))er — (dB — prwr + Y2w2)es.

= (sin fwgy — cos B(0101 — posin 302))er — (df — 1601 + 2 sin 3603)es.
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Des = sinfdfBfo — cos BD fo + cos BdBf3 + sin BD f3

= sinBdBf2 — cos B(wa1 f1 + wasf3) + cos BdBf3 + sin B(ws1 f1 + w32 f2)
= (= cos Bwa1 + sin fwsy) f1 + (sin Bf2 + cos Bf3)(dB + ws2).

= (—cos Bwar — sin B(o1wr — paws))er + (df — pwr + y2ws)es.

= (—cos fwg — sin B(0101 — po sin 302))er + (dB — 161 + 2 sin 3603)es.

Portanto,

021 = sinPBway — cos B(0101 — po sin Bb)
031 = —cosPwsa — sin B(01601 — o sin B603) (1.43)

O30 = dfB — p101 + 2 sin 303.
Usaremos ainda as seguintes identidades:

0 = dfs(e1, ea) = P1 + cos fwai(e2) — po sin? 8 — 1. (1.44)

021(e2) = sinBwai(e2) + a2 cos Bsin 3
= tan ((cos Bway (e2) + p2 cos? )
= tan (cos Bwai (e2) — p2sin® 5 + p2)
(=81 + p1 + p2)
(=B1 + A3).

= tanf(—

= tanf

1.2.2 Coeficientes da Segunda Forma Fundamental e Equacoes

de Codazzi

Seja ¢ : ¥ — M? uma imersdo isométrica de uma superficie orientada ¥ em uma variedade
Riemanniana de contato homogénea (M?, n). Suponha que M admita um referencial ortonormal

satisfazendo ((1.26)) e que {e;} seja um referencial ortonormal adaptado a ¥ dado por (1.37).

Para o célculo da curvatura Gaussiana K de YW C X sdo necessarios os coeficientes da

segunda forma fundamental da imersao ¢. O proximo Lema nos fornece esses coeficientes.

Lema 1.5. Os coeficientes da seqgunda forma fundamental de 32 sao dados por

hll = COS 521)21(61) + 01 sinﬁ, h22 = —ﬁg — Y2 sinﬁ e hlg = —ﬁl + 1.
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Em particular, a curvatura média H € expressa por
2H = cosﬂwgl(el) — P+ (Ql — ’)/2) sin 3. (145)
Demonstragao. Segue diretamente de ([1.16]) e (1.43) que

hi1 = 613(e1) = cos Bwai(er) + o1 sin
has = 023(e2) = —P2 — y28inj

hia = Bi3(ez) = cos Bwar(e2) — pasin® B = —B1 +

onde na tultima igualdade de hi2 usamos a identidade (1.44}), concluindo deste modo a prova
do lema. 0

A fim de obtermos o Laplaciano do angulo de contato AS, faremos uso das equagoes de

Codazzi que por sua vez necessitam dos valores de RL., = (R(e:,er)e;, e;), valores estes que
q p Uk 10 9 9 q

sao dados pelo proximo lema.

Lema 1.6. Seja ¢ : X — M uma imersao isométrica de uma superficie orientada > em uma
variedade Riemanniana de contato homogénea (M, n). Suponha que M admita um referencial
ortonormal satisfazendo e que {e;} seja um referencial ortonormal adaptado a ¥ dado
por . Se M € unimodular, entdo sobre ¥ temos

Ry = —(c1e0 — ce3) sin® B — [cos® a(eser — leg) + sin? a(cacz — re1)] cos? B,

R3,5 = [cos® a(cser — leg) + sin® a(cacz — 7e1) — (crca — ce3)] sin B cos B,

— 1
R%u D) sin 2afc3(r — 1) + leg — req] cos B.

onde c¢1,c2 e c3 sao como no Lema[l.]l Enquanto que, se Ml é nao-unimodular, teremos

R; —(l2+l—b2—3)'2 ~ =2 o (31 4+ 2) — sin® (i — 2)) cos?
212 = (7 sin” 3 1 (cos” (3l + 2) — sin” a )) cos” 3

+ 2bl cos asin 5 cos 3,
R35 = {I[(1 — 2) cos® a + 2] — b* — 4} sin B cos B — bl cos a(sin® B — cos® B),

_ 1
R3, = blsinasin f — (1 — 2)5 sin 2« cos 3.
Demonstracdo. Sabendo que Réjk = (R(ej, ex)ei, 1), segue de (1.37), que

R}y = (R(e1, e2)ea, e1)
= —(R(f1, f2) f1, f2) sin® B+ (R(f1, f3) f3, f1) cos® 3
- 2<R(f17 f2)f1> f3> SiHﬁCOSﬂ,

33



Riyy = (R(er, e2)en, e3)
= —{(R(f1, f3)f3: fr) + (R(f1, f2) f1, fo)} sin B cos 3
+(R(f1, f3) /1, f2)(sin® B — cos? ),
R315 = (R(e1,e2)e2, e3)

= (R(f17f2)f27f3> Sinﬁ - <R(f17f3)f37f2> COSB'

Agora a prova do lema segue diretamente do Lema O

Lema 1.7. As equagdes de Codazzi da imersdo ¢ : X — M sao dadas por

0= (A3 —2u1)sin Bwai(e1) + (—(01 +12)B1 + 2p101) cos B
—sin Ble1(12) — (v2 + 01)(—B1 + A3) tan ] — ez(u1) — R (1.46)

Bi1 = — cos fea(way(e1)) — tan B{(cos Bway(e1))? + 2(—B1 + p1)(—B1 + A3)
+ ea(01) cos B — 01(72 + 01) cos® B} — (y2 + 01 — (2 + 201) cos® B)wa (e1)
+e1(m) — Rya. (1.47)

Demonstragdo. A equagoes de Codazzi sao dadas por . Por obtém-se
ea(hi1) — hr1bin(e2) — hiofia(e2) = e1(hia) — hiabik(e1) — hirban (e1) — R (1.48)
Tomando i = 2 em ((1.48)) tem-se
ea(ha1) — h11621(e2) — haab12(e2) = e1(haz) — hiabai(e1) — ho1621(e1) — RS,

isto é,
ea(ha1) + (hao — hi1)0a1(e2) = e1(haz) — 2h12621(e1) — R3y5. (1.49)
Com o objetivo de facilitar os calculos, consideraremos na equagao dois fatores, a saber:
A = e1(ha2) — e2(ha1) — 2h126h1(e1) e B = (haz — h11)021(e2).
Pelo Lema [L.5] teremos

A = e1(ha2) — ez(ha1) — 212621 (e1)
= e1(—f2 —ye2sin ) — ea(—F1 + p1) — 2(=F1 + p1)(sin fwa (e1) — o1 cos )
= — P21 — 72008 BB — e1(y2) sin B + Prz — ez(p1) — 2(—P1 + p1)(sin Bwai(e1) — o1 cos B),
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€ como

B2 — Pa1 = —ler, e2](B) = —(Ve,e2 — Ve,e1)(5)
= —Oy1(e1)B1 + O12(e2) B2
= —(sin fwa1(e1) — g1 cos B)B1 — (—P1 + A3) tan 3B,

obtemos

e1(haz) — ea(ha1) — 2h12621(€e1)
= — (sin fwa1(e1) — 01 cos B)B1 — (—B1 + A3) tan BBz — 72 cos B
—e1(72)sin B — ea(p1) — 2(—P1 + p1)(sin Bwai (er) — o1 cos B)
= (81 —2um)(sin fwai(er) — o1 cos B) — Ba(—P1 + A3) tan 8

— Y2008 831 — e1(72) sin B — ea(p1)-

A seguir, calculemos o segundo fator:

B = (haa — hi1)021(e2)
= (=2 —y2sinB — cos Bwai(e1) — o150 B)(—F1 + A3) tan 3
= (=B2 — cos Bwai(e1) — (2 + o1) sin B) (=1 + A3) tan 3
= = Ba(=B1+ A3) tan B — (=1 + A3) sin fwai(e1) — (v2 + 01)(—B1 + Ag) sin 3 tan B.

Portanto,

Ry = (1 —2pm)(sin fwai (e1) — o1 cos B) — Ba(—P1 + A3) tan 8
— 208 BB1 — e1(72) sin B — ea(p1) + B2(—B1 + Az) tan 3
+ (=1 + Ag) sin Bwai(e1) + (v2 + 01)(—P1 + A3) sin S tan 3
= (B1 — 2m1)(sin Bwai(e1) — o1 cos B) — 2 cos Bf1 — e1(72) sin 3
—ea(p1) + (—B1 + Az) sin fwar (e1) + (v2 + 01) (=1 + A3) sin 3 tan 3
= PuisinBwai(er) — 2u1 sin fwai(e1) — 01(B1 — 2u1) cos B
— 7208 BP1 — e1(y2) sin B — ea(p1) — B sin Bwai(er)
+ Agsin fwai(e1) + (72 + 01)(—B1 + A3) sin S tan B
= (A3 —2p1)sin Bwar(er) + (= (01 +72)B1 + 2p101) cos B
—sin fle1(72) — (2 + 01)(=B1 + A3) tan ] — ez(p1),

obtendo desse modo (|1.46|).
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Agora, fazendo i = 1 em ([1.48]) obtemos
ea(h11) — ha1612(e2) — hi2ba(e2) = e1(hi2) — haobia(e1) — hu1ba(e1) — B3y,
isto é
e2(h11) + 2h12621(e2) = e1(hi2) + (haz — h11)f21(e1) — EilZ' (1.50)

Para obtermos a equagao (1.47)), procedemos como no caso anterior. Dividimos a equacao ((1.50))

em dois fatores e os calculamos separadamente. O primeiro fator é calculado da seguinte forma

A= ei(hi2) —ea(hi1) — 2h12621(e2)
= e1(—p1 + ) — ea(cos fwar(e1) + o1 5in B) — 2(—B1 + p1)(—P1 + A3) tan B
= — B+ e1(p1) + Bz sin Bwai(er) — cos Bea(wai(e1)) — e2(o1) sin B — o1 cos 552
)

—2(—=p1 + p1)(—B1 + A3) tan B,
e o segundo fator
B =(ha2 — h11)0a1(e1)
=(—p2 — 72sin 8 — cos fwai(e1) — g1 sin B)(sin fwai (€1) — o1 cos B)
= — (B2 + cos Bwai(€1) + (72 + 01) sin 3) (sin Sway (e1) — 01 cos B)
= — Basin Bway(e1) — cos Bsin B(war(e1))® — (2 + o1) sin® Bway (e1)
+ 01 cos B2 + 01 cos® Bway (e1) + 01(72 + 01) cos Bsin B.
Finalmente obtemos,
Rip = e1(hia) — ea(hir) — 2hiabai(e2) + (has — hi1)fai(e1)
= — P11 +e1(p1) — cos Bea(wai(e1)) — e2(o1) cos Btan

—2(=B1 + p1)(=B1 + A3) tan B — tan B(cos Bwa (e1))?

— (v2 + 01) sin® Bwai (e1) + 01 cos® Bwai (e1) + 01(72 + o1) cos® B tan 3.
onde isolando o termo (317 obtemos
B11 = — cos Bea(war(e1)) — tan B{(cos Bwar(e1))? + 2(—B1 + p1)(—B1 + A3)

+ e2(01) cos B — 01(72 + 01) cos® B} — (2 + 01 — (72 + 201) cos® B)wa (e1)
—3
+e1(p1) — Rypo.

concluindo deste modo a prova do lema. ]

Neste lema os termos Réjk sao mantidos e serao substituidos apenas quando formos tratar

dos casos unimodular e nao-unimodular separadamente.
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1.2.3 Teoremas Principais

Nesta secao demonstraremos nossos dois principais teoremas que generalizam o resultado obtido
por Gomes e Cui em [24]. Para o que segue, ¥ serd uma superficie orientada e (M?,7) uma
variedade Riemanniana de contato homogénea e simplesmente conexa. Novamente, os termos

Ré ik serao mantidos e serao substituidos quando for conveniente.

A proposicao seguinte é fundamental para a prova de nossos principais resultados. Embora
esta proposi¢ao tenha um carater geral, as hipéteses nele contidas foram motivadas pelos casos

em que a variedade M é unimodular ou nao-unimodular.

Proposicao 1.2. Seja ¢ : X — M uma imersao isométrica com angulo de contato 5 e campo
caracteristico ey definido em um aberto VW C ¥. Se M admite um referencial ortonormal {f;}
satisfazendo (1.26)) e {e;} € um referencial ortonormal adaptado em W C 3, dado por (1.37)),

entdo a curvatura Gaussiana em W € dada por
K =~ |V — pei|* — (2H + 72 5in B)(B2 + 72 5in ) — Bayasin f + Rypy
e o Laplaciano de [ satisfaz
AB = —2H, — tan B{(2H + B2 — (01 — 72) sin 8)* + (=1 + As)(—B1 + 2u11)

— 01(72 + 01) cos® B+ e2(72) cos B} — (2 + 01 — (72 + 201) cos® B)wa (e1)
— 79¢08 B2 + e1(u1) — Riyo,

onde pi1 == $(\3 — 71 + 02) e Hy := dH (e3).
Demonstragao. Denote Rjgy; := Ré’kl' A equacgao de Gauss é dada por
Ro121 = Ro121 + hithos — highia.
Entéao, é suficiente aplicar o Lema para obter
Rounn = (cos Busi(er) + o1 sin B)(~ By — y2sin B) — (=B + 1) + Ry

De ((1.45) temos
cos fway(e1) + o1sin B = 2H + P + 2 sin 3,

e portanto

Roipr = —(2H + B+ v2sin B)(Ba2 + v2sin B) — (1 — B1)? +§;12
= —2H(f +v2sin ) — (B2 + 725 8)” — (1 — B1)? + Ry
— —2H(Ba+asinB) — |VB — pier|? — (282 + Y2 sin B)72 sin B + Ry
= —|VB — ei|? — (2H + y25in 8)(B2 + 2 5in B) — Bayesin f + Rypy.
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obtendo deste modo a curvatura Gaussiana em todo p € W C .

Para o calculo do Laplaciano de [, usaremos a notagao e;(5;) = fj; e dH(e;) = H; para

1,7 = 1,2. Além disso, com o intuito de simplificar os calculos escreveremos

p=cosf qg=sinf qg=ptanf w=wa(e1) ¢ = 01— V2, (1.51)

0 que nos da
ei(p) = —aBi e ei(q) = pBi.
Pelo Lema temos

P2 = pw—2H + ¢q,
Baz = —qPow + pea(w) — 2Hz + e2(¢)q + pP2d
= —ptanSfw + pea(w) — 2Hs + ez(¢)p tan 5 + pPag
= —tanB{pPaw — e2(d)p} + pea(w) — 2Hz + pPa¢. (1.52)

Somando as equacoes ((1.47]) e (1.52)) obtemos

P11 + Baz = — pea(w) — tan B{(pw)* + 2(—B1 + p1)(—B1 + A3) + ea(01)p
—o1(12+ 01)p?} — (32 + &1 — (12 + 201)p°)w — tan B{pBaw — e2(¢)p}
+ pea(w) — 2Hs + pPag + e1(p) — Rijy
= — 2H, — tan B{(pw)? + 2(—B1 + p1)(—B1 + A3) + e2(01)p
— 01(72 + 01)p? + pfaw — ea(d)p} — (12 + 01 — (32 + 201)p°)w

+ pBas + e1(p1) — R

Como

(Vee1)(B) = 612(e1)B2 = —(qw — po1) B2 = — tan Bpw s + 01pPo,
(Veye2)(B) = Oa1(e2)B1 = tan B(—P1 + A3) b1

AfB = P11+ Ba2 — (Vere1)(B) — (Veye2)(B),

deduzimos que

AB = —2Hy — tan B{(pw)? 4+ 2(—B1 + 1) (—B1 + A3) + e2(01)p
— 01(72+ 01)p” + pPaw — ea(d)p} — (12 + &1 — (2 + 201)p%)w
+ pB2¢ + e1(p1) + tan BpwPBs — 01pB2 — tan B(—PB1 + A3)B1 — Rips
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ou equivalentemente,

Af == 2H; — tan B{(pw)® + 2(=f1 + 1) (=51 + A3) + ea(01)p
— 01(y2 + 01)p” + pPaw — e2(P)p — pw s + (=B + A3)B1}
— (124 01 — (72 + 200)p°)w + pBag + €1 (1) — 01pB2 — Ry,
Como, ¢ = 01 — 72, pw = 2H + B — (01 — 72)sin B e
2(=P1+m)(=B1+X3) + (=B1+ A3)B1 = (=B +A3) (=P +2m1),

temos

AB = —2Hy — tan B{(pw)? + (=B1 + X3)(=B1 + 2u1) — 01(72 + 01)p* + e2(72)p}

— (v2 4 01 — (72 + 201)p*)w — Y2pB2 + e1(p1) — Ry,

Finalmente, pela notagao estabelecida em (|1.51]), teremos

AB = —2Hy —tan B{(2H + B2 — (01 — 72)sin B)* + (= B1 + A3) (=1 + 2u1)
— 01(72 + 01) cos? B+ e2(y2) cos B} — (72 + 01 — (2 + 201) cos® B)wai (e1)
— y9.cos BB + e1(pu1) — R3s,

o que completa a prova da proposicao. ]

Antes do préximo resultado, faremos uma breve observagdo a cerca da forma ws;. Segue

de ([L.45) que

2H + B2

_ — t . 1.
o~ (o= ) tan (153

Comparando (|1.24)) com ([1.26)) no caso onde M é unimodular, e ([1.25]) com (|1.26]) caso contrario,

tem-se em ambos os casos g1 = 72, ou seja

woy(e1) =

2H + (B9

o (1.54)

woy(e1) =

Embora a demonstragao dos dois teoremas abaixo parecam simples, deve-se observar que

essa demonstracao foi sendo construida no decorrer de todo o trabalho.

Teorema 1.4. Seja ¥ — (M3,n) uma imersao isométrica com dngulo de contato 3 e campo
caracteristico ey definido em um aberto YW C X. Se M é um grupo de Lie unimodular e {e;} €
um referencial ortonormal adaptado em W C % dado por , entdo a curvatura Gaussiana
em W € dada por

K =— (2H+ %(l —r) sin2asin5> <62 + %(l —r) sin2asinﬁ>

— ’Vﬁ - (g + %(l —) (:05201)61‘2 + Sue
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AB =—2H, —tan B{(2H + B2)* + (—=B1 + ¢)(=B1 + ¢+ (I — ) cos 2a)

— %((l — ) sin 2 0085)2 + (I = r)ag cos2accos B} + Que

onde
Sue :=— i(l — 7)Bysin 2asin f — (crcp — ce3) sin? B — [cos? aezey — leg)
+ sin? a(cacs — rey)] cos? B,
1 2H
Que i =—=(—-r)|(2— 3 cos? B) (7—’—/82) + cos 32 + 2041] sin 2«
2 cos 3
— [cos® a(ezer — leg) + sin® a(eacz — 7¢1) — (cr¢0 — cc3)] sin B cos B,
e

1 1 1
¢ = §(c+l—r), cg = i(c—l—i—r), c3 = 5(—0—1—1—1—7’), a; = e;(a), Bi == ei(B), Hy := ea(H).

Demonstragdo. Inicialmente observe que p; = 72. Sendo M unimodular, comparamos (|1.24])

com (|1.26)) e obtemos

1
Yo = i(l — r)sin 2«
v = Isin?a+rcos?a+ as,
pa = lcos’a+rsin’a+ as, (1.55)
)\3 = C

¢ L cos2

= — 4 =(l—r)cos2a.

2 575

Agora, substituindo (1.55)) e (1.54]) na Proposigao [1.2 e usando o Lema teremos
1 1
K=- (2H + §(l —r) sin2asinﬁ> <62 + Q(l -r) sin2asinﬁ)

— ’Vﬁ — (g + %(l —r) COSQa)el‘Q + Sue

AB = —2Hy — tan {(2H + f2)? + (b1 + ¢)(=B1 + ¢+ (I — r) cos 2q)

_ %((l — ) sin 2 cosﬁ)2 + (Il —r)ag cos2acos B} + Que
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onde

1
Suc = — §(l — 1) B2 sin 2asin f — (cicg — ce3) sin? B — [cos? aezer — leg)
+ sin” a(cacz — rey)] cos? B,

Que 1= — %(l —r) [(2 — 3COSQ,B)<2H+62

7) + cos B2 + 21 | sin 2«
cos 3

— [cos? a(ezer — leg) + sin? a(cacs — rey) — (e1ca — ces)]sin B cos B
e c1, ¢ e ¢z sao dados como no Lema [I.4] o que conclui a prova do teorema. O

Teorema 1.5. Seja ¥ — (M3,n) uma imersao isométrica com dngulo de contato 3 e campo
caracteristico ey definido em um aberto W C X. Se M € um grupo de Lie nao-unimodular
e {ei} € um referencial ortonormal adaptado em W C ¥ dado por (1.37)), entdo a curvatura

Gaussiana em W € dada por

K=-— ‘V,B — (1 + écos2a>61’2 - <2H+ ésin2asinﬁ> (52 + ésin2asinﬁ) +S

AB = —2H, — tan B{(2H + (2)* + (—B1 + 2)(—B1 + 2 + L cos 2a)

1
— i(lsin 2a cos 3)% 4 lay cos 2accos B} + Q,

onde a; := e;(a), B; = e;i(B), Ha := ea(H),

L l2 2 . 9 <l_2) 2 i 2 2
S'_(Z+l_b _3)5111 B — 1 ((3[—1—2)008 a— (I —2)sin a)cos I5;

l
+ 2bl cos acsin S cos B — 562 sin 2q:sin 3,

2H + [

) + sin 2a cos 852
cos 3

l
Q :=(b? +4)sin B cos f — 5{ sin 20(2 — 3 cos? B)(
+ 201 sin 2a + 2((1 — 2) cos® a + 2) sin 8 cos 8 — 2b cos a(sin? B — cos? 5)}

Demonstragdo. Obviamente observe que p; = 7. Sendo M nao-unimodular, comparamos

(1.25) com (|1.26]) para obter

1
Yo = ilsin 2a,
v = [sin? o + as,
ps = lcos’a+ as, (1.56)
A3 = 2,
1
wr = 1+ 5[ cos 2«
wor(e1) = —(agcosa— (b— ag)sina). (1.57)
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Finalmente, substituimos (1.56)) e (1.54) na Proposicao e usando novamente o Lema
[L.6] teremos

K=-— ‘V,B — (1 + écos2a>61’2 - <2H+ ésin2asinﬁ> (52 + ésin2asinﬁ) +S

e
AB =—2H; — tan B{(2H + f2)* + (—B1 + 2)(—B1 + 2 + l cos 2cv)
- %(lsinZa cos 3)% + lag cos 2accos B} + Q
onde
S ::(22 +1-b? —3) sin? § — (122) ((31+2) cos? a — (I — 2) sin* @) cos® B
+ 2bl cos asin S cos B — éﬁg sin 2¢:sin 3,
Q :=(b* +4)sin Bcos f — é{ sin 2a(2 — 3 cos? j3) (211—;;2) + sin 2ac cos 332
+ 2ay sin 2« + 2((l — 2)cos’a + 2) sin 3 cos 3 — 2bcos a(sin’ § — cos? 5)},
o que conclui a prova do teorema. O

1.2.4 Aplicacgoes

Considere a submersdo Riemanniana IT : E(k,7) — M?(k) e tome uma curva regular v em
M2 (k) tal que ¥ = II-!(y) é uma superficie, chamada de superficie de Hopf em E(x, 7), que
tem ¢ como um campo tangente. Se 7 é uma curva fechada, dizemos que ¥ é um cilindro
flat; e se além disso v é um circulo, entao dizemos que 3 é um toro flat ou Toro de Hopf. O
exemplo a seguir mostra que uma superficie ter angulo de contato constante é de fato uma

caracteristica especial.

Exemplo 1.2 ([48]). Seja ¥ C 1/375'71(2,R) uma superficie rotacionalmente invariante parame-
trizada como ®(s,v) = (coshz(s)e®®) sinhx(s)e™) e gerada por uma curva vy : I C R — P
dada por y(s) := (coshxz(s)e®™®) sinhz(s)) em FEE(ZR)/ROL onde Rot € o grupo a 1-
parametro de rotacoes do Iso(]gﬁ(Q,R)) (ver Proposicio 4.23 em [48]). Iremos supor que
2'(5)2 4 y/(s)?cosh® z(s) = 1 e denotaremos por o a funcio que satisfaz 2'(s) = cosa(s).
Lembremos que ]ggf/(Q,R) é munido da métrica

4 1672

g(El7EJ) = _Ev g(V7 V) = g(‘/v EZ) = 07 para Za] = 1>27

K2
onde k,7 € R(k < 0,7 # 0), {E1, E2,V} € um referencial global sobre T]%(Q,R) definido
por Ei(z,w) = (0, 2), B2(z,w) = (iw,iz) e V(z,w) = (iz,iw). Entao (13:5’2(27}1%),9) € um
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modelo para o espa¢o homogéneo E(k,T) com k < 0. ﬁgj/(Q,R) ¢ uma fibragio sobre H?(k)

K
com fibras geradas pelo campo unitdrio Killing & == ——V

4t

Agora, o campo normal unitdrio de ®(s,v) € dado por

tan o

N :C{ - TR@[( —itanh 9:) ei(tﬂ’)] Eqi(®)

cosh x

t ‘
- TIm[( ame itanhx) eZ(Hy)}Eg(CI)) - di)},
coshz 4T

onde

cos a(s) cosh x(s)
2 472 ’

C(s) =
\/0052 a(s) ( cosh? z(s) — 4% sinh? x(s)) - % sin? a(s)

O seno do angulo de contato € dado por

K

sinf = g(N.€) = -0 -9(6,6) = ~C .

Note que o angulo de contato B ndo € constante uma vez que o sinal de C' determina o sinal

de sin 3.

Corolério 1.2. Seja ¥ — E(k,7) uma imersao isométrica com angulo de contato B e campo

caracteristico e1 definido em um aberto W C Y. Entdo

K = —|VB —re1|> —2H By + (5 — 47%) sin? § 4 72 (1.58)

AB =—2H, — tan B{(2H + B2)* + (—B1 + 27) + (k — 47%) cos® B}. (1.59)

Demonstracdo. Seja YW C Y um aberto onde o campo caracteristico estd definido. Como

E(k,7) é unimodular com referencial ortonormal {f1, fa, f3 = £} satisfazendo

(fi, fo) =27f3, [fe, f3] = %fl, 3, f1] = %f%

onde k e 7 # 0 sao nimeros reais, fazendo ¢ = 27 e I = r = 3= no Teorema obtemos

imediatamente as equagoes ([1.58)) e ([1.59)). O

Usando argumentos de natureza topoldgica, Torralbo e Urbano em [49] estudaram o com-
portamento da curvatura de Gauss de superficies compactas imersas em E(k, 7). Particular-

mente eles provaram o seguinte resultado:

Teorema 1.6 (F.Torralbo; F.Urbano). Seja ® : ¥ — E(k, 7) uma imersao isométrica de uma

superficie compacta ¥ com curvatura de Gauss K.
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(i) Sek — 412 >0 e 0 < K < max{r — 472,72}, entdo K =0 e ¥ ¢ um Toro de Hopf.
(ii) Se k — 412 < K <0, entio K =0 e X é um Toro de Hopf.

(iii) Se k — 472 < 0 < K < k — 372 (k deve ser positivo), entio K = 0 ¢ ¥ é um Toro de
Hopf.

Corolario 1.3. Seja ¥ uma superficie orientada conera compacta em E(k,7), k — 472 > 0
com curvatura média H satisfazendo Ho > 0. Entao X é um Toro de Hopf se o angulo de

contato satisfaz 0 < < 7.

Demonstragao. Seja VW C ¥ um aberto onde o campo caracteristico esta definido. Pelo Co-
rolario temos que em W sao vélidas as equagoes e .

Como Hy > 0 e k—412 > 0, segue de que AS nao muda de sinal sobre W se o angulo
de contato satisfaz 0 < 8 < 5. Esta propriedade que A3 nao muda de sinal pode ser estendida
A toda ¥ usando argumentos de continuidade, uma vez que W€ é um conjunto fechado com
interior vazio. Sendo ¥ compacta, pelo teorema de Hopf, 8 é constante. Note que por
temos B = 0, portanto por , K = 0. Finalmente, o coroldrio segue do Teorema O

Observagao 1.4. Observamos que o Coroldrio continua vdlido se supormos Ho < 0 e

-5 <p<0.

Teorema 1.7. Seja X wma superficie orientada simplesmente conexa, J a rotacdo de um
dngulo 5 sobre TY, e; um campo vetorial unitdrio sobre X, {e1,ea = —Je1} um referencial
movel em 3 e {01,602} seu coreferencial associado. Considere duas fungoes suaves 3 : ¥ —

0,3), H:X — R e duas constantes k > 0,7 # 0 satisfazendo a equagdo
AB = —2H, — tan B{(2H + $2)* + (—f1 + 27)* + (k — 47°) cos® B}, (1.60)

onde B; = e;i(). Suponhamos, além disso, que a conexdo Riemanniana de ¥ é dada por
Vei = 0ije; para i,j = 1,2 e 01 = tan S[(2H + B2)61 — (61 + 27)03). Entao existe uma imersdio
isométrica de ¥ em E(k,T) tal que ey é o campo caracteristico, 5 € o angulo de contato de 3
e H € a curvatura média da imersdao. Além disso, esta imersdo € inica a menos de isometria

global de E(k,T) preservando a orientagdo de ambas as fibras e a base da fibragao.
Demonstracao. Suponha que a conexao de Levi-Civita da superficie satisfaz

031 = —(2H + 32)01 + (51 — 7)02, (1.61)
o3 = —(B1—T)b1 — B2bo, (1.62)
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e seja 0 = —6!. Considere o campo vetorial T = — cos Jeq, as fungoes suaves v = sin 3 e o

operador simétrico .S, : T,% — T, dado por

2H+ B2 77—
T =B —B2

Nosso objetivo é mostrar que estes entes satisfazem as condigdes de Teorema 4.3 em [19] o

que nos garantira a existéncia de uma imersao isométrica de ¥ em E(k, 7).

Em primeiro lugar, a igualdade |T'|? + v? = 1 é claramente verdadeira. Em seguida mos-
traremos que as equacoes fundamentais sao satisfeitas. Para a equacao de Gauss é suficiente
verificar que

dfg1 = Qa1 = Qo1 — 31 A a3,

enquanto que para a equacao de Codazzi
wig =db13 + 03 N2 e o3 = dbaz + 13 N Oy, (1.63)
com
61 = tanB[(2H + 52)01 — (81 — 27)02). (1.64)
Observe que
dH = H161 + Hab02, df1 = B116h + P26 e dfz = B216h + Bazba.
Como Ve; = 0;e; temos 61 = —012 e db; = —0;; N0, Vi,j = 1,2. Entao
AB = Baz + P11 — Babhz(e1) — Bi0a1(e2).
Para provar a equagao de Gauss usamos o Lemae as equacoes e para obter

(le — 931 A\ 923)(61, 62) = (FL — 47’2) sin2 ﬂ + T2 — 931(61)923(62) + 931 (62)923(61)
= (k—47%)sin® B+ 7% — B2(2H + B2) — (B1 — 7)°
= (k—47?)sin® B — B2(2H + Bo) — f1(B1 — 27).

Por outro lado, tomando a derivada exterior da relagao (|1.64)) temos

dOa(e1,e2) = —Po(2H + Ba)sec? B — tan B [2Hy + faa — (2H + B2)612(e1)]
—sec? B(B1 — 27)B1 — tan BB11 + tan B(B1 — 27)021(e2)
= —tanf[2Hs + foa + 11 — (2H + B2)012(€e1) — (B1 — 27)021(e2)]
—sec? B [B2(2H + B2) + (B1 — 27) 1]
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ou equivalentemente,

dfsi(e1,e0) = —tanf[2Hy + Pag + P11 — 2HO12(e1) — Pabi2(e1) — Br1ba1(e2) + 276021 (e2)]
—sec? B[B2(2H + B2) + (B1 — 27)51]
= —tanB[2Hs + B2z + P11 — Pabha(e1) — Biba1(e2)]
+tan B [—27091(e2) + 2Hb12(e1)] — [B2(2H + B2) + (51 — 27) 4]
—tan? B [2(2H + B2) + (B1 — 27) 1]
= —tanB(2Hy + AB) + tan 8 [—276021(e2) + 2HO12(e1 )]
—[B2(2H + B2) + (B1 — 27) 1] — tan® B [B2(2H + B2) + (B1 — 27)B1].

Pela equacao (|1.60)) obtemos
tan B(AB + 2Hy) = —tan? B{(2H + B2)® + (=1 + 27)2 + (k — 472) cos® B}.
Portanto,

dOa1(e1,e2) = tan® B[(2H + B2)? + (=51 + 27)% + (k — 472) cos? ]
—tan® B [B2(2H + B2) + (B1 — 27)B1] + tan B [—27031 (e3) + 2H612(e1)]
— [B2(2H + B2) + (B1 — 27) 1]
= tan® B[2H (2H + B2) + 27(—f1 + 27)] + tan B [—27091 (e2) + 2H012(e1)]
+(k — 47%)sin® B — Bo(2H + B) — B1(B1 — 27)
= tan® B[2H(2H + B2) + 27(—B1 + 27)] + tan B [~27091 (ea) + 2HO12(e1)]
+(Q5 — 03 1 03)(e1, e2)

= (=037 03)(ex, e2),

e desta forma concluimos a verificagao da equagao de Gauss.

Agora, verificaremos a primeira das equagoes de (1.63). Tomando a derivada da relagao

(1.61)) teremos

—dbhy = d[—(2H + B2)bh + (b1 — 7)02]
= —d(2H + B2) A0y — (2H + Bo)d6y + dB1 A 02 + (81 — 7)db:
= —(2Hz + B22)02 N 01 — (2H + B2)012 A Oz + B1101 A O2 + (B1 — 7)0a1 A b4
= (2Hz + Baz + B11)0h A O2 — Babia A O2 — B101 A Oo1 — 2HO15 A 02 + 701 A 01
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Pelas equacoes ([1.60]) e ([1.64]) temos

—db13(e1,e2) = 2Hz+ B2 + P11 — P2b12(e1) — Bibai(e2) — 2Hb12(e1) + 7021 (e2)
= 2Hs+ Ap — 2H012(€1) + 7'921(62)
= —tanfB[(2H + B2)? + (=B1 +27)% + (k — 47%) cos? ]

+2H tan §(2H + [B2) — T tan B(B1 — 27)
= —tan B [(=B1 +7)(=B1 +27) + (2H + B2)B2 + (r — 477) cos” ]
d913(€1, 62) = tanﬂ[(—ﬁl + T)(—ﬁl + QT) + <2H + 52)52] + (Ii — 47’2) sin 3 cos 3.
segue das equacoes e que
023 N O12(e1, e2) = —tan B[(—=F1 + 7)(=B1 + 27) + (2H + (2) 2]
Portanto, deduzimos

d013(el, 62) + O3 A 912(61, 62) = (IQ — 47’2) SinBCOSB = ng(el, 62),

que verifica a primeira equacao em (1.63) uma vez que Qi3(e1, e2) = R}, (ver Lema [1.6)).

Para verificarmos a segunda equacao em ([1.63)), notemos que df = 3161 + 262 implica

0 = dpi A6+ prdb + dBa N Oz + B2dby

B1262 N\ 01 + L1621 N\ Os + B21601 A Os + P22 A 01,

de onde obtemos

B21 — Bi2 + Prba1(e1) — Bab12(e2) = 0. (1.65)

Ademais, tomando a derivada exterior da equagao (1.62]) obtemos

dfsy = dfy ANO1+ (B — 7)dbr + dBa A Oy + [Badbs
= 1202 A 01 + (B1 — 7)021 A 02 + B2101 A O2 + B2b12 A Oy
= (=Bi2+ B21)0h N b2+ (51 — 7)b21 A b — B2t A b2,

Em seguida, observe que as equagoes (1.64)) e (1.65) permite-nos deduzir que

dfsa(er,e2) = Por — Pia+ (B1 — 7)021(e1) — Pabi2(e2)
= —7'921(61) = Ttanﬂ(QH +/82).

Por outro lado, segue das equagoes (1.64) e (1.61]) que

f13 A 921(61,62) = Ttan,ﬁ(QH—{—ﬂg).
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Portanto, temos a igualdade
dbas(e1, e2) + 013 A Ba1(e1,e2) = 0,

que, juntamente com o Lema nos déa a verificagdo da segunda equacgao em (|1.63)).

Por fim, verificaremos as igualdades

Ve, T =v(Ser +7Jer) e Ve, T =v(Sea + 1Jes).

Observe que

Ve, I = Ve (cosPey) = —df(e1)sin fea + cos fba1(e1)er
= [isinfJe; + (2H + [52) sin fe;
= v(pfiJer + (2H + B2)e1).

Por outro lado,

Se1 = <S€1,€1>61 + <S€1,62>62 = (2H + 52)61 — (T — ﬁl)Jel
= (2H + B)er + frJer — TJey.

Logo, V¢, T = v(Se1 + 7Je1). Analogamente, verifica-se V¢, T = v(Sea + 7Jez). Além

disso, um calculo direto mostra que
dv(er) + (Sex + 7Je1, T) =0 e dv(ez) + (Sea + 17Jes, T) = 0.

Portanto, estamos nas condigoes de aplicar o Teorema 4.3 em [19] e garantimos a existéncia
de uma imersao isométrica de ¥ em E(k,7), que é tnica a menos de isometria. Note que H
satisfaz a equagao

2HO1 A Oy = 613 N\ Oy + 01 /\9237

mostrando que H é a curvatura média de tal imersao. ]
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Capitulo 2

Quase solitons de Ricci gradiente

produto warped

Neste capitulo apresentaremos uma condicdo necessédria e suficiente para que um produto
warped admita estrutura de quase soliton de Ricci gradiente. Alguns resultados de existéncia

e rigidez também sao apresentados.

2.1 Preliminares

Nesta secdo, apresentamos os pré-requisitos necessarios para o desenvolvimento do presente
capitulo. Basicamente, apresentamos a definicdo de quase solitons de Ricci, suas principais
equagoes e uma breve revisao das principais propriedades dos produtos warped.

Os quase solitons de Ricci foram introduzidos por Pigola, Rigoli, Rimoldi e Setti [40], onde
essencialmente os autores modificaram a definicao de soliton de Ricci adicionando a condigao
sobre o parametro A ser uma funcao. Mais precisamente, um quase soliton de Ricci é uma
variedade diferencigvel k-dimensional MF munida com uma métrica Riemanniana completa
g junto com um campo de vetores tangentes X € %(Mk) e uma funcio suave \ : MF — R

denominada de funcao soliton, satisfazendo
. 1
Ric + §£Xg =g, (2.1)

onde Ric e L sao, respectivamente, o tensor de Ricci e a derivada de Lie.

Além do artigo [40], uma série de resultados a cerca dessas variedades podem ser vistas,

por exemplo, em Barros e Ribeiro [2].
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Vamos nos referir a equacao como equacao fundamental do quase soliton de Ricci
(Mk, g,X, )\) que sera chamado expansivo, estacionario ou contratil, respectivamente, se A < 0,
A=0ouX>0.

Quando o campo vetorial X é o gradiente de alguma funcio suave 1) : MF — R nos referimos
a (Mk ,q, V1, )\) como um quase soliton de Ricci gradiente e ¢ como funcao potencial. Neste

caso a equacao fundamental do quase soliton de Ricci é reescrita na forma
Ric+ V%) = \g, (2.2)

onde V29 é o Hessiano de 1. Além disso, quando o campo vetorial X é nulo ou a funcio
potencial ¢ é constante, o quase soliton de Ricci serd chamado trivial, caso contrario serd
chamado de um quase soliton de Ricci nao-trivial. Notemos ainda que, quando k& > 3 e X é

um campo de vetores Killing um quase soliton de Ricci reduz-se a um soliton de Ricci.

Tomando o traco na equagao obtemos
R+ Ay =EkA.
A préxima equagao pode ser encontrada em Barros e Ribeiro [2]
d(R+ |V|* = 2(k — 1)A) = 2X\de.
Segue destas duas relagoes que
—2XdY 4+ d((2 — k)X + |VY|* — Ay) = 0. (2.3)

Outras generalizagoes de métricas tipo Einstein foram consideradas por Maschler em [28],
onde a equacao ([2.2) é substituida pelo que o autor chamou de equagdo tipo Ricci-Hessiano, a
saber,

Ric+ aV*) = ~g,

onde a e 7 sdo funcdes suaves sobre a variedade diferencidvel MF com métrica Riemanniana
g. Uma vez que o autor em [2§] estd interessado em mudangas conformes de solitons de Ricci
Kahler, que da origem a uma nova métrica Kahler, a presenca da funcao a ¢é vital em sua
investigacao.

Ressalta-se que variedades diferencidaveis com métricas Riemannianas satisfazendo uma
equagao tipo Ricci-Hessiano sao por si s6 bastante interessantes, por exemplo, a métrica da

base de todo quase soliton de Ricci gradiente produto warped satisfaz uma equagao tipo Ricci-

Hessiano (ver Proposigao [2.2)).
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O estudo de produtos warped tem sido de grande interesse ao longo dos ultimos anos. Este
conceito foi introduzido por Bishop e O’Neill em [6] e permitiu-lhes dar exemplos de variedades

Riemannianas completas com curvatura seccional negativa.

Usando as notagoes e terminologias de Barret O’Neill [31], lembramos que: dadas duas
variedade Riemannianas (B, gp) e (F, gr) assim como uma fungao suave positiva f sobre B,

definimos sobre a variedade produto M = B x F a métrica
g=m"gp+ (fon)*c*gr, (2.4)

onde m e o sao as projecoes canodnicas sobre B e [F, respectivamente. Sob estas condigoes a
variedade produto Ml = B x; F é chamada de produto warped de B e F, a variedade B ¢é a
base, F a fibra e f a funcao warping. Note que, quando f é constante, M reduz-se ao produto

Riemanniano usual.

Um exemplo particularmente interessante pode ser obtido a partir do Lema 1.1 de [40].

Segue deste lema que o produto warped
M =R x;H™

com a métrica g = dt? + f2go, onde f(t) = cosht, tem uma estrutura de quase soliton de
Ricci (R X H™ Ve, 5\), onde gg é a métrica candnica de H™ e as fungbes envolvidas sao os

respectivos levantamentos de ¢(t) = sinht e A(t) = sinht — m.

Este exemplo ilustra explicitamente o que foi dito na introdugao a cerca dos quase solitons
de Ricci e produtos warped estarem estreitamente relacionados. E importante lembrar que
existem variedades que nao admitem estrutura de quase soliton de Ricci; por exemplo, em [40],

foi provado que a variedade produto H? x H? nao tem uma tal propriedade.

Retomando nossas terminologias, denotaremos por £(B) o conjunto de todos os levanta-
mentos horizontais X, enquanto que o conjunto de todos os levantamentos verticais V serd
denotado por £(F). De agora em diante, se X € X(B), quando nao houver risco de confusao,
usaremos a mesma notacao para seu levantamento horizontal; similarmente para o levanta-

mento vertical de V' € X(F) e também para os tensores.

Tal como no caso de um produto semi-Riemanniano as fibras {p} xF e as folhas B x {q} sdo
subvariedades Riemannianas de M. Vetores tangente as folhas sao ditos horizontais enquanto
que vetores tangentes as fibras sao wverticais. Denotaremos por H a projecao ortogonal de
T(p,q)M sobre seu subespaco horizontal T, .)(B % {q}), e por V a projecao sobre o subespaco

vertical T(, ) ({p} x FF).

Pelo Lema 34 de [31] o gradiente do levantamento hom de uma funcao suave h em B a M é

o levantamento do gradiente de h. Assim, ndo deve haver confusao se simplificarmos a notagao
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escrevendo h para ho, de modo que o gradiente, o Hessiano e Laplaciano de h calculados na

métrica de M sio denotados respectivamente por Vi, V2h e Ah, onde A = tr(V?).

Denotaremos por D, V e ™V as conexdes de Levi-Civita de M, B e F, respectivamente.
Além disso, vamos escrever Ric,PRic e FRic para o tensor de Ricci do produto warped, para
o levantamento do tensor de Ricci de B e para o levantamento do tensor de Ricci de F,
respectivamente. Por fim, denotaremos por H” o levantamento do Hessiano V2h e observe que
para todo Y, Z € £(B) temos V2h(Y, Z) = HMY, Z).

Os dois préoximos Lemas sao imprescindiveis para o que se seguira.

Lema 2.1 ([31]). Seja o produto warped B™ x s F™. SeY,Z € £(B) e V,W € £(F), entdo

(i) Dy Z € o levantamento de VyZ sobre B,
i — —_YU)
(ll) DyV—DVY_ i V,
(iii) H(DyW) = -2V,
(iv) V(DyW) € £(F) € o levantamento de ¥y W sobre F.

Em particular,

Ah = Ah + ?Vh(f), (2.5)

para toda funcdo suave h sobre B.

Lema 2.2 ([31]). Dado um produto warped B" x ;F™, m > 1, seY,Z € £(B) e V,W € £(F),

entao
(i) Ric(Y,Z) = BRic(Y, Z) — %Hf(Y7 Z),

(ii) Ric(Y,V) =0,

(iii) Ric(V,W) = FRic(V,W) — (& + L (m — 1) g(v. ).

2.2 Resultados Principais

Nesta secao demonstraremos nossos principais resultados, isto é, estabeleceremos as condicoes
necessarias e suficientes para que um produto warped admita uma estrutura de quase soliton

de Ricci. Nessa direcao a proposicao seguinte é de fundamental importancia.
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Proposicao 2.1. Seja M = B" x; F™ um produto warped e duas fungoes suaves 1) € C°°(M)
e A € C®(B) tais que (B" xy F™ Vi, A) seja wm quase soliton de Ricci gradiente, com
H(VY) € £(B) e V(Vy) € £(F). Entao ¥ = ¢ para alguma fungio ¢ € C*°(B) e a equagdo

m

72)\d90+d<(27m7n)>\+ Vol — Ap — f

Ve(f)) =0, (2.6)
€ vdlida para as funcoes f, p e X definidas em B.
Demonstragdo. Segue do Lema [2.2] que para todo Y € £(B) e V € £(F) temos
Ric(Y,V) =0. (2.7)
Por outro lado, pela equacao fundamental temos que
Ric(Y,V) = Mg(Y, V) = V2(Y, V). (2.8)
Segue de (2.7)) e que g(Dy Vi, V) =0 e como Vi = H(Vy) + V(V)), teremos
9(DyH(VY), V) + g(DyV(Vy),V) =0. (2.9)

Uma vez que H(Vy) € £(B), segue o item (i) do Lema que DyH(Vy) € £(B) e

consequentemente a primeira parcela de (2.9) é igual a zero, reduzindo-se a
g(DyV(Vy), V) =0. (2.10)

Agora, pelo item (i) do Lema [2.1] teremos

0= 9Dy V(70), V) = L g(90), ) = Y10 )gv(70).V) (211)

de onde se conclui que V¢ € £(B). Agora podemos concluir, pela unicidade do levantamento,

que Y = ¢ para alguma fungao suave ¢ em B e isto prova a primeira afirmagao da proposigao.

De ([2.3) temos
— 2@ + (2 —m — n)d\ + d(|V@[?) — d(Ap) = 0. (2.12)

Pelo Lema 34 e pela Proposicao 35, ambos no Capitulo 7 de [31I], temos, respectivamente, as

seguintes igualdades:

Vg = Vo (2.13)
e
_ m
A =Ap+ 7V<p(f)- (2.14)
Agora, substituindo (2.13]) e (2.14) em (2.12)) obtemos a equagao (2.6) concluindo a prova
da proposicao. O

23



Nas condicoes da proposicao anterior, se um produto warped B™ x; F™ tem estrutura
de quase soliton de Ricci gradiente, entdo, para alguma funcao suave ¢ em B, a equagao

fundamental pode ser escrita como Ric + V2@ = Ag.

A préxima proposicido nos fornece as condigdes necessdrias para que um produto warped

admita estrutura de quase soliton de Ricci gradiente.

Proposicao 2.2. Seja B" x;F™, m > 1, um produto warped, ¢ e X fungoes suaves em B tais

que (B™ x; F™ V$, ) seja um quase soliton de Ricci gradiente. Entdo
BRic+ HY = Agp + ?Hf

e FRic = pgr com p satisfazendo

p=AP 4 fAS + (m =DV = [Ve(f).
Demonstragao. Segue do item (i) do Lema (2.2) que

Ric(Y, Z) =BRic(Y, Z) — ?Hf (Y, 2), (2.15)
para todo Y, Z € £(B). Usando a equacao fundamental e o fato que
V23(Y, Z) = H?(Y, Z)

deduzimos que

BRic(Y, Z) = An*gg(Y, Z) — H?(Y, Z) + %Hf (Y, 2).

Isto prova a primeira parte da proposicao.

Usando o (ii7) do Lema (2.2)) e a equagao fundamental, obtemos

2

"Ric(V.W) = Ag(V.W) = V23(V. W) + (Aff +(m—1) ‘Vfﬁ' )a(v.w) (2.16)

para todo V,W € £(V). Visto que V¢ € £(B) obtemos

V3
V) = g0y w) = o (S L) = e vn. e
Logo,
"Ric(V,W) = (Af* + FAf + (m = D|VFP = fVo(f))gr (V. W),

completando desta forma a prova da proposigao. ]
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Para o que segue, lembremos que podemos identificar qualquer (0, 2)-tensor 1" sobre uma

variedade Riemanniana (M, ¢g) com um (1, 1)-tensor pela equacao
9(T'(2),Y) =T(Z,Y),
para todo Y, Z € X(M). Portanto, obtemos
div(eT) = pdivI' + T (Ve,:) e V(¢T)=¢VT+dexT

para todo ¢ € C*>°(M). Em particular, temos div(pg) = dy.

As duas igualdades abaixo, sao fatos gerais bem conhecidos da literatura
1
divV2p = Ric(Vy,-) +dAy e §d\w\2 = V2p(V,-).

A partir de agora, estas identidades serao utilizadas sem maiores comentérios. Na direcao
de construir quase solitons de Ricci gradiente realizados por produtos warped, a proposicao

seguinte é fundamental.

Proposicao 2.3. Seja (B™,g) uma variedade Riemanniana onde estdo definidas trés fungoes

suaves f >0, A e ¢ satisfazendo

Ric+ V?p = \g+ %VQf (2.18)

e a equagao (2.6) para constantes m,c € R, com m # 0. Entao f, A e ¢ satisfazem
A2+ FAf+(m =DV = fVe(f) = n, (2.19)
para uma constante € R.
Demonstragdo. A ideia da prova é usar a segunda identidade de Bianch contraida, a saber
1 .
QdS = divRic. (2.20)

Observemos que da equagao (2.18)) segue que

sznAJr?Af—Agp,
onde S é a curvatura escalar de B. Logo,
dS = nd\ — %A fdf + ?d(A £) —d(Ay) (2.21)
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Por outro lado,

1
divRic = d\+ mdiv(?VQ f) — div(V2p)

;2<v2f><w )) — div(v2)
= A+ FRI(V) + Fd(AS) - 2f2

— At m(}div(vzf) -

d(|VfI?) = Ric(Vp, ) — d(Ap).

De ([2.18) obtemos

Ric(Vf,) = \df + %d(WfP) — (V20)(V£,)

Ric(Ve, ) = Mg + H(V)(Ve, ) ~ 1d(Vel?)

f

Deste modo

. . m m m
divRic = d\+ 7(Adf + 571V IP) = (V)Y , )) + Fd(Af)

LAV IP) — (Mg + V) Ve, ) — Sd(VeP)) — d(Ag).

2 f
Uma vez que d(Vp(f)) = (V2p)(VFf, ") + (V2f)(Vep,-), entdo teremos
divRic = A+ T Ndf + (?fQ Vagvrp) - f d(V(f)) + ?d(Af) ~ Mo
+§d(|V90|2) — d(Ayp). (2.22)

Agora, substituindo as equagoes ([2.21] m e w na equagao (2.20) temos

92—
0= = n 2f2Afdf + —fd(Af) — fd(Aw) + %Adf + (?fz o AV IP)
(V) = My + 51T, (2.23)
De temos
1 m
Adip = 5d((z Cm—n)A+ [Ve2 - A ) - ﬁd(w(ﬂ) + 5 Ve,

que substituida em ([2.23]) e simplificando, obtemos

_m m(m — 1)
0 = 5dA+2f2Afdf+—fd(Af)+fAdf+ 22 d(V %)

~ZA(Ve(f)) - o Ve(f)df.

2f 272

Multiplicando esta tltima equacao por % obtemos

0= f2d\+ Afdf + fA(Af) +2fAdf + (m — V|V f? — fd(Vo(f)) = Veo(f)df,
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i.e.

AN+ fAf+ (m—1)|Vf]? = fVe(f)) =0,

completando a assim a demonstragao. O

Ao tomar m > 2, inteiro, e usando as férmulas de O’Neill’s [31I] construimos um quase

soliton de Ricci gradiente realizado por produto warped como segue

Teorema 2.1. Seja (B™,gp) uma variedade Riemanniana com trés fungoes suaves f > 0,

A e ¢ satisfazendo (2.18]) e (2.6). Tome a constante u satisfazendo (2.19) e uma variedade

s

Riemanniana (F™, gg) com tensor de Ricci *Ric = pugr e m > 1. Entdo (B™ x; F™ V¢, \) é

um quase soliton de Ricci gradiente produto warped, onde p = pom e A= M\om.

Demonstracao. Pelas hipdteses sobre as fungoes f, A e ¢ concluimos pela Proposigao que
qualquer p dada por (2.19) é constante. Agora, tomando uma variedade Einstein (F™, gr) com

tensor de Ricci "Ric = pugr, podemos considerar o seguinte produto warped
(B" x; F™, g =n*gp + (f om)?0*gp). (2.24)

Vamos provar que esta variedade produto tem estrutura de quase soliton de Ricci. Primei-
ramente, observemos que segue de H?(Y, Z) = V2@(Y, Z), H (Y, Z) = V2f(Y, Z), 2.15) e da
hipé6tese (2.18]) que a equagao fundamental

Ric+ V2@ = Ag.
é satisfeita para todo Y, Z € £(B).

Agora, para Y € £(B) e V € £(F), pela Proposigao V¢ € £(B) implicando que

V23(Y,V) =0ede (2.7), Ric(Y,V) = 0. Assim, a equacio fundamental é novamente satisfeita.

Finalmente, para V,W € £(F) temos

2
Ric(V,W) + V23(V,W) = FRic(V, W) — (Aff + (m—1) !Vf]j )g(V, W)+ g(DyVe, W).
Como FRic = pgr, temos pelo item (ii) da Proposigao 35 of [31] que
A V2 Vo
Ric(V, W) + V23(V, W) = uge(V, W) — (ff +m-1)! fé’ )o(v.w) + *”Jff Lo(v.w).

Substituindo (2.19)) nesta ultima equagao, obtemos

Ric(V,W) + V2(V,W) = (Af2+ fAf+ (m—1)|VfP - f%(f))flzg(v, w)
Af IV f|? Vo(f)
(5 =) eV w) + SV
= Ag(V,W).
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concluindo desta forma a prova do Teorema. O

Salientamos que a exigéncia de que a métrica gr seja Einstein no teorema anterior é essencial

e indispensdvel, cf. Proposicao

2.2.1 Aplicacao

Um caso particularmente interessante ocorre quando tomamos como base de um produto war-
ped o espaco Euclidiano munido de um métrica conforme a métrica canonica. Neste caso

podemos construir solugoes da equacao (2.18)) da forma f(&) > 0, (&) e A(), i.e. que de-

n n
pende somente de £ = Zaixi, a; € R. Sempre que Za? # 0, sem perda de generalidade,

i=1 i=1
n

podemos considerar E oz% = 1. O préximo teorema prova um sistema de equacoes diferenciais
=1
ordinarias que é satisfeito por estas solugoes.

Teorema 2.2. Seja R", n > 3, o espago Euclidiano com coordenadas © = (x1,...,zy) €
n
métrica g;; = ﬁ%’; onde F(§) € C*(R"), £ = Zaixi, a; € R. Para quaisquer funcgoes

=1

suaves F (&) e f(&) > 0 podemos encontrar fungoes (&) e A(&) satisfazendo (2.18)) por

/! /

F F m jad
—) 2 = (2 f 2.25
(02 +9" + 2750 = (£ + 25 /) (2.25)
€
F// F/ 2 F/ A f/F/
o mn-D(=) -y =S —me 2.2
7o )<F> FYP T " (2.26)

Demonstragcdo. Uma vez que a métrica g é conforme a métrica candnica gg de R", temos que
. 1
Ricy = ﬁ{(n —2)FV2F + (FAF — (n — 1)|VF|*)go} (2.27)

onde os operadores que aparecem no segundo membro desta equacao sao calculados na métrica

go. Além disso,

2 Fﬂ?j Fx . .
(v f)l] = fxixj + ?fm + ‘FI facj for i 7& J (228)

Agora, vamos reescrever a equacao (2.18)), para i # j:

Fy, m
?S% = 7

o F,.
(n—2)"2% 4, + %% +

Fy, F,.
J i
i (fxixj + o fa ij) (2.30)
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e para i = j,

F, F? F,, F,
(n—2) als;:z > leml —(n—1)=2 F2 - 7 . Z:;k%% (2.31)
A m F,. F

Vamos usar um invariante por translagao, olhando todas as fungdes como fungoes de
£ o (232

Assim, Iy, = F'a, Fppoy = F" i, ete. Logo, (2.30) e (2.31) sdo escritas como
U /

F
% + "y +2—

(n-2) i

?(f” w ]+2Ffazaj) (2.33)

¢aza; =
F'\2 F’
(n - 2)704,2 + - Za% —(n—1) (—) Za2 +¢"a? + 2;90’04? (2.34)

Zak+p2 (f”2+2—’2——fz )

Como n > 3, podemos escolher esta invarianca de modo que, pelo menos, dois indices 7, j sdo

tais que a;a; # 0 €Y. a? = 1. Portanto, (2.33) e (2.34) podem ser reescritas, respectivamente,

como segue

F// F F/
—9) T 2 ( "y 9.

(1= 4 25 = (S 25 ), (2.35)
F// F/l F/ v 9 F F/

(n—2)" o +7—(n—1)<F> + 0} +2 ¢l - (2.36)

A m " _2 F /2 F, /

= D2 ot pa? )
g g (faf 2 et -
Substituindo, (2.35)) em (2.36]), obtemos

FI/ F/ 2 F/ A f/ F/
——(n-1 <7 — =L —mi 2.
7= F) FY T " (2.37)

o que conclui a demonstragao. O

Como aplica¢ao do Teorema temos o seguinte Corolario:

Corolério 2.1. Seja R™ o espago Fuclidiano com coordenadas © = (x1,...,z,) € métrica
gij = 6255”', onde £ = Z?zl a;x;, o € R en > 3. Considere uma variedade Riemanniana
(F™, gr) com tensor de Ricci *Ric = pgr e m > 1. Entdo (R" x ;F™ V¢, \) € um quase soliton
de Ricci gradiente produto warped com fibra F Ricci flat, onde
2—m — 2—m —
f=e, (,0_021625—(”12”)54-62 e )\_CI+(7n2n)€25

para algumas constantes c1 e co.
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Demonstra¢io. Para F(£) =e ¢ e f(€) = ef temos de (2.25) a seguinte EDO
o' =20 =2—m—n,

cuja solucao é dada por
¢ (2—m—n)

Y= ) € 2 5 + C2,
para constantes c1 e ca.
Agora, de (2.26)), segue que
2 m—
Ao <m2n>€—zs Lo

Agora vamos mostrar que as funcoes f, ¢, A e F satisfazem a equagao (2.6)).

Um calculo simples mostra que

9 _ _ 2
o\ = — <(m2”)e25 - 2c%e%> d¢ (2.38)

(2—m —n)d\ = —(2—m —n)2e 2d¢. (2.39)
Uma vez que |Vo|? = F2(y')? deduzimos a seguinte igualdade

d(|Vp]?) = <2C§e2€ - We—%) de. (2.40)

Notemos que Ap = F2p" — (n —2)FF'¢| e portanto

d(Ap) = d (e—252c1625 +(n—2)e % <61625 _ (2—”%2—")»

= —(2-n)(2—m—n)e %d¢. (2.41)

Como Vo(f) = F2¢'f', temos que

f
Combinando as equagoes ([2.39)-(2.42)) temos que (2.6)) é satisfeita. Finalmente, calculando

1, obtemos

d (chp(f)> =m(2—m —n)e XdE. (2.42)

po= M2+ FAf+(m =1V = fVe(f)

92— m—
= <( 7721 n) e % 4 cl> e+ ef(emXeb + (n —2)e %eb)

+(m — 1)e"%e* — efem et (01625 _@=m-n) n)>

2
2—-m-—n 2—m-—n
= (2)+01625—|—1+(n—2)+(m—1)—01625+( 5 ):0.
A conclusao do Corolério segue do Teorema O
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2.2.2 Resultado de Rigidez

Como no caso de solitons de Ricci, quase solitons de Ricci realizados como produto warped,
bem como variedades satisfazendo ([2.18)), apresentam uma certa rigidez. Isto é expresso pela
trivialidade e um resultado de classificacdo. Por exemplo, considere o operador eliptico de

segunda ordem dado por

£6) = AL = V() + TV 1), (2.43)
Pela equagao temos que
m— ) £2
R R e

Deste modo podemos ver que um quase soliton de Ricci gradiente realizado por um produto
warped (B™ x; F™, g,V, 5\), m > 1, reduz-se a produto Riemanniano sempre que f atinge
um minimo e A > f% (ou f atinge um méaximo e A < f%), onde a existéncia de u é assegurada

pela Proposicao uma vez que pela Proposigoes e sao validas as equagoes ([2.18) e

(2.6) e o resultado segue pelo principio do maximo forte.

Para o que segue, assumiremos que uma funcdo f é limitada quando atinge um maéaximo e

um minimo.

Teorema 2.3. Seja Ml = B™ x ¢ F™ um produto warped e duas fungoes suaves 1) € C*(M) e
A € C°(B) tais que (B" xy F™, V1, \) seja um quase soliton de Ricci gradiente com A\ < 0 e
f limitada. Entao M reduz-se a um produto Riemanniano desde que A(p) < A(q), onde p e q

sdo os pontos de mdximo e de minimo de f, respectivamente.

Demonstragao. Se Ml = B™ x ¢ F™, m > 1, ¢ um quase soliton de Ricci gradiente, entao ¢ = ¢

e Ric+ V%) = S\g. Portanto, pela Proposicao temos FRic = pgr com
p=A?+ fAf+ (m = 1D)|VFI? = [Ve(f). (2.44)

Segue da Proposi¢ao [2.3|que i é constante. Agora, sejam p,q € B™ os pontos onde f atinge

seu maximo e seu minimo em B". Entao

Vip)=0=Vf(g e Af(p) <0<Af(g).

Uma vez que f > 0 e A(p) < A(q) temos —A(p)f(p)? > —\(¢)f(q)? e combinando estas
desigualdades com ([2.44)) obtemos

0> f(P)Af(p) = 1—Ap)f(p)* = p—Aa)f(q)* = f(g)Af(g) > 0.
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p=Ap) ) =n—Na)f(g)*=0. (2.45)

Consideremos inicialmente o caso onde A(p) # 0. Entao a ultima equacao implicard \(q) #

0 e como A(p) < A(¢) < 0, obtemos

A(g)

A(p)

Logo, f(p) = f(q), isto é, f é constante, e consequentemente, A também é constante por

(2-44).
Agora, se A(p) = 0, por (2.45), A(g) = 0 e u = 0. Deste modo, (2.44) implicard que

(m—1)
S

F02 = (55 F@)? < @)

E(f)=Af—Vo(f)+ IVf]2=—\f>0.

Portanto, pelo principio do maximo forte, f é constante e A é nulo por (2.44). Em ambos

os casos, M é um produto Riemanniano. O
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