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Resumo

Neste trabalho, foi desenvolvido um Teorema de Sobrejetividade para operadores
mondtonos maximais baseado nas propriedades da funcao Fitzpatrick, bem como as
aplicagoes decorrentes do respectivo Teorema. Também foi abordada a definicao da
funcao Fitzpatrick, cujas propriedades foram evidenciadas, especialmente, por meio de
exemplos. Continuando, foi provado um teorema que garante a maximalidade do sub-
diferencial de uma fun¢ao convexa, propria e semicontinua inferiormente. Sobretudo,
foram abordados alguns elementos da analise convexa e, principalmente, da teoria de
conjugacao na andlise convexa que fundamentaram os resultados apresentados neste

trabalho.

Palavras-Chave: Operador mondétono maximal, funcao conjugada, funcao Fitz-

patrick e Teorema de Sobrejetividade.



Abstract

In this work, was developed a Surjectivity theorem for maximal monotone opera-
tors based on the properties of Fitzpatrick function, as well as the applications arising
due to this Theorem. Was also discussed the definition of the function Fitzpatrick,
whose properties have been evidenced, specially, through examples. Continuing, was
proved a theorem which guarantees the maximality of the subdiferencial of a lower
semi-continuous proper convex function. Above all, were discussed some elements of
convex analysis and mainly of the conjugacy theory in convex analysis that supported

the results presented in this work.

Key Words: Maximal monotone operator, conjugate function, Fitzpatrick func-

tion and Surjectivity Theorem.
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Notacoes

T:R" — PR")
or

R U {+o0}.

Produto de dualidade no R".

Esfera unitéria.

Funcao indicadora do conjunto C' C R™.

Funcao suporte do conjunto C' C R"™.

Cone recessao do conjunto C.

Conjunto de nivel da funcao f no conjunto D no nivel 7.
Cone normal do conjunto D no ponto wu.

Dominio efetivo da funcao f.

Epigrafo da funcao f.

Gradiente da fungao f no ponto wu.

Subdiferencial da funcao f em w.

Funcao conjugada da funcao f.

Funcao biconjugada da funcao f.

Funcao recessao da funcao f.

Supremo de uma colecao de fungoes afins no ponto u € R”™.
Operador ponto-conjunto do R™ no conjunto das partes do R™.

Funcao Fitzpatrick do Operador T



Introducao

Esta dissertacao teve por finalidade apresentar um Teorema de Sobrejetividade
relativo & soma de operadores monotonos maximais e suas aplicagoes que foram obtidos
por Martinez-Legaz em [12] para um espago de Banach reflexivo qualquer. Destaca-
se que o objetivo principal foi abordar os resultados acima citados em um espaco
de dimensao finita, mais especificamente o R", desta forma, em alguns casos, foram
produzidas novas provas com ideias mais simples, contudo interessantes.

Salienta-se que a demonstracao do Teorema de Sobrejetividade foi embasada nas
propriedades da funcao Fitzpatrick que foi introduzida por Simon Fitzpatrick no ano
de 1988, em [7], com o intuito de representar convexamente o subdiferencial de uma
funcao convexa e propria.

A abordagem acerca da sobrejetividade de operadores foi introduzida por Minty
em [15] para espagos de Hilbert, no ano 1962, o qual provou que se T': H — P(H)
¢ um operador mon6tono maximal, entdao (I + T') é sobrejetivo. Em 1970, Rockafellar
estendeu esse resultado para espagos de Banach reflexivos em [18], onde substituiu o
operador identidade I pela aplicacao de dualidade J. Em 2004, Simons e Zalinescu
forneceram em [19] uma nova prova baseada na funcao Fitzpatrick para a extensao de
Rockafellar. Finalmente, em 2008, Martinez-Legaz generalizou a nova prova para a
extensao de Rockafellar substituindo J por um operador mono6tono maximal qualquer
cuja funcao Fitzpatrick possui seus valores finitos.

No Capitulo 1, serao abordados alguns elementos de Topologia no Espaco Eucli-
diano e de Anélise Convexa e, em seguida, serao apresentadas algumas definicoes e

propriedades referentes a classe de operadores mondétonos maximais.
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No Capitulo 2, sera introduzida a nocao de funcao estendida e a teoria de conju-
gacao na analise convexa. Destaca-se que a familiaridade com os conceitos e exemplos
apresentados neste capitulo tornara a compreensao dos demais capitulos mais eficiente.

O Capitulo 3 seré iniciado com a prova que o subdiferencial de uma funcao con-
vexa, propria e semicontinua inferiormente é, de fato, um operador monotono maximal;
posteriormente, serd abordada a definicao e propriedades da funcao Fitzpatrick, sobre-
tudo, dando énfase a exemplos onde a ideia principal é apresentar a funcao Fitzpatrick
como mais um exemplo de fun¢ao convexa estendida associada a operadores monotonos
maximais.

No Capitulo 4, sera feita a prova do Teorema de Sobrejetividade com uma ver-
sao ajustada para o R". Esse Teorema evidencia como a funcao Fitzpatrick funciona
como ferramenta para caracterizar operadores monotonos maximais. Em seguida, serao
abordadas e provadas as aplicacoes decorrentes do respectivo Teorema, especialmente,
utilizando-se das propriedades que sao validas para o R".

No capitulo 5, serao feitas as consideracoes finais e a indicacao de trabalhos futuros.



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo ¢ provido de defini¢oes e propriedades gerais que fundamentarao as
afirmacoes utilizadas neste trabalho. Sempre que oportuno, as propriedades essenciais

serao bastante exemplificadas.

1.1 Topologia no espaco Euclidiano

Esta secao tratara de elementos de Topologia no espaco Euclidiano. O objetivo é
abordar os conceitos primordiais & compreensao das provas que serao apresentadas nos
proximos capitulos. A maioria dos conceitos podem ser encontrados em [11, Cap. 1].

Visando desenvolver as teorias abordadas de uma forma simples e exemplificavel,
o ambiente de trabalho serd o R™. Por definicao, todo espago de Banach de dimensao
finita n é reflexivo e a dimensao do dual e do bidual é também n, portanto, R" =
R = (R7)",

Seja J : R® — R™ a aplicacao de dualidade definida em [3, Cap. 1, pag. 4| por
J(x) == {z" € R"; (2, 2") = |lz|||l="[], [l<]| = [|2"[[}, ¥V = € R™. (1.1)

Observacao 1.1. Afirma-se que a aplicacdo J € o operador identidade I no R™ (ver
[4, pag. 133]). De fato, seja y € R™ fizo, porém arbitrdario. Se y = 0, entao de (1.1)

seque-se que J(0) =0 = 1(0). Agora, suponha y # 0. Assim, das defini¢oes de J e de

11
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produto interno, obtém-se

(v, J()) _ llyll- 1l
Iyl 1T Myl - [y

=1 = cosf =1,

onde 0 € o angulo entre y e J(y). Logo, 0 = 0°, ou seja, y e y* tem o mesmo sentido,
dire¢io e norma. Desta forma, seque-se que y = y* o que implica J(y) = y* = y.
Com efeito, J(y) = y = I(y) e, visto que y foi fizado arbitrariamente, tem-se que

J(y) = I(y) para todo y € R".

Uma sequéncia em R™ ¢ uma aplicacao x : N — R" definida no conjunto N dos
nimeros naturais. O valor que essa aplicacdo assume no ntmero k é indicado por z* e
chama-se o k-ésimo termo da sequéncia.

Uma subsequéncia {z%} de {z*} ¢ a restricdo da sequéncia a um subconjunto
infinito N' C N tal que N' = {ky, ko, ..., ks, ..; ki < kipq Vil}.

Diz-se que a sequéncia {z*} é limitada quando o conjunto dos seus termos ¢ limitado
em R", ou seja, quando existe um ntimero real ¢ > 0 tal que ||2*|| < ¢ para todo k € N,

Diz-se que o ponto a € R" é o limite da sequéncia {2*} C R™ quando, para todo
€ > 0, é possivel obter ky € N tal que k > ko implica ||2* — al| < €, o que representa-se
por

k

lim 2" = a.
k—s o0

Quando existe o limite acima, diz-se que a sequéncia {2*} é convergente.

Teorema 1.1 (|11, Cap. 1, pag. 17| Bolzano-Weierstrass). Toda sequéncia limitada

em R™ possui uma subsequéncia convergente.

Seja um conjunto X C R™. Um ponto a € X é ponto interior de X se, e somente se,
é centro de uma bola aberta contida em X. Ou seja, existe € > 0 tal que B(a;¢e) C X.

Um conjunto X C R" ¢é aberto quando todos os seus pontos sao interiores; ou seja,
para todo x € X, existe um ¢, > 0 tal que B(a;e,) C X.

Para todo conjunto X C R", o conjunto dos pontos interiores de X, intX, é um

conjunto aberto. Logo, um conjunto Y C R™ é aberto se, e somente se, Y = intY".
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Um ponto a € R" chama-se aderente a um conjunto X C R" quando o mesmo é
limite de uma sequéncia {z*} C X.

Um conjunto X C R™ chama-se fechado quando contém todos os seus pontos ade-
rentes, ou seja, para toda sequéncia {z*} C X tal que {2*} — a quando (k — o0),
tem-se que a € X.

Diz-se que um conjunto K C R" é compacto quando ele for limitado e fechado. As-
sim, por exemplo, sao compactas todas as esferas e bolas fechadas do espago Euclidiano,
enquanto que o espaco R" inteiro nao é compacto.

Em virtude do Teorema de Bolzano-Weierstrass, um conjunto K C R™ é compacto
se, e somente se, toda sequéncia {z*} C K possui uma subsequéncia que converge para
um ponto de K.

A seguir, serao abordadas algumas propriedades de semicontinuidade de uma funcao

que serao uteis ao desenvolvimento deste trabalho.

Definicao 1.1 ([10, Cap. 3, pag. 14] Fun¢do semicontinua inferiormente). Diz-se
que a funcao f : X — R € semicontinua inferiormente no ponto v € X C R" quando
para qualquer sequéncia {2*} C X tal que {2*} — x quando (k — o), tem-se que

f(z) < liminf f(z).

k—o0

Definicao 1.2 ([10, Cap. 3, pag. 14] Funcao semicontinua superiormente). Diz-
se que a funcao f : X — R € semicontinua superiormente no ponto v € X C R"
quando para qualquer sequéncia {x*} C X tal que {2*} — x quando (k — o0),
tem-se que

limsup f(z*) < f(z).

k—s o0
Daqui em diante, serd usada a forma curta f é s.c.i. no lugar de f é semicontinua

inferiormente.

Proposicao 1.2 (|8, Cap. A, pag. 75]). Seja f : R® — R. FEntdo, as seguintes

afirmacoes sao equivalentes:
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(1) f €s.ci;

(2) O epigrafo da fung¢ao Ef :={(x,c) € R" xR; f(z) < c} € um conjunto fechado
em R" X R, para todo c € R";

(3) Os conjuntos de niveis da fungdo Lign(r) = {z € R™; f(z) < r} sao fechados

para todo r € R,

A seguir, serao abordadas as propriedades de coercividade e supercoercividade de
uma funcao. Destaca-se que as hipoteses de coercividade e semicontinuidade inferior
atribuidas a funcao f : R® — R garantem a existéncia de um minimizador global

para um problema de minimizacao sob condi¢oes menos restritivas.

Definigao 1.3 ([8, Cap. E, pag. 219| Fungao coerciva). Uma func¢ao f: R" — R
€ dita coerciva quando

lim f(x) = +oo.
[[#]|—>+o00

Definicao 1.4 (|8, Cap. E, pag. 219] Fungao supercoerciva). Uma funcao f :

R™ — R € dita supercoerciva quando

m = +00
lz|—+oo |||

Exemplo 1.1. Um exemplo de uma funcao que € claramente coerciva, mas nao é

supercoerciva € a fung¢do norma ||-||. Com efeito,

)y ol

lzll——+oo |lZ||  llal—4oo ||| llal—too

Exemplo 1.2. Um exemplo de uma func¢ao supercoerciva que € claramente coerciva é

1
a funcao f(x) = inﬂz De fato,

lzll——+oo ||Z||  lel—4oo ||z||  llal—+oo

1 2
5 1

E imediato verificar que supercoercividade implica em coercividade de uma funcao,

entretanto os Exemplos 1.1 e 1.2 mostram que a reciproca nao é verdadeira.
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O Teorema seguinte relaciona a coercividade com a compacidade dos conjuntos de

nivel de uma funcao s.c.i..

Teorema 1.3. Seja a funcao f : R" — R s.c.i.. Entao todos os conjuntos de nivel

da f sao compactos no R™ se, e somente se, f € coerciva.

Prova. Suponha que todos os conjuntos de nivel da f sao compactos. Agora, suponha
f ndo coerciva, isto é, existem uma sequéncia {zF} C R” e um ntimero real r > 0 tais
que ||z¥]| — 400 e

lim  f(2") <7
[l2* ]| —>-+o0

Tomando o conjunto de nivel da f no R" em r, obtém-se que {z*} C L; gn(r). Como
{«*} & uma sequéncia ilimitada, segue-se que o conjunto L; ga(r) ¢ ilimitado. Logo, o
conjunto Ly gn(r) ndo é compacto. Contradigdo, portanto f é coerciva quando todos
os conjuntos de nivel sao compactos no R".

Reciprocamente, suponha f coerciva. Agora, suponha que para algum 7 o conjunto
de nivel L; g« (7) ¢ ilimitado, isto ¢, existe uma sequéncia {z¥} C L; g«(7) tal que

|z*|| — +o0o quando (k — +00). Assim,

f(z*) <7, ¥neN.

O que implica,

lim  f(2") <7
|2k ||—+o0

Ou seja, f é nao coerciva, contradicao. Portanto, todos os conjuntos de nivel da f sao

compactos quando f é coerciva. [ |

1.2 Elementos da Analise Convexa

Nesta sec¢ao, serao introduzidos alguns elementos da Teoria de Analise Convexa que

servirao como ferramentas para a prova de resultados.
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Por defini¢ao, um conjunto convexo caracteriza-se por conter quaisquer segmentos

de reta de extremos pertencentes a esse conjunto.

Definicao 1.5 (|10, Cap. 3, pag. 69] Conjunto convexo). Um conjunto D C R"
é chamado conjunto convero se para quaisquer x,y € D e B € [0,1], tem-se que

fx+ (1—p)y € D.

O ponto Sz + (1 — )y no qual § € [0, 1] se chama combinagdo convexa de x e y
(com parametro 3).

O Conjunto vazio, o espaco R™ e o conjunto unitario sao trivialmente convexos.

A 4

(a) Conjunto convexo (b) Conjunto nao-convexo

Exemplo 1.3. Toda bola € convexa no R™. Para ilustrar, serd mostrado que a bola
fechada B0;c] := {x € R"; ||z|| < ¢} € convera. De fato, sejam x,y € B[0;c|, entdo
|z]] < cellyl| < e Assim, para todo 5 € [0,1], tem-se ||fz + (1 — Byl < ||Bz| +
11 =Byl = Bllzll + (1 = B)llyll < Be+ (1 = B)e = ¢. Logo, Bz + (1 = By € Bl0; ¢,
para todo 5 € [0, 1].

Uma funcao convexa f no R" ¢ caracterizada por conter todos os seus hiperplanos

suportes abaixo do gréfico da f.

Defini¢ao 1.6 (|10, Cap. 3, pag. 77| Fungao convexa). Se D C R™ é um conjunto
convero, diz-se que a funcao f : D — R € convexa em D quando para quaisquer

z,y € D e €]0,1], tem-se que
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fBz+ (1 =py) <Bf(z)+ (1 —=5)f(y)

A funcao f diz-se estritamente convexa quando a desigualdade anterior é estrita

para todos os z £y e 5 € (0,1).

A A

(c¢) Fungéo convexa (d) Funcgéo estritamente convexa

O proximo Teorema aborda a relevancia do problema de minimizacao convexa.

Teorema 1.4 ([10, Cap. 3, Pag. 79| Teorema de minimizagdo convexa). Seja
X CR™ um conjunto convero e f: X — R uma funcdo convera em X.

Entao todo minimizador local do problema convexo é global. Além disso, o conjunto de
manimizadores é convero.

Se f € estritamente convexa, nao pode haver mais de um minimizador.

Defini¢ao 1.7 (|10, Cap. 3, Pag. 80| Funcao Concava). Se X C R™ um conjunto
convezo, dizemos que f: X — R é uma func¢do concava em X, quando a fungio (—f)

€ convexa em X.

A seguir, serao abordadas algumas propriedades do cone recessao de um conjunto

convexo e fechado e da funcao recessao de uma funcao convexa e s.c.i..

Definicao 1.8 ([8, Cap. A, pag. 39] Cone Recessao). Seja C' um subconjunto do R™

nao vazio. O cone recessio (ou cone assintdtico) do conjunto C' € dado por

Co :={deR" z+tde C, Vx € C, Vt > 0}.
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Quando o conjunto C' for convexo e fechado entao o cone recessao Cy, serd convero e

fechado.

Proposicao 1.5 ([8, Cap. A, pag. 39]). Um conjunto convexo e fechado C é compacto

se, e somente se, o cone recessio Cn, = {0}.

Proposicao 1.6 ([8, Cap. A, pag. 40]|). Se {C;};es € uma familia de conjuntos

convexos e fechados contendo um ponto em comum, entdo

(ﬂ cy) = (C))s -

jeJ o J€J

Proposicao 1.7 (|8, Cap. B, pag. 106] Funcao recessao). Seja f : R" — R uma
fungdo convera e s.c.i.. Entao, o cone recessio (Ef)s = {(d,p) € R" x R; (z0,70) +
t(d,p) € Ey, Yt > 0} € o epigrafo da funcdo recessio f., que é convera e s.c.i.,
definida por
, td) — td) —
£ (d) = sup fxo +td) — fxo) _ lim f(zo + td) f(%)j (1.2)

t>0 t t—s00 t

para quaisquer d, oy € R".

Proposicao 1.8 (|8, Cap. B, pag. 107]). Seja f : R* — R wma func¢do conveza e
s.c.t.. Entao, todos os conjuntos de nivel nao-vazios da f tem o mesmo cone recessao o

qual ¢ o conjunto de nivel da f._ no nivel 0, isto €, para todo r € R tal que Lygn(r) # 0,

[Lyge(1)]e = {d € R™; fo,(d) < 0}.

Em particular, as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(1) Eziste r € R tal que Lygn(r) € ndo-vazio e compacto;
(2) Todos os conjuntos de nivel da f sao compactos;

(3) fi(d) > 0 para todo d € R™\{0}.

Outra nogao bastante aplicada na Anélise Convexa é a de cone normal.
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Definicao 1.9 ([10, Cap. 3, pag. 75| Cone normal). Sejam D C R™ um conjunto
convexo e T € D. O cone normal (cone de diregées normais) no ponto T em relagao

ao conjunto D € dado por
Np(z):={d e R™;(d,x — ) <0 Vx € D}.

O préximo teorema garante que uma funcao convexa é localmente Lipschitziana e
continua no interior do seu dominio, destaca-se que essas propriedades sao essenciais

para problemas de otimizagao.

Teorema 1.9 ([10, Cap. 3, pag. 147] Continuidade de fungdes convexas). Sejam
D C R™ um conjunto convexo e aberto e f : D — R uma funcdo convexa em D.

Entao f ¢ localmente Lipschitz-continua em D. Em particular, f é continua em D.

Os seguintes conceitos de subgradiente e subdiferencial sao fundamentais para a

anélise convexa.

Definig¢ao 1.10 ([10, Cap. 3, pag. 175] O subgradiente de func¢ido convexa). Seja
f:R" — R uma funcao conveza. Diz-se que y € R™ é um subgradiente de f no ponto
x € R" se

f(z) > f(z) + (y, 2 — ), Vz € R".

O conjunto de todos os subgradientes de uma funcao f em = chama-se subdife-

rencial de f em z e denota-se por

of(x) ={y e R"; f(2) > f(z) + (y,z —x), Vz € R"}. (1.3)

O proximo teorema versa sobre algumas caracterizagoes do subdiferencial de uma
funcao convexa no R", onde sera apresentada uma demonstracao diferente da feita por

Izmailov e Solodov.

Teorema 1.10 ([10, Cap. 3, pag. 176] Propriedades do subdiferencial). Seja
f: R" — R uma fung¢ao convera. Entdo, o conjunto Of(x) € convero e compacto

para todo x € R™.
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Prova. Inicialmente, serd mostrado que Of(x) é convexo. Sejam y',y? € df(x). De

fato, para todo S € [0, 1],

Bf(z) > B(f(x)+ (y',z—y)), Vz e R"

(L=B)f(2) = (1= B)(f(x) + (¥*, 2 —y)), Vz€R"

Fazendo a soma de (1.4) com (1.5), resulta-se

f(2) > fl@)+ Byt + (1 = B2, 2 —y), Vz € R™

(1.4)

(1.5)

Assim, By + (1 — B)y* € df(z) para todo 8 € [0,1]. Portanto, o conjunto df(zx) &

convexo.

Agora, sera mostrado que df(x) é fechado. Seja uma sequéncia {y*} C df(x) conver-

gente, tal que {y*} — 7§ € R™. Com efeito,

f(z) > f(x)+ (* 2 —x), V2 €R" e Vk € N.

Tomando o limite em (1.6) com (k — +00), obtém-se

lim f(z) > lim (f(z)+(y*,z—2)), Vz€R" e Vk € \.

k—s+o0 T k—+oo
O que implica,
f(z) > f(:z:)—|—< lim yk,z—x>, VzeR" e Vk e N.
k— 00
Por hipotese, lim y* = g. Logo,
k— 00

f(z) > f(x)+(y,z — x), Vz € R™.

Assim, gy € 0f(x). Portanto, f(x) é fechado no R".

(1.6)
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Finalmente, serda mostrado que o conjunto df(x) é limitado para todo x € R".
Suponha que para algum z € R" o conjunto 0f(z) é ilimitado, isto é, existe uma
sequéncia {2*} C 0f(z) tal que ||2*|] — +o0o quando (kK — +o0). Por defini¢do de

subdiferencial, tem-se que

f(2)> f(@)+ (a* 2 —z), V2 € R" e Vk € N, (1.7)

k

T
Fazendo T = y*, para todo k € N, implica que {y*} C S~!. Assim, pelo Teorema
T

de Bolzano-Weierstrass (Teorema 1.1) e, passando a uma subsequéncia, se necessario,

{y¥} — § € S~ quando (k — +00). Assim, de (1.7) obtém-se que
f(2) > f(@) + |2*| (%, 2 — 7), V2 € R" e Vk € N. (1.8)
Agora, fazendo z = Z + § e tomando o limite em (1.8) quando (k — +00), obtém-se

f@+y) - f(x)> lim |[z*].

k— 400

Ou seja, f(Z +y) — f(Z) > +oo, absurdo. Logo, o subdiferencial df(z) ¢ limitado
para todo x € R". Portanto, o subdiferencial de uma funcao convexa é um conjunto

convexo e compacto no R". |

A proposicao seguinte assegura que o subdiferencial de uma funcdo convexa em um

ponto onde ela é diferenciavel contém apenas o gradiente da funcao nesse ponto.

Proposicao 1.11 (|10, Cap. 3, pag. 179|). Uma funcao convexa f : R" — R ¢

diferencidvel no ponto x € R™ se, e somente se, 0f(x) ={V f(x)}.
Abaixo é ilustrada a funcao valor absoluto e o seu subdiferencial.

Exemplo 1.4. Seja a funcio f : R — R, f(z) = |z|, serd obtido o subdiferencial

da f. Pela Proposicao 1.11, tem-se que para x > 0, 0f(x) = {1} e para x < 0,
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)1 ofx)
1
X X
-1
(e) Grafico da fungao valor absoluto (f) Grafico do subdiferencial da fungao

valor absoluto

Of(xz) = {—1}. Agora, para x =0, da defini¢io de subgradiente dada em (1.3)

|z| >y -z, VzeR.

Assim, se z > 0, entdoy < 1 e se z < 0, entdo y > —1. Isto é, 0f(0) = [—1,1].

Portanto, o subdiferencial da funcao valor absoluto é dado por

{1}, se x>0
of(x) =14 [-1,1], sex =0
{—1}, se z <0.

Por conseguinte, o subdiferencial da funcao valor absoluto ¢ um dos principais
motivadores para o estudo dos operadores ponto-conjunto, cuja definicao e algumas

propriedades serao abordadas na proxima secao.

1.3 Operadores Mon6tonos Maximais

Nesta secao, serao apresentadas algumas propriedades basicas da classe de opera-
dores mondtonos maximais.

Uma aplicacao T é denominada um operador ponto-conjunto quando associa a
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cada ponto do R™ um subconjunto do R", ou seja, 7' : R — P(R™), no qual P(R")
é definido como o conjunto das partes de R™.

Um exemplo de um operador ponto-conjunto que sera bastante utilizado neste tra-
balho é o subdiferencial de uma funcao convexa nao diferenciavel.

A seguir, serao elencadas algumas definicoes referentes a um operador ponto-conjunto
T que podem ser encontradas em [2, pag. 184]:

O dominio do operador T : R" — P(R") é dado por
Dom(T) := {z € R"; T(x) # 0}.
A imagem do operador T : R" — P(R™) é dada por

Im(T):= |J T().

z€Dom(T)

O grafico do operador 7' : R" — P(R™) é dado por
Gr(T) :={(z,y) e R"" x R";y € T'(z)}.

Um operador 7' : R" — P(R") é sobrejetivo se para todo y € R” existe x € R”
tal que y € T'(x).

Um ponto z € R™ chama-se zero do operador T': R" — P(R") quando
0€T(x).

Observacao 1.2. O problema de encontrar zeros de operadores generaliza o problema
cldssico de minimizacao convexa, ou seja, um ponto y € R™ € o minimizador de uma
fungao convexa f no R™ se, e somente se, 0 € Of(y). De fato, y € R™ é o minimizador
global da f no R" < f(z) > f(y) para todo z € R" <= f(2) > f(y) + (0,2 — y)

para todo z € R" <= 0 € 0f(y).

Definicao 1.11 (|5, pag. 299] Monotonicidade de Operadores). Um operador
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T :R" — P(R™) é mondtono quando para quaisquer x,y € R", u € T(x) ev € T(y),
tem-se

(x —y,u—wv) >0.
A seguir, serao apresentados dois exemplos de operadores monétonos.

Exemplo 1.5. Considere o operador identidade I : R — P(R").

Sejam x,y € R, tais que x € I(x) ey € I(y). Assim,
(v —y,2—y) =z —y|*>0.

Portanto, o operador I ¢ mondtono.

Exemplo 1.6. Considere o operador B : R — P(R). Definido por

_ {2}, se x >0
)

{—2?}, se x < 0.
Sejam x,y > 0, entdo para x> € B(x) e y? € B(y) vale,
(=)@ =y)=(r—y) - (r—y) - (r+y) =(2-y)?’ (x+y) 20
Sejam x,y < 0, e para —2* € B(x) e —y? € B(y), tem-se
(@=y) (P —2*)=(e-y)-(y-2) (y+a)=—(z -y (x+y) 20

Agora, sejam x >0 ey < 0, entdo para x*> € B(zx) e —y* € B(y). Note que:

i) Se (x —y) - (2% +9?), entdo (x —y) >0 e (2* +y*) > 0, o que implica

(x—y)- (a*+y*) > 0.
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ii) Se (y — z) - (—y* — 2?), entdo (y — z) < 0 e (—y* — 2?) < 0, resultando em

(y—z) (—y*—2%) > 0.

Portanto, o operador B € mondtono.

Definicao 1.12. Um operador T : R* — P(R™) € estritamente mondtono quando

para T,y € R" e para v € T'(x),v € T(y), com = # y, tem-se

(x —y,u—wv) > 0.

A seguir, serd abordada a maximalidade de operadores que é uma propriedade de

extrema relevancia no campo de operadores monotonos.

Definicao 1.13 (|5, pag. 299] Maximalidade de Operadores). Um operador mo-
notono T : R" — P(R™) € mazimal quando ndo existe um outro operador mondtono

T' tal que o Gr(T) esteja propriamente contido no Gr(T").

Exemplo 1.7. Seja o operador identidade I : R* — P(R"™) que é mondtono (ver
Exemplo 1.5). A seguir, serd verificado que este operador também é mazimal. Para

tanto, seja o operador V definido por

{Z,a}, sex =7

{z}, sex # 1T

V(z) =

onde a € R™ € qualquer e fizo. Nota-se que Gr(I) C Gr(V'), entretanto, serd mostrado
que V' € nao mondtono.
Sejam x,T € R™ tais que x € V(x), a € V(Z) e o cosseno do dngulo 0 entre os vetores

(x — ) e (x—a) écosf <0. Assim, obtém-se

(x —z,x —a) <O0.

Logo, V' é nao mondtono. Portanto, I é um operador mondtono maximal.
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Exemplo 1.8. Seja o operador B : R — P(R) mondtono definido no Exemplo 1.6.
Em sequida, serd verificado que B ¢é mazimal. Para tal, seja o operador B definido por

N 72,0}, sex=2>0
Bla) - {z%,0}

B(x), sex # T
Observa-se que Gr(B) C Gr(B), porém, serd mostrado que B é ndo mondtono.

Sejam x,7 € R™ tais que T > x > 0, 2% € B(:z:) e 0 € B(Z). Assim, tem-se
(z—72)-(2* = 0)=(z—7)-2% <0.

Logo, o operador B € nao mondtono. Portanto, o operador B € mondlono maximal.

As proposigoes abaixo abordam propriedades importantes a respeito da teoria de
operadores monotonos maximais. A primeira serd apenas enunciada e a segunda seré
enunciada e desenvolvida a sua prova, face a sua relevancia para o desenvolvimento

deste trabalho.

Proposicao 1.12 ([4, Cap. 4, pag. 126] Convexidade de Operadores Mon6tonos
Maximais). Se T : R" — P(R™) é mondtono mazximal, entio T(x) € convexo para

todo x € R™.

Proposigao 1.13. |9, Cap. 4, pag. 9] Se . lim y* =g, . lim zF =2z, T é mondtono
—+00

—+00

mazimal e {y*} € T(2"), entdo i € T(%).

Prova. Defina o operador 7" : R* — P(R") por

T(z), se 2z # Z
iy ) TE s
T(z)U{y}, se z=2%

. . , / , 3 2 :
Inicialmente, serd mostrado que o operador T° é mondtono, isto é, para quaisquer

2,7 ERY yeT (2)ey €T'(2) vale

<Z_Z/7y_y/> > 0.
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Suponha z = 2’. De fato, se z # Z entdo a monotonicidade de 7" segue da monotonici-
dade de T'. Agora, se z = Z, entao ha dois casos a considerar. Primeiro, para pontos em
T(%), a monotonicidade de 7" segue da monotonicidade de 7. Segundo, considerando
{7y}, tem-se que

(z—z,y—1y) =0, pois z = Z.

Logo, segue-se que T' ¢ monotono. Agora, da monotonicidade de T, tem-se
(z— 2" y—y*) >0, V2 € R", Yy € T(2), Vk € N. (1.9)
Tomando o limite em (1.9) quando (kK — +00),

lim ((z—2"y—y")) >0, VzeR", Vy € T(2).

k—+o00

Pela continuidade de (-, ), segue-se

<z— lim 2f,y— lim yk>20, Vz e R", Vy € T(2).

k—>~4o00 k—+o00

Assim, por hipotese,
(z—z,y—y) >0, V2 € R" Vy € T(2).

Considerando que o operador 7" é monétono e que, por defini¢io, T'(z) C T (x) para
todo x, segue-se que T = T', pela Definicao 3.3. Em particular, T(z) = T (z) =
T(z) U{y}, isto ¢, y € T(z). Portanto, todo operador mon6tono maximal 7" é uma

aplicagao fechada. [ ]



Capitulo 2

Conjugacao em Analise Convexa

Neste capitulo, serdao abordadas algumas nog¢oes de Conjugagao de fungdes em Ana-
lise Convexa que serao de extrema importancia teorica e pratica para o desenvolvimento
dos principais resultados apresentados neste trabalho. Inicialmente, serd introduzida a

definicao de funcao estendida com um exemplo significativo.

2.1 Funcao Estendida

Uma funcao convexa f diz-se estendida quando a mesma pode atingir valores 400,
ou seja, para algum x € R" pode-se ter f(z) = +oo. Tais fungdes serdo representadas
por f:R" — R = R U {+00}. Como consequéncia, tem-se que o dominio efetivo de

uma fun¢ao estendida é definido em [17, pag. 23| por
domf :={z € R", f(x) < +o0}.

Definicdo 2.1 ([17, Cap. 1, pag. 24]). Uma funcdo conveza estendida f : R" — R
¢ propria quando o domf # (. Quando a fun¢ao convera estendida f nao é propria

diz-se que € impropria.

A seguir, serdao abordadas algumas propriedades da funcao indicadora de um con-

junto C' C R™ que é um exemplo significativo de fungao estendida.

28
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Defini¢ao 2.2 (|20, Cap. 5, pag. 64| Fungao indicadora). Seja C C R", entdo a

func¢ao indicadora de C € a funcao

0, sex e C
(Sc(ﬂf) =
+o0, se x ¢ C

Abaixo, serd apresentada uma caracterizacao importante da fun¢ao indicadora.

Proposicao 2.1 (|20, Cap. 5, pag. 64]). Seja dc : R* — R, onde C C R™. Entdo, a

func¢ao indicadora dc € converxa se, e somente se, C' € um conjunto convezo.

Prova. Suponha que ¢ seja uma funcao convexa, mas C' nao convexo, isto é, existem
z,y € C e €l0,1], tais que Bx + (1 — B)y ¢ C. Por definicio, éc(x) = 0, dc(y) = 0
e dc(Bzr + (1 — B)y) = +o0. Assim,

5o (B + (1= BYy) = +00 > 0 = Foc(x) + (1 - B)c(y).

Contradicao, pois d¢ nao seria convexa. Portanto, C' é um conjunto convexo.
Reciprocamente, suponha C' um conjunto convexo. Pela convexidade de C' e para

quaisquer z,y € C e 8 € [0, 1], tem-se que Sz + (1 — f)y € C. Assim,

Sc(Bz + (1— B)y) = 0 = Boc(z) + (1 — B)dcly) = 0.

Suponha que z € C, y € R"\C e Sz + (1 — )y € C. Desta forma, para todo 5 € [0, 1],

bc(Br+ (1= B)y) =0 < +oo = Béc(r) + (1 — B)dc(y).

Agora, suponha que x € C, y € R"\C e Sz + (1 — f)y € R"\C. Assim, para todo

B € [0,1],

Sc(Bx + (1— B)y) = +00 = Boc(x) + (1 — B)de(y) = +oo.
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Portando, 6¢ é uma funcao convexa.

Continuando, destaca-se que a definicao de semicontinuidade inferior de uma funcao
estendida ¢ equivalente & dada na Defini¢ao 1.1 para uma funcao real (ver [4, pag. 60]).

O préximo resultado apresenta uma caracterizagao relevante da funcao indicadora.

Proposicao 2.2 (|20, Cap. 5, pag. 64]). Seja dc : R® — R, onde C C R™. Entdo, a

funcao indicadora 6¢c € s.c.i. se, e somente se, C' € um conjunto fechado.

O préximo resultado abordard uma caracterizagao do subdiferencial da funcao indi-

cadora de um conjunto nao vazio, convexo e fechado.

Proposicao 2.3 (|4, Cap. 3, pag. 77| Subdiferencial da funcao indicadora). Seja
dc : R" — R a funcdo indicadora do conjunto C C R™. Se C é um conjunto ndo

vazio, convexo e fechado, entao

{zr e R (y—z,2") <0 Vye(C}, sexeC
0, sex ¢ C

960 () =

Isto é, déc(x) = Ne(x).

Prova. Como d¢ é uma funcao convexa, segue-se que

Doc(x) :=={z" € R"; dc(y) > oc(z) + (x*,y —x) Vy € R"}. (2.1)

Note que para x ¢ C, tem-se que

do(y) > +oo + (2", y — x).

Logo, se y € C tem-se um absurdo e, neste caso, implica 9dc(x) = 0.

Agora, para x € C, obtém-se que

dc(y) = (z%,y — 2).
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Observe que para y ¢ C a desigualdade em (2.1) é satisfeita e, particularmente, para
y € C segue-se que

0> (2" y—x).

Portanto, da analise acima e da definigdo de Cone Normal, tem-se 9dc(x) = No(x).

Considerando que serao utilizadas as propriedades de soma e de supremo de funcoes

convexas e s.c.i.s estendidas, em seguida, serao apresentados os demais resultados.

Proposigao 2.4 (|4, Cap. 3, paginas 62 e 68] ). Sejam f; : R* — R funcdes converas
e s.c.i.s para todo v € I, onde I é um conjunto de indices arbitrario. Entao, vale:
(1) fi+ f; € uma fungdo convezra e s.c.i., para quaisquer i,j € I;

(2) sup f; : R" — R € uma fungdo ¢, convera e s.c.i..
el

A definicdo abaixo aborda uma representacao convexa e s.c.i. de uma funcao ge-
nérica ¢, a qual denota-se por convg. Onde, convg é o fecho da envoltéria convexa da

funcao g, representando a maior funcao convexa e s.c.i. que minora a funcao g.

Definigdo 2.3 (|20, Cap. 5, pag. 64]). Sejam uma funcio g : W — R e um conjunto

nao vazio W C R". FEntao,

convg = sup h
h:W—>R,h§g

h € convezra e s.c.i.

Observacao 2.1. Destaca-se que se g é uma funcao convexa e S.c.t., entao g = COnvy.

2.2 Funcao Conjugada

Nesta, serao abordados os conceitos da fungao conjugada (ou func¢ao dual) neces-

sarios ao desenvolvimento dos demais capitulos. Considerando que esta funcao, em
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contextos mais gerais, é definida em espacos duais de espacos de Banach, serd adotada

a notacao z* para pontos onde a funcao conjugada estiver definida.

Definigao 2.4 (|20, Cap. 6, pag. 84] Fungao Conjugada ). A conjugada da fun¢ao

f:R* — R € a funcio f*: R* — R dada por

fi(z") = suﬂg{(x,xﬂ — f(x)}, Va* e R™.
TER™
Exemplo 2.1. Seja a fungao f : R — R, f(z) = |z|. A seguir, serd obtida a
conjugada f* da funcio f. De fato, f*(z*) = sup{x - 2" — |z|} para todo x* € R.
z€R
Observe que para © > 0, seque-se que x - x* — |x| = (z* — 1)z. Assim, se x* < 1, entdo
sup(z* — 1)x =0 e se * > 1, entdo sup(xz* — 1)x = +00. Agora, note que para x < 0,

TER TER

tem-se que x - x* — |x| = (z* + 1)x. Desta forma, se x* > —1, entdo sup(z* + 1)x =0
TeR

e se x* < —1, entao sup(z* + 1)x = +o00. Portanto, a funcdo conjugada de f(x) = |x|
z€R

€ dada por

L 0, se |z*| <1
fr@®) =

+o00, se |z*| > 1.

Continuando, serd mostrada uma particularidade da funcao f : R* — R, f(z) =
%HxHQ na Teoria de Conjugagdo em Andlise Convexa (ver |20, pag. 86|). Antes,
serao introduzidas a norma definida para espacos duais em [3, pag. 3] e algumas
consideracoes.

le*l = sup |(z,a%) (2.2)
r € R"”

]l = 1.

Por definicao, todo ponto x € R™ pode ser representado por um vetor unitério, isto é,
a cada z pode ser associado um vetor z tal que ||z| = HﬁH Assim, vale que = = T

e ||z|]| = 1, onde 8 > 0. Desta forma, pela Defini¢ao 2.4 e para todo z* € R", segue-se
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que a conjugada da f é

F) = s s {(na) = Jlel?}

B20 ||lz||=p

1
= supq sup (z,z°) — 5§
520 | |l=]=8 2

- sup{ sup {3,0°) - %6}

B=0 | lI8z||=p
= % 1 2
= sup 1§ sup {,2%) — 6

£=0 [l z]|=1

Agora, de (2.2), obtém-se

* * * 1
Py = s dale-55°)
B=0
1
= e o)

1
= "I =5 ll="[I*

2
1
= leIP
Logo, pela Observacao 1.1, tem-se que
.l 1, . 1 1
7@t = 5l = SR = Sl = ). (23)

A seguir, serd apresentado um teorema que caracteriza as funcoes conjugadas.

Teorema 2.5 ([3, Cap. 1, pag. 11]). Seja a funcio f : R® — R, com domf # 0.

Entao, a fungao f* € convexa, propria e s.c.i..

Uma consequéncia imediata da definicao de conjugada (Defini¢ao 2.4) é:

(@) > (z,2") — f(x), Ve € R" e Va* € R™.
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O que é equivalente a

flx)+ fr(a") > (x,2%), Vo € R" e V2" € R", (2.4)

que é conhecida como Desigualdade de Fenchel (ver |20, pag. 87]).
O proximo teorema estabelece critérios para que ocorra a igualdade em (2.4) que
serd denominada, de agora em diante, por Igualdade de Fenchel, onde as funcoes f

e f* sao finitas.

Teorema 2.6 ([20, Cap. 6, pag. 87] ). Sejam f : R® — R wma funcio conveza e

r € R™ um ponto onde f(x) < 400 . Entio x* € 0f(x) se, e somente se, f*(x*) =

(z,2%) = f(x).

Prova. Suponha x* € df(z), por defini¢do de subdiferencial,

f(z) > f(z)+ (2", 2 —x), Vz € R™.

E usando que f(x) < 400, pode-se reescrever a desigualdade acima do seguinte modo

(z,2") — f(2) < (x,z") — f(z), Vz € R™. (2.5)

Tomando o supremo na desigualdade (2.5), obtém-se

sup {(z,27) — f(2)} < (z,2") — f(2). (2.6)

z€ERM

Assim, usando a defini¢do de conjugada (Definigao 2.4) em (2.6), segue-se que

fl@) + (@) < (z,27). (2.7)

Logo, de (2.4) e de (2.7), tem-se que f(x) + f*(z*) = (z,z*), sempre que z* € df(x).

Reciprocamente, suponha f*(z*) = (z,2*) — f(z). De (2.4), segue-se que f*(x*) >
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(z,2*) — f(z) para todo z € R", o que implica, por hipdtese,

(x,2") — f(z) > (z,2%) — f(2), Vz € R™.

O que é equivalente a

f(z) > f(z)+ (2", 2 —x), Vz € R™.

Logo, z* € 0f(x). |

As figuras abaixo apresentam uma ilustracao do Teorema 2.6, referentes a conjugada

de uma funcao convexa diferenciavel e de uma nao diferenciavel.

(a) Fungdo conjugada de uma fungéo f con-  (b) Funcdo conjugada de uma fun-
vexa diferenciavel. ¢do f convexa nao diferenciavel.

A defini¢ao seguinte contempla uma caracterizacao bastante util na relagao entre a
funcao f e a sua conjugada f*.
Definigao 2.5 (|17, Cap. III, pag. 116]). Seja f : R* — R uma fungio convera e
s.c.i.. Entao, f € cofinita se, e somente se, f* é de valor finito.

A seguir, sera verificado que a funcao conjugada da fungao indicadora (ver Definigao

2.2) de um conjunto C' C R™ é a fungao suporte desse conjunto. De fato, sabe-se que

d(x*) = sup {(z,x") — dc(x)}, Va* € R™.

xER™
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Assim, para € C, tem-se que dc(x) = 0 e para x ¢ C, tem-se do(x) = +oo. Logo,

segue-se que a conjugada de ¢ é a funcao suporte do conjunto C, isto é,

0 (x") = sup{(z, ")}, Va* € R". (2.8)

zeC

Abaixo, sera apresentado um resultado que relaciona a finitude da funcdo suporte

com a limitacao do conjunto de atuacao, e vice-versa.

Proposicdo 2.7 ([8, Cap. C, pag. 134]). Seja 6% : R® — R a funcdo suporte do
conjunto C C R™. Entao, of € de valor finito se, e somente se, C' é um conjunto

limitado.

Prova. Suponha 4 de valor finito, o que implica domd;, = R". Pela definicao de
fun¢ao conjugada (Teorema 2.5), tem-se que 0F é uma fun¢do convexa, assim, pelo
Teorema 1.9 segue-se que d¢ é continua no R™. Desta forma, pelo Teorema de Bolzano-
Weierstrass (Teorema 1.1), segue que existe um valor maximo L > 0 para a fungao 0

restrita a uma bola compacta no R", isto é,
de(w*) < L, Yw* € B0; 1]. (2.9)

Agora, fazendo w* = L para w* # 0 e substituindo em (2.9) e usando (2.8), tem-se

[Jwll
<w, ﬁ> <L (2.10)

O que implica de (2.10) que |w|| < L, para todo w € C. Portanto, C' é um conjunto

que

limitado se a funcao 5 é de valor finito.

Reciprocamente, suponha o conjunto C' limitado, isto é, existe um nimero real
r > 0 tal que ||w|| < r, para todo w € C. Da desigualdade de Cauchy-Schwarz, tem-se
que

(w,w*) < fJwl| - |lw*||, Yw € C' e Vuw* € R".
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O que implica

(w,w*y < 7w, YVw € C e Vw* € R". (2.11)

Fixando arbitrariamente w* € R" e tomando o supremo no conjunto C' na desigualdade
(2.11), obtém-se

sup{(w,w*)} <r-[Jw*|. (2.12)
weC

Da arbitrariedade de w*, de (2.8) e de (2.12), segue-se que

oa(w*) <r-||w*]], Yw e C e Vu* € R (2.13)

Portanto, a funcao suporte o5 é de valor finito se C' é limitado. [

A seguir, serd enunciada uma caracterizacao da func@o suporte que sera necessaria

para resultados posteriores.

Teorema 2.8 ([8, Cap. C, pag. 138]). Seja C' um conjunto nao-vazio, convero e

fechado do R™. Entao, x € intC' se, e somente se,

do(x*) > (z,x), Va* #0.

Prosseguindo, serd abordado o conceito da conjugada da funcao f* definida por

Funcio Biconjugada de f (ver [8, pag. 218]): Seja a funcdo f : R — R, entdo

[ (@) = () (2) = sup {{z,2%) = f*(z7)}, Vo € R™. (2.14)

T*eR”

Teorema 2.9 (|20, Cap. 6, pag. 88]). Seja f : R® — R uma fungio conveza e

propria. Entao, f** € o supremo de todas as fungoes afins que sao majoradas por f.

Prova. Defina A := {Conjunto de todas as fun¢des afins que sao majoradas porf} e

[(x) := sup{y(x);y € A}. Considere f*(z*) < +o0, para algum z* € R™. De (2.4),
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f(z) > (x,z*) — f*(z*), o que implica (x,z*) — f*(z*) € A e, consequentemente,

(x,x") — f*(z") <T'(z) Vo € R™ (2.15)

Fixando arbitrariamente x € R™ e tomando o supremo na desigualdade (2.15), obtém-

se que sup {(z,z*) — f*(«")} < I'(x). De (2.14), tem-se que f**(x) < I'(x). Da

arbitrariedade de z, segue-se

f*(x) < T'(x) para todo z € R"™. (2.16)

Agora, considere h € A, por definicao, h(x) = (z,z*) — 3, onde § € R. Logo,

(x,2") — B < f(x), Vo,2" € R" tal que f*(z") < 4o0.

O que é equivalente a

(x,2") — f(z) < B, Va,z" € R" tal que f*(z") < +o0. (2.17)

Fixando arbitrariamente z* € R™ tal que f*(z*) < 400 e tomando o supremo na

desigualdade (2.17), obtém-se sup {(z,z*) — f(z)} < . Pela Defini¢do de conjugada
zeR?

dada em (2.4), f*(2*) < 8 o que implica —f5 < —f*(z*). Assim,

h(:lﬁ) = <1’,$*> - B < <£13,{IJ*> - f*(x*)

Isto é,

W) < (2, 2%) — f*(x7). (2.18)

Fixando arbitrariamente x € R" e tomando o supremo na desigualdade (2.18), obtém-se

sup h(z) < sup {(z,2") — f"(z")}.

x* ER" x* ER"
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Considerando que h € A & qualquer e por (2.14), tem-se que I'(z) < f*(z). Da

arbitrariedade de z, segue-se que

['(x) < f*(x) para todo = € R". (2.19)

Portanto, de (2.16) e de (2.19), tem-se que f** é o supremo de todas as funcoes afins

que sao majoradas por f. [ |

Teorema 2.10 ([3, Cap. 1, pig. 13| Fenchel-Moreau). Seja f : R® — R uma

funcdo convexa, propria e s.c.i.. Entao, f = f**.



Capitulo 3

Operadores Mon6tonos Maximais e

uma Representacao Convexa

Este capitulo sera iniciado com um exemplo importante de operadores mondtonos
maximais que é o subdiferencial de uma funcao convexa, propria e s.c.i.. Em seguida,
serao abordadas as propriedades da funcao de Fitzpatrick que esta associada a opera-

dores monotonos maximais.

3.1 Operadores mon6tonos maximais

Considerando que o subdiferencial de uma funcao convexa, propria e s.c.i. é o
operador ponto-conjunto com maior aplicacao dos resultados principais abordados no
presente trabalho, nesta secao serd provada a sua maximalidade.

Inicialmente, serd mostrado que o subdiferencial de uma fun¢ao convexa e propria

é um operador mondtono.

Proposicdo 3.1. Seja f : R” — R conveza e propria. FEntdo, o subdiferencial da

funcao f € um operador mondtono.

Prova. Sejam z,y € R" e 2* € df(x),y* € f(y). Pela definicao de subdiferencial,

fz)> flx)+ (z*,z—x), Vz€eR" e f(w) > f(y) + ¥y, w—y), VweR" (3.1)

40
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Fixando y = z e © = w e substituindo em (3.1), respectivamente, obtém-se
fy) = f(@) + (=" y —x) e flz) 2 fy) + (" 2 —y). (3-2)
Da soma das desigualdades em (3.2) resulta (z — y,z*) + (x — y, —y*) > 0. Isto &,
(x —y, 2" —y") > 0.

Portanto, 0f é um operador mondétono. |

Em seguida, sera apresentado um teorema fundamental para a prova da maxima-
lidade do subdiferencial. Considerando uma funcio f : R* — R convexa, propria e
s.c.i. e xyp € R™, segue-se que a regularizacdo de Moreau-Yosida de f (ver [8, pag. 92])
é dada por

F(z):= f(z) + %Hx — x|, Vz € R™ (3.3)

De fato, a fungio F é estritamente (fortemente) convexa no R" o que implica, pelo
Teorema da Minimizacao Convexa, que F' possui um tnico minimizador global. Para

tanto, define-se

i 1
prox (o) := arg min {f(x) + §||37 - £L'0||2}

onde prox; ¢ chamada a aplicagao de proximidade com respeito a f, devido a Moreau

em [16]. De forma anéloga, define-se
(wo) : ‘E fr(@) 1|| " — xo|?
prox;.(zo) 1= arg min x") + 5 127 = o

onde prox;. ¢ chamada a aplicagao de proximidade com respeito a f*, devido a Moreau

em [16].

Teorema 3.2 (|20, Cap. 7, pag. 108]). Seja f : R* — R wma funcdo convera,

propria e s.c.i. e sejam z,x,x* € R™. Entao, as sequintes condi¢coes sao equivalentes:
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(1) z=x+2" e f(x) + f(z7) = (z,27);

(2) = prox;(z) e % = prox;.(z).

Finalmente, sera desenvolvida a prova da maximalidade do subdiferencial de uma

funcao convexa, prépria e s.c.i..

Teorema 3.3 (|20, Cap. 7, pag. 110] Maximalidade do Subdiferencial da f).
Seja f : R* — R uma funcdo conveza, propria e s.c.i.. Entio, Of € um operador

mondtono mazimal.

Prova. Seja (z¢,z5) € R"xR" tal que (x—z, 2*—x) > 0, para todo (z,2*) € Gr(9f).
Defina x; = prox(wo + x3) e 27 = prox;. (o + x§). Assim, usando os Teoremas 3.2 e
2.6, segue-se que

zo + xy = 21 + 2] e (x1,2]) € Gr(9f). (3.4)

Pela monotonicidade de df (Proposigao 3.1),
(1 — xg, 2] — x5) > 0. (3.5)

Desta forma, de (3.4) e de (3.5), tem-se que 0 < (z; — xg, 2o — 71) = —|lg — 21]]%.
Ou seja, zg — x1 = 0, o que implica o = z; e, por (3.4), x5 = z}. Logo, (zo,z}) =
(x1,27) € Gr(9f). Portanto, o subdiferencial df de uma fun¢do convexa, propria e

s.c.i. é um operador mondtono maximal. [ |

3.2 Funcao Fitzpatrick

A funcao Fitzpatrick foi introduzida por Simon Fitzpatrick em |7], no ano de 1988,
com o objetivo de representar convexamente o subdiferencial de uma funcao convexa e
propria. Em 2001, esta bifuncdo foi utilizada por Martinez-Legaz e Théra em [14] com
o fim de identificar e classificar um operador mon6tono maximal. Também, em 2002,
Burachik e Svaiter debrugaram-se sobre o tema em [5]. Finalmente, essas redescober-

tas motivaram diversos pesquisadores da area a buscar novos resultados envolvendo
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convexidade na teoria de operadores mondtonos maximais.
Seja T : R* — P(R™) um operador, com Dom(T) # . A funcio Fitzpatrick do

operador T denotada por ¢r : R® x R — R & definida por

x,x") = (x, ") — inf x—y, " —y"). 3.6
pr(ea’)i= (e = it {o- gt - ) 36)

Desenvolvendo (3.6), sera obtida outra expressao equivalente, também muito presente

na literatura,

r,x") = (x,x*)—  inf r—y, " —y"
er(z, z%) (2, z%) (yw)eGr(T){( y v}

= — inf —(z, ") + (x —y, " —y*
i, ) =y y)}

= sup  {{z,2") + (y —z, 2" — y*)}
(y,y*)€Gr(T)

= sup  {(@,2") +(y,2") — (v, y") — (x.2") + (z,y")}
(y,y*)€Gr(T)

= sup  {{y,z") + (2,y") — (v, ¥")})
(y,y*)eGr(T)

Logo,

or(z,v") = sup {(x,y") +{y,2") — (y,y")}. (3.7)
(y,9*)€Gr(T)

A seguir, sera apresentado um Teorema que caracteriza a fungao Fitzpatrick de um

operador mon6tono maximal.

Teorema 3.4 (|7, pag. 62|). Seja T : R* — P(R") um operador mondtono mazimal.
Entao, as sequintes afirmacgoes sao satisfeitas:
(1) or(z,z*) = (x,z*) se, e somente se, (z,2*) € Gr(T);

(2) or(x,x*) > (x,x*), para todo (z,x*) € R™ x R™.

Prova. (1). Suponha ¢r(z,2*) = (x,z*). Assim, de (3.6), implica que

inf x—y, " —y*)=0.
(yvy*)EGr(T)< Y v
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Da defini¢ao de infimo,

r—y, " —y") > inf r—y, " —y")=0. 3.8
(v —y y") (y7y*)eGr(T)< y ") (3.8)

Pela maximalidade de 7', segue-se de (3.8) que (x,z*) € Gr(T).
Reciprocamente, supondo (z,z*) € Gr(T') e usando a monotonicidade de 7" implica
que inf (x—y,z" —y*) = 0. Portanto, de (3.6) segue que @r(z,z*) = (x, z*).
(y,y*)eGr(T)
(2). Suponha que (z,z*) € (R" x R")\Gr(T"). Da maximalidade de T, segue-se que
(x—y,x*—y*) < Oparatodo (y,y*) € Gr(T), o queimplica  inf (z—y,z"—y") <O.
(y,y*)€Gr(T)

Desta forma,

— inf r—y, " —y*) > 0.
(yyy*)GGr(T)< Y v

Logo, or(z,a*) = (z,z*) — inf (z—y,a* —y*) > (z,2"). Isto é,
(y,y*)€Gr(T)

or(z, %) > (z,2") para todo (z,z") € (R" x R")\Gr(7T). (3.9)

Portanto, da afirmacdo (1) e de (3.9), segue-se que ¢r(x,z*) > (z,z*), para todo

(x,2*) € R" x R™. |
O proximo resultado apresenta propriedades imediatas da funcao Fitzpatrick.

Proposigao 3.5 (|7, pag. 61]). Seja T : R" — P(R™) um operador mondtono. Se

Dom(T') # (), entao o1 é uma fung¢ao convera, propria e s.c.i..

Prova. Considerando a definigdo da fun¢ao Fitzpatrick dada em (3.7), segue que o
produto de dualidade (-, -) é convexo, pois ¢ uma aplicagdo bilinear no R". Assim, pela
Proposi¢ao 2.4, segue-se que o é uma fungao convexa. Continuando, para (y,y*) €
Gr(T') qualquer e fixo, a aplicacao (-, -) é continua no R™ o que implica que é s.c.i.. Desta
forma, pela Proposi¢ao 2.4, tem-se que o7 é uma funcao s.c.i.. Como o Dom(T') # (),

segue-se da afirmacao (1) do Teorema 3.4 que a fungao ¢y é propria. [

A seguir, sera estudada a funcao Fitzpatrick de alguns operadores monétonos ma-

ximais.
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Exemplo 3.1. Seja a funcio f: R — R definida por f(x) = |x|. Em sequida, serd
estudada a funcao Fitzpatrick do subdiferencial da funcao f obtido no Exemplo 1.4.
De fato,

r, ) =x- 2% — inf z—vy) - (" —y").
pos(z,z") (y’y*)eGr(af)( y) - (2" —y")

Assim, para (z,x*) € Gr(0f), seque-se da afirmagdo (1) do Teorema 3.4 que por(x, ") =
r-xt < 4o0.
Agora, para (z,z*) € (R x R)\Gr(9f) implica que x é qualquer e fizo com |x*| > 1.

Desta forma, para a relacdo abaizo, hd dois casos a serem analisados separadamente:

— inf z—1y)-(zF—y") = su —z) - (zF = y*).
(yvy*)eGr(af)( ) ( v (y,y*)e(I;)r(af)@ ) v)

i) Se x* > 1, entdo (z* —y*) > 0. Logo, quando

(y — 40) = (y—x) - (2" —y") — 400 = sup  (y—x)-(z"—y") = +0
(y,y*)€Gr(0f)

E, quando

(y — —o0) = (y—2)- (2" —y") — —00c =  sup (y—x)-(2"—y")=0
(y,y*)eGr(0f)

i1) Se x* < 1, entao (z* — y*) < 0. Logo, quando

(y — +o0) = (y—2)-(v"—y") — —00c =  sup (y—x)-(2"—y")=0
(y,y*)€Gr(0f)

E, quando

(y — —0) = (y—2a)- (2" —y") — +o0 = sup  (y—=x)- (2" —y") = +o0.
(y,9*)€Gr(9f)
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Portanto, a fun¢ao Fitzpatrick do subdiferencial da fungdo f(z) = |z| € dada por

x-z*, se (z,z*) € Gr(df)
+o0, se (z,z*) ¢ Gr(9f).

wor(T, %) =

O que € equivalente a

r,sex>0ex” =1
. 0,sex=0ce¢|z* <1
por(x,x") =
—r,sex<0ex*=-—1

400, caso contrario .

Exemplo 3.2. Seja I : R" — P(R") o operador identidade. A seguir, serd estudada
a fungao Fitzpatrick deste operador. Para (x,x*) € Gr(I) tem-se que @(x,x*) =
(x,x*) < 400, em virtude da afirmagdo (1) do Teorema 3.4.

Agora, seja (z,z*) € (R"xR")\Gr(I). Usando a defini¢iao da oy apresentada em (3.7),

a funcao Fitzpatrick de I € dada por

or(z,z*) = sup {(z + 2%, y) — ||ylI*}.
yeR™

Considerando que (x + x*,y) é uma fungdo linear e —||y||*> é uma fungdo quadrdtica
concava, seque-se que o sup {(z +a* y) — ||y||*} ¢ atingido no mdzimo dessa funcao e,
yeR”

por consequinte, € finito. Portanto, a funcao Fitzpatrick do operado I é de valor finito,

ou seja, p; < +00. Assim, obtém-se

(x,x*), se (z,2*) € Gr(])
@I(x>w*) =

max{(z +2°,9) = Iy}, se (z,3") ¢ Gr(1).

Agora, serd abordada outra representacao convexa de operadores mon6tonos ma-

ximais que foi estabelecida por Burachik e Svaiter em [5]. Essa fung¢io serd denotada
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por op : R” x R* — R e definida por
or(x,x") = conv(m + darr)) (@, 7). (3.10)

onde a fungdo 7 : R" x R" — R ¢ dada por 7(z,2*) := (z,2*) e dgyr) : R"XR" — R

¢ a funcao indicadora do Gr(T') C R™ x R™ (ver Defini¢ao 2.2). Desta forma, tem-se:

(x,x*), se (z,2*) € Gr(T)
+o0, se (z,2*) ¢ Gr(T).

(m+ 5Gr(T))(:17, x¥) =

Proposigao 3.6. Seja T : R — P(R"™) um operador com Dom(T) # (). Entao, a

funcao or é convexra, propria € S.c.i..

Prova. Segue-se imediatamente da definicdo da funcao or, dada em (3.10), e da

Defini¢ao 2.3. u

O exemplo, a seguir, evidencia as caracteristicas da funcao sigma de um operador

quando o mesmo for mon6tono maximal.

Exemplo 3.3. Seja [ : R" — P(R") o operador identidade. A sequir, serd estudada
a funcao oj.

Nos Exemplos 1.5 e 1.7, foi provado que I é um operador mondtono mazximal,
assim, pelas Proposigoes 1.12 e 1.13, segue-se que Gr(I) é um conjunto convexo e
fechado. Logo, pelas Proposicoes 2.1 e 2.2, tem-se que a fun¢do indicadora dcyr)(z, 2*)
é convera e s.c.i., para todo (x,x*) € Gr(I). Por consequinte, da Observacao 2.1,

obtém-se que or = cONV (T + dar(r)) = T + Ocr(r)- Desta forma,

(x,z*), se (z,2*) € Gr(I)

oz, x*) =
+o0, se (z,z*) ¢ Gr(I).
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O que € equivalente a

2%, se (x,2*) € Gr([)
+00, se (z,2%) ¢ Gr({).

or(z,z") =

No proximo exemplo, serda analisada a funcao sigma de um operador que é nao-

mono6tono, nao-convexo e nao é fechado.

Exemplo 3.4. Seja o operador H : R — P(R) definido por

_ 4t sex #£ 1
() — {4} #
[0,1)U (1,4], se x = 1.

E observado que H é um operador nao-mondtono, pois para —1 ¢ 1 € R com

4€ H(-1) e0 € H(1), obtém-se:
(-1-1)-(4-0)=(-2)-4=-8<0.

Continuando, nota-se que ﬁ(l) € um conjunto nao-convexo, pois para 0 e 3 € f[(l)

e = —, tem-se:
P 3

Observa-se, ainda, que H(1) nao € fechado, uma vez que considerando a sequéncia
kE—1 _ _
o* = Z—— seque-se que {zF} € H(1) e lim 2% =1, porém 1 ¢ H(1).
k k—4o00
Desta forma, o Gr(H) é um conjunto ndo-convexo e ndio fechado, o que implica
que a funcao indicadora (5Gr(g) ndo € convexa e nem s.c.i. (ver Proposigoes 2.1 e 2.2).

Logo, tem-se que o # T+ dgem)- Assim, seque-se que

dr, sex #1 e ¥ =4
(T + bom) (7, 2") =< z*, sex=1ea* € [0,1) ou z* € (1,4]

+00, se (x,z*) ¢ Gr(H).
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Todavia, pela defini¢ao de og, dada em 3.10, o = conv(m + 5Gr(g)), 1sto €,

dr, sex #1lex* =4
op(r,2") =q 2, sex =1ea* €[0,4]

+o00, se (x,2%) ¢ Gr(H).

A proposicao abaixo apresenta uma caracterizacao das funcoes o1 e or de um

operador mon6tono maximal 7' : R" — P(R").

Proposicao 3.7. Sejam T : R" — P(R™) um operador mondtono maximal e as
fungoes o e or. Entao, or(z,x*) = or(z,x*) = (x,2*) se, e somente se, (z,x*) €

Gr(T).

Prova. A prova desta proposicao segue imediatamente da afirmagao (1) do Teorema

3.4 e da definicao da funcao or. [

A seguir, serd mostrado que a fun¢ao 7 é a conjugada da fungao or (ver [13, pag.

24]). Assim, para todo (z,z*) € R" x R", tem-se que

or(x,x*) = sup  {(z,2%) + (x,2") — (2,2")}
(2,2%)eGr(T)

= sup {<(Z,Z*>,(.T*7I)> - (W_'_(SGr(T))(Z?Z*)}
(z,2*)ER™ xXR"
= (74 dau(r)) (2", x)

= op(z*, x)

Logo,
or(z, %) = oy (2", x) para todo (z,z") € R" x R™. (3.11)
Além disso, pela defini¢do de or e pelo Teorema 2.10 (Teorema de Fenchel-Moreau),

segue-se que

op(z*,x) = o (x,2") = or(x,z") para todo (z,z*) € R" x R". (3.12)



Capitulo 4

Um Teorema de sobrejetividade e

Aplicacoes

Neste capitulo sera abordado um teorema de sobrejetividade da soma de operadores
mondtonos maximais baseado nas propriedades da funcao Fitzpatrick. Também serao

realizadas algumas aplicacoes para operadores mon6tonos maximais especiais.

4.1 Teorema de sobrejetividade

Nesta secao, serd desenvolvido um Teorema de Sobrejetividade que foi demons-
trado por Martinez-Legaz em [12| que garante a sobrejetividade da soma de opera-
dores mono6tonos maximais. A esséncia do Teorema é a seguinte: dado um opera-
dor T : R" — P(R"™) monétono maximal e ao perturba-lo com um outro operador
B : R" — P(R"™) monodtono maximal, cuja a fungao Fitzpatrick ¢p é de valor finito,
a sobrejetividade da soma desses operadores é satisfeita.

Inicialmente, serd introduzida uma versao, em dimensao infinita, do Teorema de
Dualidade de Fenchel-Rockafellar que sera utilizado como ferramenta para a prova do

Teorema de Sobrejetividade.

Teorema 4.1 (|3, cap. 1, pag. 15| Fenchel-Rockafellar). Sejam f,g : R* — R

funcoes convezas, proprias e s.c.i.s.. Se o dominio de uma dessas funcoes contém um

20
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ponto interior do dominio da outra, entao:

inf {f(2) +g(2)} = max{—f*(z") — g"(=27)}.

rER™

Adiante, serd enunciado uma versao do Teorema de Sobrejetividade obtido por

Martinez-Legaz em [12], e em seguida sera apresentada a sua prova no R™.

Teorema 4.2. Seja A : R" — P(R") um operador mondtono. Entao, as sequintes
afirmagoes sao equivalentes:

(1) A é mondtono mazximal;

(2) Gr(A) + Gr(—B) = R" x R", para todo operador B : R™ — P(R™) mondtono
maximal, tal que pp € de valor finito;

(3) FEzistem um operador mondtono mazimal B : R" — P(R™) e um ponto
(p,p*) € Gr(B), tais que pp € de valor finito com Gr(A) + Gr(—B) = R" x R™ ¢

(p—y,p" —y*) >0, para todo (y,y*) € Gr(B)\{(p,p")}.

Prova. (1) = (2). Sera provado que Gr(A) + Gr(—B) = R” x R". Sempre vale que
Gr(A)+Gr(—B) C R*xR". Assim, é suficiente provar que R” xR" C Gr(A)+Gr(—B).
Seja (zq, 73}) € R xR™. Considere o operador A" : R" — P(R™), tal que Gr(A’) :=

Gr(A) — {(wo,z3)}. Defina h: R x R — R tal que
h(z,z*) == pp(—z,z")

Por definigdo, A" é mon6tono, pois, A é monétono. Da defini¢do de o, dada em (3.10),
tem-se que o, (x,xz*) > (z,2*) para todo (z,z*) € R® x R". Da monotonicidade
maximal de B e do Teorema 3.4, segue-se que ¢g(x,z*) > (z,z*) para todo (z,x*) €

R™ x R™. Assim,
oz, x*) + h(z,z*) = oy (x,2%) + pp(—z,2*) > (z,2*) + (—z,2*) =0

Ou seja,

oz, 2"+ h(z,z*) >0 (4.1)
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Por hipétese, Dom(A') # (), logo domo v # §. Como pp < +00, segue-se que domyp =
R™ x R™. Logo, domh = R"™ x R". Desta forma,

domo  Nint(domh) = domo, Nint(R™ x R")
= domo,y NR™ x R"
= domo 4

£ 0.

Isto é, domo ,» Nint(domh) # (). Considerando que é satisfeita a Condi¢ao de Qualifi-
cagao do Teorema de Fenchel-Rockafellar, segue-se do Teorema 4.1, que existe (y*,y) €
R™ x R™ tal que

inf {oy(x,2") + h(z,2")} = —pu(y,y") — K (—y", —y). (4.2)
(z,0*)ER" xR"

Assim, usando (4.1) em (4.2), obtém-se —p 4/ (v, y*) — h*(—y*, —y) > 0. O que implica

oy, y") +h(—y*,—y) <0. (4.3)

Note que da conjugada da funcao h, tem-se que

-y, —y) = sup  {((z,2%), (=¥, —v)) — h(z,2")}

(z,2*)ER" xXR"

= sup  {(z, —y") + (—y,2") —pp(—2,2")}
(z,2*)ER" xXR™

Fazendo u = —z, obtém-se,

R (—y*, —y) = sup  {(u,y") + (—y,2") — ¢B(u, z")
(—u,z*)eR" xR™

= sup {<(u> Z*)a (y*a _y>> - 903(% Z*)}
(u,z*)ER™ XR™
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Novamente, usando a defini¢cao de fungao conjugada,

sup {<(u> Z*)’ (y*a _y)> - @B<u> Z*)} = QD*B(Q*, _y)-
(u,z*)ER™ xR™

*

Logo, h*(—y*,—y) = ¢z(y

*

,—y). De (3.12), segue-se que ¢i(y*,—y) = op(—y,y").
Ou seja, h*(—y*, —y) = op(—y,y*). Desta forma,

oa (W y) + R (—y", —y) = o (v, y") + oB(—y,¥") > (y,y") + (—y,y") = 0. (4.4)
Assim, de (4.3) e de (4.4),
0=pu W y)+hr =y —y) =04 y.y) +os(—y,y") = (v, y") + (—y.y%).

O que implica, v (y,4*) = (¥, y") e o5(~y,y*) = (~y,y"). Assim, pela afirmagao (1)

do Teorema 3.4 e pela definicao de op, tem-se que
(y,y") € Gr(A) e (~y,y") € Gx(B). (4.5)
Observe que de (4.5), y* € B(—y) o que implica —y* € —B(—vy), isto é,
(—=y,—y") € Gr(=B). (4.6)

Assim, de (45) e (46), (z0,75) = (20, 25) + (3,5°) + (—y, —9") € {(z0,73)} + Cr(4') +
Gr(—B) = Gr(A) + Gr(—B). Ou seja, (xg,x;) € Gr(A) + Gr(—B). Logo, R* x R" C
Gr(A) 4+ Gr(—B). Portanto, Gr(A) + Gr(—B) = R" x R™.

(2) = (3). Nesta implicacdo, serao exibidos um operador mondétono maximal

B :R™ — P(R"™) e um ponto (p,p*) € Gr(B) tais que ¢p é de valor finito e

(p—y,p" —y") > 0,para todo(y,y") € Gr(B)\{(p,p")}

1
Sabe-se que o operador identidade I é o subdiferencial da fungao f(z) = §||x\|2 que
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é uma funcao real e convexa no R", o que implica pela Proposicao 3.1 e Teorema 3.3
que I é um operador mon6tono maximal. Também, do Exemplo 3.2 segue que ¢; é de
valor finito. Portanto, considera-se B = I.

Continuando, observa-se que (0,0) € Gr([) e fazendo (p, p*) = (0, 0) segue que para

qualquer (y,y*) € Gr(I)\{(0,0)}, tem-se
(0—y,0-y") = (y.y").
Pela Igualdade de Fenchel e por (2.3), obtém-se que
(5% = 5yl + 512 = Sl + Sl = sl
Como y # 0, implica que
0=y,0-y") = (y,y") = lly]* > 0.

Isto é, (0—y,0—y*) > 0. Portanto, (p,p*) = (0, 0) esta relacionado de forma mondtona
estrita com todos os outros pontos do Gr(I). O que finaliza a prova desta implicagao.
(3) = (1). Admitindo que a afirmagao em (3) é verificada, agora serd mostrado que
o operador A é mon6tono maximal. Seja (z,z*) € R™ x R™ tal que (z —y, 2* —y*) > 0,
para todo (y,y*) € Gr(A). Considere (p,p*) € Gr(B) como na afirmacdo (3). Desta
forma, (x+p,z* —p*) € R" xR" = Gr(A) 4+ Gr(—B). Ou seja, existem (y,y*) € Gr(A)

e (z,2%) € Gr(—B) tais que,
Note que de (4.7), obtém-se

rT+p=y+z = r—y=2z—0p. (4.8)
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r—pt =g+ = -y =z+p". (4.9)

Observe que z* € —B(z) implica —z* € B(z), ou seja, (z, —2*) € Gr(B). Da relacdo
mondétona de (z,x2*) com os pontos do Gr(A), de (4.8), de (4.9) e da monotonicidade

de B, segue-se que
0<(z—g,2"—y)=(2—p,2"+p") = —(z—p,—2"—p") <0,
Ou seja, (z — p, —z* — p*) = 0, mas isso implica, pela afirmagao (3) que
z=p e — 2" =p" (4.10)

Agora, substituindo (4.10) em (4.7), obtém-se (x + z,z* + 2*) = (7,7*) + (2, z*). Logo,

(x,z*) = (y,y*) € Gr(A). Portanto, A é um operador mon6tono maximal. |

Destaca-se que Martinez-Legaz em [12| obteve a prova do Teorema acima em um

espaco de Banach reflexivo qualquer.

4.2 Aplicacoes no R"

Nesta secao, serao abordadas algumas aplicagoes decorrentes do Teorema 4.2, todas
apresentadas por Martinez-Legaz em [12] em um espago reflexivo de Banach qualquer.

Inicialmente, serd apresentada uma aplicacao do Teorema 4.2 ao Problema de De-
sigualdade Variacional sobre um conjunto nao-vazio, convexo e fechado o qual consiste
em um problema de existéncia. A aplicacao mencionada garante que para todo opera-
dor moné6tono maximal A : R" — P(R™) tal que a funcdo Fitzpatrick ¢4 é de valor
finito, e para todo conjunto nao-vazio, convexo e fechado X C R", pode-se encontrar

um ponto x € X tal que existe x* € A(x) satisfazendo

(y —z,2) >0, Vy € X. (4.11)
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Corolario 4.3. Seja T : R" — P(R™) um operador mondtono mazimal. Se a func¢do
w1 € de valor finito, entao para todo conjunto X C R™ nao-vazio, convezxo e fechado,

ecistem v € X e x* € T'(x) tais que,

(y —z,2") >0, Yy € X.

Prova. Considere a funcao indicadora do conjunto X, conforme Definicao 2.2. Pela
Proposigao 2.3, tem-se que 90y (z) = Nx(x), para todo 2 € X. Agora, em virtude das
Proposicoes 2.1 e 2.2 e do Teorema 3.3, segue-se que Ny (x) é um operador mondtono

maximal.

{z¥ e R (y —z,2*) <0, Vye X}, sex € X
Nx(x) =

0, sex ¢ X

Definindo B : R* — P(R") tal que B(z) = —T'(—x), implica que B é um operador
monotono maximal tal que a funcdo pp < +oo. Pela implicacdo (1) = (2) do
Teorema 4.2, tem-se que (0,0) € Gr(Nx) + Gr(—B), isto ¢, existe (z,y*) € Gr(Nx)
tal que (—z,—y*) € Gr(—B). Fazendo z* = —y*, obtém-se que (z,—z*) = (z,y*) €
Gr(Nx). Ou seja, (x,—z*) € Gr(Nx) e, por definicao de Ny,

(y —z,—2") <0, Vy € X.

O que é equivalente a,
(y—z,0%) > 0, Wy € X.

Como —y* € —B(—x), segue-se que

vt =—y" € -B(—x)=T(z) = 2" €T(x).
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O proximo corolario afirma que todo operador B : R — P(R") mondtono ma-
ximal cuja funcao Fitzpatrick g é de valor finito é sobrejetivo e o seu dominio é o
R"™. Um exemplo de um operador que satisfaz as respectivas propriedades é o opera-
dor identidade cujos Dom(I) = R" e Im(I) = R" (ver Exemplos 1.5, 1.7 ¢ 3.2). Um
exemplo de um operador que nao satisfaz as referidas propriedades é o subdiferencial

da func¢ao valor absoluto (ver Exemplos 1.4 e 3.1).

Corolario 4.4. Seja B : R" — P(R™) um operador mondtono mazimal. Se pp é de

valor finito, entdo Dom(B) = R™ e Im(B) = R™.

Prova. Considerando A° o operador nulo, isto ¢, A%(z) := {0; x € R"} o qual tem o
grafico Gr(A%) = R" x {0}. Em seguida, serd mostrado que A° é mono6tono. Sejam

z,y € R™ tais que 0 € A%(x) e 0 € A%(y). Assim, vale
(x —y,0—-0)=0.
Agora, sera provado que A° é maximal. Para tanto, seja o operador A definido por

_ {0,a}, sex =12

Ax) ==
{0}, sex #7

onde a € R" ¢ qualquer e fixo. Nota-se que Gr(A%) C Gr(A), entretanto, sera mostrado
que A é nao monoétono. Sejam x,7Z € R" tais que 0 € A(z), a € A(Z) e o cosseno do

angulo 0 entre os vetores (z — x) e a é cosf < 0. Assim, obtém-se
(t—2,0—a) =(z —x,a) <O.

Logo, A é ndo mono6tono. Portanto, A% é um operador mondtono maximal, assim, pela

implicacdo (1) = (2) do Teorema 4.2, tem-se que

Gr(A°) 4+ Gr(—=B) = R" x R™. (4.12)
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Considerando que Im(A°%) := {0}, segue-se de (4.12) que Im(B) = R". De forma
andloga, pode-se definir um operador monétono maximal A tal que Dom(A) := {0} e

Im(A) := R”, o que pela implicacio (1) = (2) do Teorema 4.2 obtém-se que

Gr(A) + Gr(—B) =R" x R™.
Isto é, Dom(B) = R". Logo, para todo operador monotono maximal B : R" — P(R"™)
tal que pp < 400 tem-se que Dom(B) = R" e Im(B) = R". [

A Proposicao seguinte visa relacionar a finitude dentre as funcoes pss, f e f.

Ressalta-se que f cofinita é equivalente a f* de valor finito (ver Defini¢ao 2.5).

Proposicio 4.5. Seja f : R® — R uma funcdo conveza, propria e s.c.i.. Entdo, Yof

¢ de valor finito se, e somente se, f € de valor finito e cofinita.

Prova. Suponha que a fungao ¢y seja de valor finito. Por defini¢ao, Dom(df) C domf
o que implica, pelo Coroléario 4.4, que domf = R", isto &, f & de valor finito. Pelo
Corolario 4.4, segue-se que Im(0f) = R", assim, para z* € R" fixo e arbitrario, existe
r € R tal que z* € df(z), o que implica que (z,z*) € Gr(df). Assim, pelo Teorema

(2.6) vale a Igualdade de Fenchel

fr(@®) = (@, 2%) = f(x).

Da arbitrariedade de z*, obtém-se que f*(z*) < +oo para todo z* € R™.
Reciprocamente, suponha f de valor finito e cofinita. Agora, sejam (x,z*) € R"xR"™

fixo, porém arbitrario, e (y,y*) € Gr(df). Da Igualdade de Fenchel,

(T, y") + (Y, 2") — (v, 9") = (z,y") + (y,2") — (f(y) + " (y")). (4.13)

Agora, pela Desigualdade de Fenchel,

(" x) = (") + ({y, 2%) = fy) < fz) + [ (2). (4.14)
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Tomando o supremo no Gr(9df) na desigualdade (4.14), tem-se

sup  {(z,y") + (v, 2") — (y,y")} < flz) + [ (7).
(y,y*)€Gr(0f)

Da arbitrariedade de (z,2*) € R" xR", da definigdo de @ys dada em (3.7) e da hipotese

de finitude das funcoes f e f*, segue-se que

por(z,2*) < f(z) + f*(2*) < +oo, V(z,2%) € R x R™.

Portanto, @5 < +00. |

O proximo Corolario consiste em uma caracterizacao do Teorema 4.2 para o subdi-
ferencial de uma funcao real convexa e cofinita tal que a funcao Fitzpatrick é de valor

finito.

Corolario 4.6. Sejam A : R — P(R™) um operador mondtono e f : R" — R uma

funcao convexa, s.c.i. e confinita. Entao, A é mondtono mazximal se, e somente se,

Gr(A) + Gr(—9f) = R" x R™.

Prova. Suponha que o operador A seja monotono maximal. Com efeito, pelo Teorema
3.3, o operador df é mon6tono maximal e, pela Proposicao 4.5, a fungao ¢y < +oo.

Logo, da implicagdo (1) = (2) do Teorema 4.2, tem-se que

Gr(A) + Gr(—9f) = R" x R™.

Reciprocamente, suponha que Gr(A) + Gr(—9df) = R® x R". Como a funcao f
é convexa no R", pelo Teorema 1.9, segue-se que f é localmente Lipschitziana o que
implica pelo Teorema de Rademacher (ver |6, pag. 216]) que f é diferenciavel em quase
todo ponto. Desta forma, suponha f diferenciavel em p € R", assim, pela Proposicao
1.11, obtém-se que df(p) = {V f(p)} é¢ um conjunto unitario.

Em [17, pag. 254], é dito que a fun¢do f* é estritamente convexa se, e somente se,

Af*(Vf(p)) Nof+(y*) = 0, sempre Vf(p) # y*. Para provar esta afirmac¢io, suponha
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que y* # Vf(p), porém 0f*(V f(p))Nof*(y*) # 0, isto &, p € Of*(y*). Pelos Teoremas
2.6 e 2.10, segue-se que Of(p) = {y*} o que implica Vf(p) = y*. Contradi¢ao, pois,

por hipotese, V f(p) # y*. Logo, da convexidade estrita da f* no V f(p), tem-se que

W) > (Vi) + .y = Vi) Yy e RM\{Vfp)}

Assim, da Igualdade de Fenchel e considerando que V f(p) € df(p), tem-se que

[ W) >—=f®) + @ Vip)+ Py —Vp) Y9 e R\{Vf(p}

Novamente, da Igualdade de Fenchel e de y* € df(y), obtém-se que

f) = f) > p—v,y"), Yy, y") € Gr(0f)\{(p, VI(p))}- (4.15)

Agora, aplicando a defini¢ao de subgradiente em (4.15), segue-se que

(Viw),p—y) > @ -9y Y,y) € Gr(df)\{(p, Vf(p)}

Logo,
(p—y,VIfp) —y") >0, ¥(y,y") € Gr(of)\{(p, Vf(p))}.

Portanto, da implicacdo (3) = (1) do Teorema 4.2, segue-se que A é um operador

mondtono maximal. [ ]

A seguir, serd apresentado um teorema que visa relacionar a finitude das funcoes
f, ¥ e pay com a propriedade de supercoercividade da f. E importante destacar que
o respectivo teorema ¢ um resultado inspirado na combinacao da Proposicao 4.5 com

o Teorema 3.4, devido a Bauschke e Borwein, dado em [1, pag. 624].

Teorema 4.7. Seja f : R* — R uma funcio convexa, propria e s.c.i.. Se f é uma
funcao de valor finito, entao as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(1) A funcao f € supercoerciva;
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(2) A fungio f — (-,x*) € coerciva para todo x* € R";
(3) A funcao f* € de valor finito;

(4) A funcgao @ar € de valor finito.

Prova. (4) = (3). A prova desta implicacdo esta feita na Proposi¢do 4.5.
(3) = (2). O Teorema 2.9 estabelece que f** é o supremo da cole¢ao das fungoes

afins que sao majoradas por f, definidas por

h(z) = (z,2*) — 3, onde (2", B) € Ey.

O Teorema 2.5 garante que f** = (f*)* é uma fungao convexa e s.c.i., assim, por
definicao, obtém-se que Ey+ & a intersecao de todos os semi-espagos fechados formados

pelos hiperplanos das fungoes h que contém FEy... Com efeito, pela Proposicao 1.6,

’

2 ~ ~ /
~ € o supremo da colecao das funcoes h .

(Epo)oo = NEy , o que implica que (f*)
Calculando h;o, conforme Proposicao 1.7, obtém-se
, h(x* +tx) — h(x*
Wo(z) = lim MEE) =R

t—s+o00 t

(@ + o, 2%) — f*(2*) = (|=*]* = f*(=))

= lim
t— 400

t
B a2 Bt o Bl Ll e i

t—s4o00 t

—_— 3 *
a tgl-l&-loo<x7 v >

= (x,x").

Logo, (f*) (z) = sup {(z,2%)}, ou seja, ¢ a funcio suporte do domf*. Pelo
r*€domU*

Teorema 2.10 e pela finitude da f*, tem-se

/

fool@) = sup {(z,z7)}.

r*eR”

Em virtude do Teorema 2.8, segue-se que f. (z) > (x,z*), para quaisquer z # 0 e
x* € R". Agora, pela Proposicao 1.8, se fjroo(:p) — {(x,z*) > 0 para todo = # 0, entdo

todos os conjuntos de nivel de f — (-, 2*) sdo compactos. Finalmente, pelo Teorema
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1.3, f — (-, 2*) é coerciva para todo z* € R".
(2) = (1). Convém frisar que esta implicacdo é verdadeira devido a funcdo f
estar definida no R", onde a topologia fraca coincide com a forte e, desta forma,
pode-se considerar, por exemplo, a convergéncia de uma sequéncia ao seu limite ou
a compacidade da esfera. A prova apresentada, a seguir, pode ser encontrada em |[1,
pag. 624].

Suponha que f ndo é supercoerciva, isto ¢, existem uma sequéncia {z*} C R" e
J‘]( kH> <, para todo k£ € N. Fazendo ||I:|| = 9",

segue-se que {y*} € S~ Como S~! é compacta no R", pelo Teorema de Bolzano-

n > 0 tais que 0 <||z*||— +oo e

Weierstrass (Teorema 1.1) e, passando a uma subsequéncia, se necessario, tem-se que
{y*} converge a ponto y € S~!. Seja x* = ry, onde r = 2n. Da coercividade de

f— (-,x*) implica que

quando (kK — o). Por outro lado, (y*,y) — (y,y) = ||y||* = 1, quando (k — +00).

1
Desta forma, (y*,y) > 5 para k € N suficientemente grande. Assim,

+oo «— f(a") —r(a* y") = |l2¥] (ﬂﬁ? _T<Hf’z\|’y>>
| k||( )
41 (n = r)

1
O que implica 0 < (77—7“5), isto é, r < 2n, absurdo. Portanto, se f — (-, z*) é

IN

coerciva para todo x* € R”, entao a funcao f é supercoerciva.

(1) = (4). Seja (z,2*) € Gr(9f), segue-se da afirmacao (1) do Teorema 3.4 que

wor(x, ") = (z,2%) < +00. (4.16)

Agora, sejam (z,z*) € (R" x R")\Gr(9f) e (y,y*) € Gr(df) fixo, porém arbitrario.
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Como f é supercoerciva implica que f é coerciva. Assim, existe r > 0 tal que f(z) >

*

ly* — z*|| - ||z — y||, sempre que ||z — y|| > r. Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

(x—yy —a") <o —yl-[ly"— 2"
Assim, por transitividade,

(x —y,y" —2") < f(x). (4.17)

Tomando o supremo no Gr(df) na desigualdade (4.17), tem-se que

sup  (z—y,y" —z%) < f(x).
(y,y*)€Gr(0f)

O que é equivalente a

— inf r—uy,xt—y") < f(x).
(y,y*)EGr(af)< y y) < flx)

Da finitude de f, tem-se que

— inf (z—y, 2" —y") < f(z) < +oo, V(z,2") € (R" x R")\Gr(9f).
(y,y*)€Gr(9f)

Assim, pela defini¢do da funcdo Fitzpatrick dada em (3.6), obtém-se que para todo

(z,z*) € (R" x R")\Gr(df),

gr(r, ™) = (x,2") — inf r—y, " —y") < +oo. 4.18
por(z,x*) = (z,2%) (y,y*)EGr(af)< y y") (4.18)

Portanto, de (4.16) e (4.18), seque-se que

vof(z, ") < 400, V(z,2") € R" x R".



Capitulo 5

Consideracoes finais

Destaca-se que a extensao feita por Martinez-Legaz e Théra em [14] para repre-
sentar convexamente toda a classe de operadores monotonos maximais pela funcao
Fitzpatrick associada foi fundamental para o desenvolvimento da prova do Teorema de
Sobrejetividade apresentado neste trabalho no espaco euclidiano.

Ter optado pelo R™, para o ambiente de trabalho, foi primordial para a elaboracao
de exemplos e de provas mais simplificadas. Além disso, tal escolha foi essencial para a
proposta do Teorema 4.7, que é uma contribuicao teoérica deste trabalho, onde associa
a propriedade de supercoercividade da f convexa e s.c.i. com a finitude das funcgoes
conjugada e Fitzpatrick do subdiferencial da f.

Também foi realizado um esfor¢co em determinar a funcao Fitzpatrick de alguns ope-
radores monotonos maximais especiais, bem como foram apresentadas algumas provas
de resultados importantes que nao sao comumente presentes na literatura.

Observou-se que a funcao Fitzpatrick, além de embasar a prova do Teorema prin-
cipal, funcionando como um meio para caracterizar operadores monétonos maximais,
também garante a sobrejetividade de operadores monétonos maximais cuja funcao Fitz-
patrick é de valor finito. Em particular, as aplicagoes do Teorema de Sobrejetividade
caracterizaram substancialmente o subdiferencial de uma fun¢ao f convexa, propria e
s.c.i.. Finalmente, as possiveis linhas de trabalhos futuros sao:

1. O estudo e aplicacao dos conceitos utilizados nesta dissertacao em espagos de
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Banach reflexivos quaisquer;

2. Obter novos resultados baseados nas propriedades da funcao Fitzpatrick.
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