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Resumo

Esta tese é composta de duas partes. Inicialmente apresentamos, como preliminares, a
teoria dos campos afins e lineares em grupos de Lie. Posteriormente, analisamos a relacao
entre sistemas afins em grupos de Lie e seus sistemas bilineares induzidos. Nesta direcao,
demonstramos que as solucoes de sistemas afins sao dadas pela translacao a esquerda das
solucoes do sistema bilinear induzido pela solucao sobre a identidade, o que nos permite
concluir alguns resultados de controlabilidade usando propriedades geométricas. Além
disso, damos exemplo de um Campo Linear no grupo soltuvel de dimensao 3. Tal campo
mostra que a expressao de um campo linear, que é analitico em um grupo de Lie G,
nao precisa ser apenas polinomial. Até o presente momento nao se conhecia um campo

linear com uma expressao que nao depende apenas de polindmios.

Palavras-chave: Campos Lineares, Campos Afins, Sistemas Afins, Sistemas Biline-

ares, Controlabilidade, Soluvel, Nilpotente.



Abstract

This thesis is composed of two parts. Initially we give some preliminary aspects about
linear vector fields on Lie Groups. For the second one, we analyze the relationship
between affine systems on Lie groups and their induced bilinear systems. We prove that
the solutions of affine systems are given by left translation of the solutions of the induced
bilinear system by the solution on the identity, which allow us to conclude some con-
trollability results by using geometric properties. Moreover, we present a linear vector
field on tree-dimensional sovable Lie group. This vector field is analytic on a Lie group,
does not necessarily needs to be polinomial, in the sense that its expression depends on
polinomial maps. It was an open problem the existence of a non-polinomial analytic

linear vector field.

Keywords: Linear Vector Fields, Affine Vector Fields, Affine Systems, Bilinear Sys-
tems, Controllability, Solvable, Nilpotent.
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Introducao

Na primeira parte desta tese apresentamos aspectos preliminares sobre campos linares
em grupos de Lie e sistemas de controle em uma variedade diferenciavel M. Campos
lineares, no contexto de teoria do controle em grupos de Lie, foram considerados pri-
meiramente, em [26], por Markus em grupos de Lie de Matrizes. Posteriormente num
contexto mais geral por Ayala, em [3]. Aos Campos lineares estdo associados os siste-
mas lineares e afins. Sua importancia se deve ao fato que sistemas lineares em grupos
de Lie sao a generalizagao tanto de sistemas lineares em R"™ como sistemas invariantes
em grupos de Lie. Em [29] encontramos uma revisao de mais de 40 anos de pesquisa
sobre sistemas invariantes. Devido ao Teorema de Equivaléncia obtido por P. Jouan em
[18], sistemas lineares em grupos de Lie podem ser generalizados a espagos homogéneos
e sao equivalentes a determinadas classes de sistemas de controle em uma variedade

diferenciavel M.

A segunda parte da tese trata de sistemas de controle afins e bilineares em grupos de
Lie. Além disso, damos um exemplo de um campo linear nao polinomial. Tais sistemas
ganharam importancia a partir do inicio de 1960, R. Hermann [15] incorporou o uso de
métodos da geometria diferencial ao estudo dos problemas de controle. Seu trabalho foi
seguido por C. Lobry [25] em 1970, Brockett [8] em 1972, Sussmann-Jurdjevic [48] em
1972, Krener [24] em 1974 e outros. Estes trabalhos deram & luz a Teoria Geométrica
do Controle, onde a idéia é tomar como espaco de estado uma variedade diferenciavel.
Percebeu-se que, devido a estrutura algébrica adicional, alguns problemas de controle
geométrico sao melhor formulados considerando o espaco de estado como sendo um
grupo de Lie. Em seu livro [19], V. Jurdjevic (1997) apresenta vérias aplicagdes e
resultados sobre sistemas de controle em grupos de Lie. Nesta mesma diregao Markus,
[26] em 1980, tratou de sistemas de controle lineares em grupos de Lie de matrizes. Seu

artigo foi seguido pelo trabalho de Ayala[3] em 1999. Ayala generalizou os campos afins



e lineares, para um grupo de Lie qualquer, de forma intrisenca, no sentido de nao ter
definido tais campos a partir de subgrupos de Lie de matrizes de GL(n,R) como Markus
o fez. A partir dai, percebeu-se a possibilidades de generalizar os sistemas de controle
classicos em R™ como um grupo de Lie aditivo abeliano para outros grupos de Lie, como

os soluveis e semisimples.

De modo geral temos a seguinte definicao:

Definicao 1. Sejam M uma variedade diferencidvel. Um sistema de controle afim em

M ¢ dado por
Bt) ="+ wif j=1,....m
j=1

onde fO, fl, ..., f™ sdo campos de vetores em M ew = (wy,...,wn) € Usp € uma fungdo

constante por partes.

O que caracteriza o sistema afim é a existéncia do drift f°, que nao é controlado,
no sentido de nao haver funcao de controle agindo sobre o mesmo. Sistemas afins em
R™, de modo geral foram amplamente estudados, como podemos ver em [12], [37],[38],

[39],[40] e [41]. No sentido cldssico, hé quatro sistemas afins em R™:

1. Sistemas Invariantes: f°, f1,..., f™ sdao campos constantes
2. Sistemas Lineares: f© é linear e f*,..., f™ constantes
3. Sistemas Bilineares: tanto f° como f*!,..., f™ sao lineares.

4. Sistemas Afins: todos os campos sao afins

Como, em R", todo campo afim se decompoes como uma soma de um campo linear
com um campo constante, o sistema afim pode ser pensado como uma generalizacao
dos sistemas invariantes, lineares e bilineares. Da mesma forma, campos afins em grupo
de Lie sao decompostos em uma soma de um campo Linear com um campo invari-
ante(campo constante em R™). Veja [3],[17] e [18]. Tal decomposi¢ao tornou possivel
a generalizacdo dos sistemas classicos em R" aos grupos de Lie. Em [29] é dada uma
condicao necessaria e suficiente para a controlabilidade dos sistemas invariantes em um

grupo de Lie G com algebra de Lie g:

Teorema 1 (Teste do Grupo). Um sistema I' C g € controldvel em G se, somente se,



1. G € conexo
2. Lie(') =g
onde a condicao 2 € conhecida como condicao do “rank”.

Em relagao aos sistemas lineares os seguintes resultados foram provados: 1. Em um
grupo de Lie compacto e conexo, um sistema linear é controlavel se, e somente se ele
satisfaz a condigao do rank; Isso foi provado em [33]; 2.Um critério de controlabilidade
local (a chamada condigao ad-rank; foi estabelecida em [3, 11]); 3. Se um sistema linear
em um grupo de Lie semisimples com centro finito é controlavel a partir da identidade,
entao um certo sistema invariante, relacionado ao sistema linear, também é controlavel.
Veja [33]; 4. Seja G um grupo de Lie semisimples, conexo e suponha que vale a condigao
ad-rank. Entao, o sistema linear é controlavel se e somente se o sistema invariante
associado ao sistema linear é controlavel. Foi estabelecido em [17]; 5. Um sistema linear
em um grupo de Lie conexo G é controlavel se A e A* sao abertos e a derivagao associada
ao campo linear(drift) tem apenas autovalores com parte real nula, onde ¢ é o fluxo do
drift e AX = ¢_((A;)™"). Este tltimo resultado foi mostrado por Adriano da Silva em
[35].

Por Outro lado, Phillip Jouan em [17] considerou um caso particular de um sistema

afim
(1) EJZQ = Fg—f—ZCdeg
j=1
onde F' é um campo afim e os Y7, j = 1,...,m, sdo campos invariantes e w; € U,

Como todo campo afim se decompoe em uma soma F = X + Y onde X é um campo

linear e Y? é um campo invariante, o sistema ¥ ; é equivalente ao sistema linear
m
b — Vi
g =X+ E :WJY;; )
Jj=0
onde wy = 1.

Em relagao ao sistema 1 foi estabelecido o seguinte resultado:

Teorema 2. O sistema de controle afim ¥; em um grupo de Lie compacto e conexo €

controldvel se, e somente se, satisfaz o a condi¢cao do Rank.



Neste trabalho analisamos a relacao entre sistemas afins em um grupos de Lie e
seus sistemas bilineares induzidos. Nés provamos que as solucoes de sistemas afins sao
completas e dadas por translagoes a esquerda das solucoes do sistemas bilineares indu-
zidos, pela solugao do sistema afim na identidade. Isto nos permite concluir resultados
de controlabilidade a partir das solucoes dos sistemas. Mostramos o importante resul-
tado no qual garantimos a nao controlalabilidade dos sistemas bilineares em um grupo
de Lie qualquer, quando este nao é abeliano conexo e simplesmente conexo. Para isso

comecamos com a seguinte definicao:

Definigao 2 (Sistema Bilinear em grupo de Lie). Seja G um grupo de Lie conexo,

Xy, X1, . .., X campos lineares em G. Um Sistema de controle bilinear em G € o sistema
afim
Sp:g(t) = X0g(1) + D wi (DA (g(t) = Ko (9(t)-
j=1

onde w; € Uyp.

Denotaremos por D7 : g — g a derivacio associada ao campo linear X7, j =1,...,m.
Além disso, para cada w € U e g € G a curva t — pB(t,g,w) é a tinica solugao de ¥p
associada a w que satisfaz ¢(0,g,w) = g. Parat € R e w € U fixos denotaremos por

©p,, o difeomorfismo g € G — ¢, (g9) = ¢(t, g,w).

O teorema seguinte nos déd uma expressao para as solucoes de Y p em termos de

concatenacao de fluxos de campos lineares.

Teorema 3. Seja w € U uma funcao de controle constante por partes. Considere
ti,ta, .oyt >t =0ew,wa,...,w, € R™ tal que w(t) = w; quandot € [Z;;lo tj, Z;:o tj>.
Entao

i

t, th>.

1
Jj=0  j=0

B wj Wi — wj
2 (t’g’w> - djtz;_%t]’( ti—ll(' e (wtl (g)) t ))) te |: :
onde para qualquer u = (U1, ..., upy) € R™ o campo X, := X+ mezl u; X9 € um campo
linear e portanto, seu fluzo {1V} her € completo e pertence a Aut(G).

Além disso, as solugoes de Xg sao completas e gofw ¢ um automorfismo de G, para

cadat e Rewel.

Analogamente, obtém-se uma expressao similar para a solucao ¢ em tempo negativo

e uma expressao para a solugdo em termos de exp(X).



Corolario 1. Seja G conezxo e simplesmente conexo e ¥ um sistema bilinear em G.

Entdo a solucao de ¥ em exp X € G ¢ tal que

SOB (t, exp X, OJ) = exp (e(t—C)Dwieti71Dwi,1 o et1Dw1 (X))

-1
onde c =3 " _yt;.

Por outro lado percebemos a relagao, em termos de invariancia, entre a solugao do
sistema e os fluxos dos campos lineares concatenados. Isso nos permitiu avaliar a nao

controlabilidade do sistema em certos grupos de Lie

Proposicao 1. Sejam G um grupo de Lie e by a dlgebra de Lie do subgrupo de Lie conexo
H C G. Entao H é Xp-invariante se, e somente se, H é {’-invariante se, e somente

se, b € DI-invariante, 7 =1,...,m.

Passaremos agora a controlabilidade dos sistemas bilineares.

Associado com o sistema de controle bilinear Y5 temos o sistema bilinear sobre o

espago vetorial g dado por
X(t) = D+ wD/(X(1) = Du (X (D).
j=1

Para cada X € g e w € U, denotaremos a solugao de por ®(¢, X,w) e por ®;,, o
difeomorfismo induzido. Podemos observar ainda que, assim como para campos lineares,
temos uma expressao para a diferencial da solucao de ¥ em termos de exponencial de

matrizes, como mostra a

Proposicao 2. Para quaisquer w € U, e X € g temos que
(t, X, w) = (d@t,w)e(X) = e Xm0 Duti1Poiy | ghPor X,

Portanto,

exp 0P, = gofw o exp

Sejam D7 uma derivacao interna, Y/ um campo invariante & direita e Z : G — G
dada por Z(g) = ¢g~'. Entao o campo X7 = Y7 + Z,Y7 ¢ um campo linear, veja a

proposicao 1.5. Portanto o sistema bilinear pode ser decomposto como

Xy (9(t) = Yo (9(t) + (Y, (9(1)))



onde

N1 Yo (g(t) = YO(g(t) + Z wY7(g(t))

é um sistema invariante a direita.

A proposicao abaixo relaciona as solugoes de Y g e X.

Proposicao 3. Para cadat € R e w € U, vale

(Pth = Cgo,{’w (e)

)

onde gp{,w(e) ¢ a solugao de X1 a partir dee € G e Cy: G — G € a conjugacao em G.

De posse dos resultados anteriores, temos que a controlabilidade dos sistemas bili-
neares pode ocorrer apenas nos grupos abelianos conexos e simplesmente conexos. E o

mostra o

Teorema 4. Seja G um grupo de Lie conexo e ¥ g um sistema bilinear em G. Se G nao

¢ um grupo de Lie abeliano simplesmente conexo entao X nao € controlavel.

O teorema anterior mostra-nos que os sistemas bilineares nao dao informacgoes re-
levantes, sobre o grupo de Lie, quando este nao é um grupo de Lie abeliano conexo e
simplesmente conexo. Isso se deve principalmente as propriedades geométricas induzidas
em grupos de Lie pelo colchete em sua dlgebra de Lie. Apesar deste fato, veremos que
tal sistema desempenha um papel importante na controlabilidade de um sistema afim.

Passaremos agora a nos preocupar com as solugoes do sistema afim de modo geral.

O proximo lema técnico é um resultado conhecido em termos de grupo de Lie, que

sera usado mais a frente em um de nossos resultados. Veja [50].

Lema 1. Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g e N um subgrupo normal de G

com dlgebra de Lie n. entao para cada X € g temos que
exp(X +n) C exp(X)N.

Definicao 3. Um sistema de controle afim em um grupo de Lie é um sistema afim dado

por
Sr:g(t) = FOg(1) + D w; P (g(1) = Fl(g(t)
j=1
onde FO,F' ... F™ sdo campos afins em G.



Para cadaw € Uy, e g € G a curva t — ¢ (t, g,w) é a tnica solugao de X associado
ao controle w € U,, que satisfaz ¢(0,g,w) = g. Parat € R e w € U, fixos denotaremos
@' (t,w) o difeomorfismo g € G — ¢f,(g9) = ¢(t, g,w).

Passaremos agora as solucoes do sistemas afins.

Teorema 5. Seja w uma fungao de controle constante por partes e considere ty, ..., t, >

to=0 ewy,...,w, tal que w(t) =w; parat € [Z;;B tj, Zézo tj>. Se {a" }ier denota o

fluro do campo afim F,, = F° + Z;n:l w;FY entdo
F wj Wi— w
P (hgw) = o, (005 (o (afl(9))-), e [ 2ot D).
Além disso, as solucoes X sao completas e

F B
()Ot,w - Lgofw(e) © gpt,w

Os préximos resultados sao uma generalizagao dos resultados em [35] para o contexto
geral de sistema afins em grupos de Lie. Tais resultados mostram uma intriseca relacao

entre os sistemas bilineares e afins.

Lema 2. Seja g € A e suponha que ¢, (g) € A para todot € R e w € Ug,. entio
A-gCc A
O lema anterior implica a seguintes proposigoes:

Proposicao 4. Seja H um subgrupo de Lie conexo Y g invariante com dlgebra de Lie

h. Seexp X € A, para todo X € b, entao H C A.

Proposicao 5. Seja N C H C G subgrupos de Lie conexos com dlgebras de Lie n C
b/ C g, respectivamente. Se n é um ideal deh e DI(h) Cn, j=1,....m, NCAe A
aberto, entao H C A.

Os dois resultados abaixo garantem condigoes fortes de controlabilidade em grupos

soliveis e nilpotentes.

Corolario 2. Seja G um grupo de Lie soliuvel e suponha que A € aberto. Se N C G €
o radical nilpotente de G entao N C A implica G = A.



Teorema 6. Suponha que D?, j = 1,...,m sao derivagoes internas e que G é um grupo

de Lie nilpotente. Entao A € aberto se, e somente se A = G.

Finalmente, mostramos que a expressao de um campo linear nao precisa depender
apenas de funcoes polinomiais. Para isso damos um exemplo de um campo linear no
grupo solivel de dimensao 3, cuja expressao nao depende somente de polinomios. Até
entao, nao se conhecia um exemplo de um campo linear, que é um campo analitico, que

nao dependesse apenas de polinomios.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Sistemas de Controle

Definigao 1.1. Seja M uma variedade diferencidvel de dimensao d. Um sistema de

controle no espaco de estado M é uma familia

(1.1) i(t) = F(a(t), (b)), w € Usy

de equacoes diferenciais, com f : M x R™ — M diferenciavel e controles admissiveis em
Up ={w:R—-R"}

onde w € constante por partes. A diferenciabilidade de f no primeiro argumento garante
que para cada w € U, e cada valor inicial x € M existe uma unica solug¢io o(t,x,w)
definida em um intervalo contendo t = 0 satisfazendo a propriedade p(0,x,w) = € a
propriedade de cociclo o(t + s,x,w) = @(t,z,0,(w)) para todo t,s € R, w € Ue,, onde
para cada t € R a aplicagao ©, € o shift em U, definido como

O (w)(s) == w(t + )

Em vez de ¢(t, z,w) escreveremos em geral ¢; (). Note que a diferenciabilidade do

lado direito da equacao 1.1, que é f, implica a diferenciabilidade de ¢;,.

Além disso, para 7 > 0 denotaremos por

A (z) ={p(r,2,w) : w € U}



1.2 Sistemas Bilineares em R"

Acr(z) = | Ail2), Al) =] Ar(@)

te[0,7] >0

o conjunto dos pontos atingiveis a partir de x € M em tempo 7 > 0, conjunto dos pontos
atingiveis a partir de x € M em tempo menor ou igual a 7 > 0 e a érbita positiva de =z,
respectivamente. Em particular, denotaremos por A = A(e) a dérbita positiva a partir

da identidade e quando a variedade M for um grupo de Lie G.

1.2 Sistemas Bilineares em R"

Definicao 1.2. Sejam Aqg, Ay, ..., A,, matrizes constantes em ]R"Q, controles u € U

com u(t) € Q CR™ ex € R". O sistema de controle dado por

(1.2) = Aox + Y widw

=1

é chamado sistema de controle bilinear em R™, com u := col(uy, ug, . .. Up).

O termo Agz em (1.2) é chamado de drift.

O Sistema Bilinear que nao possue drift, ou seja, Ag = 0 e com controles restritos e

= (ZluA)x 0—=—0

¢é chamado Sistema de Controle Bilinear Simétrico. Observe que o termo Ax é da foma

simétricos

ugBor com ug =1 e A = B,.

Dado o sistema bilinear 1.2 no R" temos que,
(1.3) i o= Azt u(t)Bj(x), x(0) = u €l
j=1

e como um sistema de controle, é invariante em relacao ao tempo. Contudo, dado
Ur = {u(t);0 < t < T}, 1.3 pode ser tratado como um sistema linear de equagoes
diferenciais

m
(1.4) X = AX+) ;B X, X(0) =1, u €Uy,

j=1
que varia com o tempo e que possui uma unica solu¢ao X (¢,u) chamada de matriz de
transicao de 1.3 tal que x(t) = X (¢, u)¢ é o fluxo de 1.3 para um tempo t e para a fungao

de controle u a partir de &.
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1.2 Sistemas Bilineares em R"

Para sistemas bilineares homogéneos do tipo 1.2 a origem em R™ é um estado de
equilibrio, qualquer que seja o controle u. Por isso a controlabilidade do sistema bilinear
deve ser considerada em R? = R"\ {0}. Como as trajetdrias controladas sao z(t) =

X (t,u), o conjunto atingivel a partir de £ é
(1.5) A(&) ={X(t,u)¢ |t e Ry, uelU,, comu(t)eQC R}

Quando

dizemos que o sistema 1.2 é controlavel.

Para n = 1, R! ndo é conexo. Por outro lado para n = 2, ou seja, R? é conexo mas

nao simplesmente conexo. Para n > 3, R? é conexo e simplesmente conexo.
Exemplo 1.1. O sistema simétrico

T U171

T U2

cuja solugao é

nao é controldvel em R2.

De fato, dois estados £ e ( podem ser conectados por uma trajetéria do sistema se,
e somente se,
i) £ e ¢ estao no mesmo quadrante aberto do plano ou

ii) ¢ e ¢ estdo na mesma componente do conjunto {z | z1z2 = 0}.

Exemplo 1.2. Para o sistema dois-dimensional

10 0 —1
(1.6) i o= (I+ut))z, = J=
01 1 0
o conjunto atingivel em tempo t > 0 € o circulo Ay(§) = {z; ||z|| = ||£||e'} e portanto o

conjunto atingivel a partir de & € A(§) = {xz; ||z|| > [|€]|} U{&}. Seque-se que 1.6 nio é

controldvel em R2.

11



1.3 Campos Lineares e Afins em Grupos de Lie

Exemplo 1.3. Consideremos agora o sistema
(1.7) t = (J+ut))e,

onde I e J sao como em 1.6. Em coordenadas polares o sitema fica p = up, 6 =1.
Em um tempo T > 0 o raio p assume um valor positivo qualquer. Por outro lado
O(T) = 2nT + 6. Neste caso, o sistema é controldvel pois qualquer dngulo pode ser

alcancado apenas uma vez por sequndo.

1.3 Campos Lineares e Afins em Grupos de Lie

Salvo mensao em contrario, todos os resultados das proximas duas secoes, que tratam

de campos lineares e derivagoes se devem a P. Jouan, [17, 18].

Seja G um grupo de Lie conexo com algebra de Lie h e X(G) o conjunto dos campos

C*® em G. O normalizador de g em X(G) é dado por
N =normzxg={X € X(G): [X,Y]eg VY e g}

Definigao 1.3. Um campo de vetores F' em grupo de Lie conexo G € chamado afim,
quando este pertence ao normalizador N'. Em particular F ¢ dito linear se F(e) = 0,

onde e € a identidade do grupo.

Proposigao 1.1. O conjunto N' é uma subdlgebra de X(G).

Prova: E claro que N é um subespago de X(G). Pela identidade de Jacobi, se
F\, Fy, € N, temos que para todo Y € g,

(£, B2 Y] = =[5, Y], B = [[Y, By, Bo] = [y (B, Y+ [ B [V B =
= [F\, Z1] + [F», Zs) € g com Zy = [F3,Y] e Zy = [Y, F] elementos de g. O
Observagao 1.1. A aplicagdo adjunta ad : N — gl(N) da dlgebra de Lie N é dada por

ad : N = gl(N)
F — adp: N — N
F2 — adpl(Fg) = [Fl,FQ]

12



1.3 Campos Lineares e Afins em Grupos de Lie

Observe que para todo F' € N a restricao adp : g — g a subdlgebra g C N estd bem
definida. além disso, o conjunto d(g) das derivagoes de g é uma subdlgebra de gl(g).

Portanto, temos que ad : N — 9(g) é um morfismo de N em 9(g)
Denotaremos por L, : G — G e R, : G — G as translagoes a esquerda e a direita,
respectivamente.

Proposigao 1.2. O niicleo ker(ad) da aplicagao ad : N — 9(g) € o conjunto dos campos

invariantes a esquerda. Além disso, todo campo afim F se decompoe de modo unico como
F=X+Y
onde X € um campo linear e Y € um campo invariante a esquerda.

Prova: De fato, seja Z um campo afim tal que adz(Y) = [Z,Y] = 0 para todo

Y € g. Segue-se que os fluxos z; de Z e ys = Lexp(sy) de Y comutam. Dai

zt(exp(sY)g) = 2t 0 Lexp(sy) (9)
Lexp(sY) © Zt(g) = exp(SY)zt(g)

para todo g € G, s € Ret € (—¢,¢). Mais a frente mostraremos que todo campo

afim é completo.

Como G ¢ conexo, dado g € G existem Y7,Y,, ..., Y, € g tais que

g = exp(Y7) exp(Y2), ..., exp(Yy)

Com isso
z(9) = z(exp(Yr)exp(Ya) ... exp(Yy)e)
= exp(Y1)z(exp(Ya) . .. exp(Yi)e)
= exp(Y1) exp(Ya) . .. exp(Y)2i(e)
= gzle)
(1.8)

13



1.3 Campos Lineares e Afins em Grupos de Lie

Assim,

d

Zy = %Zt(g)\mo

= gzt(€)|t:0

d

= % (Lg (0] zt(e)) |t:0

(1.9) = (dLg)cZ.

Portanto Z é um campo invariante a esquerda. Por outro lado, seja Y um campo

invariante a esquerda definido por Y, = F,.. Entao tomando X = F — Y temos que

(X, X] = [F-Y X]
= [F7X]_D/7X]€g

com X, = F, — Y, =0 para todo X € g.
Suponha agora que F = X 4+ Y ¢ uma outra decomposicao de F' com X linear ¢ Y

invariante a esquerda. Entao
Fo=X4Y, =X +Y. = Y.=Y,
Segue-se que Y = Ye portanto
X=F-Y=F-Y=X
U

Teorema 1.1. Seja X um campo em grupo de Lie conexo G. As sequintes afirmagoes

sao equivalentes:

1. X € hinear
2. O fluxo de X € um grupo a um parametro de automorfismos de G

3. Xgn = dL,X) + dR,X,

Prova: (1=3) Seja X um campo linear em um grupo conexo G. Para todo campo

invariante Y em g, tem-se [X,Y] € g. Portanto, para todo g € G:

(X, Y] = (Ry)[X, Y] = [(Rg)o X, (Ry).Y] = [(Ry). X, Y]
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1.3 Campos Lineares e Afins em Grupos de Lie

Isso mostra que adx (Y) = [X,Y] = [(Ry).X,Y] = ad(r,).x(Y), que acarreta
ad(X) = ad((Ry):X) = ad((Ry).X — X) =0

Pela proposicao 1.2, (R,).X — X = Z, onde Z é um campo invariante a esquerda.

Aplicando (R,).X = X + Z no ponto g € G fica
((Rg>*X)g - (ng)Rg_1(g)XRg—1(g) = (ng)eXe = (ng>eO =0= Xg + Zg
Por outro lado aplicando em gh temos
((R!])*X)gh - (ng)Rgfl(gh)XRgfl(gh) = (dRg)nXp = Xgn + Zgn-
Como Z, = — X, resulta que

que é equivalente a
Xgh = (dLg>hXh + (ng)hXh

(3=2) Seja ¢ : A C R x G — G o fluxo local de X. Vamos mostrar que as curvas
t — a(t) = pi(g)ei(h) e t — B(t) = pi(gh) definidas em um intervalo (—¢,€) sao iguais.
Primeiramente, observemos que a(0) = 5(0) = gh. Além disso, sejam f € C°(G x G) ,
P:GxG — G oproduto do grupo G e u(t) = (¢i(g), pe(h)). Entao, se m : GXG — G

e : G x G — (G sao as projecoes temos que

d

Coaleh) () = P o (pla), M) ()

d
= = (@u(9), (1)) (f © P) = (Xeu(9)s Xoum)(f © P)
= dm1 (Xeu(9) Xoumy) (f © P o u(t)) + dma (Xoug), Xoum) (f © P o u(t))

= (Xou(9))(f 0 Ripyny) + (Xoy(n))(f © Ly ()

= (dRy(n)) (Xu(9)) (f) + dLy ) (X)) ()
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1.3 Campos Lineares e Afins em Grupos de Lie

= (R0 (X)) + Rt (X)) ()

Portanto

d

5 21(@)ee(h) = dRou ) (X)) + dLgug) (X)) = Xougronn

A dltima igualdade se deve a hipdtese. Isso mostra que o = 3, pois, satisfazem a
mesma equacao diferencial com mesma condigao inicial.

Para mostrar que X é completo, sejam g € G et € R. Como X se anula na identi-
dade, seu fluxo ; esta definido em uma vizinhanca aberta V; de e. Devido a conexidade
do grupo G, este é gerado por esta vizinhanca, de modo que, existem g1, ..., g, € V; tais

que g = gq ... ¢gn. Assim

©i(9) = @91 gn) = ©(91) - - i (gn)

estd bem definido.

(2=1) Seja (@, t € R) um grupo a um parametro de automorfismos de G cujo
gerador é o campo X em (. Vamos mostrar que X é um campo linear. De fato, para

todo campo invariante a direita Y, temos, pela definicao de colchete que

d d
(XY = 2 (dot) ) Vo) = 75 (dio-i) Yo
pois, pi(€) = pi(ee) = pi(e)pr(e) = pile) = e.
Por outro lado, devido a hipdtese, temos que ¢_; o R,y = Ry 0 ¢_; e novamente

pela defini¢ao de colchete

d
[X, Y]g = E(dcp_t)%(g)y%(g)hzo
d
- E(d(p_t)%(g)(dR%(g))eYe|t:0
d
= i (4R), (dpi) Yol

dt

= (ng)e[X7 Y]e
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1.4 A derivacao associada a um campo linear

Portanto, X é um campo afim com X, = 0, pois,

d d
%@t(e)‘tzo = a(e)\tzo =0=X =X VteR

Proposicao 1.3. Todo campo afim em um grupo de Lie conexo é completo.

Prova: Seja FF = X +Y um campo afim, onde X é campo linear e Z ¢ invariante a
esquerda. Denotaremos por ¢ — e(t) a trajetéria maximal de F', que passa pela identi-
dade e, definida em um intervalo aberto ]a,b[. Vamos mostrar que t — ¢:(g)e(t) = ¢é a
trajetoria de F' que passa por g definida no mesmo intervalo aberto de t — e(t), ja que

X é um campo completo. De fato

d
%wt(g)e(t) = (dRew)) Xpy(g) + (AL, (g)) Feq)

= (dRew)Xpu(g) + (ALiy(g)) (Xe(r) + Zewy)
= (dRe(t))Xpu(g) + (dLgy(g)) Xety + (AL, (g)) Zer)
= Xpgrer) T Zorlg)et)

= LFy(gew)

Suponhamos que b < co. Tomando g = e(b/2), a curva

Lo g (e)elt — 1)

é a trajetéria de F' que passa por g em t = b/2. Portanto a trajetéria t — e(t) pode ser

extendida até 3b/2 o que é um absurdo. O

1.4 A derivacao associada a um campo linear

Definicao 1.4. Dado um campo linear X podemos associd-lo a uma derivacao D de g
definida por:
VYeg DY =—[&,Y]
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1.4 A derivacao associada a um campo linear

E claro que D = —ady. O sinal de menos na definicao provém da generalizacao da

férmula [Az,b] = —Ab em R™. E também usado para evitar sinal na igualdade
pi(expY) = exp(e’Y)
Proposicao 1.4. Para todot € R
(der)e = e
e consequentemente
VYeg VEER pexpY) = exp(e’Y)
Prova: E claro que ¢y = Id. além disso, pela definicao de colchete de campos temos

D(dgo).Ye = DY.

d

= _%(dw—t)ﬂot(e) |t=0

d
= —(d‘,@t)eye|t:0

dt
De modo geral
d d
%(d%)y’e = %(d@ws)eye‘s:o
d
= %(dgps)%(e)(d‘pt)e}/e|5:0

d
= E(dQOS)eZeLSZO Ze = (dQOt)eYe
= DZ,

= D(dgpt)e}/e
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1.4 A derivacao associada a um campo linear

Portanto
(dpy)e = et

pois
d
%(d%)e = De'” = D(dey).

Para demonstrar a segunda igualdade usaremos o seguinte

Lema 1.1. Seja H e G com dlgebras de Lie g e by, respectivamente. Se vy : H - G €

um homomorfismo entdo o sequinte diagrama comuta

(0
H — G
exp 1 1 exp
h — g
dy

Como @; € um homomorfismo de grupos de Lie, seque-se que
pi(exp(Y)) = exp((dgr).Y) = exp(e”Y).

O

A partir de agora vamos mostrar que dada uma derivacao interna D = —ady, existe
sempre um campo linear em G associado a D. Em geral, nao é verdade tal afirmagao

para uma derivacao qualquer, salvo no caso de GG ser simplesmente conexo.

Proposicao 1.5. Sejam X € g um campo invariante a direita e Z : G — G o difeomor-
fismo dado por Z(g) = g~'. Entdo o campo I,X € invariante a esquerda e igual a —X,

em e.
Prova: De fato, sabendo que
(dI)y = —(dLy-1)e 0 (dRy-1)y = (dI). = —1d

vamos mostrar que

(I*X)g = (dLg)e(I*X)e-
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1.4 A derivacao associada a um campo linear

Primeiramente, temos
(Z.X)e = (dI) X, = —1d X, = — X..

Por outro lado

(I*X)g = (dI)Z‘l(g)XZ‘l(g)

= (dT)y1 Xy

= _(dLg>e © (ng)g‘ng‘l

= —dL.od(RyjoRy1).X.

= (dLg>e(_IdeXe)

= (dLg)e<I*X)e

Segue-se que 0 campo

X=X+1.X
é linear. De fato, para todo Y € g, [X,Y] = [X +Z.X]| = [X,Y] € g com X, =
Xe+ (Z.X)e = 0. O
Observe que, neste caso, a derivacao € interna, pois D = —ady = —adx.
Além disso o fluxo de X é dado por

¢i(g) = exp(tX)gexp(—tX)

De fato, seja y(t) = ¢i(g) = exp(tX)gexp(—tX). Entao v(0) = g para todo t € R. Dali,
qualquer que seja f € C*°(G) fica
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1.4 A derivacao associada a um campo linear

EV

Observacao 1.2. Quando o grupo de Lie G ¢ semi-simples todas as derivacoes sao
internas. Portanto todos campos lineares nestes grupos de lie estao associados a apenas

derivagoes internas.

Teorema 1.2. Seja G um grupo conexo e simplesmente conexo.Dada uma derivagdao D

da sua dalgebra de Lie g existe um, e somente um, campo linear X em G cuja derivacao

()(f)

associada € D.

(exp(tX)g exp(~X) ()

d

P o (exp(tX)g, exp(—tX))(f)

(Xexp(tx), —Xgexp(—tx)) (f o P)

Kexp(tx) (f © P 0 tgexp(ex)) = Xgexp(—1x) (f © P 0 texp(ia))
Kexp(ex) (f © Ryexp(-1x)) = Xgexp(—x) (f © Lexp(ea))
(dRgexp(~t)) Xexp(ex) () = (ALexp(ta)) Xg exp(—ex) (f)
Xexp(tx)gexp(—tx) () = (dLexp(ex)gexp(—tx))e(Xe) (f)
Xexp(tx)gexp(—tX) () + (dLexpx)gexp(—x))e(—1dXe ) (f)
Xexptx)gexp(—tx) () + (L X )exp(ex)g exp(—tx) ( f)

(Xyt) + (X)) ()

Prova: Baseia-se no seguinte resultado cléssico de grupos de Lie

Lema 1.2 (Veja [49], pagina 71 teorema 2.7.5). Sejam G e H grupos de Lie, com dlgebras
de Lie g e by, respectivamente. Suponha que G € conexo e simplesmente conexo. Entao,

para todo homomorfismo 0 : g — b existe um unico homomorfismo ¢ : G — H tal que

0 = (d¢>e
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1.5 Exemplos

De posse do lema, basta considerar o automorphismo e’ : g — g e a aplicacdo
¥ 1 Autg x G — G que associa a cada automorfismo de élgebras u : g — g o Unico

autormorfismo de grupos 1, = ¢(u) : G — G dado por ¥(u, g) = ¢(u)g.

De fato ¢; : G — G dada por ¢;(9) = ¢(e'P)g é um grupo a um parametro de
automorfismo. Pelo teorema 2.2.5 ¢, é fluxo de um campo linear, que é tnico. 0
Para finalizar, mostraremos a equivaléncia entre invariancia de um subgrupo de Lie
conexo em relacao ao fluxo de um campo linear e a invariancia de sua dlgebra de Lie em

relacao a derivagao associada.

Proposicao 1.6. Seja X um campo linear, {;}ier 0 fluro de X e D a derivagdio
associada a X. Se H é um subgrupo de Lie conexo com dlgebra de Lie by, entao H €

Y-invariante se, somente se, ) € D-invariante.

Prova: De fato, seja X € g e suponhamos que ¢,(H) C H. Em particular
Py(exp X) = exp(ePX) € H. Portanto

tD kk 212
"X = () k!tD)X_[X+DX+2!tDX+...€b
k=0

e como h é espaco vetorial, segue DX € h. Reciprocamente, seja h € H e suponha-
mos que h é D-invariante. Entdo, para qualquer X € b tem-se e!X € h. Dados

X1, X, ..., X, € b tais que h = exp(X;) exp(X32) ...exp(X,). Temos

UYi(h) = 1Z)t(epr1 eXpXQ...eXpXT)
(exp X)W (exp Xa) ... ¢y (exp X;)
= exp(eP X)) exp(ePXy) ... exp(ePX,)

Como ePX; € b, j=1,...,r, temos que exp(e'’X;) € H e portanto ¢,(h) € H. [

1.5 Exemplos

A seguir daremos 4 exemplos de Campos Lineares, que sao conhecidos. Podemos obser-

var que estes Campos Lineares dependem de fungoes polinomiais.

Exemplo 1.4 (Campo Linear no grupo abeliano R™).
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1.5 Exemplos

Seja X(R™) o conjunto dos campos de vetores no grupo de Lie aditivo abeliano G = R"
e sua algebra de Lie, g C X (R”), dos campos constantes. Um campo F é afim em R”

se, somente se F(x) = Az + X, onde A é uma matrizn X n e a € g. E imediato que se

F(z) = Az + X entao
[F(z),Y]=[Az+ X, Y] =[Az, X|+ [X,Y] = [Az,Y] = —-AY € ¢

Suponhamos agora que

é um campo afim em R".

Entdo, qualquer que seja Y (z) =37, bi(z) 52 constante

n

[FY]. =) alx) aii cg.

i

Ou seja, ¢;(x) = constante.

Da defini¢ao de colchete, segue
[F.Y].(f) =

=F$(Yf)—Yx(Ff)=Zaj(x>a%(Z ) St (S Ax)g—i)-

)

Como cada b; é constante, segue que

(1.10) %(Zb( )gi) Zbi(:c)%gi

(2

Da equagao 1.10 segue

IUCTOIONIEEAE S axz(i )

=1

d " 9,0 0
(1.11) = > 4@ b 81:] a;; ZZ() 89@( ai)

7j=1 =1 =1 j5=1

Aplicando regra de Leibniz a 1.11 resulta

9 af \ _ Oa;(x) df 0 of
112 a0 @5) = G g gl
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1.5 Exemplos

Assim, aplicando 1.12 em 1.11 fica

n n n

S S () ~ 2 Lo bin) g (03]

9 af aj of o of
SO AL 3 e le e )

=1 j=1

) 0 of L da,( 9 of
= E:E:bﬂﬂfhﬂ76@ E:E:blé%a 8% Ej}jbl] u; Ox;

j—lz’—l =1 =1 7j=1 =1

" Oa;(
- ZZ E)]xz 8%

7j=1 =1

donde temos

n n

(113 FAY D =Yl =3y -2 L

j=1 i=1
e, assim, cada aplicacao ¢; pode ser escrita expressa como

n

Oa;(
=2 o

Por outro lado, para que F pertenca ao normalizador de R", temos que as aplicagoes

c¢; devem ser constantes. Como cada b; é constante, segue que
(114) 7 (37) = (aﬂ:(:l -+ bjl; <oy Ajndp —+ b]n)

portanto, cada elemento da algebra dos campos afins pode ser escrito como uma

matriz Ar + B, onde

n
a1 Q21 ... QGpi Zz 1 bi
n
Q12 Q22 ... Qp2 Z 1 bio
A= e B= =
n
Q1p A2p ... Qpp Zi:l bm

Desta forma os elementos do normalizador de R™ sao da forma Ax + B, onde A é

uma matriz n X n e B é um campo constante.

Dai para que F seja linear devemos ter F(0) = 0, ou seja, o campo linear é dado por

= Ax = Z a;(z 8%

on de cada a; é linear em R" e portanto um polinomio.
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1.5 Exemplos

Exemplo 1.5 (Campo e linear no grupo nilpotente de dimensao 3(Heisenberg)).

Seja H o subgrupo de GL(3,R) das matrizes reais 3 x 3 cujos elementos sao da forma

1 =z 2
0 1 vy
0 0 1

Tal grupo, que é conexo e simplesmente conexo, é conhecido como grupo de Heisenberg.

Sua algebra de Lie h é gerada pelos seguintes campos invariantes a direita

(1.15)

(1.16)

(1.17)

e cujo unico colchete nao nulo é

(X, Y]

(1.18)

0
X = —
ox
0 0
Y = 2 4o
8y+x82
0
7z = =
0z
20, 0
ox’ Oy Yoz

0 0 o 0

[aya—yh‘[%wg]
0 0 0 0 0,0

0talg 5.1+ 5: 05, — 5, (g,

=7

Agora vamos calcular a derivacao matriz da derivacao D : g — g associada ao Campo

linear X. Ponhamos

Entao

(1.19)
(1.20)
(1.21)

a d c
b e f
c f 1

DX = aX +0bY +cZ
DY = dX +eY + fZ
DZ = gX+hY +iZ
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1.5 Exemplos

e como D é derivacao, segue que
DZ =D[X,Y] = [DX,Y]+ [X,DY]
= [aX +b0Y +cZ, Y]+ [X,dX +eY + fZ]
(1.22) = aZ+eZ=(a+e)Z
Por outro lado,

(1.23) D[X,Y] = DZ=gX+hY +iZ

Das equagoes 1.22 e 1.26 resulta g =h =0e i =a+ e. Com A matriz

a d 0
D=1|b e 0
c f a+e

podemos agora calcular o campo linear.

A cada derivacao D : g — g estd associado um tnico campo linear X dado por

X(5) = hlo)g + R0 + o)

que satisfaz

DX = —adX
= [f1—+fz +faaa aa]
— —lhg ) [fg8 22
+figs 0 -]+ [fz—,x%] +
2 ey )
DY = —adyY
= —[f12+f2%+f32,8a +x%}
- [flaa:c o [f%aayaa] iz 5]
Hiige ] + g o)+ gt o0
) %J;f?m+a@f@y+%faz
(1.25) _fla LD 0f 0 0f 0

Y8z o 0z ay 0z 0z
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1.5 Exemplos

Dz = —adXZ
0 0 o 0
= [fl%+f28_y+f3£’$]
ofy 0 0O0fy 0 Ofs 0
[0 B0 0fD

(1.26) = oo o0y on 00

Por outro lado,

DX = aX +bY +cZ
0 0 0 0

(1.27) = m—+M5+x&Q+%ﬁ

DY = dX+eY +fZ

0 0 0 0
e finalmente
(1.29) DZ = =(a+ e)g
) = = 9

Igualando as equagoes 1.24 com 1.27, 1.25 com 1.28 e 1.26 com 1.29 obtemos o

seguinte sistema de equacoes diferenciais

(1.30) ) za—f; =0
(1.31) 5§+xa% = d
(1.32) %% =0
(1.33) 8 g—f -
(1.34) 5§+x3§ = e
(1.35) %% = 0
(1.36) % = c+bx
(1.37) %—‘f—ﬁ—i—x% = f+ex
(1.38) % = a+te
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Das equacoes 1.30, 1.31 e 1.32 segue que
(1.39) filz,y,x) = ax+dy+ ky,
analogamente, das equacoes 1.33, 1.34 e 1.35 resulta,
(1.40) foz,y,2) = bxr+ey+ ko
e finalmente das equacgoes 1.36, 1.37 e 1.38 temos

b d o
(1.41) fs(w oy, 2) = §$2+§y2+cx+(f+k2)y+(a+e)z+)$+k3

Como o campo linear X satisfaz X (e) = 0, fica
0 0 b d 0
X(x,y,2) = (ax + dy)% + (bx + ey)a—y + (§w2 + §y2 +cx+ fy+ (a+ e)z)a.
Novamente podemos observar que o campo. depende de coeficientes polinomiais.
Exemplo 1.6 (Campo linear no grupo solivel de dimensao 2).

Seja Aff(2)" = {(z,y) € R* z > 0} o grupo soltivel de dimensao 2 com operagao

(z1,91) * (72,92) = (2172, T1y2 + Y1)

com elemento neutro e = (1,0) e dlgebra de Lie aff(2)* gerada pelos campos

(1.42) X(z,y) = x%
(1.43) Y(z,y) = :C(%,

cujo colchete satisfaz [X,Y] =Y.

Como o grupo possui uma parametrizacao global, podemos calcular a forma geral
do campo linear usando a técnica usada no exemplo anterior. Para isso precisamos da

matriz da derivacao D : aff(2)" — aff(2)". Seja

D=
d
Temos que
(1.44) DX = aX+0Y
(1.45) DY = cX+dY
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e portanto

cX +dY

DY
D[X,Y]

DX, Y]+ [X,DY]
[aX +bY,Y] + [X, cX + dY]

aY +dY

implica que a = ¢ = 0. Para facilitar a notacao escreveremos

0 0
D=
a b
F d identifi J (1,0) (0,1) It
azendo a identificacao r— = e r— = resulta
Ox ’ oy ’
0 0 1
DX =
a b 0
0
= =aY
a
e
0 0 1
DY =
a b 0
0
= =bY
b

Por outro lado, se escrevermos o campo linear como

X(z,y)
teremos,
(1.46) —[X,X] =
(1.47) —lx,Y] =

0
= fl(a:,y)%

e L R

—f1

+ f2(x7y)_

o  Oh O

ox Ox Oz

0, ,0ho

0f2 0
8y o L

dy Ay’
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Igualando 1.46 com 1.46 e 1.46 com 1.47 obtemos o seguinte sistema

(1.48) fl—x% =0
(1.49) x% — az
(1.50) x%—‘]; =0
(1.51) fl—xaa—‘}; — —bz

Diferenciando a equacao 1.48, em relacao a y resulta

(1.52) Oh O h

Ay . 0yox

0
Como = > 0, da equagao 1.50 segue a—fl = 0 e portanto f; nao depende de y. Como
Y

x>0,

2 2
o Ph . Ph_
dy Oyox Oyox
Assim, integrando em relagao a z, pois a fungao f; nao depende de y, vale
0* fi
=0 =k ko.
Dyor = filz,y) 1T + Ko

Por outro lado, devido a 1.49 e por integracao, chegamos a
(1.53) fo = ax+g(y).

Derivando, em relacao a vy, a equacao 1.53,

0% _ 9

(1.54) oy = a—yg(y)-

Da equagao 1.51 e 1.54,

fi+br = kx+ks+bz
o,

dy

0
= xi?_y (y)-

Assim, derivando, em relacao a =,

0 0
kix + ko + bx = xa—yg(y) = k1 +b= 8_yg(y)
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e g(y) = (k1 + b)y + k3. Agora podemos escrever

(1.55) fo(z,y) = ax + (ki + b)y + k3

Por outro lado, igualando as equacoes 1.46 e 1.46,

0 dfy 0 dfs 0 0 0 0
—fl + (%axﬂcaxay = (k1x+k2)ax+k1xax+axay
= —ko— + cwz:2
N >0 dy
0
(1.56) = ary-
0 0

que implica ky = 0. Além disso, como X (e) = X(1,0) = 0—33 +0—=0,
segue que fi(e) = f1(1,0) = k(1) =0 = k; =0.
e fole) = f1(1,0) = a(1) + b(0) + ks =0 = kz = —
Finalmente,temos que,
X(z,y) = (a(z— 1)+ by)82
Y

é um campo linear polinomial o grupo afim(solivel) de dimensao 2.

Exemplo 1.7 (Campo linear em grupos de Lie semisimples).

Antes de descrever campos lineares em grupos de lie semisimples faremos algumas
observagoes sobre campos lineares associados a derivacoes internas em grupos de ma-
trizes. Como visto na proposicao 1.5, dado um grupo de Lie G e um campo invariante
a direita X na sua &algebra de Lie g, o campo Z,X ¢ invariante a esquerda. Além
disso X = X + Z, é um campo linear. Os campos invariantes conhecidos dependem
de polinomios e portanto a expressao do campo linear X = X + Z, depende apenas de
polinomios.

Existe uma forma de calcular campos lineares em grupos de matrizes G C GL(n,R)
associados a campos invariantes e portanto a derivagoes internas, usando apenas mul-
tiplicacao e diferenca entre matrizes. Fixando M € GL(n,R) as translacoes a es-
querda e a direita Ly (N) = MN e Ry(N) = NM sao restrigdes a GL(n,R) de
aplicaces lineares de M, (R) = R".0 fibrado tangente & GL(n,R) se identifica com
GL(n,R) x M,(R). Segue que, um campo de vetores X em GL(n,R) é uma aplicagao
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1.5 Exemplos

X : GL(n,R) — M,(R). Além disso, devido a essa identificagdo as aplicagoes li-
neares Ly e Ry satisfazem d(Ly )y = Ly e d(Ry)n = Ry, quaisquer que sejam
M,N € GL(n,R). De posse dessa observagao é possivel descrever os campos invariantes
em GL(n,R). Seja M € GL(n,R). Suponha que Xg : GL(n,R) — M, (R) ¢ invariante
a direita. Entdo, para todo M € GL(n,R)

Xr(M) = d(Ra)iXr(I)
= RuX
= XM,

onde I é matriz identidade e X = Xg(I). Analogamente, se X é um campo invariante
a esquerda em GL(n,R) entao X, (M) = MX.
E claro que as observacgoes anteriores valem para os campos invariantes a esquerda e

a direita em um subgrupo de Lie conexo G de GL(n,R), ou seja, sdo respectivamente,

da forma MX e XM, com M € (G. Portanto, se X € T;G entao o campo
XM)=XM—-MX

¢ linear. Isso decorre de trés fatos. Primeiramente devemos lembrar que o colchete de
um campo invariante a direita com um campo invariante a esquerda ¢ 0, ou seja, esses
campos comutam. Além disso X(I) = X/ — IX = 0. Finalmente temos que, dado

Y € T1G entao Y M é campo invariante a direita. Dai

(X, YM] = [XM—MX,YM]
= [XM,YM]—[MX,YM]
= [XM,YM]€eg

onde g é a algebra de Lie dos campos invariantes a direta de G. E claro que 0 campo
X, como produto e diferenca de matrizes, depende de polinomios sobre as entradas de
tais matrizes. Como os grupos de Lie semisimples possuem apenas derivagoes internas
a ultima forma de determinar um campo linear é a mais conveniente, pois, em geral,
tais grupos nao possuem uma parametrizagao global, como ocorre em muitos grupos de
Lie soluveis(englobando os nilpotentes e abelianos, claro). Entao, seja SL(2,R) o grupo

linear especial de todas as matrizes 2 X 2 com determinante igual a 1. Sua algebra de
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Lie sl(2,R) é o espagco vetorial das matriz 2 X 2 com trago nulo. As matrizes

0 1 0 0 1 0
A= , B= eC =
00 10 0 —1
geram sl(2,R) e portanto se € SL(2,R) entao
z
X(M) = AM
(01 x Yy
00 z t
B t
0 0

¢ um campo invariante a direita em SL(2,R) e da mesma forma,

Y(M) = BM
B 0 0 Ty
10 z t
B 0 0
Ty
e7
Z(M) = CM
B 1 0 Ty
0 —1 z i
—z —t

sdo campos invariantes a direita em SL(2,R).

Analogamente os campos

UM) = MA
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sao campos invariantes a esquerda.

De posse dos campos invariantes podemos calcular os campos lineares,

z t—x
X\(M)=AM — MA =

0 -z

—y 0
XQ(M):BM—MB:

r—1t vy
Xy(M) = CM — MC =2 Y

—z 0
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Capitulo 2

Sistemas Afins e Bilineares em
Grupos de Lie e Campos Lineares

nao-polinomiais

2.1 Sistemas Bilineares

O primeiros sistemas de controles afins que foram estudas em grupos de Lie foram os
sitemas invariantes, nos quais a familia de campos do sitema é formada por um " drift” que
é um campo invariante e campos invariantes controlados. Posteriormente, Markus, em
[26] estudou os sitemas afins cujo ”drift”é um campo linear da forma XM — M X, X €
T;G e M € G. Mais recentemente Ayla em [3] generalizou a nogao de campo linear em
grupo Lie qualquer e consequentemente a idéia de sistema afim em grupo de Lie com
o campo linear nao controlado. Neste capitulo apresentaremos alguns resultados sobre
sistemas bilineares em grupos de Lie. Tal sistema nao é apenas importante em si como
uma contribuicao para teoria do controle, mas também por ser parte importante no caso

geral de sistemas de controle afins, que é o sistema da forma

(X +Y) +iuj()cj +Y;)

j=1

onde X, X; sao campos lineares e Y, Y; sao campos invariantes, onde j = 1,...,m.

Definigao 2.1 (Sistema Bilinear em grupos de Lie). Seja G um grupo de Lie conezo,

Xy, X1, ..., X campos lineares em G. Um Sistema de controle bilinear em G € um
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2.1 Sistemas Bilineares

sistema afim

(2.1) Sp:g(t) = X%(g() + D wi() A7 (g(1) = X (9(2)-
j=1
Denotaremos por D? : g — g a derivacao associada ao campo linear X7, j =0, ..., m.

Além disso, para cada w € U, e g € G a curva t — ¢P(t, g,w) é a tinica solugdo de Yp
associada a w que satisfaz ¢(0,g,w) = g. Parat € R e w € U fixos denotaremos por
©p,. o difeomorfismo g € G — ¢f,(g) = ¢(t, g,w).

Para cada u = (uy,usg, ..., U,) € R™ o campo X, = X0 + > u; X7 é um campo
linear e portanto seu fluxo {1} };cr é um grupo a um parametro de automorfismo, ou seja,
é completo e é um automorfismo. Denotaremos por D, : g — g a derivacao associada
ao campo X,, que é dada por D, = D" + 2721 u;DI. Com efeito, se D, é a derivagao

associada ao campo X, entao para Y € g qualquer,

DY = —[X,,Y]

= X0+ uxl)Y]

j=1

= —[a°Yy] - Zuj[xj,y]

= DY+ uDY

=1

m
= (D°+) uD)Y
j=1

Antes do préximo resultado, que nos dd uma expressao para as solucoes de Y em
termos de concatenacao de fluxos de campos lineares, faremos algumas observagoes sobre
a relacao da funcao shift com a solucao de um sistema de controle. Para mais detalhes
veja [9]. O shift satisfaz as propriedades de grupo ©p = id e O, = 0, 0 O de modo
que se u € U,

PP (t+s,9.u) = 0" (t, 0" (s,9,u), O(s,u)),
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2.1 Sistemas Bilineares

desde que p? esteja definida para t, s,t + s. Além disso, fazendo u = ©_;(w) obtemos

0o eio (@) = " (=19t 9.0_(w)),w)
= o (—1,9"%(t,9,04(w)), 0(O4(w)))
= o= t,¢"(t, g,u),0(u))
= OP(—t+t,g,u) =

-1
Portanto %, , = (¢Ps_, ., (9))

Teorema 2.1. Seja w € U, uma fungao de controle constante por partes. Consi-
dere t1,to, ... t, > to = 0 e wy,wy,...,w, € R™ tal que w(t) = w; quando t €

[Zj;lo ti >y tj> . Entdo

G (U ) ) te [ & h)

(22) (tgw) = ¥

Jj=

Além disso, as solucoes de X g sdo completas e gofw ¢ um automorfismo de G, para cada

teER ew € U,y.

Prova: Seja a(t) a curva definida pelo lado direito da equagao 2.2, ou seja,

alt) = v szt (qpf S f;’(g))...)), te [ij%i%)

Devido a boa defini¢ao « satisfaz «(0) = g e é continua como concatenagao de fluxos

de campos lineares. Como
d
—Pi(h) = A&, (W (h
LU ) = X (02 (1)

para todo h € GG e s € R, considerando

= o (4 o)), e [ 50),

=0 j=0
temos que
/(1) = LU () = X (45 (1) = Ko (0(1)
e pela unicidade obtemos «a(t) = ¢B(t,g,w). Portanto a(t) é uma solucio do sis-

tema Y p passando por g € G associada a w. A solucao é completa devido a relagao
@th’w(g) = (@f@_t(w) (g))f1 e para cada t e w ¢ é um automorfismo, pois é a composigao

de automorfismos. O
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Analogamente, obtém-se uma, expressao similar para a solucao ¢ em tempo nega-
tivo. Com efeito, se s,,,...,51 < So=0ew U étal quet € [23:0 55, Z;;B sj), onde
w(t)=w; e R"™ej=1,...,m. Entéo

P(s.9:0) =0 oy (05 (- (059) ) ) e | i sj,H )

j=0  j=0

O préximo corolario sobre a solucao do sistema bilinear serd usado em um importante

resultado sobre controlabilidade.

Corolario 2.1. Seja G' conexo e simplesmente conexo e g um sistema bilinear em G.

Entao a solugcao de X em exp X € G € tal que
SOB (t, exp )(7 (,d) = exp (e(tfc)Dwietilewifl o et1Dw1 (X))

-1
onde c =3 "y t;.

Prova: De fato, como G ¢ simplesmente conexo, cada campo linear &, estd associ-
ado a uma derivagao D,,, k =1,...,i. Por outro lado, como ¢/* é um automorfismo,

pois é o fluxo de A, , de 1.4 segue
Ui (exp X) = exp(eP1X) = exp(V1)

V2 (exp V) = exp(e?P“?Y]) = exp(Y2)

“i (expYi_1) = exp(e9Pwly; )
e portanto por retrosubstuicao temos que

(,D(t, eXp )(7 w) — exp (e(t_C)Dwieti—lDwi—l o etlleX),

Devido ao morfismo e a conexidade do grupo G segue o

Corolario 2.2. A solucdo do sistema g em g € G € da forma

OP(t,g,w) = ¢(t,exp X;exp X, ..., exp X,,w)
B( B(t,exp X,,w)

= P(texp X1, w)P (t,exp Xo,w) ...
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Proposicao 2.1. Sejam G um grupo de Lie e by a dlgebra de Lie do subgrupo de Lie
conezo H C G. Entio H é Yg-invariante se, e somente se, H € i’ -invariante se, e

somente se, b € D?-invariante, 7 =0,...,m.

Prova: Pela proposicao 1.6, H é v/’-invariante se, e somente se, h é D’ invariante.
Suponhamos agora que b é DJ-invariante. Como b é D’-invariante, segue que b é 7' -
invariante, s € R. Entdao pelo coroldrio 2.1, pZ (exp(X)) € H. Como H é conexo segue

que gpfw(H ) C H qualquer que seja t € R,w € U,,, mostrando que H é ¥ p-invariante.

Reciprocamente, suponhamos que H ¢é Y g-invariante. Seja wy a fungao de controle

dada por W°(t) = (w1, ws. ..., wm) = (0,0,...,0), com t € R. Entao, como

EB : XO—{'ZWij = XO

j=1
segue que

V(H) = ¢ o(H)C HteR
e portanto h é D’ invariante. Consideremos a fungao constante w’ = (0,...,w;,...,0),
w; # 0 na j-ésima coordenada, j = 1,...,m. Temos que, para cadat,s € Re X € g,

exp s (e!P*H P X) = exp (PP (5 X)) = o (exp(sX)) € H

onde a ultima igualdade ocorre por hipotese.

Isso implica que '@+ D)X € h, que implica (D’ + w; D7) X € b para todo X € b.
Como b é D -invariante e w; # 0, resulta que DX € b, para todo X € b, mostrando
que, b é D’-invariante. O

A préxima proposi¢ao mostra-nos que sé faz sentido investigar a controlabilidade do

sistema X em G \ {e}.

Proposigao 2.2. Seja F; = {g € G | X7(g) = 0}. Entao as singularidades de Y5 sao
dadas por F'= N, F}.

Prova: De fato, se g € F' entao para todo i = 1,...m, X;(g) = 0. Dai X,(g) = 0.
Por outro lado se ¢ € G é uma singularidade de ¥ entao para todo u = (uq, ..., Up)
temos que X,(g) = (X + X1, wiXi)(g) = 0. Se u = 0, entdo X,(g) = Xo(g) = 0.
Daf g € Fy. Suponhamos agora que u* = (0,...,ug,...,0) com u, # 0. Entdo

(Xo + uka)(g) = urXx(g) = 0. Segue que g € Fy,. Dai g € F. O
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Passaremos agora a controlabilidade dos sistemas bilineares.

Associado com o sistema de controle bilinear X5 temos o sistema bilinear sobre o

espago vetorial g dado por

(2.3) X(t) = D'+ wD/(X(t)) = Du (X(1)).

j=1

Para cada X € g e w € U, denotaremos a solucao de 2.3 por ®(¢, X,w) e por $;,, 0
difeomorfismo induzido. Podemos observar ainda que, assim como para campos lineares,
temos uma expressao para a diferencial da solucao de ¥ em termos de exponencial de

matrizes, como mostra a
Proposicao 2.3. Para quaisquer w € Uy, e X € g temos que

O(t, X,w) = (dSOt,w)e(X) = el Xje)Duiti1Poiy | ghPor X,

Portanto,

expo®,, = gpfw 0 exp

Prova: Pelo corolério 2.1, temos, para cada X € g, que

i1 i
0P (t,exp X, w) = exp (e(t_c)D“’ieti‘lD“”‘1 ... ehtDe (X)), te [th, th>

Dai, se t € [Zézg tj, Zé‘:o tj>, vale

d

(def) X = —oxp (0Pt Py hPasX) |
_ di exp S(e(t—zz.:l t;)Duw, eti—IDwi_l o 6t1Dw1 X) ’s:O
S

= (d exp>0di (Se(t*Z;zl tj)Dwi eti—lpwi—l . etlle X) |S=0
S

d i
= —(se(t’zﬂ':ltﬂ')pwi elim1Pwiiy 1P X) ]s:o

ds

— elt= —1t)Du; eli-1Puw; . ot1Du; X,
o que mostra a segunda igualdade. Além disso, (dgpgw)eX =Xe

%(dgpfw)X = D,, (e(tfzéﬁtj)mi eli-tPwiy  hPes X)
= D ((dpi.,)eX),
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implicam por unicidade que ®(t, X,w) = (dpf,)eX. O

Sejam D7 uma derivacao interna, Y/ um campo invariante a direita e Z : G — G

1

dada por Z(g) = ¢g~'. Entao o campo X7 = Y7 + Z,Y7 ¢ um campo linear, veja a

proposicao 1.5.

Reciprocamente temos a

Proposicao 2.4. Se X' é um campo linear associado a uma derivagdo interna D =ad(Y)

entado X =Y +1.Y.
Prova: De fato, se {¢; }scr ¢ 0 fluxo do campo X, temos que

Ye(exp(X)) = exp(e”X)
= exp(e¥)X)
= exp(Ad(exp(
= exp(tY) exp(X) exp(—tY)

= Coxper) (exp(
Como G é conexo, segue que 1(g) = Cexpry)(g) para todo g € G. Assim,

d

d
.)('g = £|t=0wt<g) = acexp(ty)<g) — (Y +I*Y)(g)

Portanto o sistema bilinear pode ser decomposto como

onde

Sr: Yo (g(t) =Y (g(t) + Z WY (g(t))

¢ um sistema invariante a direita. O

O préximo resultado relaciona as solugoes de Xp e 3.

Proposicao 2.5. Para cadat € R e w € Uy, vale

B
Prw = C’"D{,w (e)

onde gpt{w(e) ¢ a solucao de Xy a partir dee € G e Cy: G — G € a conjugagao em G.
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Prova: De fato, como podemos ver em [29] a solugao do sistema ¥; é dada por

1—1
@{,w( - eXp Z t] eXp i— IYw ) ce. eXp<t1Yw1)g
7=0

Por outro lado, se s € (Z;;E t;, Z;:o tj] ew

linear

(s) = w' € R™ fixos, o fluxo do campo

X, = Y—FZM;Y—FI*(Y"‘ZW;Y)a w;' = (wi7w;1>
— 1

emgeGé

U2 (g) = exp(sY.,)gexp~(sY.,)

onde

como mostra a proposicao 1.5.

Assim, pelo teorema 2.1

B wj wi—1
90 — 'l[} i—1 ( t. ( e
b =Yg\

= exp((t—itj)Y
= exp((t—itj)Y
= exp((t—itj)y
= exp((t—itj)y

= ¢l.(e)g(er,le)”
= Cur 0(9)

..exp(t1Ys,,)g exp_l(tlel) ..

Y=Y+ i WY
j=1

2(9)) - --))

- eXp(tlyo.n)g eXpil(tlyo.n) e

i1

cexp((t— th)Ywi)
=1

i1

: .eXp(tlel)g<exp ((t— th)Ywi) e eXp(t1Yw1)> -1

=1
i—1

cexp " ((t— th)Ywi)
j=1

i—1

: .exp(tlel)eg(eXp ((t - Z t)Ye,) - - .exp(tlel)e> -

Jj=1

O

O proximo resultado mostra-nos que a controlabilidade dos sistemas bilineares pode

ocorrer apenas nos grupos abelianos conexos e simplesmente conexos.

Teorema 2.2. Seja G um grupo de Lie conexo e ¥ um sistema bilinear em G. Se G

nao € um grupo de Lie abeliano simplesmente conexo entao g nao é controldvel.
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Prova: Sera dividida em quatro partes:

1. G € um grupo de Lie abeliano compacto. Como por hipdtese G é conexo, segue
que G é um toro. Veja teorema 5.2 em [34]. Contudo o grupo de automorfismos do toro
¢ discreto. Veja exemplo 2.3. Por outro lado, devido a continuidade ¢;,, = id, onde
t€ReweU,. Portanto Xz nao pode ser controlado.

2. G € um grupo de Lie solivel. Como a algebra de Lie de GG é soluvel, sua algebra
de Lie g é soluvel. Além disso, por hipétese, o subgrupo derivado G’ é um subgrupo
de Lie nao-trivial e préprio de G. Como G’ é invariante por automorfismos, temos em
particular que ¥7(G') C G’, j = 1,...,m. Pela proposigao 2.1 segue G’ é Y5 invariante.
Portanto X5 nao é controlavel.

3. G € um grupo de Lie semisimples. Se G é semisimples, qualquer derivacao é

interna e pela proposicao 2.5 temos que
@fw = C(p{w(e)v Vie R7 w € Z/{cp

Portanto X nao sera controlavel se provarmos que a conjungacao C' nao age transi-

tivamente em G. Temos entao duas possibilidades:

3.1. G € um grupo de Lie semisimples compacto. Neste caso, G admite uma métrica
bi-ivariante e portanto qualquer esfera centrada em e é invariante por conjugacao. De

fato, seja S = {z € g| d(z,e) = r}. Entao
d(gzg~',e) =d(gzg™", g97") =d(zg™',g7") = d(zg ", eg™!) = d(z,e) =71

Isso mostra que g nao é controlavel.

3.2. G é um grupo de Lie semisimples nao-compacto. Como G é um grupo de Lie
nao-compacto, existem x,y € G tais que Ad(x) é ortogonal e Ad(y) é simétrica em
relagdo a algum produto interno em g, veja [22]. Portanto, Ad(x) e Ad(y) ndo podem
ser conjungadas e isso implica que a conjugacao nao pode ser transitiva. De fato, seja
g = £+ s a decomposi¢ao de Cartan em termos de algebra. Tal decomposi¢ao determina
uma involucao # tal que 6 =1 em € é 6 = —1 em s.

Além disso, (adX)* = —ad(6X) para todo X € g, onde a adjunta estd definida em
relagao ao produto interno By(X,Y) = B(0X,Y) e B é a forma de Killing de g. Segue-se
que, se X € € entao

(adX)* = —ad(0X) = —ad(X)
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2.2 Sistemas Afins

e resulta que ad(X) é anti-simétrica. Seja x = exp(X) € G. Entao
(Ad(z))* = @dX)" = madX — (Aq(z))L,

Portanto Ad(x) é ortogonal.

Por outro lado, se Y € s entao
(adY)* = —ad(AY) = —ad(-Y) = ad(Y)
é simétrica e se, y = exp(Y) vale

(Ad(y))* = @OV = 2 = Ad(y).

Como Ad(y) é simétrica, seus autovalores sdo reais. Suponhamos que o sistema
Yp seja controlavel. Ent@o existem ¢t € R,w € U, tal que C’%w(e) (y) =z = lyl™!
com | = ¢f (e). Dai Ad(z) = Ad(I)Ad(y)(Ad(l))~". Assim Ad(x) possui autovalores
reais (por ser conjugada a uma simétrica) e de médulo 1, por ser ortogonal. Entao,
necessariamente Ad(x) é uma matriz diagonal cujos elementos da diagonal principal séo
+1. Portanto Ad(K) é um conjunto discreto. Analogamente Ad(S) é um conjunto
discreto. além disso, como G = K S, resulta que Ad(G) = Ad(K)Ad(S) é um conjunto

discreto, o que é um absurdo.

4. G € um grupo de Lie arbitrdario. Segue do fato que o radical solivel de G é
invariante por automorfismo, pois se t(g) é o radical solivel e tn(g) é o radical nilpontente
de g, entdao para uma derivagao qualquer D, vale D(t(g)) C tn(g) C t(g). Veja corolédrio
2 do teorema 13 da segao 7 do capitulo 2 de [16] e proposicao 2.18 de [32]. O

O teorema anterior mostra-nos que os sistemas bilineares nao dao informacgoes re-
levantes, sobre o grupo de Lie, quando este nao é um grupo de Lie abeliano conexo e
simplesmente conexo. Isso se deve principalmente as propriedades geométricas induzidas
em grupos de Lie pelo colchete em sua algebra de Lie. Apesar deste fato, na préxima
secao veremos que tal sistema desempenha um papel importante na controlabilidade de

um sistema afim.

2.2 Sistemas Afins

Seja X um campo linear e Y um campo invariante a direita. Dado um afim, cuja

decomposi¢ao é F' = X + Y seu fluxo é completo(veja [17]) e se ay(e) é a trajetéria de
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2.2 Sistemas Afins

F' a partir da identidade entao a trajetoria de F' passando por g € G é

(2.4)

at(.g) = Lat(e)wt(g)

onde ¢,(g) denota a trajetéria de X através de g € G.

Passaremos agora a nos preocupar com as solugoes do sistema afim de modo geral.

Precisaremos do seguinte

Lema 2.1. Seja {F;}ien uma familia de campos afins F; = X; +Y; tal que X; campo

linear e Y; campo tnvariante a direita. Para cada i1,...1, € N e1,...,7,. Entao,
in 1 . in i1
aTno...oaTl—La:n( (ail oYro...oy]

onde, para j =1,...

mente.

,n, {al}ier e {U!hier sdo o0s fluros dos campos F; e X;, respectiva-

Prova: Provaremos a equacao usando inducao. Para n = 1 tal equagao coincide

com a equagao 2.4.

Consideremos agora i1, . . .

in 1 in
= o .
alo...oa} La:’;( (@'} (e) oy
Entao
Int1 in i1 Int1 ) in
apiioapo.oan = aptiol . (h oUrn
= L ot o[,

aitl(e) ~ Trn1 T Pai((ar ()

e como fo Ly = Ly

Zn+1 = 7 [
Lomin o 0920 o Lan ot @) Lm0 © Lytot ot
== L Zn+1 in+1

At 1 (e )anJrl (C“Tn (-

que implica

Zn+1

i i
attoqr o... o

i1 __
Tn+1 Tn ©ar = L ine

a7 (@ (o (adh (e)): ) °

o que conclui a prova.

ving1 € N, 7 o .. e suponhamos que

7'1

o 2/171_1
ouino.. oy

o f para todo automorfismo f : G — G, como g € G, resulta

7;n+1
n (0l (e).)) © P
ait (@) © Yt
p o Vmi
ouin 0. oyl

O

O préximo lema é conhecido em termos de grupo de Lie. Este, serd usado mais a

frente em um de nossos resultados. Veja [50].
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2.2 Sistemas Afins

Lema 2.2. Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g e N um subgrupo normal de

G com dlgebra de Lie n. entdao para cada X € g temos que
exp(X +n) C exp(X)N.

Definicao 2.2. Um sistema de controle afim em um grupo de Lie é um sistema afim

dado por
Sp:g(t) = FOg(6) + D _wiFi(g(t)) = Fu(g(t))
=1
onde FO,F' ... F™ sdo campos afins em G.

Para cadaw € Uy, e g € G a curva t — ¢f (t, g,w) é a Unica solugdo de Xp associada
ao controle w € U,, que satisfaz ¢(0,g,w) = g. Parat € R e w € U, fixos denotaremos
@' (t,w) o difeomorfismo g € G — ¢f,(g9) = ¢(t, g,w).

Passaremos agora as solugoes do sistemas afins.

Teorema 2.3. Sejaw uma fungao de controle constante por partes e considerety, ... t, >
to=0 ewy,...,w, tal que w(t) =w; parat € [Z;;B tj, Z;':o tj). Se {a" }1er denota o
fluro do campo afim F,, = F° + Z;n:l w;F7 entdo

(25)  @F(tg.w) =0l oy, (055 (- (ai(9)-0) te | Dot Y t).

j=1"%

Além disso, as solugcoes de X sao completas e

(26) @fw = Lgofw(e) © QDEM

B

Prova: A férmula 2.5 e a completude sao provadas analogamente ao teorema 2.1.

Vamos provar a equacao 2.6. Devido a 2.5,

F

_wi wi w1
Spt,w = Oét—z;;})tj o} O(tFl Oo...0 Oztl .

Por outro lado, o lema 2.1 garante que

w; wi w1
(6] i Oy, ,0O0...004 =
2> :;_:3([) t; ti—1 t1

=L o, o, oYt o... oY
; -1 _1 : ae.
Qi t (O‘tl (...(afl(e)).--)) t=>""otj ti—1 t1

_ A\t 1
=31t ¢
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2.2 Sistemas Afins

e pelo teorema 2.1

B __ ,wi wi w1
th,w - ¢ 722;5% o ti1 o... O@% .

Portanto,

F w; w1 w1
=a ., oa o... .ot =
th,w t_z;:é t]' ti—1 t1
=L, wg o) i o o.. . oyt
i -1 w N1 g ti e t
ot iy, (o) (et @) © Py 7 e 1

F B
= Prw = Lgafjw(e) O Pt w:
U

Analogamente ao caso bilinear obtém-se uma féormula similar para tempo negativo.

Os préximos resultados sdo uma generalizagao dos resultados de [35] para o contexto
geral de sistemas afins em grupos de Lie. Tais resultados mostram uma intriseca relacao

entre os sistemas bilineares e afins.

Lema 2.3. Seja g € A e suponha que @] (g) € A para todo t € R e w € Uy,. entio
A-gCc A
Prova: Seja ¢f (e) € A. entdo, como por hipétese

(,0]_37-7@7.(90) (g) €A

obtemos
prae)g = f(e)ehe,w(9)
= of(©)eF 6. w9
= @iw(e)SOf@_T(eT(w))(SDi,@T(w)(9))
= ol (0)er (97, 6. )(9)
= of L (©76.w(9) € ©E,(A) C A

O lema 2.3 implica a seguinte proposicao:

Proposicao 2.6. Seja H um subgrupo de Lie conexo X g invariante com algebra de Lie

h. Seexp X € A, para todo X € b, entao H C A.
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2.2 Sistemas Afins

Prova: Pelo corolédrio 2.1, para cada X € h, t € R e w € U, temos
@fw (exp X) = exp (e(t—Zﬁ;B tj)Dwietilewifl o et1Dw1 (X))

Dwi

i—1
Como H é Y g-invariante temos que el!~2i=0t)DwigtiiDwioy - ohiDwi(X) €  que por

hipétese implica @fw(exp X)e A paracada X € h,t € Re w € U,,,.
Seja entao g € H e considere X7, Xs,..., X,, € htaisque g = exp Xjexp X5 ...exp X,.

Pelo lema 2.3 e calculos anteriores segue que

g € AexpXoexpX3...expX, C
C AexpXzexpX,...expX, C...C
C AexpX,Cc A

que implica H C A. O

Proposigao 2.7. Seja N C H C G subgrupos de Lie conexos com dlgebras de Lie
n C b C g, respectivamente. Sen é um ideal dehy e D’(h) Cn, j=0,....m, NCAe
A aberto, entao H C A.

Prova: Para cada X € h,t € Re u= (uy,...,u,) € R™ temos que

. @ .
X =X+ —Di(X), onde D, = DO+ uD.

n>1 j=1

Devido a hipétese sobre D’, j = 0, ...m, obtemos

"
ZEDU(X) €n

nxl

e entdao e'P* X € X+n. Indutivamente, podemos facilmente mostrar que para 7, ..., 7, €

R, uy,...,u, € R™ e X € b temos
e Punem=1Puny oM Pu X € X 41,
Pelo corolario 2.1 e lema 2.2 segue que
gpfw(exp X) Cexp(X +n) Cexp(X)N

para cadat € R,u € U, e X € h.
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2.2 Sistemas Afins

Seja W = exp(U) uma vizinhanga conexa da identidade e € H tal que W C AN H.
Sendo H um subgrupo conexo é suficiente mostrar que W™ C A, o que faremos por

indugao. Para n = 1 temos que W C A por construgao.
Seja g = exp(X) € W e h € W™, Entao gh € W". Pela hipétese de indugao,
temos que W™ ! C A e portanto h = gofw(e) para 7 > 0 e w € Uy. Além disso, pelo

que vimos acima 2, (g) = g - ¢ com ¢’ € N. Portanto,
hg = Lyr o (2.(9) () = er(9)(g)
Como por construgao g = ¢ ,(e) para algum 7/ > 0 e W' € Uy, segue que

9071;(9) - Spf,w(gofl,w’(e)) = Sof—l—T’,w”(e)?

onde w” € U,, é concatenacdo de w e w'. Da Yp-invariancia de N (hipdtese) e do fato

que N C A temos que
SpéTfT’,GT_,'_T/(w”) (glil> €A

que nos da
hg = Ler +T,,W,,(e)(g'_l)
- L<pf+f,’w,, (e)‘PB(Oa g, Orir(wr))
= Lor, ¥ 0+ 7 =7 =7,¢7 O
= Lyt @¢" <T +7 0 (=1 =147 00 (W), O (Or s (w”)))
- L‘PTF+T/,W//(6)SDB <T +7, SOB( —7 =7, 0rr (w”)) , w”)
= Lyr , () © @i (sDi_T/,eT+,, () (g’*1)>

= 90’71:7-'(‘7'/,&)” (90§7——7—’,®_,+7./ (w') <g,_1))

€l (A C A
O

Corolario 2.3. Seja G um grupo de Lie solivel e suponha que A € aberto. Se N C G
¢ o radical nilpotente de G entao N C A implica G = A.

Prova: De fato, se g é uma algebra de Lie solivel e n seu radical nilpotente entao

D(g) C n para cada derivagdo D : g — g. O resultado segue da proposigao 2.7. U
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Teorema 2.4. Suponha que D?, j = 0,...,m sdo derivacoes internas e que G é um

grupo de Lie nilpotente. Entdo A € aberto se, e somente se A =G.

Prova: Seja

a série central descendente de g, onde para i = 2,...,n temos que g; = [g, g;—1] sdo ideais
de g. Como D’ ¢ uma derivagao interna para j = 0,...,m temos que D’(g;) C g;41 para
1=1,...,n.

De fato, se D’ é uma derivagao interna, entao existe Y € g tal que D'X = [V, X],

para todo X € g. Em particular, se X € g; entao D’X = [V, X]| € g;1,. Portanto, se
G=G1D2GyD...0G, DG ={e}

é a série central descendente em termos de grupo, onde G; é grupo de Lie conexo com
algebra de Lie g;, ¢ = 1,...,n entado, o fato de A ser aberto implica que G,,1 C A
e pela proposicao 2.7 obtemos G, C A. Novamente, aplicando a proposicao 2.7 vale
G,-1 C A. Repetindo este processo n vezes resulta que G = GG; C A. Portanto temos

que o sistema ¢ atingivel a partir da identidade. 0

Seja A* o conjunto acessivel em tempo nao positivo a partir da identidade.

Corolario 2.4. Suponha que D7, j = 0,...,m sdo derivacoes internas e que G é um

grupo de Lie nilpotente. Entdao A* € aberto se, e somente se A* = G.

Assim temos o seguinte teorema que garante a controlabilidade no grupo nilpotente

quando as derivacoes associadas ao campos lineares sao derivacoes internas.

Teorema 2.5. Suponha que D?, j = 0,...,m sdao derivacoes internas e que G é um
grupo de Lie nilpotente. Entao A* e A sao abertos se, e somente se o sistema afim €

controldavel.

2.3 Exemplos

Como vimos, a controlabilidade dos sistemas bilineares pode ocorrer apenas nos grupos
abelianos conexos e simplesmente conexos. No capitulo preliminar, na secao sobre sis-

temas bilineares em R” damos alguns exemplos sobre controlabilidade de tais sistemas.
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2.3 Exemplos

Exemplo 2.1 (Grupo de Lie Soluvel). Seja Aff(2)* = {(x,y) € R?,z > 0} o grupo

soluvel de dimensao 2 com operag¢ao

(z1,91) * (22,92) = (2122, T1y2 + Y1)

com elemento neutro e = (1,0) e dlgebra de Lie g = aff(2)" gerada pelos campos

0
0
Y(:L‘7y) = xa_ya

cujo colchete satisfaz [X,Y] =Y.

A derivacao do grupo é

00
D=
a b

e a algebra derivada é g’ = span{Y'}. Fazendo a identificacao na élgebra, X (e) = X =

1 0
eY(e)=Y = resulta
0 1

Portanto g’ é invariante pela derivacao e da mesma forma é invariante por

Sn
e = — D",
n!
neN

Assim, temos a invariancia pela solucao do sistema bilinear do subgrupo G’ com

algebra Lie g’. Segue que o sistema nao é controlavel no grupo afim(solivel) de dimensao
2.

Além disso,

DRX +RY) =RY

e portanto

D(r(g)) = D(g) C tn(g) = span{Y} Cr(g) = g

Este exemplo ilustra a parte 2 e 4 do teorema 2.2.
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Exemplo 2.2 (Grupo de Lie Nilpotente). Seja H o subgrupo de GL(3,R) das matrizes

reais 3 X 3 cujos elementos sao da forma

1 z =
01 y
0 0 1

Tal grupo, que é conexo e simplesmente conexo, € conhecido como grupo de Heisenberg.

Sua dlgebra de Lie by € gerada pelos sequintes campos invariantes a direita

0
X = =
oz
0 0
0
7= 5%

e cujo unico colchete nao nulo é [X,Y| = Z com derivacao

a d 0
D=|b e 0
c [ a+e

Faremos as identificacoes

X = X(0,0,0) = 2= (1,0,0)

Yzyuamzézmmm

Z:Z@Qm:%:mﬁ@.

Temos que b’ = [h, ] = span{Z}. Além disso,

a d 0 1 a
DX=1|b e 0 of=|b| &Y,

c f a+e 0 c

a d 0 0 d
DY =|b e 0 1] = Z¢h.

c f a+e 0 f
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2.4 Campo Linear Nao-polinomial

Por outro lado

a d 0 0 0 0
DZ=1b e 0 ol=| 0o |=(+e)|o]| ey,
c f a+e 1 a+e 1

garante a invariancia de h’e portanto a nao controlabilidade do sistema bilinear. Podemos
observar ainda que

D(x(h)) = D(b) = tn(h) =t(h) = b
nao garante a nao controlabilidade do sistema bilinear em H. Observemos ainda que,
se G = H x H onde H é um grupo de Lie conexo entao a ultima igualdade garante a
nao controlabilidade do sitema bilinear em . Esta observacao ilustra, uma das possi-
bilidades, em termos de nao controlabilidade do sistema bilinear em um grupo de Lie

arbitrario.

Exemplo 2.3 (Grupo de Lie Abeliano e Compacto). O grupo de automorfismo do toro
™ ¢

AutznR" = {g € GL(n,R); g(Z") =7"}
que € isomorfo a SL(n,Z) = {g = (z;5) € GL(,R) : det(g) = 1,z;; € Z}. Por
outro lado, o fluro dos campos lineares sao grupos a um parametro de automorfismos
{bi }ter C SL(n,Z).Isso mostra que ¢, = id e portanto X = 0. Seque que o sistema nao

¢ controlavel.

2.4 Campo Linear Nao-polinomial

Agora classificaremos todos os campos lineares no grupo afim solivel de dimensao 3, ou
seja, daremos a expressao geral do campo linear em termos de todas as derivagoes, inter-
nas e nao-internas. Vericamos que tal campo linear, que é analitico, possui coeficientes
que nao dependem apenas de polinémios. Embora em [3], Ayala tenha mostrado que
Campos Lineares sao analiticos nao se conhecia um exemplo de um Campo Linear nao

polinomial. Seja

—y 0 =z
G:A+(R)@R={ 0 1 =z ;y<0,x,zeR}
0 01
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2.4 Campo Linear Nao-polinomial

0
o grupo de Lie com &lgebra de Lie g = a™(R) @ R gerada pelos campos X = ~Ygo
x

A operacao do grupo é definida por
(@,y,2) = (2, 2) = (x —ya, —yy', 2 + )

com identidade u = (0, —1,0) tal que o tnico colchete néo trivial é dado por [X,Y] = X.

De fato,

o 0 9 9, o oy 9

XY= [—y—. —y—] = [— = -~ — =
Agora vamos calcular a derivagao.
Seja D :at(R) @R — a™(R) ® R a derivagao da &lgebra de Lie dado por
a d g
D=11b e h
c f 1
na base {X,Y, Z}

Neste caso temos,

DX = aX +0bY +cZ
DY = dX +eY + fZ

DZ = gX+hY +iZ

Como D é uma derivagao
DIX)Y]=[DX, Y]+ [X,DY]|=[aX +bY +cZ, Y|+ [X,dX +eY + fZ] =
=alX,Y]+elX,)Y]=aX +eX =DX =aX +bY + cZ.

Portanto b =c=¢e = 0.

Por outro lado 0 = D[X, Z] = [DX, Z] + [X,DZ] = [aX +bY + cZ,Z] + [ X, gX +
RY +iZ] = h[X,Y].
que implica h = 0.

Finalmente

0=D[Y,Z] = [DY, Z] +[Y,DZ) = [dX + eY + fZ, Z) + [V, gX + hY +iZ] = g[Y, X]
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2.4 Campo Linear Nao-polinomial

Segue-que g =0 e
a d 0
D=0 0 0
0 f 1
O préximo passo é calcular o campo afim

F em AT(R) @ R, dado por

0 0 0
— — 4+ B— A=
F Y or + 68y + 0z’
que satisfaz DV = —[F, V], onde V é um campo invariante.

A primeira coisa a fazer é calcular DX, DY e DZ.

DX = aX+4+bY +cZ=aX+0Y +07
0 0

0
= —ayg- +08_+0&

DY = dX+eY + fZ=dX+0Y + fZ

0 0 0
— —yd— 4+ 0= 4 =
J 8x+08;y+faz
DZ = gX+hY +iZ
0 o .0

Como, DV = —[F, V], o segundo passo é calcular —[F, X|, —[F,Y] e —[F, Z]. Entao

—adrX = —[F,X]
= —[Oéag—FB%—F)\aa ,X]
— (loge vl + gy + o —var])
= [aaa aa I+ [ﬁa%,y%] + [A%,ya%]
Como, em wm sistema. de coordenadas qualquer [, 7] = 0, segue que

804 0 868 o 0

—adrX = (F - Yox o) as or Yoz oy Yor 0z’
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2.4 Campo Linear Nao-polinomial

a6, 0 o\ 0O
adsY = —ug gt (0 yﬁ_y)é’_y Yoy o-
e finalmente

a0 050 0D
0z0x  0z0y 020z
Por outro lado

0 0 0
DX = —ay— — —
ay@x+08y+082

o000 50 ;o
B Yoz’ oz y@x@y Yor oz’

0 0 0
DY = —ycl—&lj + O_Gy + f_az
oa 0 ap. 0 o\ 0
N _yay ox + (6 B y8y>8y B y@y 0z
e por ultimo,
0 o .0

b0 930 A0
0z0x  0z0y 020z

que implicam as seguintes equacgoes

— - == _d —_ —)— _— =
B Yo ay Yy Yoy 5% 0
op o B
—y== =0 —y— =0 — =0
y@x p y@y 0z
o\ o\ ox |
Y5, =0 Yoy T f 5, ¢
Comecemos calculando S.
Como —y% =0= % =0e % = 0 isso implica que S nao depende de x e z.
ox ox 0z
Por outro lado se, 8 # 0, entao
ap o 0
B-yg =0= 7 =0 = || = Inly| + k= |8] = lylc*
dy By
e por outro lado, || = —ye* = B = koy, ko # 0. Se B3 =0 entdo 3 = kyy com ky =0 ¢
a solucao para § —y— =10
dy
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Calculando A:

A
—yg— = 0 implica que A nao depende de z.
x
O\ 0
P s e Ly M)+ R
dy y Y

onde M é uma fungao em A*(R) @& R que depende apenas z.

Mas,
A
%:i:Aziz—ﬂn(—kaz-
Calculando «,
oo N
— =0 = «a nao depende de z e
0z
156 Jda
Por outro lado
O Oa
B-yg, = —wW=hky—y—=

0
= —ay:>6—z:a+k2:>a:(a+k2)x+dy+k1.
Entao

0 0 . 0
F = ((a + ko)x + dy + k1)% + k‘an—y + (iz — fln(—y) + ]{73)5

e

0 0 0
]:(e):]:(07_170):(—d‘i‘k‘l)%—kza—y—kk’g&=O=>k1=dand k2:k320.

Portanto o campo linear é dado por

X = (a:t:—i—dy—i—d)%—l—(iz—fln(—y))%.

Podemos observar que, no grupo soltuvel afim de dimensao 3, a expressao do campo

linear nao depende apenas de polinoémios sobre {(x,y,z) € R® | y < 0}.

57



Capitulo 3

Conclusoes Finais

Em termos de sistemas bilineares, devido ao teorema 2.2, nao se tem controlabilidade
fora do grupo abeliano conexo e simplesmente conexo. Dentre os sistemas invariantes,
lineares, bilineares e afins em grupos de Lie, o sistema bilinear é o tinico que possui a
questao da controlabidade resolvida de forma global, fazendo sentido, nos grupos nao
abelianos, a investigacao de conjuntos de controle em tais sistemas. Por outro lado, em
termos de sistema afim fica em aberto a controlabilidade de tais sistemas quando as
derivagoes nao sao necessariamente internas. Um outra linha de investigacao pode ser
a controlabilidade nos grupos de Lie semissimples. Finalmente, nao podemos deixar de
ressaltar que todos os resultados sobre sistemas afins valem para os sistemas invariantes

e lineares, mostrando o quanto tal sistema ¢é importante.
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