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Resumo

Esta tese é composta de duas partes. Inicialmente apresentamos, como preliminares, a

teoria dos campos afins e lineares em grupos de Lie. Posteriormente, analisamos a relação

entre sistemas afins em grupos de Lie e seus sistemas bilineares induzidos. Nesta direção,

demonstramos que as soluções de sistemas afins são dadas pela translação à esquerda das

soluções do sistema bilinear induzido pela solução sobre a identidade, o que nos permite

concluir alguns resultados de controlabilidade usando propriedades geométricas. Além

disso, damos exemplo de um Campo Linear no grupo solúvel de dimensão 3. Tal campo

mostra que a expressão de um campo linear, que é anaĺıtico em um grupo de Lie G,

não precisa ser apenas polinomial. Até o presente momento não se conhecia um campo

linear com uma expressão que não depende apenas de polinômios.

Palavras-chave: Campos Lineares, Campos Afins, Sistemas Afins, Sistemas Biline-

ares, Controlabilidade, Solúvel, Nilpotente.



Abstract

This thesis is composed of two parts. Initially we give some preliminary aspects about

linear vector fields on Lie Groups. For the second one, we analyze the relationship

between affine systems on Lie groups and their induced bilinear systems. We prove that

the solutions of affine systems are given by left translation of the solutions of the induced

bilinear system by the solution on the identity, which allow us to conclude some con-

trollability results by using geometric properties. Moreover, we present a linear vector

field on tree-dimensional sovable Lie group. This vector field is analytic on a Lie group,

does not necessarily needs to be polinomial, in the sense that its expression depends on

polinomial maps. It was an open problem the existence of a non-polinomial analytic

linear vector field.

Keywords: Linear Vector Fields, Affine Vector Fields, Affine Systems, Bilinear Sys-

tems, Controllability, Solvable, Nilpotent.
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Introdução

Na primeira parte desta tese apresentamos aspectos preliminares sobre campos linares

em grupos de Lie e sistemas de controle em uma variedade diferenciável M . Campos

lineares, no contexto de teoria do controle em grupos de Lie, foram considerados pri-

meiramente, em [26], por Markus em grupos de Lie de Matrizes. Posteriormente num

contexto mais geral por Ayala, em [3]. Aos Campos lineares estão associados os siste-

mas lineares e afins. Sua importância se deve ao fato que sistemas lineares em grupos

de Lie são a generalização tanto de sistemas lineares em Rn como sistemas invariantes

em grupos de Lie. Em [29] encontramos uma revisão de mais de 40 anos de pesquisa

sobre sistemas invariantes. Devido ao Teorema de Equivalência obtido por P. Jouan em

[18], sistemas lineares em grupos de Lie podem ser generalizados a espaços homogêneos

e são equivalentes a determinadas classes de sistemas de controle em uma variedade

diferenciável M .

A segunda parte da tese trata de sistemas de controle afins e bilineares em grupos de

Lie. Além disso, damos um exemplo de um campo linear não polinomial. Tais sistemas

ganharam importância a partir do ińıcio de 1960, R. Hermann [15] incorporou o uso de

métodos da geometria diferencial ao estudo dos problemas de controle. Seu trabalho foi

seguido por C. Lobry [25] em 1970, Brockett [8] em 1972, Sussmann-Jurdjevic [48] em

1972, Krener [24] em 1974 e outros. Estes trabalhos deram à luz a Teoria Geométrica

do Controle, onde a idéia é tomar como espaço de estado uma variedade diferenciável.

Percebeu-se que, devido à estrutura algébrica adicional, alguns problemas de controle

geométrico são melhor formulados considerando o espaço de estado como sendo um

grupo de Lie. Em seu livro [19], V. Jurdjevic (1997) apresenta várias aplicações e

resultados sobre sistemas de controle em grupos de Lie. Nesta mesma direção Markus,

[26] em 1980, tratou de sistemas de controle lineares em grupos de Lie de matrizes. Seu

artigo foi seguido pelo trabalho de Ayala[3] em 1999. Ayala generalizou os campos afins
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e lineares, para um grupo de Lie qualquer, de forma intŕısenca, no sentido de não ter

definido tais campos a partir de subgrupos de Lie de matrizes de GL(n,R) como Markus

o fez. A partir dáı, percebeu-se a possibilidades de generalizar os sistemas de controle

clássicos em Rn como um grupo de Lie aditivo abeliano para outros grupos de Lie, como

os solúveis e semisimples.

De modo geral temos a seguinte definição:

Definição 1. Sejam M uma variedade diferenciável. Um sistema de controle afim em

M é dado por

ẋ(t) = f 0 +
m∑
j=1

ωjf
j, j = 1, . . . ,m

onde f 0, f 1, . . . , fm são campos de vetores em M e ω = (ω1, . . . , ωm) ∈ Ucp é uma função

constante por partes.

O que caracteriza o sistema afim é a existência do drift f 0, que não é controlado,

no sentido de não haver função de controle agindo sobre o mesmo. Sistemas afins em

Rn, de modo geral foram amplamente estudados, como podemos ver em [12], [37],[38],

[39],[40] e [41]. No sentido clássico, há quatro sistemas afins em Rn:

1. Sistemas Invariantes: f 0, f 1, . . . , fm são campos constantes

2. Sistemas Lineares: f 0 é linear e f 1, . . . , fm constantes

3. Sistemas Bilineares: tanto f 0 como f 1, . . . , fm são lineares.

4. Sistemas Afins: todos os campos são afins

Como, em Rn, todo campo afim se decompões como uma soma de um campo linear

com um campo constante, o sistema afim pode ser pensado como uma generalização

dos sistemas invariantes, lineares e bilineares. Da mesma forma, campos afins em grupo

de Lie são decompostos em uma soma de um campo Linear com um campo invari-

ante(campo constante em Rn). Veja [3],[17] e [18]. Tal decomposição tornou posśıvel

a generalização dos sistemas clássicos em Rn aos grupos de Lie. Em [29] é dada uma

condição necessária e suficiente para a controlabilidade dos sistemas invariantes em um

grupo de Lie G com álgebra de Lie g:

Teorema 1 (Teste do Grupo). Um sistema Γ ⊂ g é controlável em G se, somente se,

2



1. G é conexo

2. Lie(Γ) = g

onde a condição 2 é conhecida como condição do “rank”.

Em relação aos sistemas lineares os seguintes resultados foram provados: 1. Em um

grupo de Lie compacto e conexo, um sistema linear é controlável se, e somente se ele

satisfaz a condição do rank; Isso foi provado em [33]; 2.Um critério de controlabilidade

local (a chamada condição ad-rank; foi estabelecida em [3, 11]); 3. Se um sistema linear

em um grupo de Lie semisimples com centro finito é controlável a partir da identidade,

então um certo sistema invariante, relacionado ao sistema linear, também é controlável.

Veja [33]; 4. Seja G um grupo de Lie semisimples, conexo e suponha que vale a condição

ad-rank. Então, o sistema linear é controlável se e somente se o sistema invariante

associado ao sistema linear é controlável. Foi estabelecido em [17]; 5. Um sistema linear

em um grupo de Lie conexo G é controlável se A e A∗ são abertos e a derivação associada

ao campo linear(drift) tem apenas autovalores com parte real nula, onde ϕ é o fluxo do

drift e A∗τ = ϕ−τ
(
(Aτ )

−1
)
. Este último resultado foi mostrado por Adriano da Silva em

[35].

Por Outro lado, Phillip Jouan em [17] considerou um caso particular de um sistema

afim

ΣJ : ġ = Fg +
m∑
j=1

ωjY
j
g(1)

onde F é um campo afim e os Y j, j = 1, . . . ,m, são campos invariantes e ωj ∈ Ucp.
Como todo campo afim se decompõe em uma soma F = X + Y 0, onde X é um campo

linear e Y 0 é um campo invariante, o sistema ΣJ é equivalente ao sistema linear

ġ = Xg +
m∑
j=0

ωjY
j
g )

onde ω0 = 1.

Em relação ao sistema 1 foi estabelecido o seguinte resultado:

Teorema 2. O sistema de controle afim ΣJ em um grupo de Lie compacto e conexo é

controlável se, e somente se, satisfaz o a condição do Rank.
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Neste trabalho analisamos a relação entre sistemas afins em um grupos de Lie e

seus sistemas bilineares induzidos. Nós provamos que as soluções de sistemas afins são

completas e dadas por translações à esquerda das soluções do sistemas bilineares indu-

zidos, pela solução do sistema afim na identidade. Isto nos permite concluir resultados

de controlabilidade a partir das soluções dos sistemas. Mostramos o importante resul-

tado no qual garantimos a não controlalabilidade dos sistemas bilineares em um grupo

de Lie qualquer, quando este não é abeliano conexo e simplesmente conexo. Para isso

começamos com a seguinte definiçao:

Definição 2 (Sistema Bilinear em grupo de Lie). Seja G um grupo de Lie conexo,

X0,X1, . . . ,Xm campos lineares em G. Um Sistema de controle bilinear em G é o sistema

afim

ΣB : ġ(t) = X 0(g(t)) +
m∑
j=1

ωj(t)X j(g(t)) = Xω(t)(g(t)).

onde ωj ∈ Ucp.

Denotaremos por Dj : g→ g a derivação associada ao campo linear X j, j = 1, . . . ,m.

Além disso, para cada ω ∈ U e g ∈ G a curva t 7→ ϕB(t, g, ω) é a única solução de ΣB

associada a ω que satisfaz ϕ(0, g, ω) = g. Para t ∈ R e ω ∈ U fixos denotaremos por

ϕBt,ω, o difeomorfismo g ∈ G 7→ ϕBt,ω(g) = ϕ(t, g, ω).

O teorema seguinte nos dá uma expressão para as soluções de ΣB em termos de

concatenação de fluxos de campos lineares.

Teorema 3. Seja ω ∈ U uma função de controle constante por partes. Considere

t1, t2, . . . , tn > t0 = 0 e ω1, ω2, . . . , ωn ∈ Rm tal que ω(t) = ωi quando t ∈
[∑i−1

j=0 tj,
∑i

j=0 tj

)
.

Então

ϕB(t, g, ω) = ψωi
t−

∑i−1
j=1 tj

(
ψ
ωi−1

ti−1

(
. . .
(
ψωit1 (g)

)
. . .
))
, t ∈

[ i−1∑
j=0

tj,
i∑

j=0

tj

)
.

onde para qualquer u = (u1, . . . , um) ∈ Rm o campo Xu := X0 +
∑m

p=1 ujX
j é um campo

linear e portanto, seu fluxo {ψut }t∈R é completo e pertence a Aut(G).

Além disso, as soluções de ΣB são completas e ϕBt,ω é um automorfismo de G, para

cada t ∈ R e ω ∈ U .

Analogamente, obtém-se uma expressão similar para a solução ϕB em tempo negativo

e uma expressão para a solução em termos de exp(X).
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Corolário 1. Seja G conexo e simplesmente conexo e ΣB um sistema bilinear em G.

Então a solução de Σ em expX ∈ G é tal que

ϕB(t, expX,ω) = exp
(
e(t−c)Dωieti−1Dωi−1 . . . et1Dω1(X)

)
onde c =

∑i−1
j=0 tj.

Por outro lado percebemos a relação, em termos de invariância, entre a solução do

sistema e os fluxos dos campos lineares concatenados. Isso nos permitiu avaliar a não

controlabilidade do sistema em certos grupos de Lie

Proposição 1. Sejam G um grupo de Lie e h a álgebra de Lie do subgrupo de Lie conexo

H ⊂ G. Então H é ΣB-invariante se, e somente se, H é ψj-invariante se, e somente

se, h é Dj-invariante, j = 1, . . . ,m.

Passaremos agora à controlabilidade dos sistemas bilineares.

Associado com o sistema de controle bilinear ΣB temos o sistema bilinear sobre o

espaço vetorial g dado por

Ẋ(t) = D0 +
m∑
j=1

ωjDj
(
X(t)

)
= Dω(t)

(
X(t)

)
.

Para cada X ∈ g e ω ∈ Ucp denotaremos a solução de por Φ(t,X, ω) e por Φt,ω o

difeomorfismo induzido. Podemos observar ainda que, assim como para campos lineares,

temos uma expressão para a diferencial da solução de ΣB em termos de exponencial de

matrizes, como mostra a

Proposição 2. Para quaisquer ω ∈ Ucp e X ∈ g temos que

Φ(t,X, ω) =
(
dϕt,ω

)
e
(X) = e(t−

∑i
j=1)Dωieti−1Dωi−1 . . . et1Dω1X.

Portanto,

exp ◦Φt,ω = ϕBt,ω ◦ exp

Sejam Dj uma derivação interna, Y j um campo invariante à direita e I : G → G

dada por I(g) = g−1. Então o campo X j = Y j + I∗Y j é um campo linear, veja a

proposição 1.5. Portanto o sistema bilinear pode ser decomposto como

Xω(t)(g(t)) = Yω(t)(g(t)) + I∗
(
Yω(t)

(g(t))
)
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onde

ΣI : Yω(t)(g(t)) = Y 0(g(t)) +
m∑
j=1

ωiY
j(g(t))

é um sistema invariante à direita.

A proposição abaixo relaciona as soluções de ΣB e ΣI .

Proposição 3. Para cada t ∈ R e ω ∈ Ucp, vale

ϕBt,ω = CϕIt,ω(e)

onde ϕIt,ω(e) é a solução de ΣI a partir de e ∈ G e Cg : G→ G é a conjugação em G.

De posse dos resultados anteriores, temos que a controlabilidade dos sistemas bili-

neares pode ocorrer apenas nos grupos abelianos conexos e simplesmente conexos. É o

mostra o

Teorema 4. Seja G um grupo de Lie conexo e ΣB um sistema bilinear em G. Se G não

é um grupo de Lie abeliano simplesmente conexo então Σ não é controlável.

O teorema anterior mostra-nos que os sistemas bilineares não dão informações re-

levantes, sobre o grupo de Lie, quando este não é um grupo de Lie abeliano conexo e

simplesmente conexo. Isso se deve principalmente às propriedades geométricas induzidas

em grupos de Lie pelo colchete em sua álgebra de Lie. Apesar deste fato, veremos que

tal sistema desempenha um papel importante na controlabilidade de um sistema afim.

Passaremos agora a nos preocupar com as soluções do sistema afim de modo geral.

O próximo lema técnico é um resultado conhecido em termos de grupo de Lie, que

será usado mais à frente em um de nossos resultados. Veja [50].

Lema 1. Seja G um grupo de Lie com álgebra de Lie g e N um subgrupo normal de G

com álgebra de Lie n. então para cada X ∈ g temos que

exp(X + n) ⊂ exp(X)N.

Definição 3. Um sistema de controle afim em um grupo de Lie é um sistema afim dado

por

ΣF : ġ(t) = F 0(g(t)) +
m∑
j=1

ωjF
j(g(t)) = Fω(g(t))

onde F 0, F 1, . . . , Fm são campos afins em G.

6



Para cada ω ∈ Ucp e g ∈ G a curva t 7→ ϕF (t, g, ω) é a única solução de ΣF associado

ao controle ω ∈ Ucp que satisfaz ϕ(0, g, ω) = g. Para t ∈ R e ω ∈ Ucp fixos denotaremos

ϕF (t, ω) o difeomorfismo g ∈ G 7→ ϕFt,ω(g) = ϕ(t, g, ω).

Passaremos agora às soluções do sistemas afins.

Teorema 5. Seja ω uma função de controle constante por partes e considere t1, . . . , tn >

t0 = 0 e ω1, . . . , ωn tal que ω(t) = ωi para t ∈
[∑i−1

j=0 tj,
∑i

j=0 tj

)
. Se {αωit }t∈R denota o

fluxo do campo afim Fω = F 0 +
∑m

j=1 ωjF
j então

ϕF (t, g, ω) = αωi
t−

∑i−1
j=1 tj

(
α
ωi−1

ti−1

(
. . . (αω1

t1 (g)) . . .)
)
, t ∈

[ i−1∑
j=0

tj,
i∑

j=0

tj

)
.

Além disso, as soluções ΣF são completas e

ϕFt,ω = LϕFt,ω(e) ◦ ϕBt,ω

Os próximos resultados são uma generalização dos resultados em [35] para o contexto

geral de sistema afins em grupos de Lie. Tais resultados mostram uma intŕıseca relação

entre os sistemas bilineares e afins.

Lema 2. Seja g ∈ A e suponha que ϕBt,ω(g) ∈ A para todo t ∈ R e ω ∈ Ucp. então

A · g ⊂ A

O lema anterior implica a seguintes proposições:

Proposição 4. Seja H um subgrupo de Lie conexo ΣB invariante com álgebra de Lie

h. Se expX ∈ A, para todo X ∈ h, então H ⊂ A.

Proposição 5. Seja N ⊂ H ⊂ G subgrupos de Lie conexos com álgebras de Lie n ⊂
hj ⊂ g, respectivamente. Se n é um ideal de h e Dj(h) ⊂ n, j = 1, . . . ,m, N ⊂ A e A
aberto, então H ⊂ A.

Os dois resultados abaixo garantem condições fortes de controlabilidade em grupos

solúveis e nilpotentes.

Corolário 2. Seja G um grupo de Lie solúvel e suponha que A é aberto. Se N ⊂ G é

o radical nilpotente de G então N ⊂ A implica G = A.
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Teorema 6. Suponha que Dj, j = 1, . . . ,m são derivações internas e que G é um grupo

de Lie nilpotente. Então A é aberto se, e somente se A = G.

Finalmente, mostramos que a expressão de um campo linear não precisa depender

apenas de funções polinomiais. Para isso damos um exemplo de um campo linear no

grupo solúvel de dimensão 3, cuja expressão não depende somente de polinômios. Até

então, não se conhecia um exemplo de um campo linear, que é um campo anaĺıtico, que

não dependesse apenas de polinômios.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1 Sistemas de Controle

Definição 1.1. Seja M uma variedade diferenciável de dimensão d. Um sistema de

controle no espaço de estado M é uma famı́lia

ẋ(t) = f(x(t), ω(t)), ω ∈ Ucp(1.1)

de equações diferenciais, com f : M ×Rm →M diferenciável e controles admisśıveis em

Ucp = {ω : R→ Rm}

onde ω é constante por partes. A diferenciabilidade de f no primeiro argumento garante

que para cada ω ∈ Ucp e cada valor inicial x ∈ M existe uma única solução ϕ(t, x, ω)

definida em um intervalo contendo t = 0 satisfazendo a propriedade ϕ(0, x, ω) = x e a

propriedade de cociclo ϕ(t + s, x, ω) = ϕ(t, x,Θs(ω)) para todo t, s ∈ R, ω ∈ Ucp, onde

para cada t ∈ R a aplicação Θt é o shift em Ucp definido como

Θt(ω)(s) := ω(t+ s)

Em vez de ϕ(t, x, ω) escreveremos em geral ϕt,ω(x). Note que a diferenciabilidade do

lado direito da equação 1.1, que é f , implica a diferenciabilidade de ϕt,ω.

Além disso, para τ > 0 denotaremos por

Aτ (x) = {ϕ(τ, x, ω) : ω ∈ Upc}

9



1.2 Sistemas Bilineares em Rn

A6τ (x) =
⋃

t∈[0,τ ]

At(x), A(x) =
⋃
τ>0

Aτ (x)

o conjunto dos pontos atinǵıveis a partir de x ∈M em tempo τ > 0, conjunto dos pontos

atinǵıveis a partir de x ∈M em tempo menor ou igual a τ > 0 e a órbita positiva de x,

respectivamente. Em particular, denotaremos por A = A(e) a órbita positiva a partir

da identidade e quando a variedade M for um grupo de Lie G.

1.2 Sistemas Bilineares em Rn

Definição 1.2. Sejam A0, A1, . . . , Am matrizes constantes em Rn2
, controles u ∈ U

com u(t) ∈ Ω ⊂ Rm e x ∈ Rn. O sistema de controle dado por

ẋ = A0x+
m∑
i=1

uiAix(1.2)

é chamado sistema de controle bilinear em Rn, com u := col(u1, u2, . . . un).

O termo A0x em (1.2) é chamado de drift.

O Sistema Bilinear que não possue drift, ou seja, A0 = 0 e com controles restritos e

simétricos

ẋ =
( m∑
i=1

uiAi

)
x, Ω = −Ω

é chamado Sistema de Controle Bilinear Simétrico. Observe que o termo Ax é da foma

u0B0x com u0 = 1 e A = B0.

Dado o sistema bilinear 1.2 no Rn temos que,

ẋ = Ax+
m∑
j=1

uj(t)Bj(x), x(0) = ξ, u ∈ Ucp(1.3)

e como um sistema de controle, é invariante em relação ao tempo. Contudo, dado

UT = {u(t); 0 6 t 6 T}, 1.3 pode ser tratado como um sistema linear de equações

diferenciais

Ẋ = AX +
m∑
j=1

ujBjX, X(0) = I, u ∈ Ucp(1.4)

que varia com o tempo e que possui uma única solução X(t, u) chamada de matriz de

transição de 1.3 tal que x(t) = X(t, u)ξ é o fluxo de 1.3 para um tempo t e para a função

de controle u a partir de ξ.
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1.2 Sistemas Bilineares em Rn

Para sistemas bilineares homogêneos do tipo 1.2 a origem em Rn é um estado de

equiĺıbrio, qualquer que seja o controle u. Por isso a controlabilidade do sistema bilinear

deve ser considerada em Rn
∗ = Rn \ {0}. Como as trajetórias controladas são x(t) =

X(t, u)ξ, o conjunto atinǵıvel a partir de ξ é

A(ξ) := {X(t, u)ξ | t ∈ R+, u ∈ Ucp, com u(t) ∈ Ω ⊂ Rm}.(1.5)

Quando

A(ξ) = Rn
∗

dizemos que o sistema 1.2 é controlável.

Para n = 1, R1
∗ não é conexo. Por outro lado para n = 2, ou seja, R2

∗ é conexo mas

não simplesmente conexo. Para n > 3, Rn
∗ é conexo e simplesmente conexo.

Exemplo 1.1. O sistema simétricoẋ1

ẋ2

 =

u1x1

u2x2

 , x(0) = ξ

cuja solução é

x(t) =

exp(
∫ t

0
u1(s)ds)ξ1

exp(
∫ t

0
u2(s)ds)ξ2

 ,
não é controlável em R2

∗.

De fato, dois estados ξ e ζ podem ser conectados por uma trajetória do sistema se,

e somente se,

i) ξ e ζ estão no mesmo quadrante aberto do plano ou

ii) ξ e ζ estão na mesma componente do conjunto {x | x1x2 = 0}.

Exemplo 1.2. Para o sistema dois-dimensional

ẋ = (I + u(t)J)x, I =

1 0

0 1

 , J =

0 −1

1 0

(1.6)

o conjunto atinǵıvel em tempo t > 0 é o ćırculo At(ξ) = {x; ‖x‖ = ‖ξ‖et} e portanto o

conjunto atinǵıvel a partir de ξ é A(ξ) = {x; ‖x‖ > ‖ξ‖} ∪ {ξ}. Segue-se que 1.6 não é

controlável em R2
∗.
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1.3 Campos Lineares e Afins em Grupos de Lie

Exemplo 1.3. Consideremos agora o sistema

ẋ = (J + u(t)I)x,(1.7)

onde I e J são como em 1.6. Em coordenadas polares o sitema fica ρ̇ = uρ, θ̇ = 1.

Em um tempo T > 0 o raio ρ assume um valor positivo qualquer. Por outro lado

θ(T ) = 2πT + θ0. Neste caso, o sistema é controlável pois qualquer ângulo pode ser

alcançado apenas uma vez por segundo.

1.3 Campos Lineares e Afins em Grupos de Lie

Salvo mensão em contrário, todos os resultados das próximas duas seções, que tratam

de campos lineares e derivações se devem a P. Jouan, [17, 18].

Seja G um grupo de Lie conexo com álgebra de Lie h e X(G) o conjunto dos campos

C∞ em G. O normalizador de g em X(G) é dado por

N = normX(G)g = {X ∈ X(G) : [X, Y ] ∈ g ∀ Y ∈ g}

Definição 1.3. Um campo de vetores F em grupo de Lie conexo G é chamado afim,

quando este pertence ao normalizador N . Em particular F é dito linear se F (e) = 0,

onde e é a identidade do grupo.

Proposição 1.1. O conjunto N é uma subálgebra de X(G).

Prova: É claro que N é um subespaço de X(G). Pela identidade de Jacobi, se

F1, F2 ∈ N , temos que para todo Y ∈ g,

[[F1, F2], Y ] = −[[F2, Y ], F1]− [[Y, F1], F2] = [F1, [F2, Y ]] + [[F2, [Y, F1]] =

= [F1, Z1] + [F2, Z2] ∈ g com Z1 = [F2, Y ] e Z2 = [Y, F1] elementos de g. �

Observação 1.1. A aplicação adjunta ad : N → gl(N ) da álgebra de Lie N é dada por

ad : N → gl(N )

F1 7→ adF1 : N → N
F2 7→ adF1(F2) = [F1, F2]
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1.3 Campos Lineares e Afins em Grupos de Lie

Observe que para todo F ∈ N a restrição adF : g→ g à subálgebra g ⊂ N está bem

definida. além disso, o conjunto ∂(g) das derivações de g é uma subálgebra de gl(g).

Portanto, temos que ad : N → ∂(g) é um morfismo de N em ∂(g)

Denotaremos por Lg : G → G e Rg : G → G as translações à esquerda e à direita,

respectivamente.

Proposição 1.2. O núcleo ker(ad) da aplicação ad : N → ∂(g) é o conjunto dos campos

invariantes à esquerda. Além disso, todo campo afim F se decompõe de modo único como

F = X + Y

onde X é um campo linear e Y é um campo invariante à esquerda.

Prova: De fato, seja Z um campo afim tal que adZ(Y ) = [Z, Y ] = 0 para todo

Y ∈ g. Segue-se que os fluxos zt de Z e ys = Lexp(sY ) de Y comutam. Dáı

zt
(

exp(sY )g
)

= zt ◦ Lexp(sY )(g)

Lexp(sY ) ◦ zt(g) = exp(sY )zt(g)

para todo g ∈ G, s ∈ R e t ∈ (−ε, ε). Mais à frente mostraremos que todo campo

afim é completo.

Como G é conexo, dado g ∈ G existem Y1, Y2, . . . , Yk ∈ g tais que

g = exp(Y1) exp(Y2), . . . , exp(Yk)

Com isso

zt(g) = zt
(

exp(Y1) exp(Y2) . . . exp(Yk)e
)

= exp(Y1)zt
(

exp(Y2) . . . exp(Yk)e
)

= exp(Y1) exp(Y2) . . . exp(Yk)zt(e)

= gzt(e)

(1.8)
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1.3 Campos Lineares e Afins em Grupos de Lie

Assim,

Zg =
d

dt
zt(g)|t=0

= gzt(e)|t=0

=
d

dt

(
Lg ◦ zt(e)

)
|t=0

= (dLg)eZe(1.9)

Portanto Z é um campo invariante à esquerda. Por outro lado, seja Y um campo

invariante à esquerda definido por Ye = Fe. Então tomando X = F − Y temos que

[X , X] = [F − Y,X]

= [F,X]− [Y,X] ∈ g

com Xe = Fe − Ye = 0 para todo X ∈ g.

Suponha agora que F = X̃ + Ỹ é uma outra decomposição de F com X̃ linear e Ỹ

invariante à esquerda. Então

Fe = Xe + Ye = X̃e + Ỹe ⇒ Ye = Ỹe

Segue-se que Y = Ỹ e portanto

X̃ = F − Ỹ = F − Y = X

�

Teorema 1.1. Seja X um campo em grupo de Lie conexo G. As seguintes afirmações

são equivalentes:

1. X é linear

2. O fluxo de X é um grupo a um parâmetro de automorfismos de G

3. Xgh = dLgXh + dRhXg

Prova: (1⇒3) Seja X um campo linear em um grupo conexo G. Para todo campo

invariante Y em g, tem-se [X, Y ] ∈ g. Portanto, para todo g ∈ G:

[X, Y ] = (Rg)∗[X, Y ] = [(Rg)∗X, (Rg)∗Y ] = [(Rg)∗X, Y ]
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1.3 Campos Lineares e Afins em Grupos de Lie

Isso mostra que adX(Y ) = [X, Y ] = [(Rg)∗X, Y ] = ad(Rg)∗X(Y ), que acarreta

ad(X) = ad
(
(Rg)∗X

)
⇒ ad

(
(Rg)∗X −X

)
= 0

Pela proposição 1.2, (Rg)∗X −X = Z, onde Z é um campo invariante a esquerda.

Aplicando (Rg)∗X = X + Z no ponto g ∈ G fica(
(Rg)∗X

)
g

= (dRg)Rg−1 (g)XRg−1 (g) = (dRg)eXe = (dRg)e0 = 0 = Xg + Zg

Por outro lado aplicando em gh temos(
(Rg)∗X

)
gh

= (dRg)Rg−1 (gh)XRg−1 (gh) = (dRg)hXh = Xgh + Zgh.

Como Zg = −Xg, resulta que

(dRg)hXh = Xgh + Zgh = Xgh + (dLg)hZh = Xgh − (dLg)hXh

que é equivalente a

Xgh = (dLg)hXh + (dRg)hXh

(3⇒2) Seja ϕt : A ⊂ R × G → G o fluxo local de X. Vamos mostrar que as curvas

t→ α(t) = ϕt(g)ϕt(h) e t→ β(t) = ϕt(gh) definidas em um intervalo (−ε, ε) são iguais.

Primeiramente, observemos que α(0) = β(0) = gh. Além disso, sejam f ∈ C∞(G×G) ,

P : G×G→ G o produto do grupo G e u(t) = (ϕt(g), ϕt(h)). Então, se π1 : G×G→ G

e π2 : G×G→ G são as projeções temos que

d

dt
ϕt(g)ϕt(h)(f) =

d

dt
P ◦

(
ϕt(g), ϕt(h)

)
(f)

=
d

dt

(
ϕt(g), ϕt(h)

)
(f ◦ P ) = (Xϕt(g), Xϕt(h))(f ◦ P )

= dπ1

(
Xϕt(g), Xϕt(h)

)(
f ◦ P ◦ u(t)

)
+ dπ2

(
Xϕt(g), Xϕt(h)

)(
f ◦ P ◦ u(t)

)
= (Xϕt(g))(f ◦Rϕt(h)) + (Xϕt(h))(f ◦ Lϕt(g))

=
(
dRϕt(h)

)
(Xϕt(g))(f) + dLϕt(g)(Xϕt(h))(f)

15



1.3 Campos Lineares e Afins em Grupos de Lie

=
(
dRϕt(h)(Xϕt(g)) + dRϕt(g)(Xϕt(h))

)
(f)

Portanto

d

dt
ϕt(g)ϕt(h) = dRϕt(h)(Xϕt)(g)) + dLϕt(g)(Xϕt(h)) = Xϕt(g)ϕt(h)

A última igualdade se deve à hipótese. Isso mostra que α = β, pois, satisfazem a

mesma equação diferencial com mesma condição inicial.

Para mostrar que X é completo, sejam g ∈ G e t ∈ R. Como X se anula na identi-

dade, seu fluxo ϕt está definido em uma vizinhança aberta Vt de e. Devido à conexidade

do grupo G, este é gerado por esta vizinhança, de modo que, existem g1, . . . , gn ∈ Vt tais

que g = g1 . . . gn. Assim

ϕt(g) = ϕt(g1 . . . gn) = ϕ(g1) . . . ϕt(gn)

está bem definido.

(2⇒1) Seja (ϕt, t ∈ R) um grupo a um parâmetro de automorfismos de G cujo

gerador é o campo X em G. Vamos mostrar que X é um campo linear. De fato, para

todo campo invariante à direita Y , temos, pela definição de colchete que

[X, Y ]e =
d

dt

(
dϕ−t

)
ϕt(e)

Yϕt(e) =
d

dt

(
dϕ−t

)
e
Ye

pois, ϕt(e) = ϕt(ee) = ϕt(e)ϕt(e)⇒ ϕt(e) = e.

Por outro lado, devido à hipótese, temos que ϕ−t ◦ Rϕt(g) = Rg ◦ ϕ−t e novamente

pela definição de colchete

[X, Y ]g =
d

dt

(
dϕ−t

)
ϕt(g)

Yϕt(g)|t=0

=
d

dt

(
dϕ−t

)
ϕt(g)

(dRϕt(g))eYe|t=0

=
d

dt

(
dRg

)
e

(
dϕ−t

)
e
Ye|t=0

=
(
dRg

)
e
[X, Y ]e
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1.4 A derivação associada a um campo linear

Portanto, X é um campo afim com Xe = 0, pois,

d

dt
ϕt(e)|t=0 =

d

dt
(e)|t=0 = 0 = Xϕt(e) = Xe ∀ t ∈ R

�

Proposição 1.3. Todo campo afim em um grupo de Lie conexo é completo.

Prova: Seja F = X + Y um campo afim, onde X é campo linear e Z é invariante à

esquerda. Denotaremos por t 7→ e(t) a trajetória maximal de F , que passa pela identi-

dade e, definida em um intervalo aberto ]a, b[. Vamos mostrar que t 7→ ϕt(g)e(t) = é a

trajetória de F que passa por g definida no mesmo intervalo aberto de t 7→ e(t), já que

X é um campo completo. De fato

d

dt
ϕt(g)e(t) = (dRe(t))Xϕt(g) + (dLϕt(g))Fe(t)

= (dRe(t))Xϕt(g) + (dLϕt(g))
(
Xe(t) + Ze(t)

)
= (dRe(t))Xϕt(g) + (dLϕt(g))Xe(t) + (dLϕt(g))Ze(t)

= Xϕt(g)e(t) + Zϕt(g)e(t)

= Fϕt(g)e(t)

Suponhamos que b <∞. Tomando g = e(b/2), a curva

t 7→ ϕt− b
2

(
e(
b

2
)
)
e
(
t− b

2

)
é a trajetória de F que passa por g em t = b/2. Portanto a trajetória t 7→ e(t) pode ser

extendida até 3b/2 o que é um absurdo. �

1.4 A derivação associada a um campo linear

Definição 1.4. Dado um campo linear X podemos associá-lo a uma derivação D de g

definida por:

∀ Y ∈ g DY = −[X , Y ]
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1.4 A derivação associada a um campo linear

É claro que D = −adX . O sinal de menos na definição provém da generalização da

fórmula [Ax, b] = −Ab em Rn. É também usado para evitar sinal na igualdade

ϕt(expY ) = exp(etDY )

Proposição 1.4. Para todo t ∈ R

(dϕt)e = etD

e consequentemente

∀ Y ∈ g ∀ t ∈ R ϕt(expY ) = exp(etDY )

Prova: É claro que ϕ0 = Id. além disso, pela definição de colchete de campos temos

D(dϕ0)eYe = DYe

= −[X , Y ]e

= − d

dt
(dϕ−t)ϕt(e)|t=0

=
d

dt
(dϕt)eYe|t=0

De modo geral

d

dt
(dϕt)Ye =

d

ds
(dϕt+s)eYe|s=0

=
d

ds
(dϕs)ϕt(e)(dϕt)eYe|s=0

=
d

ds
(dϕs)eZe|s=0 Ze = (dϕt)eYe

= DZe

= D(dϕt)eYe
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1.4 A derivação associada a um campo linear

Portanto

(dϕt)e = etD.

pois
d

dt
(dϕt)e = DetD = D(dϕt)e

Para demonstrar a segunda igualdade usaremos o seguinte

Lema 1.1. Seja H e G com álgebras de Lie g e h, respectivamente. Se ψ : H → G é

um homomorfismo então o seguinte diagrama comuta

ψ

H → G

exp ↑ ↑ exp

h → g

dψ

Como ϕt é um homomorfismo de grupos de Lie, segue-se que

ϕt(exp(Y )) = exp((dϕt)eY ) = exp(etDY ).

�

A partir de agora vamos mostrar que dada uma derivação interna D = −adX , existe

sempre um campo linear em G associado a D. Em geral, não é verdade tal afirmação

para uma derivação qualquer, salvo no caso de G ser simplesmente conexo.

Proposição 1.5. Sejam X ∈ g um campo invariante à direita e I : G→ G o difeomor-

fismo dado por I(g) = g−1. Então o campo I∗X é invariante à esquerda e igual a −Xe

em e.

Prova: De fato, sabendo que

(dI)g = −(dLg−1)e ◦ (dRg−1)g ⇒ (dI)e = −Id

vamos mostrar que

(I∗X)g = (dLg)e(I∗X)e.

19



1.4 A derivação associada a um campo linear

Primeiramente, temos

(I∗X)e = (dI)eXe = −IdeXe = −Xe.

Por outro lado

(I∗X)g = (dI)I−1(g)XI−1(g)

= (dI)g−1Xg−1

= −(dLg)e ◦ (dRg)g−1Xg−1

= −dLe ◦ d(Rg ◦Rg−1)eXe

= (dLg)e(−IdeXe)

= (dLg)e(I∗X)e

Segue-se que o campo

X = X + I∗X

é linear. De fato, para todo Y ∈ g, [X , Y ] = [X + I∗X] = [X, Y ] ∈ g com Xe =

Xe + (I∗X)e = 0. �

Observe que, neste caso, a derivação é interna, pois D = −adX = −adX .

Além disso o fluxo de X é dado por

ϕt(g) = exp(tX)g exp(−tX)

De fato, seja γ(t) = ϕt(g) = exp(tX)g exp(−tX). Então γ(0) = g para todo t ∈ R. Dáı,

qualquer que seja f ∈ C∞(G) fica
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1.4 A derivação associada a um campo linear

d

dt
γ(t)(f) =

d

dt

(
exp(tX)g exp(−tX)

)
(f)

=
d

dt
P ◦

(
exp(tX)g, exp(−tX)

)
(f)

=
(
Xexp(tX),−Xg exp(−tX)

)
(f ◦ P )

= Xexp(tX)

(
f ◦ P ◦ ıg exp(tX)

)
−Xg exp(−tX)

(
f ◦ P ◦ ıexp(tx)

)
= Xexp(tX)

(
f ◦Rg exp(−tX)

)
−Xg exp(−tX)

(
f ◦ Lexp(tx)

)
= (dRg exp(−tX))Xexp(tX)(f)− (dLexp(tx))Xg exp(−tX)(f)

= Xexp(tX)g exp(−tX)(f)− (dLexp(tX)g exp(−tX))e(Xe)(f)

= Xexp(tX)g exp(−tX)(f) + (dLexp(tX)g exp(−tX))e(−IdXe)(f)

= Xexp(tX)g exp(−tX)(f) + (I∗X)exp(tX)g exp(−tX)(f)

=
(
Xγ(t) + (I∗X)γ(t)

)
(f)

Observação 1.2. Quando o grupo de Lie G é semi-simples todas as derivações são

internas. Portanto todos campos lineares nestes grupos de lie estão associados a apenas

derivações internas.

Teorema 1.2. Seja G um grupo conexo e simplesmente conexo.Dada uma derivação D

da sua álgebra de Lie g existe um, e somente um, campo linear X em G cuja derivação

associada é D.

Prova: Baseia-se no seguinte resultado clássico de grupos de Lie

Lema 1.2 (Veja [49], página 71 teorema 2.7.5). Sejam G e H grupos de Lie, com álgebras

de Lie g e h, respectivamente. Suponha que G é conexo e simplesmente conexo. Então,

para todo homomorfismo θ : g → h existe um único homomorfismo φ : G → H tal que

θ = (dφ)e

21



1.5 Exemplos

De posse do lema, basta considerar o automorphismo etD : g → g e a aplicação

ψ : Autg × G → G que associa a cada automorfismo de álgebras u : g → g o único

autormorfismo de grupos ψu = φ(u) : G→ G dado por ψ(u, g) = φ(u)g.

De fato ϕt : G → G dada por ϕt(g) = φ(etD)g é um grupo a um parâmetro de

automorfismo. Pelo teorema 2.2.5 ϕt é fluxo de um campo linear, que é único. �

Para finalizar, mostraremos a equivalência entre invariância de um subgrupo de Lie

conexo em relação ao fluxo de um campo linear e a invariância de sua álgebra de Lie em

relação à derivação associada.

Proposição 1.6. Seja X um campo linear, {ψt}t∈R o fluxo de X e D a derivação

associada a X . Se H é um subgrupo de Lie conexo com álgebra de Lie h, então H é

ψ-invariante se, somente se, h é D-invariante.

Prova: De fato, seja X ∈ g e suponhamos que ψt(H) ⊂ H. Em particular

ψt(expX) = exp(etDX) ∈ H. Portanto

etDX =
( ∞∑
k=0

1

k!
tkDk

)
X = IX +DX +

1

2!
t2D2X + . . . ∈ h

e como h é espaço vetorial, segue DX ∈ h. Reciprocamente, seja h ∈ H e suponha-

mos que h é D-invariante. Então, para qualquer X ∈ h tem-se etDX ∈ h. Dados

X1, X2, . . . , Xr ∈ h tais que h = exp(X1) exp(X2) . . . exp(Xr). Temos

ψt(h) = ψt
(

expX1 expX2 . . . expXr

)
= ψt(expX1)ψt(expX2) . . . ψt(expXr)

= exp(etDX1) exp(etDX2) . . . exp(etDXr)

Como etDXj ∈ h, j = 1, . . . , r, temos que exp(etDXj) ∈ H e portanto ψt(h) ∈ H. �

1.5 Exemplos

A seguir daremos 4 exemplos de Campos Lineares, que são conhecidos. Podemos obser-

var que estes Campos Lineares dependem de funções polinomiais.

Exemplo 1.4 (Campo Linear no grupo abeliano Rn).
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1.5 Exemplos

Seja X(Rn) o conjunto dos campos de vetores no grupo de Lie aditivo abelianoG = Rn

e sua álgebra de Lie, g ⊂ X
(
Rn
)
, dos campos constantes. Um campo F é afim em Rn

se, somente se F(x) = Ax+X, onde A é uma matriz n× n e a ∈ g. É imediato que se

F(x) = Ax+X então

[F(x), Y ] = [Ax+X, Y ] = [Ax,X] + [X, Y ] = [Ax, Y ] = −AY ∈ g

Suponhamos agora que

F(x) =
n∑
j=1

aj(x)
∂

∂xj

é um campo afim em Rn.

Então, qualquer que seja Y (x) =
∑n

j=1 bi(x) ∂
∂xi

constante

[F, Y ]x =
n∑
i

ci(x)
∂

∂xi
∈ g.

Ou seja, ci(x) = constante.

Da definição de colchete, segue

[F, Y ]x(f) =

= Fx
(
Y f
)
− Yx

(
Ff
)

=
∑

aj(x)
∂

∂xj

(∑
bi(x)

∂f

∂xi

)
−
∑

bi(x)
∂

∂xi

(∑
aj(x)

∂f

∂xj

)
.

Como cada bi é constante, segue que

∂

∂xj

(∑
bi(x)

∂f

∂xi

)
=
∑
i

bi(x)
∂

∂xj

∂f

∂xi
(1.10)

Da equação 1.10 segue

n∑
j=1

aj(x)
∂

∂xj

( n∑
i=1

bi(x)
∂f

∂xi

)
−

n∑
i=1

bi(x)
∂

∂xi

( n∑
j=1

aj(x)
∂f

∂xj

)
=

n∑
j=1

aj(x)
n∑
i=1

bi
∂

∂xj

( ∂f
∂xi

)
−

n∑
i=1

n∑
j=1

bi(x)
∂

∂xi

(
aj(x)

∂f

∂xj

)
(1.11)

Aplicando regra de Leibniz à 1.11 resulta

∂

∂xi

(
aj(x)

∂f

∂xj

)
=

∂aj(x)

∂xi

∂f

∂xj
+ aj(x)

∂

∂xi

∂f

∂xj
(1.12)
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Assim, aplicando 1.12 em 1.11 fica

n∑
j=1

aj(x)
n∑
i=1

bi
∂

∂xj

( ∂f
∂xi

)
−

n∑
i=1

n∑
j=1

bi(x)
∂

∂xi

(
aj(x)

∂f

∂xj

)
=

n∑
j=1

aj(x)
n∑
i=1

bi
∂

∂xj

( ∂f
∂xi

)
−

n∑
i=1

n∑
j=1

bi(x)
(∂aj(x)

∂xi

∂f

∂xj
+ aj(x)

∂

∂xi

∂f

∂xj

)
=

n∑
j=1

n∑
i=1

biaj(x)
∂

∂xj

∂f

∂xi
−

n∑
j=1

n∑
i=1

bi
∂aj(x)

∂xi

∂f

∂xj
−

n∑
j=1

n∑
i=1

biaj(x)
∂

∂xi

∂f

∂xj

=
n∑
j=1

n∑
i=1

−∂aj(x)

∂xi

∂f

∂xj

donde temos

Fx(Y f)− Yx(Ff) =
n∑
j=1

n∑
i=1

−∂aj(x)

∂xi

∂f

∂xj
(1.13)

e, assim, cada aplicação cj pode ser escrita expressa como

cj(x) =
n∑
i=1

−bi
∂aj(x)

∂xi

Por outro lado, para que F pertença ao normalizador de Rn, temos que as aplicações

cj devem ser constantes. Como cada bi é constante, segue que

aj(x) = (aj1x1 + bj1, . . . , ajnxn + bjn)(1.14)

portanto, cada elemento da álgebra dos campos afins pode ser escrito como uma

matriz Ax+B, onde

A =


a11 a21 . . . an1

a12 a22 . . . an2

...
...

. . .
...

a1n a2n . . . ann

 e B =


∑n

i=1 bi1∑n
i=1 bi2
...∑n

i=1 bin

 .

Desta forma os elementos do normalizador de Rn são da forma Ax + B, onde A é

uma matriz n× n e B é um campo constante.

Dáı para que F seja linear devemos ter F(0) = 0, ou seja, o campo linear é dado por

X (x) = Ax =
n∑
j=1

aj(x)
∂

∂xj

on de cada aj é linear em Rn e portanto um polinômio.
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Exemplo 1.5 (Campo e linear no grupo nilpotente de dimensão 3(Heisenberg)).

Seja H o subgrupo de GL(3,R) das matrizes reais 3×3 cujos elementos são da forma
1 x z

0 1 y

0 0 1

 .

Tal grupo, que é conexo e simplesmente conexo, é conhecido como grupo de Heisenberg.

Sua álgebra de Lie h é gerada pelos seguintes campos invariantes à direita

X =
∂

∂x
(1.15)

Y =
∂

∂y
+ x

∂

∂z
(1.16)

Z =
∂

∂z
(1.17)

e cujo único colchete não nulo é

[X, Y ] = [
∂

∂x
,
∂

∂y
+ x

∂

∂z
]

= [
∂

∂x
,
∂

∂y
] + [

∂

∂x
, x

∂

∂z
]

= 0 + x[
∂

∂x
,
∂

∂z
] +

∂

∂x
(x)

∂

∂z
− x ∂

∂z
(1)

∂

∂x

= Z

(1.18)

Agora vamos calcular a derivação matriz da derivação D : g→ g associada ao Campo

linear X . Ponhamos 
a d c

b e f

c f i

 .

Então

DX = aX + bY + cZ(1.19)

DY = dX + eY + fZ(1.20)

DZ = gX + hY + iZ(1.21)
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e como D é derivação, segue que

DZ = D[X, Y ] = [DX, Y ] + [X,DY ]

= [aX + bY + cZ, Y ] + [X, dX + eY + fZ]

= aZ + eZ = (a+ e)Z.(1.22)

Por outro lado,

D[X, Y ] = DZ = gX + hY + iZ(1.23)

Das equações 1.22 e 1.26 resulta g = h = 0 e i = a+ e. Com A matriz

D =


a d 0

b e 0

c f a+ e

 .

podemos agora calcular o campo linear.

A cada derivação D : g→ g está associado um único campo linear X dado por

X (g) = f1(g)
∂

∂x
+ f2(g)

∂

∂y
+ f3(g)

∂

∂z
,

que satisfaz

DX = −adXX

= −[f1
∂

∂x
+ f2

∂

∂y
+ f3

∂

∂z
,
∂

∂x
]

= −[f1
∂

∂x
,
∂

∂y
]− [f2

∂

∂y
,
∂

∂y
]− [f3

∂

∂z
,
∂

∂y
]

+[f1
∂

∂x
] + [f2

∂

∂y
, x

∂

∂z
] + []

=
∂f1

∂x

∂

∂x
+
∂f2

∂x

∂

∂y
+
∂f3

∂x

∂

∂z
,(1.24)

DY = −adXY

= −[f1
∂

∂x
+ f2

∂

∂y
+ f3

∂

∂z
,
∂

∂y
+ x

∂

∂z
]

= −[f1
∂

∂x
,
∂

∂y
]− [f2

∂

∂y
,
∂

∂y
]− [f3

∂

∂z
,
∂

∂y
]

+[f1
∂

∂x
, x

∂

∂z
] + [f2

∂

∂y
, x

∂

∂z
] + [f3

∂

∂z
, x

∂

∂z
]

=
∂f1

∂y

∂

∂x
+
∂f2

∂y

∂

∂y
+
∂f3

∂y

∂

∂z

−f1
∂

∂z
+ x

∂f1

∂z

∂

∂x
+ x

∂f2

∂z

∂

∂y
+ x

∂f3

∂z

∂

∂z
(1.25)
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e

DZ = −adXZ

= [f1
∂

∂x
+ f2

∂

∂y
+ f3

∂

∂z
,
∂

∂z
]

=
∂f1

∂z

∂

∂x
+
∂f2

∂z

∂

∂y
+
∂f3

∂z

∂

∂z
.(1.26)

Por outro lado,

DX = aX + bY + cZ

= a
∂

∂x
+ b(

∂

∂
+ x

∂

∂z
) + c

∂

∂z
,(1.27)

DY = dX + eY + fZ

= d
∂

∂x
+ e(

∂

∂y
+ x

∂

∂z
) + f

∂

∂z
(1.28)

e finalmente

DZ = = (a+ e)
∂

∂z
.(1.29)

Igualando as equações 1.24 com 1.27, 1.25 com 1.28 e 1.26 com 1.29 obtemos o

seguinte sistema de equações diferenciais

∂f1

∂x
= 0(1.30)

∂f1

∂y
+ x

∂f1

∂∂z
= d(1.31)

∂f1

∂z
= 0(1.32)

∂f2

∂x
= b(1.33)

∂f2

∂y
+ x

∂f2

∂z
= e(1.34)

∂f2

∂z
= 0(1.35)

∂f3

∂x
= c+ bx(1.36)

∂f3

∂y
− f1 + x

∂f3

∂z
= f + ex(1.37)

∂f3

∂z
= a+ e(1.38)
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Das equações 1.30, 1.31 e 1.32 segue que

f1(x, y, x) = ax+ dy + k1,(1.39)

analogamente, das equações 1.33, 1.34 e 1.35 resulta,

f2(x, y, z) = bx+ ey + k2(1.40)

e finalmente das equações 1.36, 1.37 e 1.38 temos

f3(x, y, z) =
b

2
x2 +

d

2
y2 + cx+ (f + k2)y + (a+ e)z +

) ∂
∂z

+ k3(1.41)

Como o campo linear X satisfaz X (e) = 0, fica

X (x, y, z) = (ax+ dy)
∂

∂x
+ (bx+ ey)

∂

∂y
+
( b

2
x2 +

d

2
y2 + cx+ fy + (a+ e)z

) ∂
∂z
.

Novamente podemos observar que o campo. depende de coeficientes polinomiais.

Exemplo 1.6 (Campo linear no grupo solúvel de dimensão 2).

Seja Aff(2)+ = {(x, y) ∈ R2, x > 0} o grupo solúvel de dimensão 2 com operação

(x1, y1) ∗ (x2, y2) = (x1x2, x1y2 + y1)

com elemento neutro e = (1, 0) e álgebra de Lie aff(2)+ gerada pelos campos

X(x, y) = x
∂

∂x
(1.42)

Y (x, y) = x
∂

∂y
,(1.43)

cujo colchete satisfaz [X, Y ] = Y .

Como o grupo possui uma parametrização global, podemos calcular a forma geral

do campo linear usando a técnica usada no exemplo anterior. Para isso precisamos da

matriz da derivação D : aff(2)+ → aff(2)+. Seja

D =

a c

b d

 .

Temos que

DX = aX + bY(1.44)

DY = cX + dY(1.45)
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e portanto

cX + dY = DY

= D[X, Y ]

= [DX, Y ] + [X,DY ]

= [aX + bY, Y ] + [X, cX + dY ]

= aY + dY

implica que a = c = 0. Para facilitar a notação escreveremos

D =

0 0

a b


Fazendo a identificação x

∂

∂x
= (1, 0) e x

∂

∂y
= (0, 1) resulta

DX =

0 0

a b

1

0


=

0

a

 = aY

e

DY =

0 0

a b

1

0


=

0

b

 = bY

Por outro lado, se escrevermos o campo linear como

X (x, y) = f1(x, y)
∂

∂x
+ f2(x, y)

∂

∂y

teremos,

−[X , X] = −f1
∂

∂x
+ x

∂f1

∂x

∂

∂x
+ x

∂f2

∂x

∂

∂y
(1.46)

−[X , Y ] = −f1
∂

∂y
+ x

∂f1

∂y

∂

∂x
+ x

∂f2

∂y

∂

∂y
.(1.47)
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Igualando 1.46 com 1.46 e 1.46 com 1.47 obtemos o seguinte sistema

f1 − x
∂f1

∂x
= 0(1.48)

x
∂f2

∂x
= ax(1.49)

x
∂f1

∂y
= 0(1.50)

f1 − x
∂f2

∂y
= −bx(1.51)

Diferenciando a equação 1.48, em relação a y resulta

∂f1

∂y
− x ∂

2f1

∂y∂x
= 0(1.52)

Como x > 0, da equação 1.50 segue
∂f1

∂y
= 0 e portanto f1 não depende de y. Como

x > 0,
∂f1

∂y
− x ∂

2f1

∂y∂x
= 0 ⇒ ∂2f1

∂y∂x
= 0.

Assim, integrando em relação a x, pois a função f1 não depende de y, vale

∂2f1

∂y∂x
= 0 ⇒ f1(x, y) = k1x+ k2.

Por outro lado, devido a 1.49 e por integração, chegamos a

f2 = ax+ g(y).(1.53)

Derivando, em relação à y, a equação 1.53,

∂f2

∂y
=

∂

∂y
g(y).(1.54)

Da equação 1.51 e 1.54,

f1 + bx = k1x+ k2 + bx

= x
∂f2

∂y

= x
∂

∂y
g(y).

Assim, derivando, em relação à x,

k1x+ k2 + bx = x
∂

∂y
g(y) ⇒ k1 + b =

∂

∂y
g(y)
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e g(y) = (k1 + b)y + k3. Agora podemos escrever

f2(x, y) = ax+ (k1 + b)y + k3(1.55)

.

Por outro lado, igualando as equações 1.46 e 1.46,

−f1
∂

∂x
+ x

∂f1

∂x

∂

∂x
+ x

∂f2

∂x

∂

∂y
= −(k1x+ k2)

∂

∂x
+ k1x

∂

∂x
+ ax

∂

∂y

= −k2
∂

∂x
+ ax

∂

∂y

= ax
∂

∂x
(1.56)

que implica k2 = 0. Além disso, como X (e) = X (1, 0) = 0
∂

∂x
+ 0

∂

∂y
= 0,

segue que f1(e) = f1(1, 0) = k1(1) = 0 ⇒ k1 = 0.

e f2(e) = f1(1, 0) = a(1) + b(0) + k3 = 0 ⇒ k3 = −a.

Finalmente,temos que,

X (x, y) =
(
a(x− 1) + by

) ∂
∂y

é um campo linear polinomial o grupo afim(solúvel) de dimensão 2.

Exemplo 1.7 (Campo linear em grupos de Lie semisimples).

Antes de descrever campos lineares em grupos de lie semisimples faremos algumas

observações sobre campos lineares associados a derivações internas em grupos de ma-

trizes. Como visto na proposição 1.5, dado um grupo de Lie G e um campo invariante

à direita X na sua álgebra de Lie g, o campo I∗X é invariante à esquerda. Além

disso X = X + I∗ é um campo linear. Os campos invariantes conhecidos dependem

de polinômios e portanto a expressão do campo linear X = X + I∗ depende apenas de

polinômios.

Existe uma forma de calcular campos lineares em grupos de matrizes G ⊂ GL(n,R)

associados a campos invariantes e portanto à derivações internas, usando apenas mul-

tiplicação e diferença entre matrizes. Fixando M ∈ GL(n,R) as translações à es-

querda e à direita LM(N) = MN e RM(N) = NM são restrições a GL(n,R) de

aplicações lineares de Mn(R) = Rn2
.O fibrado tangente à GL(n,R) se identifica com

GL(n,R) ×Mn(R). Segue que, um campo de vetores X em GL(n,R) é uma aplicação
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X : GL(n,R) → Mn(R). Além disso, devido a essa identificação as aplicações li-

neares LM e RM satisfazem d(LM)N = LM e d(RM)N = RM , quaisquer que sejam

M,N ∈ GL(n,R). De posse dessa observação é posśıvel descrever os campos invariantes

em GL(n,R). Seja M ∈ GL(n,R). Suponha que XR : GL(n,R)→ Mn(R) é invariante

à direita. Então, para todo M ∈ GL(n,R)

XR(M) = d(RM)IXR(I)

= RMX

= XM,

onde I é matriz identidade e X = XR(I). Analogamente, se XL é um campo invariante

à esquerda em GL(n,R) então XL(M) = MX.

É claro que as observações anteriores valem para os campos invariantes à esquerda e

à direita em um subgrupo de Lie conexo G de GL(n,R), ou seja, são respectivamente,

da forma MX e XM , com M ∈ G. Portanto, se X ∈ TIG então o campo

X (M) = XM −MX

é linear. Isso decorre de três fatos. Primeiramente devemos lembrar que o colchete de

um campo invariante à direita com um campo invariante à esquerda é 0, ou seja, esses

campos comutam. Além disso X (I) = XI − IX = 0. Finalmente temos que, dado

Y ∈ TIG então YM é campo invariante à direita. Dáı

[X , Y M ] = [XM −MX,YM ]

= [XM,YM ]− [MX,YM ]

= [XM,YM ] ∈ g

onde g é a álgebra de Lie dos campos invariantes à direta de G. É claro que o campo

X , como produto e diferença de matrizes, depende de polinômios sobre as entradas de

tais matrizes. Como os grupos de Lie semisimples possuem apenas derivações internas

a última forma de determinar um campo linear é a mais conveniente, pois, em geral,

tais grupos não possuem uma parametrização global, como ocorre em muitos grupos de

Lie solúveis(englobando os nilpotentes e abelianos, claro). Então, seja SL(2,R) o grupo

linear especial de todas as matrizes 2 × 2 com determinante igual a 1. Sua álgebra de
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Lie sl(2,R) é o espaço vetorial das matriz 2× 2 com traço nulo. As matrizes

A =

0 1

0 0

 , B =

0 0

1 0

 e C =

1 0

0 −1



geram sl(2,R) e portanto se

x y

z t

 ∈ SL(2,R) então

X(M) = AM

=

0 1

0 0

x y

z t


=

z t

0 0


é um campo invariante à direita em SL(2,R) e da mesma forma,

Y (M) = BM

=

0 0

1 0

x y

z t


=

0 0

x y


e,

Z(M) = CM

=

1 0

0 −1

x y

z t


=

 x y

−z −t


são campos invariantes à direita em SL(2,R).

Analogamente os campos

U(M) = MA

=

0 x

0 z

 ,
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V (M) = MB

=

y 0

t 0


e,

W (M) = MC

=

x −y
z −t

 ,

são campos invariantes à esquerda.

De posse dos campos invariantes podemos calcular os campos lineares,

X1(M) = AM −MA =

z t− x
0 −z



X2(M) = BM −MB =

 −y 0

x− t y


X3(M) = CM −MC = 2

 0 y

−z 0


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Caṕıtulo 2

Sistemas Afins e Bilineares em

Grupos de Lie e Campos Lineares

não-polinomiais

2.1 Sistemas Bilineares

O primeiros sistemas de controles afins que foram estudas em grupos de Lie foram os

sitemas invariantes, nos quais a famı́lia de campos do sitema é formada por um ”drift”que

é um campo invariante e campos invariantes controlados. Posteriormente, Markus, em

[26] estudou os sitemas afins cujo ”drift”é um campo linear da forma XM −MX,X ∈
TIG e M ∈ G. Mais recentemente Ayla em [3] generalizou a noção de campo linear em

grupo Lie qualquer e consequentemente a idéia de sistema afim em grupo de Lie com

o campo linear não controlado. Neste caṕıtulo apresentaremos alguns resultados sobre

sistemas bilineares em grupos de Lie. Tal sistema não é apenas importante em si como

uma contribuição para teoria do controle, mas também por ser parte importante no caso

geral de sistemas de controle afins, que é o sistema da forma

(X + Y ) +
m∑
j=1

uj(Xj + Yj)

onde X ,Xj são campos lineares e Y, Yj são campos invariantes, onde j = 1, . . . ,m.

Definição 2.1 (Sistema Bilinear em grupos de Lie). Seja G um grupo de Lie conexo,

X0,X1, . . . ,Xm campos lineares em G. Um Sistema de controle bilinear em G é um
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2.1 Sistemas Bilineares

sistema afim

(2.1) ΣB : ġ(t) = X 0(g(t)) +
m∑
j=1

ωj(t)X j(g(t)) = Xω(t)(g(t)).

Denotaremos por Dj : g→ g a derivação associada ao campo linear X j, j = 0, . . . ,m.

Além disso, para cada ω ∈ Ucp e g ∈ G a curva t 7→ ϕB(t, g, ω) é a única solução de ΣB

associada a ω que satisfaz ϕ(0, g, ω) = g. Para t ∈ R e ω ∈ U fixos denotaremos por

ϕBt,ω, o difeomorfismo g ∈ G 7→ ϕBt,ω(g) = ϕ(t, g, ω).

Para cada u = (u1, u2, . . . , um) ∈ Rm o campo Xu = X 0 +
∑m

j=1 ujX j é um campo

linear e portanto seu fluxo {ψut }t∈R é um grupo a um parâmetro de automorfismo, ou seja,

é completo e é um automorfismo. Denotaremos por Du : g → g a derivação associada

ao campo Xu, que é dada por Du = D0 +
∑m

j=1 ujDj. Com efeito, se Du é a derivação

associada ao campo Xu, então para Y ∈ g qualquer,

DuY = −[Xu, Y ]

= −[X 0 +
m∑
j=1

ujX j, Y ]

= −[X 0, Y ]−
m∑
j=1

uj[X j, Y ]

= D0Y +
m∑
j=1

ujDjY

=
(
D0 +

m∑
j=1

ujDj
)
Y

Antes do próximo resultado, que nos dá uma expressão para as soluções de ΣB em

termos de concatenação de fluxos de campos lineares, faremos algumas observações sobre

a relação da função shift com a solução de um sistema de controle. Para mais detalhes

veja [9]. O shift satisfaz as propriedades de grupo Θ0 = id e Θt+s = Θt ◦ Θs de modo

que se u ∈ U ,

ϕB(t+ s, g, u) = ϕB(t, ϕB(s, g, u),Θ(s, u)),
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2.1 Sistemas Bilineares

desde que ϕB esteja definida para t, s, t+ s. Além disso, fazendo u = Θ−t(ω) obtemos

ϕB−t,ω ◦ ϕBt,Θ−t(ω)(g) = ϕB
(
− t, ϕB(t, g,Θ−t(ω)), ω

)
= ϕB

(
− t, ϕB(t, g,Θ−t(ω)),Θt(Θ−t(ω))

)
= ϕB

(
− t, ϕB(t, g, u),Θt(u)

)
= ϕB(−t+ t, g, u) = g.

Portanto ϕB−t,ω =
(
ϕBt,Θ−t(ω)(g)

)−1

Teorema 2.1. Seja ω ∈ Ucp uma função de controle constante por partes. Consi-

dere t1, t2, . . . , tn > t0 = 0 e ω1, ω2, . . . , ωn ∈ Rm tal que ω(t) = ωi quando t ∈[∑i−1
j=0 tj,

∑i
j=0 tj

)
. Então

ϕB(t, g, ω) = ψωi
t−

∑i−1
j=1 tj

(
ψ
ωi−1

ti−1

(
. . .
(
ψωit1 (g)

)
. . .
))
, t ∈

[ i−1∑
j=0

tj,

i∑
j=0

tj

)
.(2.2)

Além disso, as soluções de ΣB são completas e ϕBt,ω é um automorfismo de G, para cada

t ∈ R e ω ∈ Ucp.

Prova: Seja α(t) a curva definida pelo lado direito da equação 2.2, ou seja,

α(t) = ψωi
t−

∑i−1
j=1 tj

(
ψ
ωi−1

ti−1

(
. . .
(
ψωit1 (g)

)
. . .
))
, t ∈

[ i−1∑
j=0

tj,
i∑

j=0

tj

)
Devido à boa definição α satisfaz α(0) = g e é cont́ınua como concatenação de fluxos

de campos lineares. Como
d

ds
ψωis (h) = Xωi

(
ψωis (h)

)
para todo h ∈ G e s ∈ R, considerando

h = ψωi−
∑i−1
j=1 tj

(
ψ
ωi−1

ti−1

(
. . .
(
ψωit1 (g)

)
. . .
))
, t ∈

[ i−1∑
j=0

tj,

i∑
j=0

tj

)
,

temos que

α′(t) =
d

dt
ψωit (h) = Xωi

(
ψωit (h)

)
= Xωi(t)

(
α(t)

)
e pela unicidade obtemos α(t) = ϕB(t, g, ω). Portanto α(t) é uma solução do sis-

tema ΣB passando por g ∈ G associada à ω. A solução é completa devido à relação

ϕB−t,ω(g) =
(
ϕBt,Θ−t(ω)(g)

)−1
e para cada t e ω ϕ é um automorfismo, pois é a composição

de automorfismos. �
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2.1 Sistemas Bilineares

Analogamente, obtém-se uma expressão similar para a solução ϕB em tempo nega-

tivo. Com efeito, se sm, . . . , s1 < s0 = 0 e ω ∈ U é tal que t ∈
[∑i

j=0 sj,
∑i−1

j=0 sj

)
, onde

ω(t) = ωi ∈ Rm e j = 1, . . . ,m. Então

ϕB(s, g, ω) = ψωi
s−

∑i−1
j=1 sj

(
ψωi−1
si−1

(
. . .
(
ψωis1 (g)

)
. . .
))
, t ∈

[ i∑
j=0

sj,

i−1∑
j=0

sj

)
O próximo corolário sobre a solução do sistema bilinear será usado em um importante

resultado sobre controlabilidade.

Corolário 2.1. Seja G conexo e simplesmente conexo e ΣB um sistema bilinear em G.

Então a solução de ΣB em expX ∈ G é tal que

ϕB(t, expX,ω) = exp
(
e(t−c)Dωieti−1Dωi−1 . . . et1Dω1(X)

)
onde c =

∑i−1
j=0 tj.

Prova: De fato, como G é simplesmente conexo, cada campo linear Xωk está associ-

ado a uma derivação Dωk , k = 1, . . . , i. Por outro lado, como ψωktk é um automorfismo,

pois é o fluxo de Xωk , de 1.4 segue

ψω
1

t1
(expX) = exp(et1Dω1X) = exp(Y1)

ψω2
t2 (expY1) = exp(et2Dω2Y1) = exp(Y2)

...

ψωit−c(expYi−1) = exp(e(t−c)DωiYi−1)

e portanto por retrosubstuição temos que

ϕ(t, expX,ω) = exp
(
e(t−c)Dωieti−1Dωi−1 . . . et1Dω1X

)
.

�

Devido ao morfismo e à conexidade do grupo G segue o

Corolário 2.2. A solução do sistema ΣB em g ∈ G é da forma

ϕB(t, g, ω) = ϕ(t, expX1 expX2, . . . , expXp, ω)

= ϕB(t, expX1, ω)ϕB(t, expX2, ω) . . . ϕB(t, expXp, ω)
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2.1 Sistemas Bilineares

Proposição 2.1. Sejam G um grupo de Lie e h a álgebra de Lie do subgrupo de Lie

conexo H ⊂ G. Então H é ΣB-invariante se, e somente se, H é ψj-invariante se, e

somente se, h é Dj-invariante, j = 0, . . . ,m.

Prova: Pela proposição 1.6, H é ψj-invariante se, e somente se, h é Dj invariante.

Suponhamos agora que h é Dj-invariante. Como h é Dj-invariante, segue que h é esD
j
-

invariante, s ∈ R. Então pelo corolário 2.1, ϕBt,ω(exp(X)) ∈ H. Como H é conexo segue

que ϕBt,ω(H) ⊂ H qualquer que seja t ∈ R, ω ∈ Ucp, mostrando que H é ΣB-invariante.

Reciprocamente, suponhamos que H é ΣB-invariante. Seja ω0 a função de controle

dada por ω0(t) = (ω1, ω2. . . . , ωm) = (0, 0, . . . , 0), com t ∈ R. Então, como

ΣB : X 0 +
m∑
j=1

ωjX j = X 0

segue que

ψ0
t (H) = ϕBt,ω0(H) ⊂ H, t ∈ R

e portanto h é D0-invariante. Consideremos a função constante ωj = (0, . . . , ωj, . . . , 0),

ωj 6= 0 na j-ésima coordenada, j = 1, . . . ,m. Temos que, para cada t, s ∈ R e X ∈ g,

exp s
(
et(D

0+ωjDj)X
)

= exp
(
et(D

0+ωjDj)(sX)
)

= ϕBt,ωj
(

exp(sX)
)
∈ H

onde a última igualdade ocorre por hipótese.

Isso implica que et(D
0+ωjDj)X ∈ h, que implica

(
D0 + ωjDj

)
X ∈ h para todo X ∈ h.

Como h é D0-invariante e ωj 6= 0, resulta que DjX ∈ h, para todo X ∈ h, mostrando

que, h é Dj-invariante. �

A próxima proposição mostra-nos que só faz sentido investigar a controlabilidade do

sistema ΣB em G \ {e}.

Proposição 2.2. Seja Fj = {g ∈ G | X j(g) = 0}. Então as singularidades de ΣB são

dadas por F = ∩mj=1Fj.

Prova: De fato, se g ∈ F então para todo i = 1, . . .m, Xi(g) = 0. Dáı Xu(g) = 0.

Por outro lado se g ∈ G é uma singularidade de Σ então para todo u = (u1, . . . , um)

temos que Xu(g) =
(
X0 +

∑n
i=1 uiXi

)
(g) = 0. Se u ≡ 0, então Xu(g) = X0(g) = 0.

Dáı g ∈ F0. Suponhamos agora que uk = (0, . . . , uk, . . . , 0) com uk 6= 0. Então(
X0 + ukXk

)
(g) = ukXk(g) = 0. Segue que g ∈ Fk. Dáı g ∈ F . �
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2.1 Sistemas Bilineares

Passaremos agora à controlabilidade dos sistemas bilineares.

Associado com o sistema de controle bilinear ΣB temos o sistema bilinear sobre o

espaço vetorial g dado por

Ẋ(t) = D0 +
m∑
j=1

ωjDj
(
X(t)

)
= Dω(t)

(
X(t)

)
.(2.3)

Para cada X ∈ g e ω ∈ Ucp denotaremos a solução de 2.3 por Φ(t,X, ω) e por Φt,ω o

difeomorfismo induzido. Podemos observar ainda que, assim como para campos lineares,

temos uma expressão para a diferencial da solução de ΣB em termos de exponencial de

matrizes, como mostra a

Proposição 2.3. Para quaisquer ω ∈ Ucp e X ∈ g temos que

Φ(t,X, ω) =
(
dϕt,ω

)
e
(X) = e(t−

∑i
j=1)Dωieti−1Dωi−1 . . . et1Dω1X.

Portanto,

exp ◦Φt,ω = ϕBt,ω ◦ exp

Prova: Pelo corolário 2.1, temos, para cada X ∈ g, que

ϕB(t, expX,ω) = exp
(
e(t−c)Dωieti−1Dωi−1 . . . et1Dω1(X)

)
, t ∈

[
i−1∑
j=0

tj,
i∑

j=0

tj

)

Dáı, se t ∈

[∑i−1
j=0 tj,

∑i
j=0 tj

)
, vale

(
dϕBt,ω

)
e
X =

d

ds
exp

(
e(t−

∑i
j=1 tj)Dωieti−1Dωi−1 . . . et1Dω1sX

)
|s=0

=
d

ds
exp s

(
e(t−

∑i
j=1 tj)Dωieti−1Dωi−1 . . . et1Dω1X

)
|s=0

= (d exp)0
d

ds

(
se(t−

∑i
j=1 tj)Dωieti−1Dωi−1 . . . et1Dω1X

)
|s=0

=
d

ds

(
se(t−

∑i
j=1 tj)Dωieti−1Dωi−1 . . . et1Dω1X

)
|s=0

= e(t−
∑i
j=1 tj)Dωieti−1Dωi−1 . . . et1Dω1X,

o que mostra a segunda igualdade. Além disso,
(
dϕB0,ω

)
e
X = X e

d

dt

(
dϕBt,ω

)
X = Dωi

(
e(t−

∑i
j=1 tj)Dωieti−1Dωi−1 . . . et1Dω1X

)
= Dω(t)

(
(dϕBt,ω)eX

)
,

40



2.1 Sistemas Bilineares

implicam por unicidade que Φ(t,X, ω) = (dϕBt,ω)eX. �

Sejam Dj uma derivação interna, Y j um campo invariante à direita e I : G → G

dada por I(g) = g−1. Então o campo X j = Y j + I∗Y j é um campo linear, veja a

proposição 1.5.

Reciprocamente temos a

Proposição 2.4. Se X é um campo linear associado a uma derivação interna D =ad(Y )

então X = Y + I∗Y .

Prova: De fato, se {ψt}t∈R é o fluxo do campo X , temos que

ψt(exp(X)) = exp(etDX)

= exp(etad(Y )X)

= exp(Ad(exp(tY )X)

= exp(tY ) exp(X) exp(−tY )

= Cexp(tY )(exp(X)).

Como G é conexo, segue que ψt(g) = Cexp(tY )(g) para todo g ∈ G. Assim,

Xg =
d

dt
|t=0ψt(g) =

d

dt
Cexp(tY )(g) = (Y + I∗Y )(g)

Portanto o sistema bilinear pode ser decomposto como

Xω(t)(g(t)) = Yω(t)(g(t)) + I∗
(
Yω(t)

(g(t))
)

onde

ΣI : Yω(t)(g(t)) = Y 0(g(t)) +
m∑
j=1

ωiY
j(g(t))

é um sistema invariante à direita. �

O próximo resultado relaciona as soluções de ΣB e ΣI .

Proposição 2.5. Para cada t ∈ R e ω ∈ Ucp, vale

ϕBt,ω = CϕIt,ω(e)

onde ϕIt,ω(e) é a solução de ΣI a partir de e ∈ G e Cg : G→ G é a conjugação em G.
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Prova: De fato, como podemos ver em [29] a solução do sistema ΣI é dada por

ϕIt,ω(g) = exp
(
t−

i−1∑
j=0

tj)Yωi
)

exp(ti−1Yωi−1
) . . . exp(t1Yω1)g

Por outro lado, se s ∈
(∑i−1

j=0 tj,
∑i

j=0 tj

]
e ω(s) = ωi ∈ Rm fixos, o fluxo do campo

linear

Xωi = Y +
m∑
j=1

ωijY + I∗
(
Y +

m∑
j=1

ωijY
)
, ωij = (ωi1, . . . ω

i
m)

em g ∈ G é

ψω
i

s (g) = exp(sYωi)g exp−1(sYωi)

onde

Yωi = Y +
m∑
j=1

ωijY

como mostra a proposição 1.5.

Assim, pelo teorema 2.1

ϕBt,ω = ψωi
t−

∑i−1
j=1 tj

(
ψ
ωi−1

ti−1

(
. . .
(
ψωit1 (g)

)
. . .
))

= exp
(
(t−

i−1∑
j=1

tj)Yωi
)
. . . exp(t1Yω1)g exp−1(t1Yω1) . . . exp−1

(
(t−

i−1∑
j=1

tj)Yωi
)

= exp
(
(t−

i−1∑
j=1

tj)Yωi
)
. . . exp(t1Yω1)g

(
exp

(
(t−

i−1∑
j=1

tj)Yωi
)
. . . exp(t1Yω1)

)−1

= exp
(
(t−

i−1∑
j=1

tj)Yωi
)
. . . exp(t1Yω1)g exp−1(t1Yω1) . . . exp−1

(
(t−

i−1∑
j=1

tj)Yωi
)

= exp
(
(t−

i−1∑
j=1

tj)Yωi
)
. . . exp(t1Yω1)eg

(
exp

(
(t−

i−1∑
j=1

tj)Yωi
)
. . . exp(t1Yω1)e

)−1

= ϕIt,ω(e)g
(
ϕIt,ω(e)

)−1

= CϕIt,ω(e)(g)

�

O próximo resultado mostra-nos que a controlabilidade dos sistemas bilineares pode

ocorrer apenas nos grupos abelianos conexos e simplesmente conexos.

Teorema 2.2. Seja G um grupo de Lie conexo e ΣB um sistema bilinear em G. Se G

não é um grupo de Lie abeliano simplesmente conexo então ΣB não é controlável.
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2.1 Sistemas Bilineares

Prova: Será dividida em quatro partes:

1. G é um grupo de Lie abeliano compacto. Como por hipótese G é conexo, segue

que G é um toro. Veja teorema 5.2 em [34]. Contudo o grupo de automorfismos do toro

é discreto. Veja exemplo 2.3. Por outro lado, devido à continuidade ϕt,ω = id, onde

t ∈ R e ω ∈ Ucp. Portanto ΣB não pode ser controlado.

2. G é um grupo de Lie solúvel. Como a álgebra de Lie de G é solúvel, sua álgebra

de Lie g é solúvel. Além disso, por hipótese, o subgrupo derivado G′ é um subgrupo

de Lie não-trivial e próprio de G. Como G′ é invariante por automorfismos, temos em

particular que ψj(G′) ⊂ G′, j = 1, . . . ,m. Pela proposição 2.1 segue G′ é ΣB invariante.

Portanto ΣB não é controlável.

3. G é um grupo de Lie semisimples. Se G é semisimples, qualquer derivação é

interna e pela proposição 2.5 temos que

ϕBt,ω = CϕIt,ω(e), ∀ t ∈ R, ω ∈ Ucp

Portanto ΣB não será controlável se provarmos que a conjungação C não age transi-

tivamente em G. Temos então duas possibilidades:

3.1. G é um grupo de Lie semisimples compacto. Neste caso, G admite uma métrica

bi-ivariante e portanto qualquer esfera centrada em e é invariante por conjugação. De

fato, seja S = {x ∈ g| d(x, e) = r}. Então

d(gxg−1, e) = d(gxg−1, gg−1) = d(xg−1, g−1) = d(xg−1, eg−1) = d(x, e) = r

Isso mostra que ΣB não é controlável.

3.2. G é um grupo de Lie semisimples não-compacto. Como G é um grupo de Lie

não-compacto, existem x, y ∈ G tais que Ad(x) é ortogonal e Ad(y) é simétrica em

relação a algum produto interno em g, veja [22]. Portanto, Ad(x) e Ad(y) não podem

ser conjungadas e isso implica que a conjugação não pode ser transitiva. De fato, seja

g = k+ s a decomposição de Cartan em termos de álgebra. Tal decomposição determina

uma involução θ tal que θ = 1 em k é θ = −1 em s.

Além disso, (adX)∗ = −ad(θX) para todo X ∈ g, onde a adjunta está definida em

relação ao produto interno Bθ(X, Y ) = B(θX, Y ) e B é a forma de Killing de g. Segue-se

que, se X ∈ k então

(adX)∗ = −ad(θX) = −ad(X)
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e resulta que ad(X) é anti-simétrica. Seja x = exp(X) ∈ G. Então

(Ad(x))∗ = e(ad(X))∗ = e−adX = (Ad(x))−1.

Portanto Ad(x) é ortogonal.

Por outro lado, se Y ∈ s então

(adY )∗ = −ad(θY ) = −ad(−Y ) = ad(Y )

é simétrica e se, y = exp(Y ) vale

(Ad(y))∗ = e(ad(Y ))∗ = eadY = Ad(y).

Como Ad(y) é simétrica, seus autovalores são reais. Suponhamos que o sistema

ΣB seja controlável. Então existem t ∈ R, ω ∈ Ucp tal que CϕIt,ω(e)(y) = x = lyl−1

com l = ϕIt,ω(e). Dáı Ad(x) = Ad(l)Ad(y)(Ad(l))−1. Assim Ad(x) possui autovalores

reais (por ser conjugada a uma simétrica) e de módulo 1, por ser ortogonal. Então,

necessariamente Ad(x) é uma matriz diagonal cujos elementos da diagonal principal são

±1. Portanto Ad(K) é um conjunto discreto. Analogamente Ad(S) é um conjunto

discreto. além disso, como G = KS, resulta que Ad(G) = Ad(K)Ad(S) é um conjunto

discreto, o que é um absurdo.

4. G é um grupo de Lie arbitrário. Segue do fato que o radical solúvel de G é

invariante por automorfismo, pois se r(g) é o radical solúvel e rn(g) é o radical nilpontente

de g, então para uma derivação qualquer D, vale D(r(g)) ⊂ rn(g) ⊂ r(g). Veja corolário

2 do teorema 13 da seção 7 do caṕıtulo 2 de [16] e proposição 2.18 de [32]. �

O teorema anterior mostra-nos que os sistemas bilineares não dão informações re-

levantes, sobre o grupo de Lie, quando este não é um grupo de Lie abeliano conexo e

simplesmente conexo. Isso se deve principalmente às propriedades geométricas induzidas

em grupos de Lie pelo colchete em sua álgebra de Lie. Apesar deste fato, na próxima

seção veremos que tal sistema desempenha um papel importante na controlabilidade de

um sistema afim.

2.2 Sistemas Afins

Seja X um campo linear e Y um campo invariante à direita. Dado um afim, cuja

decomposição é F = X + Y seu fluxo é completo(veja [17]) e se αt(e) é a trajetória de
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F a partir da identidade então a trajetória de F passando por g ∈ G é

αt(g) = Lαt(e)ψt(g)(2.4)

onde ψt(g) denota a trajetória de X através de g ∈ G.

Passaremos agora a nos preocupar com as soluções do sistema afim de modo geral.

Precisaremos do seguinte

Lema 2.1. Seja {Fi}i∈N uma famı́lia de campos afins Fi = Xi + Yi tal que Xi campo

linear e Yi campo invariante à direita. Para cada i1, . . . in ∈ N e τ1, . . . , τn. Então,

αinτn ◦ . . . ◦ α
i1
τ1

= L
αinτn (...(α

i1
τ1

(e))...)
◦ ψinτn ◦ . . . ◦ ψ

i1
τ1

onde, para j = 1, . . . , n, {αit}t∈R e {ψit}t∈R são os fluxos dos campos Fi e Xi, respectiva-

mente.

Prova: Provaremos a equação usando indução. Para n = 1 tal equação coincide

com a equação 2.4.

Consideremos agora i1, . . . , in+1 ∈ N, τ1,...,τn+1 e suponhamos que

αinτn ◦ . . . ◦ α
i1
τ1

= L
αinτn (...(α

i1
τ1

(e))...)
◦ ψinτn ◦ . . . ◦ ψ

i1
τ1
.

Então

αin+1
τn+1
◦ αinτn ◦ . . . ◦ α

i1
τ1

= αin+1
τn+1
◦ L

αinτn (...(α
i1
τ1

(e))...)
◦ ψinτn ◦ . . . ◦ ψ

i1
τ1

= L
α
in+1
τn+1

(e)
◦ ψin+1

τn+1
◦ L

αinτn (...(α
i1
τ1

(e))...)
◦ ψinτn ◦ . . . ◦ ψ

i1
τ1

e como f ◦ Lg = Lf(g) ◦ f para todo automorfismo f : G→ G, como g ∈ G, resulta

L
α
in+1
τn+1

(e)
◦ ψin+1

τn+1
◦ L

αinτn (...(α
i1
τ1

(e))...)
= L

α
in+1
τn+1

(e)
◦ L

ψ
in+1
τn+1

(αinτn (...(α
i1
τ1

(e))...))
◦ ψin+1

τn+1

= L
α
in+1
τn+1

(e)ψ
in+1
τn+1

(αinτn (...(α
i1
τ1

(e))...))
◦ ψin+1

τn+1

= L
α
in+1
τn+1

(αinτn (...(α
i1
τ1

(e))...))
◦ ψin+1

τn+1

que implica

αin+1
τn+1
◦ αinτn ◦ . . . ◦ α

i1
τ1

= L
α
in+1
τn+1

(αinτn (...(α
i1
τ1

(e))...))
◦ ψin+1

τn+1
◦ ψinτn ◦ . . . ◦ ψ

i1
τ1

o que conclui a prova. �

O próximo lema é conhecido em termos de grupo de Lie. Este, será usado mais à

frente em um de nossos resultados. Veja [50].
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2.2 Sistemas Afins

Lema 2.2. Seja G um grupo de Lie com álgebra de Lie g e N um subgrupo normal de

G com álgebra de Lie n. então para cada X ∈ g temos que

exp(X + n) ⊂ exp(X)N.

Definição 2.2. Um sistema de controle afim em um grupo de Lie é um sistema afim

dado por

ΣF : ġ(t) = F 0(g(t)) +
m∑
j=1

ωjF
j(g(t)) = Fω(g(t))

onde F 0, F 1, . . . , Fm são campos afins em G.

Para cada ω ∈ Ucp e g ∈ G a curva t 7→ ϕF (t, g, ω) é a única solução de ΣF associada

ao controle ω ∈ Ucp que satisfaz ϕ(0, g, ω) = g. Para t ∈ R e ω ∈ Ucp fixos denotaremos

ϕF (t, ω) o difeomorfismo g ∈ G 7→ ϕFt,ω(g) = ϕ(t, g, ω).

Passaremos agora às soluções do sistemas afins.

Teorema 2.3. Seja ω uma função de controle constante por partes e considere t1, . . . , tn >

t0 = 0 e ω1, . . . , ωn tal que ω(t) = ωi para t ∈
[∑i−1

j=0 tj,
∑i

j=0 tj

)
. Se {αωit }t∈R denota o

fluxo do campo afim Fω = F 0 +
∑m

j=1 ωjF
j então

ϕF (t, g, ω) = αωi
t−

∑i−1
j=1 tj

(
α
ωi−1

ti−1

(
. . . (αω1

t1 (g)) . . .)
)
, t ∈

[ i−1∑
j=0

tj,
i∑

j=0

tj

)
.(2.5)

Além disso, as soluções de ΣF são completas e

ϕFt,ω = LϕFt,ω(e) ◦ ϕBt,ω(2.6)

Prova: A fórmula 2.5 e a completude são provadas analogamente ao teorema 2.1.

Vamos provar a equação 2.6. Devido a 2.5,

ϕFt,ω = αωi
t−

∑i−1
j=0 tj

◦ αωiti−1
◦ . . . ◦ αω1

t1 .

Por outro lado, o lema 2.1 garante que

αωi
t−

∑i−1
j=0 tj

◦ αωiti−1
◦ . . . ◦ αω1

t1 =

= L
α
ωi

t−
∑i−1
j=1

tj

(
α
ωi−1
ti−1

(
...(α

ω1
t1

(e))...)
) ◦ ψωi

t−
∑i−1
j=0 tj

◦ ψωiti−1
◦ . . . ◦ ψω1

t1
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2.2 Sistemas Afins

e pelo teorema 2.1

ϕBt,ω = ψωi
t−

∑i−1
j=0 tj

◦ ψωiti−1
◦ . . . ◦ ψω1

t1 .

Portanto,

ϕFt,ω = αωi
t−

∑i−1
j=0 tj

◦ αωiti−1
◦ . . . ◦ αω1

t1 =

= L
α
ωi

t−
∑i−1
j=1

tj

(
α
ωi−1
ti−1

(
...(α

ω1
t1

(e))...)
) ◦ ψωi

t−
∑i−1
j=0 tj

◦ ψωiti−1
◦ . . . ◦ ψω1

t1

= ϕFt,ω = LϕFt,ω(e) ◦ ϕBt,ω.

�

Analogamente ao caso bilinear obtém-se uma fórmula similar para tempo negativo.

Os próximos resultados são uma generalização dos resultados de [35] para o contexto

geral de sistemas afins em grupos de Lie. Tais resultados mostram uma intŕıseca relação

entre os sistemas bilineares e afins.

Lema 2.3. Seja g ∈ A e suponha que ϕBt,ω(g) ∈ A para todo t ∈ R e ω ∈ Ucp. então

A · g ⊂ A

Prova: Seja ϕFτ,ω(e) ∈ A. então, como por hipótese

ϕB−τ,Θτ (ω)(g) ∈ A

obtemos

ϕFτ,ω(e)g = ϕFτ,ω(e)ϕB0,Θτ (ω)(g)

= ϕFτ,ω(e)ϕBτ−τ,Θτ (ω)(g)

= ϕFτ,ω(e)ϕBτ,Θ−τ (Θτ (ω))(ϕ
B
−τ,Θτ (ω)(g))

= ϕFτ,ω(e)ϕBτ,ω(ϕB−τ,Θτ (ω)(g))

= ϕFτ,ω(ϕB−τ,Θτ (ω)(g)) ∈ ϕFτ,ω(A) ⊂ A.

�

O lema 2.3 implica a seguinte proposição:

Proposição 2.6. Seja H um subgrupo de Lie conexo ΣB invariante com álgebra de Lie

h. Se expX ∈ A, para todo X ∈ h, então H ⊂ A.
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2.2 Sistemas Afins

Prova: Pelo corolário 2.1, para cada X ∈ h, t ∈ R e ω ∈ Upc temos

ϕBt,ω(expX) = exp
(
e(t−

∑i−1
j=0 tj)Dωieti−1Dωi−1 . . . et1Dω1(X)

)
Como H é ΣB-invariante temos que e(t−

∑i−1
j=0 tj)Dωieti−1Dωi−1 . . . et1Dω1(X) ∈ h que por

hipótese implica ϕBt,ω(expX) ∈ A, para cada X ∈ h, t ∈ R e ω ∈ Ucp.

Seja então g ∈ H e considereX1, X2, . . . , Xn ∈ h tais que g = expX1 expX2 . . . expXn.

Pelo lema 2.3 e cálculos anteriores segue que

g ∈ A expX2 expX3 . . . expXn ⊂

⊂ A expX3 expX4 . . . expXn ⊂ . . . ⊂

⊂ A expXn ⊂ A

que implica H ⊂ A. �

Proposição 2.7. Seja N ⊂ H ⊂ G subgrupos de Lie conexos com álgebras de Lie

n ⊂ h ⊂ g, respectivamente. Se n é um ideal de h e Dj(h) ⊂ n, j = 0, . . . ,m, N ⊂ A e

A aberto, então H ⊂ A.

Prova: Para cada X ∈ h, t ∈ R e u = (u1, . . . , um) ∈ Rm, temos que

etDuX = X +
∑
n>1

tn

n!
Dnu(X), onde Du = D0 +

m∑
j=1

ujDj.

Devido à hipótese sobre Dj, j = 0, . . .m, obtemos∑
n>1

tn

n!
Dnu(X) ∈ n

e então etDuX ∈ X+n. Indutivamente, podemos facilmente mostrar que para τ1, . . . , τn ∈
R, u1, . . . , un ∈ Rm e X ∈ h temos

eτnDuneτn−1Dun−1 . . . eτ1Du1X ∈ X + n.

Pelo corolário 2.1 e lema 2.2 segue que

ϕBt,ω(expX) ⊂ exp(X + n) ⊂ exp(X)N

para cada t ∈ R, u ∈ Ucp e X ∈ h.
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2.2 Sistemas Afins

Seja W = exp(U) uma vizinhança conexa da identidade e ∈ H tal que W ⊂ A ∩H.

Sendo H um subgrupo conexo é suficiente mostrar que W n ⊂ A, o que faremos por

indução. Para n = 1 temos que W ⊂ A por construção.

Seja g = exp(X) ∈ W e h ∈ W n−1. Então gh ∈ W n. Pela hipótese de indução,

temos que W n−1 ⊂ A e portanto h = ϕFτ,ω(e) para τ > 0 e ω ∈ Ucp. Além disso, pelo

que vimos acima ϕBτ,ω(g) = g · g′ com g′ ∈ N . Portanto,

hg = LϕFτ,ω(e)

(
ϕBτ,ω(g)

)
(g′)−1 = ϕFτ,ω(g)(g′)−1.

Como por construção g = ϕFτ ′,ω′(e) para algum τ ′ > 0 e ω′ ∈ Ucp, segue que

ϕFτ,ω(g) = ϕFτ,ω(ϕFτ ′,ω′(e)) = ϕFτ+τ ′,ω′′(e),

onde ω′′ ∈ Ucp é concatenação de ω e ω′. Da ΣB-invariância de N(hipótese) e do fato

que N ⊂ A temos que

ϕB−τ−τ ′,Θτ+τ ′ (ω′′)(g
′−1) ∈ A

que nos dá

hg = LϕF
τ+τ ′,ω′′ (e)

(g′−1)

= LϕF
τ+τ ′,ω′′ (e)

ϕB(0, g′−1,Θτ+τ ′(ω′′))

= LϕF
τ+τ ′,ω′′ (e)

ϕB(τ + τ ′ − τ − τ ′, g′−1,Θτ+τ ′(ω′′))

= LϕF
τ+τ ′,ω′′ (e)

ϕB
(
τ + τ ′, ϕB

(
− τ − τ ′, g′−1,Θτ+τ ′(ω

′′)
)
,Θ−τ−τ ′(Θτ+τ ′(ω

′′))
)

= LϕF
τ+τ ′,ω′′ (e)

ϕB
(
τ + τ ′, ϕB

(
− τ − τ ′, g′−1,Θτ+τ ′(ω

′′)
)
, ω′′
)

= LϕF
τ+τ ′,ω′′ (e)

◦ ϕBτ+τ ′,ω′′

(
ϕB−τ−τ ′,Θτ+τ ′ (ω′′)

(
g′−1

))
= ϕFτ+τ ′,ω′′(ϕ

B
−τ−τ ′,Θτ+τ ′ (ω′′)

(
g′−1

)
)

∈ ϕFτ+τ ′,ω′′(A) ⊂ A.

�

Corolário 2.3. Seja G um grupo de Lie solúvel e suponha que A é aberto. Se N ⊂ G

é o radical nilpotente de G então N ⊂ A implica G = A.

Prova: De fato, se g é uma álgebra de Lie solúvel e n seu radical nilpotente então

D(g) ⊂ n para cada derivação D : g→ g. O resultado segue da proposição 2.7. �
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2.3 Exemplos

Teorema 2.4. Suponha que Dj, j = 0, . . . ,m são derivações internas e que G é um

grupo de Lie nilpotente. Então A é aberto se, e somente se A = G.

Prova: Seja

g = g1 ⊃ g2 ⊃ . . . ⊃ gn ⊃ gn+1 = {0}

a série central descendente de g, onde para i = 2, . . . , n temos que gi = [g, gi−1] são ideais

de g. Como Dj é uma derivação interna para j = 0, . . . ,m temos que Dj(gi) ⊂ gi+1 para

i = 1, . . . , n.

De fato, se Dj é uma derivação interna, então existe Y ∈ g tal que DjX = [Y,X],

para todo X ∈ g. Em particular, se X ∈ gi então DjX = [Y,X] ∈ gi+1. Portanto, se

G = G1 ⊃ G2 ⊃ . . . ⊃ Gn ⊃ Gn+1 = {e}

é a série central descendente em termos de grupo, onde Gi é grupo de Lie conexo com

álgebra de Lie gi, i = 1, . . . , n então, o fato de A ser aberto implica que Gn+1 ⊂ A
e pela proposição 2.7 obtemos Gn ⊂ A. Novamente, aplicando a proposição 2.7 vale

Gn−1 ⊂ A. Repetindo este processo n vezes resulta que G = G1 ⊂ A. Portanto temos

que o sistema é atinǵıvel a partir da identidade. �

Seja A∗ o conjunto acesśıvel em tempo não positivo a partir da identidade.

Corolário 2.4. Suponha que Dj, j = 0, . . . ,m são derivações internas e que G é um

grupo de Lie nilpotente. Então A∗ é aberto se, e somente se A∗ = G.

Assim temos o seguinte teorema que garante a controlabilidade no grupo nilpotente

quando as derivações associadas ao campos lineares são derivações internas.

Teorema 2.5. Suponha que Dj, j = 0, . . . ,m são derivações internas e que G é um

grupo de Lie nilpotente. Então A∗ e A são abertos se, e somente se o sistema afim é

controlável.

2.3 Exemplos

Como vimos, a controlabilidade dos sistemas bilineares pode ocorrer apenas nos grupos

abelianos conexos e simplesmente conexos. No caṕıtulo preliminar, na seção sobre sis-

temas bilineares em Rn
∗ damos alguns exemplos sobre controlabilidade de tais sistemas.
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2.3 Exemplos

Exemplo 2.1 (Grupo de Lie Solúvel). Seja Aff(2)+ = {(x, y) ∈ R2, x > 0} o grupo

solúvel de dimensão 2 com operação

(x1, y1) ∗ (x2, y2) = (x1x2, x1y2 + y1)

com elemento neutro e = (1, 0) e álgebra de Lie g = aff(2)+ gerada pelos campos

X(x, y) = x
∂

∂x

Y (x, y) = x
∂

∂y
,

cujo colchete satisfaz [X, Y ] = Y .

A derivação do grupo é

D =

0 0

a b

 .

e a álgebra derivada é g′ = span{Y }. Fazendo a identificação na álgebra, X(e) = X =1

0

 e Y (e) = Y =

0

1

 resulta

D(αY ) = αDY =

0 0

a b

0

1

 = α

0

b

 = αbY ∈ g′

.

Portanto g′ é invariante pela derivação e da mesma forma é invariante por

esD =
∑
n∈N

sn

n!
Dn.

Assim, temos a invariância pela solução do sistema bilinear do subgrupo G′ com

álgebra Lie g′. Segue que o sistema não é controlável no grupo afim(solúvel) de dimensão

2.

Além disso,

D(RX + RY ) = RY

e portanto

D(r(g)) = D(g) ⊂ rn(g) = span{Y } ⊂ r(g) = g

Este exemplo ilustra a parte 2 e 4 do teorema 2.2.
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2.3 Exemplos

Exemplo 2.2 (Grupo de Lie Nilpotente). Seja H o subgrupo de GL(3,R) das matrizes

reais 3× 3 cujos elementos são da forma
1 x z

0 1 y

0 0 1

 .

Tal grupo, que é conexo e simplesmente conexo, é conhecido como grupo de Heisenberg.

Sua álgebra de Lie h é gerada pelos seguintes campos invariantes à direita

X =
∂

∂x

Y =
∂

∂y
+ x

∂

∂z

Z =
∂

∂z

e cujo único colchete não nulo é [X, Y ] = Z com derivação

D =


a d 0

b e 0

c f a+ e

 .

Faremos as identificações

X = X(0, 0, 0) =
∂

∂x
= (1, 0, 0)

Y = Y (0, 0, 0) =
∂

∂y
= (0, 1, 0)

Z = Z(0, 0, 0) =
∂

∂z
= (0, 0, 1).

Temos que h′ = [h, h] = span{Z}. Além disso,

DX =


a d 0

b e 0

c f a+ e




1

0

0

 =


a

b

c

 /∈ h′,

DY =


a d 0

b e 0

c f a+ e




0

1

0

 =


d

e

f

 /∈ h′.
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2.4 Campo Linear Não-polinomial

Por outro lado

DZ =


a d 0

b e 0

c f a+ e




0

0

1

 =


0

0

a+ e

 = (a+ e)


0

0

1

 ∈ h′,

garante a invariância de h′e portanto a não controlabilidade do sistema bilinear. Podemos

observar ainda que

D(r(h)) = D(h) = rn(h) = r(h) = h

não garante a não controlabilidade do sistema bilinear em H. Observemos ainda que,

se G = H × H onde H é um grupo de Lie conexo então a última igualdade garante a

não controlabilidade do sitema bilinear em G. Esta observação ilustra, uma das possi-

bilidades, em termos de não controlabilidade do sistema bilinear em um grupo de Lie

arbitrário.

Exemplo 2.3 (Grupo de Lie Abeliano e Compacto). O grupo de automorfismo do toro

T n é

AutZnRn = {g ∈ GL(n,R); g(Zn) = Zn}

que é isomorfo a SL(n,Z) = {g = (xij) ∈ GL(,R) : det(g) = 1, xij ∈ Z}. Por

outro lado, o fluxo dos campos lineares são grupos a um parâmetro de automorfismos

{φt}t∈R ⊂ SL(n,Z).Isso mostra que φt = id e portanto X = 0. Segue que o sistema não

é controlável.

2.4 Campo Linear Não-polinomial

Agora classificaremos todos os campos lineares no grupo afim solúvel de dimensão 3, ou

seja, daremos a expressão geral do campo linear em termos de todas as derivações, inter-

nas e não-internas. Vericamos que tal campo linear, que é anaĺıtico, possui coeficientes

que não dependem apenas de polinômios. Embora em [3], Ayala tenha mostrado que

Campos Lineares são anaĺıticos não se conhecia um exemplo de um Campo Linear não

polinomial. Seja

G = A+(R)⊕ R =

{
−y 0 x

0 1 z

0 0 1

 ; y < 0, x, z ∈ R

}
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2.4 Campo Linear Não-polinomial

o grupo de Lie com álgebra de Lie g = a+(R) ⊕ R gerada pelos campos X = −y ∂
∂x

,

Y = −y ∂
∂y

and Z =
∂

∂z
.

A operação do grupo é definida por

(x, y, z) ∗ (x′, y′, z′) = (x− yx′,−yy′, z + z′)

com identidade u = (0,−1, 0) tal que o único colchete não trivial é dado por [X, Y ] = X.

De fato,

[X, Y ] = [−y ∂
∂x
,−y ∂

∂y
] = y2[

∂

∂x
,
∂

∂y
] + y

∂y

∂x

∂

∂y
− y∂y

∂y

∂

∂x
= −y ∂

∂x

Agora vamos calcular a derivação.

Seja D : a+(R)⊕ R→ a+(R)⊕ R a derivação da álgebra de Lie dado por

D =


a d g

b e h

c f i


na base {X, Y, Z}
Neste caso temos,

DX = aX + bY + cZ

DY = dX + eY + fZ

DZ = gX + hY + iZ

Como D é uma derivação

D[X, Y ] = [DX, Y ] + [X,DY ] = [aX + bY + cZ, Y ] + [X, dX + eY + fZ] =

= a[X, Y ] + e[X, Y ] = aX + eX = DX = aX + bY + cZ.

Portanto b = c = e = 0.

Por outro lado 0 = D[X,Z] = [DX,Z] + [X,DZ] = [aX + bY + cZ, Z] + [X, gX +

hY + iZ] = h[X, Y ].

que implica h = 0.

Finalmente

0 = D[Y, Z] = [DY,Z] + [Y,DZ] = [dX + eY + fZ, Z] + [Y, gX + hY + iZ] = g[Y,X]
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2.4 Campo Linear Não-polinomial

Segue-que g = 0 e

D =


a d 0

0 0 0

0 f i


O próximo passo é calcular o campo afim

F em A+(R)⊕ R, dado por

F = α
∂

∂x
+ β

∂

∂y
+ λ

∂

∂z
,

que satisfaz DV = −[F , V ], onde V é um campo invariante.

A primeira coisa a fazer é calcular DX,DY e DZ.

DX = aX + bY + cZ = aX + 0Y + 0Z

= −ay ∂
∂x

+ 0
∂

∂y
+ 0

∂

∂z

DY = dX + eY + fZ = dX + 0Y + fZ

= −yd ∂
∂x

+ 0
∂

∂y
+ f

∂

∂z

DZ = gX + hY + iZ

= 0X + 0Y + iZ = 0
∂

∂x
+ 0

∂

∂y
+ i

∂

∂z

Como, DV = −[F , V ], o segundo passo é calcular −[F , X], −[F , Y ] e −[F , Z]. Então

−adFX = −[F , X]

= −
[
α
∂

∂x
+ β

∂

∂y
+ λ

∂

∂z
,X
]

= −
([
α
∂

∂x
,−y ∂

∂x
] + [β

∂

∂y
,−y ∂

∂x
] + [λ

∂

∂z
,−y ∂

∂x

])
=

[
α
∂

∂x
, y

∂

∂x
] + [β

∂

∂y
, y

∂

∂x
] + [λ

∂

∂z
, y

∂

∂x

]
Como, em um sistema de coordenadas qualquer [

∂

∂i
,
∂

∂j
] = 0, segue que

−adFX =
(
β − y∂α

∂x

) ∂
∂x
− y∂β

∂x

∂

∂y
− y∂λ

∂x

∂

∂z
,
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2.4 Campo Linear Não-polinomial

−adFY = −y∂α
∂y

∂

∂x
+
(
β − y∂β

∂y

) ∂
∂y
− y∂λ

∂y

∂

∂z

e finalmente

−adFZ =
∂α

∂z

∂

∂x
+
∂β

∂z

∂

∂y
+
∂λ

∂z

∂

∂z
.

Por outro lado

DX = −ay ∂
∂x

+ 0
∂

∂y
+ 0

∂

∂z

=
(
β − y∂α

∂x

) ∂
∂x
− y∂β

∂x

∂

∂y
− y∂λ

∂x

∂

∂z
,

DY = −yd ∂
∂x

+ 0
∂

∂y
+ f

∂

∂z

= −y∂α
∂y

∂

∂x
+
(
β − y∂β

∂y

) ∂
∂y
− y∂λ

∂y

∂

∂z

e por último,

DZ = 0
∂

∂x
+ 0

∂

∂y
+ i

∂

∂z

=
∂α

∂z

∂

∂x
+
∂β

∂z

∂

∂y
+
∂λ

∂z

∂

∂z
,

que implicam as seguintes equações

β − y∂α
∂x

= −ay −dy = −y∂α
∂y

∂α

∂z
= 0

−y∂β
∂x

= 0 β − y∂β
∂y

= 0
∂β

∂z
= 0

−y∂λ
∂x

= 0 −y∂λ
∂y

= f
∂λ

∂z
= i

Comecemos calculando β.

Como −y∂β
∂x

= 0⇒ ∂β

∂x
= 0 e

∂β

∂z
= 0 isso implica que β não depende de x e z.

Por outro lado se, β 6= 0, então

β − y∂β
∂y

= 0⇒ ∂β

β
=
∂y

y
⇒ ln|β| = ln|y|+ k ⇒ |β| = |y|ek

e por outro lado, |β| = −yek ⇒ β = k2y, k2 6= 0. Se β = 0 então β = k2y com k2 = 0 é

a solução para β − y∂β
∂y

= 0
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2.4 Campo Linear Não-polinomial

Calculando λ:

−y∂λ
∂x

= 0 implica que λ não depende de x.

−y∂λ
∂y

= f ⇒ ∂

∂y
λ = −f

y
⇒ λ = −fln|y|+M(z) + k3,

onde M é uma função em A+(R)⊕ R que depende apenas z.

Mas,
∂λ

∂z
= i⇒ λ = iz − fln(−y) + k3.

Calculando α,
∂α

∂z
= 0⇒ α não depende de z e

−dy = −y∂α
∂y
⇒ ∂α

∂y
= d⇒ α = dy +N(x) + k′

Por outro lado

β − y∂α
∂x

= −ay ⇒ k2y − y
∂α

∂x
=

= −ay ⇒ ∂α

∂x
= a+ k2 ⇒ α = (a+ k2)x+ dy + k1.

Então

F =
(
(a+ k2)x+ dy + k1

) ∂
∂x

+ k2y
∂

∂y
+ (iz − fln(−y) + k3)

∂

∂z

e

F(e) = F(0,−1, 0) = (−d+ k1)
∂

∂x
− k2

∂

∂y
+ k3

∂

∂z
= 0⇒ k1 = d and k2 = k3 = 0.

Portanto o campo linear é dado por

X =
(
ax+ dy + d

) ∂
∂x

+
(
iz − fln(−y)

) ∂
∂z
.

Podemos observar que, no grupo solúvel afim de dimensão 3, a expressão do campo

linear não depende apenas de polinômios sobre {(x, y, z) ∈ R3 | y < 0}.
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Caṕıtulo 3

Conclusões Finais

Em termos de sistemas bilineares, devido ao teorema 2.2, não se tem controlabilidade

fora do grupo abeliano conexo e simplesmente conexo. Dentre os sistemas invariantes,

lineares, bilineares e afins em grupos de Lie, o sistema bilinear é o único que possui a

questão da controlabidade resolvida de forma global, fazendo sentido, nos grupos não

abelianos, a investigação de conjuntos de controle em tais sistemas. Por outro lado, em

termos de sistema afim fica em aberto a controlabilidade de tais sistemas quando as

derivações não são necessariamente internas. Um outra linha de investigação pode ser

a controlabilidade nos grupos de Lie semissimples. Finalmente, não podemos deixar de

ressaltar que todos os resultados sobre sistemas afins valem para os sistemas invariantes

e lineares, mostrando o quanto tal sistema é importante.

58



Referências Bibliográficas
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