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Neste trabalho foi proposto um modelo Weibull multivariado para dados que exibem

uma certa dependência. O modelo foi construído através da marginalização da distribui-

ção Weibull G-exponencializada condicionada a uma variável (ou campo aleatório) latente

formado por uma mistura de distribuições αm-estáveis. As variáveis latentes foram incor-

poradas ao modelo para capturar a dependência de interesse. Algumas propriedades desse

novo modelo são apresentadas e procedimentos para estimação e inferência são discutidos.

Finalmente, o modelo proposto foi ilustrado utilizando dados de evasão no curso de Estatís-

tica da UFAM, obtidos no Sistema de Informações para o Ensino da Universidade Federal

do Amazonas-SIE/UFAM.
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In this work a multivariate model was proposed for the data that exhibit dependence.

The model was obtained by marginalizing of Weibull G-exponentialised distribution condi-

tioned to a latent variable and/or random field formed by a mixture of αm-stable distributions.

The latent variables were incorporated into the model to capture the dependency of interest.

Some properties of this new model are presented and procedures for estimation and inference

are discussed. Finally, the model proposed was illustrated using evasion’data from Statistics

course of UFAM, available at Information System for Teaching from Universidade Federal

do Amazonas-SIE/UFAM.
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Capítulo 1

Introdução

1.1 Aspectos Gerais

A distribuição Weibull é muito popular em aplicações práticas pela sua capacidade

em modelar muitos tipos de função de risco, tornando-a assim muito flexível no ajuste de

diferentes tipos de dados. A principal razão que torna essa distribuição tão versátil é devido

a formulação matemática única do modelo. Ela pode ser altamente simétrica ou altamente

assimétrica, dependendo dos parâmetros do modelo ajustado, ver Wang (2016). Essa distri-

buição tem sido amplamente utilizada na análise de sobrevivência, ver Wahed et al. (2009),

devido à simplicidade da função de risco. Também, tem sido aplicada em outras áreas da

ciência tais como: meteorologia, (ver Wang et al. (2015), Gryning et al. (2013) e Harris &

Cook (2014)); agronomia, ver Virto et al. (2006) e biologia experimental, ver Hagey et al.

(2016).

Existem muitos trabalhos envolvendo a distribuição Weibull univariada, porém al-

guns modelos Weibull bivariado e multivariado podem ser encontrados, ver por exemplo,

(Marshall & Olkin (1967); Lee (1979); Marshall & Olkin (1988); Roy & Mukherjee (1989);

Crowder (1989), Lu (1989); Lu & Bhattacharyya (1990); Hanagal (1996); Patra & Dey

(1999); Lee & Wen (2006); Villanueva et al. (2013)), entre outros. A inferência nesses mo-

delos, muitas vezes, é feita numa análise bidimensional. Algumas vezes fazer inferência

no modelo multivariado é uma tarefa complexa, pois as densidades e as propriedades são

difíceis de serem obtidas.

A distribuição Weibull tem sido usada no contexto de variáveis aleatórias indepen-
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dentes e identicamente distribuídas (i.i.d) ou somente independentes. A extensão da distri-

buição Weibull univariada para o caso multivariado é desejável em vista do papel crucial

que a distribuição desempenha na confiabilidade bem como na construção de modelos para

várias falhas ou distribuição de tempo de vida, ver Hanagal (1996).

Sendo assim, neste trabalho é proposto um Modelo Weibull multivariado flexível que

incorpora, por exemplo, dados extremos espacialmente dependentes. O modelo é construído

através da marginalização de uma distribuição Weibull G-exponencializada condicionada a

uma variável (ou campo aleatório) latente formado por uma mistura de distribuições αm-

estáveis. As variáveis latentes são incorporadas ao modelo para capturar a dependência de

interesse. Algumas propriedades desse novo modelo são apresentadas e procedimentos para

estimação e inferência são discutidos. Finalmente, o modelo proposto é ilustrado utilizando

dados de Evasão no curso de Estatística da UFAM, obtidos no Sistema de Informações para

o Ensino da Universidade Federal do Amazonas-SIE/UFAM.

1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivo Geral

O principal objetivo deste trabalho é a construção de um modelo Weibull multivariado

para dados dependentes com aplicações em diversas áreas, entre elas, predição espacial de

valores extremos e análise de sobrevivência.

1.2.2 Objetivos Específicos

Dentre os objetivos específicos tem-se:

1. Construção do modelo Weibull multivariado;

2. Apresentação das propriedades do modelo;

3. Desenvolvimento do algoritmo para estimação de parâmetros e inferência no modelo;

4. Ilustração do modelo utilizando dados reais.
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1.3 Estrutura do Trabalho

A presente dissertação está organizada em seis capítulos. O Capítulo 2 apresenta

uma revisão bibliográfica dos temas abordados nos demais capítulos. No Capítulo 3 é intro-

duzido o modelo Weibull multivariado; alguns modelos especiais e propriedades do modelo

proposto. No Capítulo 4 é obtida a inferência. A aplicação do modelo em dados de evasão no

contexto de análise de sobrevivência é ilustrada no Capítulo 5. As conclusões são resumidas

no Capítulo 6.
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Capítulo 2

Fundamentação Teórica

2.1 Introdução

Neste capítulo será feito um breve levantamento da teoria utilizada no desenvolvi-

mento deste trabalho. Primeiramente, será apresentado a definição de distribuições concidi-

conais G-exponencializada aplicado no contexto multivariado usando como base a técnica

introduzida por Lehmann (1953). A classe de distribuição de probabilidade chamada estável

e suas propriedades mais importantes têm destaque na Seção 2.3. Na Seção 2.4 será apre-

sentado marginais de distribuições condicionais G-exponencializada. Na Seção 2.5 será in-

troduzido o Algoritmo EM (Expectation-Maximization), um método iterativo para encontrar

o EMV em modelos estatísticos que envolvem variáveis não observáveis (efeitos aleatórios,

variáveis latentes ou dados faltantes) cuja a verossimilhança não é analiticamente tratável .

A distribuição Weibull univariada e suas propriedades serão abordadas na Seção 2.6.

2.2 Distribuições condicionais G-exponencializada

Várias técnicas para espandir famílias de distribuições de probabilidade e construir

novos modelos probabilísticos flexíveis que incorporem alguma propriedade de interesse

têm sido proposto na literatura. Uma técnica bastante ultilizada é baseada na exponenci-

alização de uma função de distribuição acumulada G, chamada classe de distribuições G-

exponencializada. Esta técnica foi introduzida por Lehmann (1953) no contexto de teste de

hipótese e recentemente tem recebido bastante atenção.
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Existem vários trabalhos abordando algumas famílias de distribuições na classe de

distribuições exponencializadas, tais como: ver por exemplo, Mudholkar & Srivastava

(1993) que introduziu a distribuição Weibull exponencializada, ver Gupta & Kundu (2001)

que introduziu a distribuição Exponencial exponencializada, ver Nadarajah & Kotz (2006)

que apresentou resultados e discussões sobre as distribuições Exponencial, Weibull, Gum-

bel, Gama e Fréchet exponencializadas, ver Ristić & Balakrishnan (2012) que introduziu

a distribuição Gama-exponencializada Exponencial; ver Bakouch et al. (2012) que propu-

seram a distribuição Binomial-Exponencial exponencializada; ver Pinho et al. (2012) que

introduziram a distribuição Gama-exponecializada Weibull, a família exp-G é apresentada

em Barreto-Souza et al. (2013) e uma generalização de várias destas distribuições é a família

de distribuições T −X exponencializada desenvolvida em Alzaghal et al. (2013).

Um conceito fundamental a ser abordado é o de distribuições condicionais G-

exponencializada caracterizada pela função de distribuição acumulada G de uma variável

aleatória elevada a um expoente E. Embora este tipo de distribuição, com E fixo, tenha sido

apresentada a mais de meio século por Lehmann (1953) aqui a utilizaremos com o objetivo

de introduzir a dependência em distribuições multivariadas.

Definição 1. Sejam Y e E > 0 duas variáveis aleatórias. Dizemos que condicional a E, Y|E

tem distribuição G-exponencializada quando a sua Função de Distribuição Acumulada é da

forma,

P(Y ≤ y;θθθ |E) = F(y;θθθ |E) = [G(y;θθθ)]E , (2.1)

ou se sua função de sobrevivência é dada por,

P(Y > y;θθθ |E) = F(y;θθθ |E) = [1−G(y;θθθ)]E = G(y;θθθ)E (2.2)

em que G(G) é chamada de função de distribuição (função de sobrevivência) de base de-

pendendo do vetor de parâmetro θθθ .

Para o entendimento desta definição, suponha que W1,W2, . . . ,Wn são variáveis aleató-

rias independentes e identicamente distribuídas com função de distribuição acumulada igual

a G e, ainda, Wi, i = 1, . . . ,n é independente de E. Então o Y(n) representará a distribuição do

Máximo (2.1) ou Y(1) a distribuição do Mínimo (2.2) de E dessas W ′i s variáveis. Portanto,
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podemos usar F para modelar valores extremos. O valor de E não precisa necessariamente

ser inteiro. No caso do Valor Máximo, notando que

P(Wi < Y ;θθθ |E) = E
E +1

, i = 1,2, ...,n,

onde o E poderá ser interpretado como um parâmetro de estocasticidade, no sentido que

descreve o quanto a variável aleatória Y é, estocasticamente, maior que Wi.

2.3 Distribuições estáveis

As distribuições estáveis são uma rica classe de distribuições de probabilidade que

permitem assimetria e caudas pesadas e têm propriedades interessantes tais como estabi-

lidade e independência de escala, ver Nolan (2015). Essa classe foi introduzida pelo ma-

temático Levy (1925) em seu estudo de somas de termos independentes e identicamente

distribuídos.

Em geral, as distribuições estáveis não possuem uma forma fechada para sua função

densidade de probabilidade, por isso a forma mais concreta para descrever todas as possíveis

distribuições estáveis é através da função característica ou transformada de Fourier, exceto

para três casos particulares de distribuições: Normal, Cauchy e Lévy com quais é possível

escrever suas densidades e verificar diretamente que elas fazem parte da família de distribui-

ções estáveis.

Existem várias parametrizações da função característica para distribuições estáveis.

Por esse motivo, é importante escolher a parametrização adequada para diferentes situações.

Nesse trabalho a função característica foi parametrizada de acordo com a definição apresen-

tada abaixo.

Definição 2. Uma variável estável E, denotada por S(α,β ,γ,δ ), se sua função caracterís-

tica é expressa por

E [exp(itE)] = exp
(
−γ

α |t|α
[
1+ iβ

(
tan

πα

2

)
(sin(t))(|γt|1−α −1)

]
+ iδ t

)
se α 6= 1. (2.3)

Esta forma de parametrização para a função característica é muito recomendada.

As distribuições estáveis são descritas por quatro parâmetros: um índice de estabi-

lidade α ∈ (0,2] também chamado de expoente característico; um parâmetro de assimetria
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β ∈ [−1,1]. Se β = 0, a distribuição é simétrica, se β > 0 é assimétrica para direita, e se

β < 0 é assimétrica para esquerda. Além desses parâmetros também tem um parâmetro de

escala γ > 0 e um parâmetro de locação δ ∈ R.

O índice de estabilidade α é considerado o parâmetro mais importante, pois deter-

mina a forma (taxa de variação) da cauda da distribuição. Quanto maior seu valor maior será

a frequência e o tamanho de eventos extremos, ver por exemplo Ghahfarokhi & Ghahfarokhi

(2009).

Quando a distribuição é padronizada, ou seja, escala γ = 1 e locação δ = 0, a distri-

buição estável é representada pela notação S(α,β ,1,0). Uma propriedade básica das distri-

buições estáveis é que soma de variáveis aleatórias estáveis resultam em variáveis estáveis,

ver Nolan (2015).

Seja Em ∼ S(α,0,1,0), m = 1,2, ...,M e β = 0, então sua função característica será

da forma

φE(t) = E [exp(itE)] = e−tα

, α 6= 1; t > 0. (2.4)

Considere a mistura Hl = ∑
M
m=1 wm,lEm. Então, a função característica de Hl será dada por

φHl(t) = φ
∑

M
m=1 wm,lEm

(t)

= E
[
e−t ∑

M
m=1 wm,lEm

]
=

M

∏
m=1

E
[
e−twm,lEm

]
=

M

∏
m=1

φEm(wm,lt)

=
M

∏
m=1

e−wαm
m,l tαm

com αm = α, então

φHl(t) = e−tα
∑

M
m=1 wα

m,l , portanto

Hl =
M

∑
m=1

wm,lEm ∼ S(α,0,γl,0),

com γα
l = ∑

M
m=1 wα

m,l .

Teorema 1. (Aproximação da densidade de Hl). Seja Hl ∼ S(α,0,∑M
m=1 wα

m,l,0) com 0 <
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α ≤ 1. Se para algum m, Em→ ∞. Então hl → ∞ e pelo Teorema 1.12 Nolan (2015).

P(Hl > hl)∼ γ
α
l cαh−α

l ,

f (hl;α,0,γl)∼ αγ
α
l cαh−(α+1)

l ,

em que cα= 1
π

Γ(α)sin
(

πα

2

)
.

E a densidade aproximada de hl é dada por

f (hl;α) =− ∂

∂hl
P(Hl > hl;α,γl)

=−
[

∂

∂hl
γ

α
l cαh−α

l

]
∼ αγ

α
l cαh−(α+1)

l com hl > 0.

Definição 3. Uma variável Eα ≡ S(α,0,1,0) é chamada α-estável positiva, descrita pela

equação (2.4). Então, a sua transformada de Laplace é dada por,

E [exp(−aEα)] = e−aα

, a > 0, (2.5)

em que necessariamente α ∈ (0,1] é o parâmetro de estabilidade da distribuição Eα e

quando α = 1→ E1 = 1.

A representação da densidade de Eα é dada por

p(e∗;α) =
1
π

(
α

1−α

)(
1
e∗

)(1−α)−1 ∫
π

0
b(φ)exp

{
−
(

1
e∗

)α/(1−α)

b(φ)

}
dφ

onde,

b(φ) =
(

sin(αφ)

sin(φ)

)(1−α)−1(
sin((1−α)φ)

sin(αφ)

)
Corolário 1. Kanter et al. (1975). Sejam V e U variáveis aleatórias independentes onde

V ∼ Exp(1) e U ∼ U[0,π]. Então para α ∈ (0,1) tem-se que p(e∗;α) é a densidade de(
a(U)

V

)(1−α)/α

.

Os valores de Eα podem ser gerados através dos seguintes passos:

1. Gere U ∼ U(0,π) e V ∼ Exp(1), independentes.

8



2. Obtenha e∗ =
(

a(U)
V

)(1−α)/α

.

Pelo Corolário 1, segue que e∗ ∼ Eα .

2.4 Marginais univariadas de distribuições condicionais G-

exponencializada

Suponha que a condicional Y |E tem distribuição G-exponencializada dada pela Defi-

nição 1 e que a incerteza sobre E seja descrita através de uma distribuição de probabilidade

α-estável positiva dada em 2.5.

Então usando a equação (2.1), a condicional a Eα será dada por

F(y;θθθ |Eα) = [G(y;θθθ)]Eα = exp
{
−Eα log

[
1

G(y;θθθ)

]}
,

e marginalmente por (2.5),

F(y;θθθ) = E [F(y;θθθ |Eα)] = E
[

exp
{
−Eα log

[
1

G(y;θθθ)

]}]
= exp

{
−(−log [G(y;θθθ)])α

}
,

usando a equação (2.2), a condicional a Eα será dada por

F(y;θθθ |Eα) =
[
G(y;θθθ)

]Eα = exp
{
−Eα log

[
1

G(y;θθθ)

]}
, (2.6)

e marginalmente por (2.5),

F(y;θθθ) = E
[
F(y;θθθ |Eα)

]
= exp

{
−
(
− log

[
G(y;θθθ)

])α
}
. (2.7)

Alguns exemplos de marginais univariadas:

• Assuma que Y |E ∼ Gumbel (µ +δ log(E),δ ).

Então, H(y;θθθ |E) = exp(−Ee(y−µ)/δ ) e portanto,

F(y;θθθ ,α) = E[H(y;θθθ |E)] = exp
{
−
(

e−
y−µ

δ/α

)}
∼ Gumbel(µ,δ/α); y ∈ℜ.
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• Agora, assuma que Y |E ∼Weibull(β/E1/γ ,γ).

Então, H(y;θθθ |E) = e
−
(

y
β/E1/γ

)γ

= e−E
(

y
β

)γ

e portanto,

F(y;θθθ ,α) = E
[
H(y;θθθ |E)

]
= E

[
e−E

(
y
β

)γ]
= e−

(
y
β

)γα

∼W (β ,γα); y > 0.

Logo, as marginais das respectivas distribuições são da mesma família.

Neste trabalho, aplicando a Definição 1 e a equação (2.5) será construído um mo-

delo Weibull multivariado para dados com certa dependência utilizando a distribuição G-

exponencializada condicionada a uma mistura de distribuições α-estáveis com G∼Weibull,

similar ao descrito em Fougères et al. (2009).

2.5 Algoritmo EM e MCEM

2.5.1 Algoritmo EM

Neste trabalho o estimador de máxima verossimilhança (EMV) será encontrado via

algoritmo EM, ver Dempster et al. (1977), pois a maximização da função verossimilhança

do modelo proposto não é analiticamente tratável.

O algoritmo EM é uma ferramenta computacional utilizada para o cálculo do EMV

de forma iterativa, indicado para problemas que envolvem dados incompletos ou quantida-

des não observáveis (variáveis latentes). As variáveis latentes podem ser incorporadas ao

modelo com o propósito de capturar a característica de interesse (neste caso, a dependência)

e facilitar a estimação dos parâmetros de interesse, tendo em vista que com sua inserção

no modelo, a log-verossimilhança completa pode ser reescrita como a soma de duas log-

verossimilhanças completas.

Para construir o algoritmo, seja y o vetor de dados observados ou dados incomple-

tos e E um vetor de quantidades aleatórias não observáveis (chamados de efeitos aleatórios,

variáveis latentes ou dados faltantes). O dado completo ou aumentado yc = (y,E) é y aumen-

tado com E e sua função de densidade é f(yc|θθθ), θθθ ∈ Rd , d ∈ N. Denota-se por `c(θθθ |yc) a

funçao log-verossimilhança dos dados completos e por `(θθθ |y) a função log-verossimilhança

dos dados observados.

Na maioria das aplicações estatísticas, a função log-verossimilhança dos dados com-
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pletos geralmente tem forma mais simples que a log-verossimilhança dos dados observados.

Cada iteração do algoritmo EM tem dois passos, chamado o passo E (esperança) e

o passo M (maximização). Seja k(E|y,θθθ) a distribuição condicional de E com esperança

EE|Y,θθθ
e defina θθθ

(k) como a estimativa do parâmetro na k-ésima iteração. Então os dois

passos na (k+1)-ésima iteração são:

1. Passo E: Calcule Q(θθθ |θθθ (k)) = EE|Y,θθθ
[`c(θθθ |yc)|y,θθθ (k)],

2. Passo M: Maximize Q(θθθ |θθθ (k)) com respeito a θ . Se o valor θθθ
(k+1) = argmax

(Q(θθθ |θθθ (k))) satisfaz |e(k) = θθθ
(k+1)−θθθ

(k)|< ε , em que ε é um valor especificado para

o erro na aproximação. Então, o EMV de θθθ é θ̂θθ = θθθ
(k+1). Caso contrário, repita os

passos E e M até que a convergência seja obtida.

Segundo Casella & Berger (2002), a garantia que a verossimilhança irá aumentar em

cada iteração pode não ser suficiente para concluir que a sequência
{

θ̂θθ
(k)
}

converge para um

estimador de máxima verossimilhança. Tal garantia exige mais condições, ver por exemplo,

Wu (1983).

2.5.2 Algoritmo Monte Carlo EM

Em algumas aplicações do algoritmo EM, o passo E é complexo e não admite uma

solução analítica, isto é, a função Q(θθθ |θθθ (k)) não pode ser calculada explicitamente. Uma

solução é calcular a função Q(θθθ |θθθ (k)) através do método Monte Carlo (MC). Note que

Q(θθθ |θθθ (k)) = EE|Y,θθθ
[`c(θθθ |yc)|y,θθθ (k)].

O algoritmo MCEM, ver Wei & Tanner (1990), consiste nos seguintes passos:

1. Passo E (MC): na (k+ 1)-ésima iteração, seja E(k,1), . . . ,E(k,M) amostras geradas da

distribuição condicional de E|y,θθθ (k). Aproxime Q(θθθ |θθθ (k)) por,

Q(θθθ |θθθ (k))≈ 1
M

M

∑
m=1

{
log[ f (y,E(m,k);θθθ)]|y,θθθ (k)

}
,

2. Passo M: Maximize essa versão aproximada de Q(θθθ |θθθ (k)).
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2.6 Distribuição Weibull

A distribuição Weibull tem sido utilizada para modelar tempos de vida, ver Weibull

(1951). Seu campo de aplicação abrange diversas áreas da ciência, ver por exemplo, Rinne

(2008). Em geral, a distribuição Weibull é usada em análise de sobrevivência, na teoria de

valores extremos, na previsão do tempo, entre outras situações (ver Asimit et al. (2010);

Pfeifer et al. (2010); Zhu et al. (2011); Rand & McLinn (2011); Gryning et al. (2013);

Gualtieri & Secci (2014); Harris & Cook (2014); Tye et al. (2014); SenGupta et al. (2015);

D’Amico et al. (2015); Hagey et al. (2016)).

Definição 4. Uma variável aleatória tem distribuição Weibull com parâmetros β > 0 e

γ > 0 se sua função densidade é dada por

g(y) =


γ

β

(
y
β

)γ−1
e−
(

y
β

)γ

se y≥ 0,

0 se y < 0.
(2.8)

O parâmetro β é um parâmetro de escala e γ é um parâmetro de forma da distribuição.

Fazendo γ = 1 a distribuição Weibull reduz a uma distribuição exponencial. Através da

escolha de diferentes valores para os parâmetros (β ;γ), podem ser obtidas diferentes formas

para a densidade 2.8. A Figura 2.1 apresenta algumas densidades fixando o parâmetro β = 1

e variando o parâmetro γ .
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Figura 2.1: Gráfico da função densidade da distribuição Weibull com β = 1.

2.6.1 Propriedades

A função de distribuição acumulada é dada por:

G(y) = 1− e−
(

y
β

)γ

, y≥ 0 (2.9)

e a função de sobrevivência é expressa por

G(y) = 1−G(y) = e−
(

y
β

)γ

, y > 0. (2.10)

Sua taxa de falha é obtida a partir de g(y) e de G(y):

h(y) =
g(y)
G(y)

=
γ

β

(
y
β

)γ−1

, y > 0. (2.11)

A taxa de falha dada em (2.11) é uma função decrescente para γ < 1; constante se
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γ = 1 (modelo exponencial) e crescente para γ > 1. Essa taxa tem importante papel em

análise de confiabilidade e sobrevivência. A Figura 2.2 mostra algumas formas da taxa de

falha para a distribuição Weibull.
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Figura 2.2: Taxa de falha da distribuição Weibull com β = 1.

A função geradora de momentos é definida por

MY (t) = E(etY ) =
n=0

∑
∞

(t)nβ n

n!
Γ

(
1+

n
γ

)
com γ ≥ 0.

Logo, o valor esperado e a variância são, respectivamente,

E(Y ) = βΓ

(
1+

1
γ

)
; Var(Y ) = β

2

[
Γ

(
1+

2
γ

)
−
(

Γ

(
1+

1
γ

))2
]
.
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2.6.2 Distribuição Weibull exponencializada

A distribuição Weibull exponencializada, identificada como EW e introduzida em

Mudholkar & Srivastava (1993) tem sua função de distribuição acumulada e função densi-

dade expressa, respectivamente, por

F(y) = G(y)α =

[
1− e−

(
y
β

)γ]α

,α,γ,β ,y > 0,

f (y) =α

[
1− e−

(
y
β

)γ]α−1[
e−
(

y
β

)γ]
γ

(
y
β

)γ−1 1
β

=
αγ

β

(
y
β

)γ−1

exp

[
−
(

y
β

)γ{
1− e−

(
y
β

)γ}α−1
]
.

A distribuição Weibull tem sido usada no contexto de variáveis aleatórias indepen-

dentes e identicamente distribuídas ou somente independentes. Na literatura, os trabalhos

usando essa distribuiçâo são predominantemente univariados mas alguns Modelos Wei-

bull multivariado podem ser encontrados, por exemplo, em (Marshall & Olkin (1967); Lee

(1979); Marshall & Olkin (1988); Crowder (1989); Lu (1989); Lu & Bhattacharyya (1990);

Hanagal (1996); Patra & Dey (1999); Lee & Wen (2006); Villanueva et al. (2013)), entre

outros. A inferência nesses modelos, muitas vezes, é feita em análises bidimensionais.

Algumas vezes fazer inferência no modelo multivariado é uma tarefa complexa, pois

as densidades e as propriedades são difíceis de serem obtidas. No entanto, no próximo capí-

tulo será apresentado um novo modelo Weibull multivariado com inferência mais simples de

ser realizada.
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Capítulo 3

Modelo Weibull multivariado

3.1 Introdução

Neste capítulo um modelo Weibull multivariado para dados que exibem uma certa

dependência será construído através da marginalização de uma distribuição Weibull G-

exponencializada condicionada a um campo aleatório latente formado por uma mistura de

distribuições estáveis. Em seguida, será apresentado algumas propriedades desse modelo.

3.2 Construção do modelo

Considere os conjuntos S = {s1, . . . ,sL} e U = {u1, . . . ,uM}. Onde um ∈ Rd e

sl ∈ Rp com d e p = 1,2. Quando d = p = 1, dizemos que S e U são conjuntos de índices,

{1,2, . . . ,L} e {1,2, . . . ,M}, respectivamente. Para d ou p = 2, dizemos que U e/ou S são

conjuntos com L e M localizações espaciais contidas em algum subconjunto finito de R2 ou,

ainda, que são subconjuntos de R2.

Sejam
{

wum(sl) = wm,l : m = 1,2, . . . ,M e l = 1,2, . . . ,L
}

constantes não negati-

vas, {Eαm(um) : m = 1,2, . . . ,M} um campo aleatório latente (ou não observável) construído

por variáveis independentes αm-estável e defina Hα(sl) = ∑
M
m=1 wm(sl)Eαm(um). Note

que Hα = (Hα(s1), . . . ,Hα(sL)), com α = (α1, . . . ,αm) é um vetor aleatório formado por

marginais que são misturas de distribuições αm-estáveis. Agora, assuma que G(y(sl);θθθ) é

uma distribuição para Y (sl) e Y (s1)|Hα(s1), . . . ,Y (sL)|Hα(sL) são condicionalmente

independentes com distribuição G-exponencializada (2.2). Então,
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F(y;θθθ |Hα) =
L

∏
l=1

F(Y (sl);θθθ |Hα(sl)).

Usando a expressão (2.6) e G(y(sl);θθθ) dada em (2.10), obtem-se

F(y;θθθ |Hα) =
L

∏
l=1

exp

−Hα(sl) log

 1

e
−
(

y(sl )
βl

)γ


= exp

{
−

L

∑
l=1

Hα(sl) log
(

e
(

y(sl )
βl

)γ)}
.

Substituindo Hα(sl) = ∑
M
m=1 wm(sl)Eαm(um) e aplicando a esperança em ambos la-

dos, consequentemente

F(y;θθθ ,ααα) = E

(
exp

{
−

L

∑
l=1

M

∑
m=1

wm(sl)Eαm(um)

(
y(sl)

βl

)γ
})

= E

(
M

∏
m=1

exp

{
−Eαm(um)

L

∑
l=1

wm(sl)

(
y(sl)

βl

)γ
})

=
M

∏
m=1

E

(
exp

{
−Eαm(um)

L

∑
l=1

wm(sl)

(
y(sl)

βl

)γ
})

.

Como Eαm(um) são variáveis com distribuição de probabilidade αm-estável positiva

então por (2.5) a função de distribuição conjunta é dada por

F(y;θθθ ,ααα) =
M

∏
m=1

exp

{
−

(
L

∑
l=1

wm(sl)

(
y(sl)

βl

)γ
)αm

}
(3.1)

=
M

∏
m=1

exp

−
 L

∑
l=1

 y(sl)

βl/w
1
γ

m(sl)

γαm .

Esta distribuição pertence a família Weibull multivariada para dados com dependên-

cia entre eventos, indivíduos ou grupo de indivíduos. Neste caso, 0 < αm ≤ 1 pode ser

interpretado como uma medida de dependência entre as variáveis. No limite quando αm→ 1

tem-se a completa independência.
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3.3 Alguns modelos especiais

Nesta seção serão apresentados alguns casos especiais do modelo Weibull multivari-

ado.

3.3.1 Modelo Weibull multivariado para tempo de retorno em dados

espacialmente dependentes

O período ou tempo de retorno (T ), também conhecido como tempo de recorrência

é representado pelo intervalo de tempo estimado de ocorrência de um determinado evento.

A expressão "período de retorno"pode se referir ao tempo de recorrência de precipitação ex-

trema, ventos intensos, dentre outros fenômenos meteorológicos. Assim, o tempo de retorno

multivariado para um determinado evento meteorológico (y1,y2, . . . ,yL), é expresso por

T (y1,y2, . . . ,yL) = 1/P(Y1 > y1, . . . ,YL > yL).

onde P é a probabilidade conjunta do evento ser superado pelo menos uma vez e a unidade

de T , geralmente em anos.

Para o modelo estatístico proposto, considere d = p = 2 e uma região S ⊂ R2 na

qual, somente para um conjunto de N posições de estações meteológicas fixas s1,s2, ...,sL

e tempo t ≥ 1, são conhecidas as medidas de interesses de um processo estocástico espaço-

temporal yt = {yt(s1), ...,yt(sL) : t > 1}. Suponha que U = {u1, . . . ,uM} é um conjunto

com M localizações espaciais arbitrárias onde são atribuídas variáveis independentes e

identicamente distribuídas com distribuição α-estável, denotada por Eα(um), tal que é um

{Eα(u) : u ∈ U} campo aleatória latente. Para capturar a dependência espacial no processo

observado y = {yt : t > 1}, defina wm,l = f (dm,l) como uma função da distância espacial

entre a localização sl e o processo não observado em um. Assuma que

G(y(sl);θθθ) = e
−
(

y(sl )
βl

)γ

, y(sl)> 0,

18



em que Hα(sl) = ∑
M
m=1 wm(sl)Eαm(um). Então, tem-se

F(y;θθθ ,ααα) = ∏
t>1

M

∏
m=1

exp

−
 L

∑
l=1

 yt(sl)

βl/w
1
γ

m(sl)

γαm .

e após observar o processo yt por um longo tempo t > 1, é possível estimar o tempo de

retorno de um evento extremo y = {Y (s1)> y(s1), . . . ,Y (sL)> y(sL)} por

T̂ (y) = 1/F(y; θ̂θθ , α̂αα),

onde (θ̂θθ , α̂αα) são os estimadores de (θθθ ,ααα). A representação desse processo no estado do

Amazonas é apresentada na Figura 3.1.
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Figura 3.1: Localização das 14 estações meteorológicas do Estado do Amazonas (s1, . . . ,s14)
onde são observadas a medida de interesse y(sl). Pontos com o mesmo símbolo pertence ao
mesmo grupo. U = {u1,u2,u3} representa 3 localizações arbitrárias onde são alocados os
processos latentes Eαm , m = 1,2,3. Esses pontos são alocados em cada sub-região a partir
dos seus pesos wm,l .
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3.3.2 Modelo Weibull multivariado para processos de variação

espacial discreta

Seja n(i, j) um sistema de vizinhança em uma grade regular e considere o caso especial

(como mostrado em A),

n(i, j) = {(i, j),(i−1, j),(i+1, j),(i, j−1),(i, j+1)}.

Considere U e S pares de índices com l = (i, j), m = (k, t) tal que wm,l ≡ w(k,t),(i, j) =

δ se (i, j) ∈ n(k,t) e zero caso contrário, com δ constante e positivo. Defina Hα(i, j) =

∑(k,t)∈n(i, j) δEα(k, t) e n(i, j) ∪{(i, j) : 1 ≤ i, j ≤ n}. Então, o processo de variação espacial

discreta {Y(i, j) : 1≤ i, j ≤ n} possui distribuição conjunta,

F(y;θθθ ,ααα) = ∏
(k,t)

exp

−δ
α

 ∑
(i, j)∈n(k,l)

(
y(i, j)
β(i, j)

)γ
α .

Este é modelo que pode ser utilizado em análise de imagens com o par l = (i, j)

representando a posição s(i, j) de um pixel.

3.3.3 Modelo Weibull multivariado para Séries Temporais

com componentes autoregressivos (AR)

Sejam d = p = 1 com U = S = {1, ..., t}, wt,l = ρ t−l , l = 1,2, ..., t e 0 caso contrário.

Defina Hα(0) = ∑
∞
i=0 ρ iEα(−i). Considere o processo AR,

Hα(n) = ρ
nHα(0)+ρ

n−1Eα(1)+ ...+ρEα(n−1)+Eα(n).
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Então, para a distribuição da série temporal {Yt ; t = 1, ...,n} é,

F(y;θθθ ,α) =
n

∏
l=1

exp

(
−

(
−

n

∑
t=l

ρ
t−l
(

yt

βt

)γ
)α)

.

3.3.4 Modelo de sobrevivência com fragilidade α-estáveis e dependên-

cia espacial

Considere os conjuntos S = {1,2, . . . ,L} e U = {1,2, . . . ,M}, onde um ∈ R e sl ∈

R. Suponha que Y (sl) é o tempo de vida de um indivíduo localizado em sl , U um conjunto

de índices onde M representa o número de causas ou riscos de ocorrência de um particular

evento de interesse (por exemplo, morte ou cura do indivíduo). Assuma que a fragilidade do

indivíduo é expressa através de uma mistura das causas representada por Hα(sl) e que apenas

uma das M causas pode ocorrer em cada indivíduo. Considere G(yl;θθθ)∼Weibull(βl,γ) com

função de sobrevivência expressa por

G(y(sl);θθθ) = e
−
(

y(sl )
βl

)γ

, y(sl)> 0.

Então a função de sobrevivência conjunta do modelo é dada por

F(y;θθθ ,ααα) =
M

∏
m=1

exp

{
−

(
Lm

∑
l=1

(
y(sl)

βl/wm,l

)γ
)αm

}
, θθθ = (βl,γ),

em que Lm é o número de vezes que ocorreu a m-ésima causa de morte e αm é interpretado

como um parâmetro de dependência entre os indivíduos acometidos pela m-ésima causa.

Para introduzirmos a correlação espacial aos pares, considere dois indivíduos aco-

metidos pela mesma causa m com tempos de vida y(sl),y(s j). Seja wm(sl,s j) uma fun-

ção de distância f do par (sl,s j) satisfazendo f (sl − s j) = f (s j− sl) e defina Hαm(sl,s j) =

f (sl−s j)Eαm . Neste caso, Hαm(sl,s j) é interpretado como um efeito aleatório espacialmente

compartilhado por sl e s j. Assumindo, para todo (y(sl),y(s j)) pertencente ao m-ésimo grupo

e (λ ,βl) = (λ ,βm), então a função de sobrevivência bivariada é dada por,

F(y;θθθ ,ααα) =
M

∏
m=1

exp

−
 ∑

(sl ,s j)∈um

(
y(sl)

βm/ f (sl− s j)

)γ

αm
 , θθθ = (βm,γ).
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3.3.5 Modelo marginal de fração de cura com tempos dependentes

Em modelos tradicionais de sobrevivência assume-se que em dado momento o evento

de interesse irá ocorrer para todos os indivíduos observados após um espaço de tempo razoá-

vel, isto é, todos os índivíduos estão em risco durante a realização do estudo. No entanto,

em determinados experimentos, alguns indivíduos podem nunca apresentar o evento pois es-

tão curados ou são considerados imunes ao evento. Por exemplo, se o interesse é analisar a

recorrência do câncer, após a aplicação de tratamentos, uma parte dos índivíduos em estudo

pode não apresentar o retorno da doença (daí o termo "fração de cura"). Em estudos na área

de criminologia um possível evento de interesse é o tempo até um ex-detento reincidir no

crime, entretanto, alguns deles podem se reabilitarem e não apresentarão o evento de inte-

resse. Na demografia, em estudos sobre o tempo até o divórcio, alguns casais podem nunca

experimentar o evento. Em estudos educacionais envolvendo a evasão escolar, o indivíduo

imune ao evento é aquele que nunca concluirá o curso, por variados motivos. Neste caso, o

termo fração de cura é entendido como taxa de evasão.

Sejam, y(sl), l = 1,2, . . . ,L o tempo de vida dos índivíduos em estudo. Assuma que

π ∈ (0,1) é a fração de curados na população em estudo e (1−π) é a fração de não curados.

Então a função de sobrevivência populacional condicional a Hα(sl) é expressa por,

F pop(y;θθθ |Hα) = π +(1−π)F(y;θθθ |Hα)

de modo que a função de sobrevivência marginal conjunta é da forma,

F pop(y;θθθ) = π +(1−π)
M

∏
m=1

exp

{
−

(
L

∑
l=1

wm(sl)

(
y(sl)

βl

)γ
)αm

}
.

A correlação espacial neste modelo, pode ser incorporada de forma similar ao modelo

modelo de fragilidades com dependência espacial.

3.4 Propriedades do modelo Weibull multivariado

Nesta seção serão apresentadas as características do modelo Weibull multivariado

proposto na equação (3.1).
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3.4.1 Distribuição do mínimo

A distribuição do mínimo sobre qualquer subconjunto S0 ⊂ S pertence a mesma dis-

tribuição. Para esta propriedade basta notar que Y (s1)|Hα(s1), . . . ,Y (sL)|Hα(sL) são condi-

cionalmente independentes com distribuição Weibull multivariada. Então,

F(c,θθθ ,ααα) = E
(
P(min

sl∈S0
(Y (s1), ...,Y (sL)> c;θθθ |Hα)

)
= E

(
∏

sl∈S0

P(Y (sl)> c;θθθ |Hα(sl))

)

= E

(
exp

{
− ∑

sl∈S0

Hα(sl) log
(

e
(

c
βl

)γ)})

= E

(
M

∏
m=1

exp

{
−Eαm(um) ∑

sl∈S0

wm(sl)

(
c
βl

)γ
})

=
M

∏
m=1

E

(
exp

{
−Eαm(um) ∑

sl∈S0

wm(sl)

(
c
βl

)γ
})

,

por (2.5) a distribuição do mínimo será dada por

F(c;θθθ ,ααα) =
M

∏
m=1

exp

{
−

(
∑

sl∈S0

wm(sl)

(
c
βl

)γ
)αm

}
(3.2)

=
M

∏
m=1

exp

{
−

(
∑

s1∈S0

(
c

βl/w1/γ
m (sl)

)γ)αm}

=
M

∏
m=1

exp

{
−

(
cγ

∑
s1∈S0

(
1

βl/w1/γ
m (sl)

)γ)αm}
.

Fazendo β
−γ
m = ∑s1∈S0

(
1

βl/w1/γ
m (sl)

)γ

, a expressão (3.2) pode ser reescrita como

F(c;θθθ ,ααα) =
M

∏
m=1

exp
{
−
(
cγ

β
−γ
m
)αm
}

=
M

∏
m=1

exp
{
−
(

c
βm

)γαm
}
.

Note que a distribuição do mínimo pertence a mesma classe.

23



3.4.2 Distribuição marginal

Seja S0 = {sl}, pela propriedade (3.4.1), a marginal de Y (sl) é dada por

F(y(sl);θθθ ,ααα) =
M

∏
m=1

exp

{
−
(

wm(sl)

(
y(sl)

βl

)γ)αm
}

(3.3)

=
M

∏
m=1

exp

{
−

(
y(sl)

γ

(
1

βl/w1/γ
m (sl)

)γ)αm}
.

Fazendo β
−γ
m =

(
1

βl/w1/γ
m (sl)

)γ

, tem-se

F(y(sl);θθθ ,ααα) =
M

∏
m=1

exp
{
−
(
yγ(sl).β

−γ
m
)αm
}
=

M

∏
m=1

exp
{
−
(

y(sl)

βm

)γαm
}
.

Com este resultado é possível notar que a distribuição G é Weibull, a distribuição

condicional de Y (s) dado H é Weibull, a distribuição do mínimo é Weibull e as marginais

também são da família Weibull.

3.4.3 Dependência positiva

Para o caso geral, Shaked (1982) define que Y (s1), . . . ,Y (sL) são positivamente de-

pendentes quando
F (y(s1), . . . ,y(sL))

∏
L
l=1 F (y(sl))

> 1.

Agora, de forma similar a construção do modelo, tem-se que

F(y;θθθ |Hα) =
L

∏
l=1

F(Y (sl)|Hα(sl)) =
L

∏
l=1

exp
{
−Hα(sl) log

[
1

G(y(sl);θθθ)

]}

= exp

− L

∑
l=1

Hα(sl) log

 1

1− e
−
(

y(sl )
βl

)γ


= exp

− L

∑
l=1

M

∑
m=1

wm(sl)Eαm(um) log

 1

1− e
−
(

y(sl )
βl

)γ


= exp

{
−

L

∑
l=1

(
−

M

∑
m=1

wm(sl)Eαm(um) log
[

1− e
−
(

y(sl )
βl

)γ])}
.
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Aplicando a esperança em ambos os lados, obtemos

F(y;θθθ ,ααα) = E

(
exp

{
−

L

∑
l=1

(
−

M

∑
m=1

wm(sl)Eαm(um) log
[

1− e
−
(

y(sl )
βl

)γ])})

= E

(
exp

{
−

(
−

M

∑
m=1

(
Eαm(um)

L

∑
l=1

wm(sl) log
[

1− e
−
(

y(sl )
βl

)γ]))})

= E

(
M

∏
m=1

exp

{
−

(
−Eαm(um)

L

∑
l=1

wm(sl) log
[

1− e
−
(

y(sl )
βl

)γ])})

=
M

∏
m=1

E

(
exp

{
−

(
−Eαm(um)

L

∑
l=1

wm(sl) log
[

1− e
−
(

y(sl )
βl

)γ])})
.

E pela transformada de Laplace (2.5) tem-se que

F(y;θθθ ,ααα) =
M

∏
m=1

exp

{
−

(
−

L

∑
l=1

wm(sl) log
[

1− e
−
(

y(sl )
βl

)γ])αm
}
.

Pela propriedade (3.4.2) e G(y(sl);θθθ) dada em (2.9), obtém-se

F(y(sl);θθθ ,ααα) =
M

∏
m=1

exp
{
−(−wm(sl) log [G(y(sl))])

αm
}

=
M

∏
m=1

exp

{
−
(
−wm(sl) log

[
1− e

−
(

y(sl )
βl

)γ])αm
}
.

Logo,

F(y;θθθ ,ααα)

∏
L
l=1 F(y(sl);θθθ ,ααα)

=

∏
M
m=1 exp

{
−
(
−∑

L
l=1 wm(sl) log

[
1− e

−
(

y(sl )
βl

)γ])αm
}

∏
L
l=1 ∏

M
m=1 exp

{
−
(
−wm(sl) log

[
1− e

−
(

y(sl )
βl

)γ])αm
} .

Definindo

dm,l(θθθ) =−wm(sl) log
[

1− e
−
(

y(sl )
βl

)γ]
> 0. (3.4)
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Assim, a razão será dada da forma,

F(y;θθθ ,ααα)

∏
L
l=1 F(y(sl);θθθ ,ααα)

=
∏

M
m=1 exp

{
−
(
∑

L
l=1 dm,l(θθθ)

)αm
}

∏
L
l=1 ∏

M
m=1 exp

{
−
(
dm,l(θθθ)

)αm
}

=
exp
{
−∑

M
m=1

(
∑

L
l=1 dm,l(θθθ)

)αm
}

exp
{
−∑

L
l=1 ∑

M
m=1

(
dm,l(θθθ)

)αm
}

= exp

{
−

M

∑
m=1

(
L

∑
l=1

dm,l(θθθ)

)αm

+
L

∑
l=1

M

∑
m=1

(
dm,l(θθθ)

)αm

}

= exp

{
M

∑
m=1

[
L

∑
l=1

(
dm,l(θθθ)

)αm−

(
L

∑
l=1

dm,l(θθθ)

)αm
]}

.

E aplicando o logaritmo em ambos lados, tem-se

log
(

F(y;θθθ ,ααα)

∏
L
l=1 F(y(sl);θθθ ,ααα)

)
= log

(
exp

{
M

∑
m=1

[
L

∑
l=1

(
dm,l(θθθ)

)αm−

(
L

∑
l=1

dm,l(θθθ)

)αm
]})

=
M

∑
m=1

[
L

∑
l=1

(
dm,l(θθθ)

)αm−

(
L

∑
l=1

dm,l(θθθ)

)αm
]
.

Observa-se que

L

∑
l=1

(
dm,l(θθθ)

)αm−

(
L

∑
l=1

dm,l(θθθ)

)αm

> 0 se 0 < αm < 1,m = 1,2, . . . ,M.

e zero se αm = 1, m = 1,2, . . . ,M. Portanto, a propriedade (3.4.3) é satisfeita, ou seja, o mo-

delo proposto é positivamente dependente e de forma similar é dito que o modelo é negativa-

mente dependente se toda esta formulação algébrica é tratada através da função F(y;θθθ ,ααα).

3.4.4 Função de densidade conjunta

A função de densidade de probabilidade multivariada é expressa como Lee & Wen

(2006):

f (y;θθθ ,ααα) = (−1)L ∂ LF(y;θθθ ,ααα)

∂y1∂y2...∂yL
= F(y;θθθ ,ααα)D1,2,...,L(y;θθθ ,ααα).
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em que,

D1,2,...,L(y;θθθ ,ααα) = D1,2,...,(L−1)(y;θθθ ,ααα)DL(y;θθθ ,ααα)− ∂

∂yL
D1,2,...,L−1(y;θθθ ,ααα)

e

F(y;θθθ ,ααα) = exp

{
−

M

∑
m=1

(
L

∑
l=1

wm,l

(
yl

βl

)γ
)αm

}
,

com

vm,l(θθθ) = wm,l

(
yl

βl

)γ

. (3.5)

prova:

∂F(y;θθθ ,ααα))

∂yl
= F(y;θθθ ,ααα)

− M

∑
m=1

αm

(
L

∑
l=1

wm,l

(
yl

βl

)γ
)αm−1[

wm,lγ

(
yl

βl

)γ−1 1
βl

]
=−F(y;θθθ ,ααα)

γ

βl

(
yl

βl

)γ−1 M

∑
m=1

αmwm,l

(
L

∑
l=1

wm,l

(
yl

βl

)γ
)αm−1

Usando as equações (2.11) e (3.5), obtem-se

=−F(y;θθθ ,ααα)h(yl;θθθ)
M

∑
m=1

αmwm,l

(
L

∑
l=1

vm,l(θθθ)

)αm−1

=−F(y;θθθ ,ααα)h(yl;θθθ)c(y;θθθ ,ααα).

Sendo que c(y;θθθ ,ααα) = ∑
M
m=1 αmwm,l

(
∑

L
l=1 vm,l(θθθ)

)αm−1; Dl(y;θθθ ,ααα) = h(yl;θθθ)c(y;θθθ ,ααα),

para l = 0,1,2, . . . ,L e D0(y,θθθ ,ααα) = 1, logo

∂F(y;θθθ ,ααα))

∂yl
=−F(y;θθθ ,ααα)Dl(y;θθθ ,ααα)

=−exp

{
−

M

∑
m=1

(
L

∑
l=1

wm,l

(
yl

βl

)γ
)αm

}
Dl(y;θθθ ,ααα).

A quantidade h(y(sl);θθθ) é chamada taxa de falha de base. Então Dl(y;θθθ ,ααα) pode ser

interpretado como um modelo para taxa de falha proporcional (ver Kundu & Gupta (2010);

Kundu et al. (2014))
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É válido para qualquer l então fazendo para L = 2,

F(y1,y2;θθθ ,ααα) = exp

{
−

M

∑
m=1

(
2

∑
l=1

wm,l

(
yl

βl

)γ
)αm

}
,

e

f (y1,y2;θθθ ,ααα) = (−1)2 ∂ 2F(y1,y2;θθθ ,ααα)

∂y1∂y2

=
∂

∂y2

(
∂F(y1,y2;θθθ ,ααα)

∂y1

)
.

Note que

∂F(y1,y2;θθθ ,ααα)

∂y1
= −F(y1,y2;θθθ ,ααα)h(y1;θθθ)c(y1,y2;θθθ ,ααα), então

f (y1,y2;θθθ ,ααα) =
∂

∂y2

(
−F(y1,y2;θθθ ,ααα)h(y1;θθθ)c(y1,y2;θθθ ,ααα)

)
.

Definindo D1(y1,y2;θθθ ,ααα) = h(y1;θθθ)c(y1,y2;θθθ ,ααα) e aplicando a regra do produto,

logo

f (y1,y2;θθθ ,ααα) =

[
− ∂

∂y2
F(y1,y2;θθθ ,ααα)

]
D1(y1,y2;θθθ ,ααα)−F(y1,y2;θθθ ,ααα)

∂

∂y2
D1(y1,y2;θθθ ,ααα)

= −
(
−F(y1,y2;θθθ ,ααα)h(y2;θθθ)c(y1,y2;θθθ ,ααα)

)
D1(y1,y2;θθθ ,ααα)

−F(y1,y2;θθθ ,ααα)
∂

∂y2
D1(y1,y2;θθθ ,ααα)

= F(y1,y2;θθθ ,ααα)D2(y1,y2;θθθ ,ααα)D1(y1,y2;θθθ ,ααα)−F(y1,y2;θθθ ,ααα)

× ∂

∂y2
D1(y1,y2;θθθ ,ααα)

= F(y1,y2;θθθ ,ααα)

[
D1(y1,y2;θθθ ,ααα)D2(y1,y2;θθθ ,ααα)− ∂

∂y2
D1(y1,y2;θθθ ,ααα)

]
= F(y1,y2;θθθ ,ααα)D1,2(y1,y2;θθθ ,ααα), logo

f (y1,y2;θθθ ,ααα) = exp

{
−

M

∑
m=1

(
2

∑
l=1

wm(sl)

(
y(sl)

βl

)γ
)αm

}
D1,2(y1,y2;θθθ ,ααα), em que

D1,2(y1,y2;θθθ ,ααα) =
[
D1(y1,y2;θθθ ,ααα)D2(y1,y2;θθθ ,ααα)− ∂

∂y2
D1(y1,y2;θθθ ,ααα)

]
.

Portanto o resultado é válido para L = 2.
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Agora fazendo para L = 3

f (y1,y2,y3;θθθ ,ααα) = (−1)3 ∂ 3F(y1,y2,y3;θθθ ,ααα)

∂y1∂y2∂y3

= (−1)
∂

∂y3

[
(−1)2 ∂ 2F(y1,y2,y3;θθθ ,ααα)

∂y1∂y2

]
= − ∂

∂y3

[
F(y1,y2,y3;θθθ ,ααα)D1,2(y1,y2,y3;θθθ ,ααα)

]
=

[
− ∂

∂y3
F(y1,y2,y3;θθθ ,ααα)

]
D1,2(y1,y2,y3;θθθ ,ααα)−F(y1,y2,y3;θθθ ,ααα)

× ∂

∂y3
D1,2(y1,y2,y3;θθθ ,ααα)

= F(y1,y2,y3;θθθ ,ααα)D3(y1,y2,y3;θθθ ,ααα)D1,2(y1,y2,y3;θθθ ,ααα)

−F(y1,y2,y3;θθθ ,ααα)
∂

∂y3
D1,2(y1,y2,y3;θθθ ,ααα)

= F(y1,y2,y3;θθθ ,ααα)

×
[

D1,2(y1,y2,y3;θθθ ,ααα)D3(y1,y2,y3;θθθ ,ααα)− ∂

∂y3
Dl,2(y1,y2,y3;θθθ ,ααα)

]
= F(y1,y2,y3;θθθ ,ααα)D1,2,3(y1,y2,y3;θθθ ,ααα) logo

f (y1,y2,y3;θθθ ,ααα) = exp

{
−

M

∑
m=1

(
3

∑
l=1

wm(sl)

(
y(sl)

βl

)γ
)αm

}
D1,2,3(y1,y2,y3;θθθ ,ααα), em que

D1,2,3(y1,y2,y3;θθθ ,ααα)=
[
D1,2(y1,y2,y3;θθθ ,ααα)D3(y1,y2,y3;θθθ ,ααα)− ∂

∂y3
D1,2(y1,y2,y3;θθθ ,ααα)

]
.

Logo, o resultado também é válido para L = 3.

Suponha agora que o resultado é válido para L = k, para algum k > 2. Isto é,

f (y1,y2, ...,yk;θθθ ,ααα) = (−1)k ∂ kF(y1, ....,yk;θθθ ,ααα)

∂y1...∂yk

= F(y1,y2, ...,yk;θθθ ,ααα)D1,2,...,k(y1, ...,yk;θθθ ,ααα), de modo que

D1,2,...,k(y1, ...,yk;θθθ ,ααα) =
g(y1,y2, ...,yk;θθθ ,ααα)

G(y1,y2, ...,yk;θθθ ,ααα)
é a taxa de falha multivariada.

Agora mostrando que vale para L = k+1,∀k ∈ N∗. De fato, pois

f (y1,y2, ...,yk,yk+1;θθθ ,ααα) = (−1)k+1 ∂ k+1F(y1, ....,yk,yk+1;θθθ ,ααα)

∂y1...∂yk∂yk+1

= (−1)
∂

∂yk+1

(
(−1)k∂ kF(y1, ....,yk,yk+1;θθθ ,ααα)

∂y1...∂yk

)
=− ∂

∂yk+1

[
F(y1, ....,yk,yk+1;θθθ ,ααα)D1,2,...,k(y1, ...,yk,yk+1;θθθ ,ααα)

]
.
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Assim,

f (y1,y2, ...,yk,yk+1;θθθ ,ααα) =

[
− ∂

∂yk+1
F(y1, ....,yk,yk+1;θθθ ,ααα)

]
D1,2,...,k(y1, ...,yk,yk+1;θθθ ,ααα)

−F(y1, ....,yk,yk+1;θθθ ,ααα)
∂

∂yk+1
D1,2,...,k(y1, ...,yk,yk+1;θθθ ,ααα)

= F(y1, ....,yk,yk+1;θθθ ,ααα)
[
D1,2,...,k(y1, ...,yk,yk+1;θθθ ,ααα)

Dk+1(y1, ...,yk,yk+1;θθθ ,ααα)− ∂

∂yk+1
D1,2,...,k(y1, ...,yk,yk+1;θθθ ,ααα)

]
f (y1,y2, ...,yk,yk+1;θθθ ,ααα) = F(y1, ....,yk,yk+1;θθθ ,ααα)D1,2,...,k+1(y1, ...,yk,yk+1;θθθ ,ααα).

Portanto, o resultado é válido para todo k ≥ 2. Essa forma recursiva da densidade

pode ser conveniente para programação computacional.

3.4.5 Função de densidade conjunta por grupos

Suponha que as Lm observações y(sl), para l = 1,2, . . . ,Lm que ocorrem nos M grupos

(pontos e/ou áreas, dependendo de d e p) distintos, são independentes. Então

F(y;θθθ ,ααα) =
M

∏
m=1

F(ym;θθθ m,αm) onde

F(ym;θθθ m,αm) = exp

{
−

(
−

Lm

∑
l=1

wm(sl) log
[

e
−
(

y(sl )
βl

)γ])αm
}

= exp

{
−

(
Lm

∑
l=1

wm(sl)

(
y(sl)

βl

)γ
)αm

}
.

Sua função de densidade é dada por

f (ym;θθθ m,αm) = α
Lm
m

(
Lm

∏
l=1

wm(sl)h(y(sl);θθθ m)

)
exp{−zm}z

1− Lm
αm

m QLm(zm,αm), (3.6)

em que ym é o subvetor de observações que ocorrem nos m = 1,2, . . . ,M grupos (pontos

e/ou áreas), θθθ m é o subvetor de parâmetros, zm = (∑
Lm
l=1 vm,l(θθθ m))

αm e por (3.5) zm =(
wm(sl)

(
y(sl)

βl

)γ)αm
, Q1(zm,αm) = 1 para Lm = 1 e

QLm(zm,αm) =

(
Lm−1−αm

αm
+ zm

)
QLm−1(zm,αm)− zm

∂

∂ zm
QLm−1(zm,αm), Lm ≥ 2.
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A expressão dada em (3.6) é obtida através da propriedade (3.4.4) com derivadas

recursivas para cada m fixo e a função QLm(zm,αm) é um polinômio de ordem (Lm−1) em

zm obtida de forma semelhante em Shi (1995).

Sendo assim,

F(ym;θθθ m,αm) = exp{−zm} e f (ym;θθθ m,αm) = (−1)Lm
∂ LmF(ym;θθθ m,αm)

∂y1∂y2...∂yLm

.

Note que

∂F(ym;θθθ m,αm)

∂yl
=

∂F(ym;θθθ m,αm)

∂ zm

∂ zm

∂yl
, tal que

∂ zm

∂yl
=

∂ zm

∂vm,l

∂vm,l

∂yl
.

Logo,

∂F(ym;θθθ m,αm)

∂yl
=−exp{−zm}αm

(
Lm

∑
l=1

wm(sl)

(
y(sl)

βl

)γ
)αm−1

wm(sl)γ

(
y(sl)

βl

)γ−1 1
βl

=−exp{−zm}αmwm(sl)h(y(sl);θθθ m)z
1− 1

αm
m

Fazendo para Lm = 2

f (y1m,y2m;θθθ m,αm) = α
2
m

(
2

∏
l=1

wm(sl)h(y(sl);θθθ m)

)
F(ym,θθθ m,αm)z

1− 2
αm

m Q2(zm,αm).

Agora fazendo para Lm = 3

f (y1m,y2m,y3m;θθθ m,αm) = α
3
m

(
3

∏
l=1

wm(sl)h(y(sl);θθθ m)

)
F(ym,θθθ m,αm)z

1− 3
αm

m Q3(zm,αm).

Vale pra Lm = k, então assumindo que vale para Lm = k+1. Logo,

f (y1m,y2m, . . . ,yk+1;θθθ m,αm) = α
k+1
m

(
k+1

∏
l=1

wm(sl)h(y(sl);θθθ m)

)
F(ym;θθθ m,αm)z

1− k+1
αm

m

×
[(

k−αm

αm
+ zm

)
Qk(zm,αm)− zm

∂

∂ zm
Qk(zm,αm)

]
.
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Como Qk+1(zm,αm) =
(

k−αm
αm

+ zm

)
Qk(zm,αm)− zm

∂

∂ zm
Qk(zm,αm), então

f (y1m,y2m, . . . ,yk+1;θθθ m,αm) = α
k+1
m

k+1

∏
l=1

wm(sl)h(y(sl);θθθ m)F(ym,θθθ m,αm)z
1− k+1

αm
m Qk+1(zm,αm).

Portanto, a fórmula é válida para todo Lm = k+1

3.4.6 Geração dos vetores aleatórios por grupos

Considere que a condição imposta na Subseção 3.4.5 é satisfeita e para todo y(sl)

pertencente ao m-ésimo grupo. Defina a transformação

(y1,y2, . . . ,yLm) 7→ (t1, t2, . . . , tLm−1,zm), onde

tl =
vm,l(θθθ m)

∑
Lm
l=1 vm,l(θθθ m)

=
vm,l(θθθ m)

z
1

αm
m

⇒ vm,l(θθθ m) = tlz
1/αm
m ; tl ∈ (0,1) tal que

∑
Lm
l=1 tl = 1 ⇒ tl = 1 − ∑

Lm−1
j 6=l t j; e z1/αm

m = ∑
Lm
l=1 vm,l(θθθ m) ⇒ vm,l(θθθ m) = z1/αm

m −

∑
Lm−1
j 6=l vm,l(θθθ m), logo

f (t1, t2, . . . , tLm−1,zm) = fy

(
vm,1(θθθ m)

z1/αm
m

,
vm,2(θθθ m)

z1/αm
m

, . . . ,zm

)
×|J|.

Note que,

∂y(sl)

∂ tl
=


∂y(sl)

∂vm,l(θθθ m)
× ∂vm,l(θθθ m)

∂ tl
, se j = l,

0 se j 6= l.
=


∂y(sl)

∂vm,l(θθθ m)
× z1/αm

m se j = l,

0 se j 6= l.

e

∂y(sl)

∂ zm
=

∂y(sl)

∂vm,l(θθθ m)
×

∂vm,l(θθθ m)

∂ zm

=
∂y(sl)

∂vm,l(θθθ m)

1
αm

z
1

αm−1
m .

Assim o jacobiano da transformação é dado por
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J = det



∂y1
∂ t1

∂y1
∂ t2

· · · ∂y1
∂ tLm−1

∂y1
∂ zm

∂y2
∂ t1

∂y2
∂ t2

· · · ∂y2
∂ tLm−1

∂y2
∂ zm

...
...

...
...

...
∂yLm
∂ t1

∂yLm
∂ t2

· · · ∂yLm
∂ tLm−1

∂yLm
∂ zm

 = det


∂y1
∂ t1

0 · · · 0 ∂y1
∂ zm

0 ∂y2
∂ t2
· · · 0 ∂y2

∂ zm
...

...
...

...
...

0 0 · · · 0 ∂yLm
∂ zm

 .

Observe que ∣∣∣∣ ∂y(sl)

∂vm,l(θθθ m)

∣∣∣∣= ∣∣∣∣∂vm,l(θθθ m)

∂y(sl)

∣∣∣∣−1

, então

∂y(sl)

∂ tl
=

(
−wm(sl)

γ

βl

(
y(sl)

βl

)γ−1
)−1

e por (2.11)

= (−wm(sl)h(y(sl);θθθ))−1 z1/αm
m .

|J|= 1
αm

(
Lm

∏
l=1

(−wm(sl)h(y(sl);θθθ))−1

)
z

Lm
αm−1
m .

Logo,

f (t1, t2, . . . , tLm−1,zm) = α
Lm
m

(
Lm

∏
l=1

(wm(sl)h(y(sl);θθθ))

)
exp{−zm}z

1− Lm
αm

m QLm(zm,αm)|J|

= α
Lm
m

(
Lm

∏
l=1

(wm(sl)h(y(sl);θθθ))

)
exp{−zm}z

1− Lm
αm

m QLm(zm,αm)

× 1
αm

(
Lm

∏
l=1

(wm(sl)h(y(sl);θθθ))−1

)
z

Lm
αm−1
m

= α
Lm−1
m exp{−zm}QLm(zm,αm)

= α
Lm−1
m exp{−zm}

QLm(zm,αm)

Γ(lm)
Γ(Lm)

= Γ(Lm)t1−1
1 t1−1

2 . . . t1−1
Lm−1t1−1

Lm︸ ︷︷ ︸
Dirichlet

αLm−1
m

Γ(Lm)
exp{−zm}QLm(zm,αm)︸ ︷︷ ︸

Mistura de Gamas

.

Então

f (t1, t2, ..., tLm−1,zm) = Γ(Lm)
αLm−1

m
Γ(Lm)

exp{−zm}QLm(zm,αm), zm > 0.
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Assim, (T1, ...,TLm−1) é independente de Zm e (T1, ...,TLm−1)∼Dir(1,1, ...,1,1) onde

∑i ti = 1; ti ∈ (0,1) e Zm é uma mistura de distribuições Gama, ver Shi (1995) com pesos

determinados por QLm(zm,αm). Por exemplo, se Lm = 2, então

fzm(zm) = αm exp{−zm}QLm(zm,αm)

= αm exp{−zm}
(
(1−αm)

αm
+ zm

)
= (1−αm)exp{−zm}+αmzm exp{−zm} , zm > 0.

Logo,

Zm ∼ (1−αm)Gama(1,1)+αmGama(2,1) e

fT1 = 1; t1 ∈ (0,1)→ T1 ∼ Beta(1,1) e T2 ∼ 1−T1.

Como f (t2,zm) = fT 1(t1) fzm(zm) segue que T1 e Zm são independentes.

Agora pela transformação vm,l(θθθ m) = tlz
1/αm
m e sendo que vm,l(θθθ m) =

−wm(sl) logG(y(sl);θθθ m), então

−wm(sl) logG(y(sl);θθθ m) = tlz
1/αm
m

logG(y(sl);θθθ m) =−
tlz

1/αm
m

wm(sl)

exp
{

logG(y(sl);θθθ m)
}
= exp

{
− tlz

1/αm
m

wm(sl)

}

G(y(sl);θθθ m) = exp

{
− tlz

1/αm
m

wm(sl)

}
. (3.7)
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Substituindo (2.10) em (3.7) é obtida a expressão

e
−
(

y(sl )
βl

)γ

= exp

{
− tlz

1/αm
m

wm(sl)

}

log
[

e
−
(

y(sl )
βl

)γ]
= log

[
exp

{
− tlz

1/αm
m

wm(sl)

}]

−
(

y(sl)

βl

)γ

=

(
− tlz

1/αm
m

wm(sl)

)
y(sl)

βl
=

(
tlz

1/αm
m

wm(sl)

)1/γ

y(sl) = βl

(
tlz

1/αm
m

wm(sl)

)1/γ

. (3.8)

Então, amostre valores das distribuições de (T1, . . . ,TLm−1) e Zm e obtenha

(y(s1), . . . ,y(sLm)) através de (3.8). Nas Figuras 3.2 - 3.4 são apresentados os gráficos de

distribuição acumulada bivariada variando o parâmetro α .
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Figura 3.2: Função de distribuição acumulada bivariada para α = 0.50.
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Figura 3.3: Função de distribuição acumulada bivariada para α = 0.70.
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Figura 3.4: Função de distribuição acumulada bivariada para α = 0.90.
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Capítulo 4

Inferência no modelo Weibull

multivariado

4.1 Introdução

A inferência no modelo proposto será obtida via algoritmo MCEM pelo fato que a

maximização direta da verossimilhança é muito complicada, pois suas expressões são intra-

táveis analiticamente e de difícil solução computacional, fato a ser verificado na próxima

seção.

4.2 Estimando os parâmetros via máxima verossimilhança

A estimação de parâmetros do modelo usando a densidade conjunta da Subseção

3.4.4 é complexa em vista da dificuldade da representação analítica da densidade. Uma

alternativa é considerar a estimação por grupos através da densidade apresentada na Sub-

seção 3.4.5. Para tanto, defina θθθ m = (γ,βm), considere a função de densidade por grupos

dada em (3.6) com distribuição de base G(y(sl);θθθ m) = e(−y(sl)/βm)
γ

, densidade g(y(sl);θθθ m),

h(y(sl);θθθ m)) = g(y(sl);θθθ m)/G(y(sl);θθθ m) e log-verossimilhança denotada por LG(θθθ m). En-

tão, para cada m fixo a log-verossimilhança é expressa por,

L(θθθ m,αm;ym,zm) = Lm logαm +
Lm

∑
l=1

logwm(sl)+LG(θθθ m)+
Lm

∑
l=1

vm,l(θθθ m)

wm(sl)

− zm + logzm−
L

αm
logzm + logQLm(zm,αm).
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em que, vm,l(θθθ m) = −wm(sl) logG(y(sl);θθθ m) = tlz
1/αm
m . As funções escore para αm e um

particular θ j, igual a βm ou γ , em termos de zm são dadas por,

∂

∂αm
L(θθθ m,αm;ym,zm) =

A(zm,αm)

αm
+S(zm,αm).

∂

∂θ j
L(θθθ m,αm;ym,zm) =

∂

θ j
LG(θθθ m)+B(zm,αm)

Lm

∑
l=1

∂

∂θ j
vm,l(θθθ m)−

Lm

∑
l=1

∂

∂θ j

vm,l(θθθ m)

wm(sl)
,

em que

S(zm,αm) =
∂ logQLm(zm,αm)

∂αm
, S1(zm,αm) =

∂ logQLm(zm,αm)

∂ zm
,

A(zm,αm) = 1+ logzm− zm logzm + zm logzm×S1(zm,αm).

e

B(zm,αm) = αmz
− 1

αm
m

(
1− Lm

αm
− zm + zmS1(zm,αm)

)
.

As derivadas parciais de segunda ordem são expressas por,

∂ 2

∂αm2L(θθθ m,αm;ym,zm) = α
−2
m A(zm,αm)+

1
αm

∂

∂αm
(αmS(zm,αm)+A(zm,αm))

+
1

αm

(
αm

∂

∂ zm
S(zm,αm)−

∂

∂ zm
A(zm,αm)

)
zm logzm.

∂ 2

∂αm∂θ j
L(θθθ m,αm;ym,zm) =

(
∂

∂ zm
A(zm,αm)+αm

∂

∂ zm
S(zm,αm)

)
z

1− 1
αm

m

×
Lm

∑
l=1

∂

∂θ j
vm,l(θθθ m).

e

∂ 2

∂θk∂θ j
L(θθθ m,αm;ym,zm) =

∂ 2

θkθ j
LG(θθθ m)+B(zm,αm)

Lm

∑
l=1

∂ 2

∂θk∂θ j
vm,l(θθθ m)

+ B1(zm,αm)
Lm

∑
l=1

∂

∂θk
vm,l(θθθ m)×

Lm

∑
l=1

∂

∂θ j
vm,l(θθθ m)

−
Lm

∑
l=1

∂ 2

∂θk∂θ j

vm,l(θθθ m)

wm(sl)
.
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com

B1(zm,αm) = αmz
1− 1

αm
m

∂

∂ zm
B(zm,αm).

Notando que,

∂vm,l(θl)

∂θl
= z1/αm

m tl
∂ logvm,l(θl)

∂θl
e y(sl) = G−1

(
exp

{
− tlz

1/αm
m

wm(sl)

}
;θθθ m

)
.

podemos calcular a Informação de Fisher através do valor esperado das derivadas parciais

de segunda ordem com respeito a distribuição conjunta de (T1, ...,TLm−1) e Zm que são inde-

pendentes. Obviamente que esses valores esperados devem ser computados usando alguma

rotina padrão de integração numérica ou através da integração de Monte Carlo. Agora, para

computarmos o EMV, seja φφφ m = (θθθ m,αm)
′, U(φφφ m) a função escore, I(φφφ m) a Informação de

Fisher e

G−1(tl,zm,φφφ m), G−1

(
exp

{
− tlz

1/αm
m

wm(sl)

}
;θθθ m

)
.

Então, podemos calcular a Informação de Fisher através da expressão

I(φφφ m) = E(T,Zm)

(
− ∂ 2

∂φφφ m∂φφφ
′′′
m
L(φφφ m;G−1(t,zm,φφφ m),zm)

)
,

em que T = (T1, ...,TLm−1) e G−1(t,zm,φφφ m) = (G−1(t1,zm,φφφ m), ...,G
−1(tLm−1,zm,φφφ m)).

Logo, usando o algoritmo Newton-Raphson Escore de Fisher (NRSF), o EMV de φφφ m

é solução do processo iterativo,

φφφ
(i+1)
m = φφφ

(i)
m + I−1(φφφ (i)

m )×U(φφφ (i)
m ).

Nota-se que o computo de I(φφφ m) depende da obtenção do valor esperado de quanti-

dades, como por exemplo A(zm,αm) e B1(zm,αm), as quais são difíceis de serem obtidas ana-

liticamente. Para superar essa dificuldade, é possível substituir estes valores esperados por

uma média via simulação de Monte Carlo. Seja (t(i,1),z(i,1)m ),(t(i,2),z(i,2)m ), ...,(t(i,N),z(i,N)
m )

uma amostra da distribuição conjunta de T e Zm na i-ésima iteração. Então a aproximação

de Monte Carlo para I(φφφ (i)
m ) é dada por,

Ĩ(φφφ (i)
m ) =

1
N

N

∑
n=1

(
− ∂ 2

∂φφφ m∂φφφ
′′′
m
L(φφφ (i)

m ;G−1(t(i,n),z(i,n)m ,φφφ (i)
m ),z(i,n)m )

)
,
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de modo que o algoritmo Newton-Raphson Escore de Fisher-Monte Carlo (NRSF-MC) uti-

liza Ĩ no lugar de I,

φφφ
(i+1)
m = φφφ

(i)
m + Ĩ−1(φφφ (i)

m )×U(φφφ (i)
m ). (4.1)

As amostras da conjunta de T e Zm são facilmente obtidas. Por exemplo, pela Subse-

ção 3.4.6, se Lm = 2 tem-se

z(i,N)
m ∼ (1−α

(i)
m )Gamma(1,1)+α

(i)
m Gamma(2,1) e t(i,N)

1 ∼ Beta(1,2).

4.3 Algoritmo MCEM para o modelo proposto

Observa-se que a obtenção do EMV através do algoritmo dado em (4.1) é complexa

e não garante a convergência para o verdadeiro valor do parâmetro. Por isso, uma alternativa

mais simples e que quase sempre converge é apresentada a seguir via algoritmo (MCEM)

discutido na Subseção 2.5.2. Para construção do (MCEM), a função de verossimilhança

completa é dada por

Lc(y,H;φ) = f (y,H;φ) =
L

∏
l=1

f (yl;θθθ |Hl)P(Hl,α), (4.2)

em que f (yl;θθθ |Hl)=− ∂

∂yl
F(yl;θθθ |Hl)=HlG(yl;θθθ)Hl hl(yl;θθθ); hl(yl;θθθ) = g(yl;θθθ)/G(yl;θθθ).

E pelo Teorema (1), P(Hl,α)≈Bα,lH
−(α+1)
l com Bα,l =αγα

l cα , Hl =∑
M
m=1 wm,lEm. Assim,

a função log-verossimilhança completa é da forma

lc(y;H,φ) = log

[
L

∏
l=1

HlG(yl;θθθ)Hl hl(yl;θθθ)P(Hl,α)

]

=
L

∑
l=1

(
logHl +Hl logG(yl;θθθ)+ loghl(yl;θθθ)+ logBα,l− (α +1) logHl

)
=

L

∑
l=1

(
Hl logG(yl;θθθ)+ loghl(yl;θθθ)

)
+

L

∑
l=1

(
logHl + logBα,l− (α +1) logHl

)
lc(y;H,φ) = lc(θθθ ;yl,Hl)+ lc(α;Hl). (4.3)
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Para a maximização da equação (4.3) via EM é necessário a distribuição condicional Hl|y.

Então por definição de probabilidade condicional tem-se

f (Hl|y) =
f (yl;θθθ |Hl)P(Hl,α)∫

f (yl;θθθ |Hl)P(Hl,α)dHl
≈

HlG(yl;θθθ)Hl hl(yl;θθθ)Bα,lH
−(α+1)
l∫

HlG(yl;θθθ)Hl hl(yl;θθθ)Bα,lH
−(α+1)
l dHl

=
ϕ1(Hl;yl;θθθ)Bα,lH

−(α+1)
l∫

ϕ1(Hl;yl;θθθ)Bα,lH
−(α+1)
l dHl

,

com ϕ1(Hl;yl;θ) = HlG(yl;θθθ)Hl . Agora defina as funções

e1(H) = E(Hl|y;θ) =
∫

Hl f (Hl|y;θ)dHl

=

∫
Hlϕ1(Hl;yl;θθθ)P(Hl,α)dHl∫
ϕ1(Hl;yl;θθθ)P(Hl,α)dHl

=
EHl [Hlϕ1(Hl;yl;θ)]

EHl [ϕ1(Hl;yl;θ)]
.

e

e2(H) = E(logHl|y;θ)

=

∫
logHlϕ1(Hl;yl;θθθ)P(Hl,α)dHl∫

ϕ1(Hl;yl;θθθ)P(Hl,α)dHl

=
EHl [logHlϕ1(Hl;yl;θ)]

EHl [ϕ1(Hl;yl;θ)]
.

Então, EH|y[lc(y;H,φ)] = lc(θθθ ;y,e1(H))+ lc(α;e2(H)). Observe que e1(H) e e2(H) não

podem ser obtidas analiticamente. Mas, podem ser obtidas via Monte Carlo (2.5.2) através

dos seguintes passos:

1. Passo E (MC): Na k-ésima iteração faça φ (k) = (θθθ (k),α(k)) e para j = 1, . . . ,J gere

E( j)
m (α(k))∼ α(k)-estável, m=1,. . . ,M e compute H(k, j)

l = ∑
M
m=1 wm,lE

( j)
m (α(k)) e agora

aproxime e1(H) e e2(H) por

ẽ1(H
(k)
l ) = EHl

[
Hlϕ1(Hl;yl;θ

(k))
]
∼=

∑
J
j=1 H(k, j)

l ×ϕ1(H
(k, j)
l ,yl;θ (k))

∑
J
j=1 ϕ1(H

(k, j)
l ,yl;θ (k))

, (4.4)
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e

ẽ2(H
(k)
l ) = EHl

[
logHlϕ1(Hl;yl;θ

(k))
]
∼=

∑
J
j=1[logH(k, j)

l ]×ϕ1(H
(k, j)
l ,yl;θ (k))

∑
J
j=1 ϕ1(H

(k, j)
l ,yl;θ (k))

,

(4.5)

2. Passo M: Maximize

lc(φφφ |y,φ (k)) = lc(θθθ ;y, ẽ1(H(k)))+ lc(α; ẽ2(H(k))),

o resultado desta maximização é o EMV para φφφ obtido pelo método MCEM.
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Capítulo 5

Modelo Weibull multivariado com

fragilidade compartilhada para

estimação de taxas de evasão escolar

5.1 Introdução

Neste capítulo será ilustrado a aplicação do modelo proposto em dados de evasão

no curso de Estatística da UFAM, obtidos no Sistema de Informações para o Ensino da

Universidade Federal do Amazonas-SIE/UFAM no contexto de análise de sobrevivência.

5.2 Sobre a evasão de cursos

A evasão de cursos tem sido um tema bastante atual na literatura educacional e ocorre

quando o estudante desliga-se do curso em situações diversas, tais como: abandono (deixa de

matricular-se), desistência (oficial), transferência ou reopção (mudança de curso), exclusão

por norma institucional. Estas formas de evasão representam uma perda social, de recursos

e de tempo de todos os envolvidos no processo de ensino. Perde o aluno, seus professores e

a instituição de ensino.

Um estudo realizado por Lima (2015) e apresentado na III Semana de Ciência e Tec-

nologia do Instituto de Ciências Exatas-ICE/UFAM mostrou que mais de 60% da evasão no

ICE/UFAM ocorre no primeiro ano e por diversas causas de natureza: 1) individual do aluno
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(habilidades de estudo; fatores decorrentes da formação escolar anterior; escolha precoce da

profissão; dificuldades pessoais de adaptação à vida universitária; incompatibilidade entre a

vida acadêmica e as exigências do mundo do trabalho; desmotivação com os cursos escolhi-

dos em segunda ou terceira opção; dificuldades na relação ensino-aprendizagem, traduzidas

em reprovações constantes ou na baixa frequência às aulas; desinformação a respeito da na-

tureza dos cursos); 2) fatores internos a instituição (currículos desatualizados, alongados,

com rígida cadeia de pré-requisitos,; critérios impróprios de avaliação de desempenho dis-

cente, relacionadas à falta de formação pedagógica ou ao desinteresse do docente; pequeno

número de programas institucionais para o estudante, insuficiente estrutura de apoio ao en-

sino de graduação como poucos laboratórios de ensino e equipamentos de informática); 3)

fatores externos a instituição (Questões relativas ao mercado de trabalho; reconhecimento

social da carreira escolhida; desvalorização da profissão, por exemplo, o caso das Licencia-

turas; dificuldades financeiras do estudante).

Por isso neste capítulo, é proposto um modelo Weibul multivariado com fragilidade

compartilhada para estimar a probabilidade de ocorrer a evasão no curso de Estatística da

UFAM. O modelo de fragilidade compartilhada está se tornando popular na modelagem da

associação entre os tempos de sobrevivência dos indivíduos dentro de cada grupo Colosimo

& Giolo (2006).

5.3 Descrição dos dados

Os dados utilizados neste trabalho para ilustrar o uso do modelo proposto, foram for-

necidos pelo SIE/UFAM e consistem de informações sobre estudantes que ingressaram no

curso de Estatística por meio do Processo Seletivo Contínuo (PSC) e do Sistema de Seleção

Unificada (SISU) no período de 2010 a 2013. Os alunos que iniciaram em 2013, já deve-

riam ter formados no final do período 2016/02. Este período foi escolhido pela intenção

de comparar a taxa de evasão entre os alunos do PSC e SISU. Neste período ingressaram

um total de 187 alunos. Sendo 73 pelo PSC, 114 pelo SISU, dos quais 11 formaram, 128

Evadiram-se (43 do PSC e 85 SISU) e os demais encontram-se matriculados pelo curso.

Foram analisados 73 pares de alunos que entraram no mesmo ano, tal que a amostra bivari-

ada é representada por y = {(y1,l,y2,l) : l = 1,2, ...,73}, onde yi,l representa o tempo entre

o ingresso do l-ésimo par de alunos (PSC, SISU) no curso até sua evasão. Nesta análise
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específica, quando se afirma que o aluno não experimentou o evento ou que é sobrevivente,

significa que ele não evadiu. Ao consultar o SIE, foram encontradas informações sobre es-

tudantes formados, evadidos e com matrícula ativa ou trancada que ainda podem se tornar

diplomados ou evadidos. Assim, a informação que se tem sobre os estudantes com matrí-

culas ativas ou trancadas é que eles ainda estão "vivos"no final do estudo e por isso seus

tempos são considerados censuras. Consequentemente, a forma geral de representar a amos-

tra é {(y1,l,y2,l,δ1,l,δ2,l) : l = 1,2, ...,73} onde δi,l é o indicador de censura. Neste trabalho,

a censura é considerada não informativa e a função de sobrevivência é interpretada como a

probabilidade de permanência do individuo (Figura 5.1).

PSC SISU

Matrícula/Trancada

Formado

Evasão

0
20

40
60

80
10

0

24

6

43

24

5

85

Figura 5.1: Ingressos no curso de graduação em estatística-UFAM no período 2010-2013.

5.4 Construção do modelo proposto

Para construção do modelo, considere os seguintes argumentos:

1. Os alunos do curso de estatística ingressam aos pares (PSC, SISU) pelos menos no
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período. Então, inicialmente eles compartilham dos mesmos professores, geralmente

são muito desinformados em relação a estrutura do curso, etc... Isto é, compartilham de

algumas características de natureza individual, cujo o efeito é medido por∼ α-Estável

E1;

2. Os alunos compartilham dos currículos desatualizados, pouca estrutura de apoio ao

ensino, etc... Isto é, compartilham de algumas características de natureza interna da

instituição, cujo o efeito é medido por ∼ α-Estável E2;

3. Como são alunos do mesmo curso, compartilham de algumas características de natu-

reza externa a instituição cujo o efeito é medido por ∼ α-Estável E3.

Assim, defina um modelo de sobrevivência com fragilidade compartilhada pelo par

de alunos (y1,l,y2,l) e representada pela mistura Hl ≡ Hl(α) = ∑
3
m=1 Em(α). Observe que,

w1,l = w2,l = w3,l = 1. Suponha que a distribuição bivariada do par yl = (y1,l,y2,l) per-

tence a classe do modelo Weibull multivariado descrito na Seção 3.2 com distribuição

G ∼ Weibull(βi,γi), i = 1,2, θθθ = (θ1,θ2) com θi = (βi,γi) e δl = ∑
2
i=1 δi,l . Então, pela

independência condicional,

f (yl;θθθ |Hl) =
2

∏
i=1

(
Hlh(yi,l;θi)

)δi,l G(yi,l;θi)
Hl

= Hδl
l e−Hlvl(θθθ)

(
h(y1,l;θ1)

)δ1,l
(
h(y2,l;θ2)

)δ2,l , (5.1)

em que vl(θθθ) =−∑
2
i=1 logG(yi,l;θi) = ∑

2
i=1

(
yi,l
βi

)γi
. Marginalmente em Hl , tem-se que

f (yl;θθθ ,α) = EHl( f (yl;θθθ |Hl)) (5.2)

=
(
h(y1,l;θ1)

)δ1,l
(
h(y2,l;θ2)

)δ2,l EHl [H
δl
l e−Hlvl ]

=
(
h(y1,l;θ1)

)δ1,l
(
h(y2,l;θ2)

)δ2,l dδl

d{3(vl(θθθ))}

[
e−3(vl(θθθ))

α
]
,

em que dδl
d{3(vl(θθθ))}

é a derivada de ordem δl com respeito a {3(vl(θθθ))}. Se δl = 0, defina

essa derivada como sendo igual a 1 e o modelo é sem censura e exatamente igual ao definido

na Seção 3.2. Considerando o modelo sem censura, é possível usar a medida de associação
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Local para este caso definida por; (ver Ravishanker & Dey (2000)),

ϑ(y1,l,y2,l) =
F(yl,θθθ ,ααα) ∂ 2

∂y1,l∂y2,l
F(yl,θθθ ,ααα)

∂

∂y1,l
F(y1,l,θθθ ,ααα) ∂

∂y2,l
F(y1,l,θθθ ,ααα)

.

Usando as informações obtidas na Subseção 3.4.6, tem-se que,

ϑ(y1,l,y2,l) = 1+
1−α([

y1,l
β1

]γ1
+
[

y2,l
β2

]γ2
)α . (5.3)

Essa medida é interpretada como uma função de relação cruzada. Note que, quando o par

(y1,l,y2,l) cresce, a medida diminui.

5.5 Estimação no modelo proposto

No caso geral de observação sem censuras, um algoritmo MCEM para estimação dos

parâmetros foi apresentado na Seção 4.3 . No entanto, o surgimento de dados censurados leva

a uma pequena alteração no algoritmo de modo a acomodar essas censuras.

Primeiro tem-se que a densidade conjunta completa do modelo é dada por

fc(y,H;θθθ ,α) =
L

∏
l=1

f (yl;θθθ |Hl)p(Hl;α),

como w1,l = w2,l = w3,l = 1, segue do teorema 1, que

p(Hl;α)∼ 3αcαH−(α+1)
l ,

com cα= 1
π

Γ(α)sin
(

πα

2

)
. Então, log-verossimilhança completa do modelo é expressa por

lc(θθθ ,α;y,H) = ∑
l=1

L
(
−Hlvl(θθθ)+δ1,l log(h(y1,l;θ1))+δ2,l log(h(y2,l;θ2))

)
=

L

∑
l=1

(δl logHl + log3αcα − (α +1) logHl)

= lc(θθθ ;y,H)+ lc(α;H), (5.4)
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a derivada da log-verossimilhança completa com relação a βi, i = 1,2 é dada por

∂ lc(θθθ ,α;y,H)

∂βi
=

γi

β
(γi+1)
i

L

∑
l=1

Hly
γi
i,l−

γi

βi

L

∑
l=1

δi,l,

e conclui-se então que o estimador de máxima verossimilhança para βi é

β̂i(γi,Hl) =

(
∑

L
l=1 Hly

γi
i,l

∑
L
l=1 δi,l

)1/γi

, i = 1,2.

Para determinar o estimador de γi será usado a log-verossimilhança completa perfilada, que

consiste em substituir βi por β̂i(γi,H) na verossimilhança original. Assim sendo, obtem-se:

U(γi,H) =
∂ lc(θθθ ,α;y,H)

∂γi
=

∑
L
l=1
γi

+
L

∑
l=1

δi,l log(yi,l)−
L∑

L
l=1 Hly

γi
i,l log(yi,l)

∑
L
l=1 Hly

γi
i,l

,

e

J(γi,H) =−∑
L
l=1

γ2
i

+L

(
∑

L
l=1 Hly

γi
i,l log(yi,l)

∑
L
l=1 Hly

γi
i,l

)2

−L
∑

L
l=1 Hly

γi
i,l log2(yi,l)

∑
L
l=1 Hly

γi
i,l

,

de modo que o estimador de máxima verossimilhança de γi, via Newton-Raphson, é o valor

γ
(k)
i = γ

(k−1)
i −J−1(γ

(k−1)
i ,H(k−1))U(γ

(k−1)
i ,H(k−1)),

que satisfaz |γ(k)i − γ
(k−1)
i |< 10−3. Para o parâmetro α tem-se,

U(α,H) =
∂ lc(θθθ ,α;y,H)

∂α
=

L
α
+Lc′α −

L

∑
l=1

logHl,

e

J(α,H) =− L
α2 +Lc′′α ,

e portanto, o estimador de máxima verossimilhança α é o valor,

α
(k) = α

(k−1)−J−1(α(k−1),H(k−1))U(α(k−1),H(k−1))

que satisfaz |α(k)−α(k−1)|< 10−3.

Note que é necessário os valores de H para determinar os estimadores de má-

xima verossimilhança. Estes valores são obtidos no passo-E do algoritmo MCEM de
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forma similar ao descrito na Seção 4.3. Para tanto, é suficiente reedefinir ϕ1(Hl;yl;θ) =

Hδl
l [G(y1,l;θ1)G(y2,l;θ2)]

Hl e computar e1(Hk) e e2(Hk), respectivamente, como calculados

em 4.4 e 4.5. O seguinte algoritmo foi ultilizado para computo dos estimadores de máxima

verossimilhança (EMV):

1. Inicialize o processo com k=0 e (β
(0)
i ,γ

(0)
i ,α(0)). Na k-ésima iteração obtenha

(θ
(k)
1 ,θ

(k)
2 ,α(k)) e para j = 1, . . . ,J gere E( j)

m (α(k)) ∼ α(k)-estável, m=1,. . . ,3 e com-

pute H(k, j)
l = ∑

3
m=1 E( j)

m (α(k)), G(y1,l;θ
(k)
1 ), G(y2,l;θ

(k)
2 ). Por fim, obtenha e1(Hk) e

e2(Hk).

2. Obtenha

γ
(k+1)
i = γ

(k)
i −J−1(γ

(k)
i ,e1(H(k)))U(γ

(k)
i ,e2(H(k)))

e

β̂
(k+1)
i =

∑
L
l=1 e1(Hk

l )y
γ
(k+1)
i

i,l

∑
L
l=1 δi,l


1/γ

(k+1)
i

, i = 1,2.

3. Obtenha,

α̂
(k+1) = α

(k)−J−1(α(k),H(k))U(α(k),e1(H(k)).

4. Repita os passos 1, 2 e 3 até que ocorra a convergência simutânea do algoritmo.

5.6 Análise dos resultados

Aplicando o algoritmo proposto na Seção 5.4 aos dados de evasão foram obtidas as

seguintes estimativas: θ̂1 = (15,51;3,96); θ̂2 = (16,4;2,96) e α̂ = 0,63. Desta forma pela

equação (3.1) a probabilidade de permanência conjunta do par (y1,l,y2,l) é expressa por

F(y1,l,y2,l) = exp

−3

[(
y1,l

15,51

)3,96

+

(
y2,l

16,4

)2,96
]0,63

 .

Com a associação expressa por (5.3)

ϑ(y1,l,y2,l) = 1+
0,37([

y1,l
15,51

]3,96
+
[

y2,l
16,4

]2,96
)0,63 .
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Observe que a associação diminui com o aumento do tempo de evasão, isto mostra

que o modelo é negativamente.

Marginalmente, pela propriedade (3.4.2), y1,l e y2,l tem respectivamente a distribui-

ção de permanência dada por

F(y1,l) = exp

{
−3
(

y1,l

15,51

)3,96×0,63
}

∼Weibull(10;2,5),

F(y2,l) = exp

{
−3
(

y2,l

16,4

)2,96×0,63
}

∼Weibull(9,1;1,865).

Usando estas distribuições, tem-se que a probabilidade de um aluno do PSC evadir-se

até a metade do curso é de 0,163. No caso dos alunos do SISU esta probabilidade é de 0,29.

De modo que a chance de um aluno do SISU ser evasor quando comparado com o aluno

do PSC é igual 0,29/0,163 = 1,78, isto é, 78 % a mais. Isto pode estar acontecendo pelo

fato que os alunos do SISU utilizam sua nota também para entrar em outras faculdades seja

através do PROUNI ou FIES.

O tempo médio de permanência de cada aluno tanto do SISU quanto PSC é de 14 se-

mestres, ou seja, aproximadamente 7 anos (em particular, acredita-se que este valor é devido

ao período de greve não ter sido retirado da análise, assim o tempo médio de permanência é

estimado em torno de 6,4 anos).

Com este modelo foi estimado que 13,4 % dos alunos se evadiram do curso até o

primeiro ano. Obviamente estas probabilidades são subestimadas pois existem alunos no

sistema que foram censurados mas seguramente não retornarão ao curso.

Para verificar o ajuste do modelo é apresentado os QQPlots marginais e seus respec-

tivos estimadores da função de permanência comparada com o estimador de Kaplan Meier

(Figura 5.2).
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Figura 5.2: QQPlots marginais e permanências marginais estimadas
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Capítulo 6

Considerações finais

6.1 Conclusões

Neste trabalho foi construído um modelo Weibull multivariado para dados que exi-

bem uma certa dependência espacial, temporal e quando necessário dependência espaço-

tempo ou por grupos de indivíduos ou objetos

O modelo foi construído através da marginalização de uma distribuição Weibull G-

exponencializada condicionada a uma variável (ou campo aleatório) latente formado por uma

mistura de distribuições estáveis. As variáveis latentes foram incorporadas ao modelo para

capturar a dependência de interesse. Foram apresentados alguns casos especiais para dados

de dependência espacial, temporal e análise de sobrevivência do modelo Weibull multivari-

ado e algumas propriedades, por exemplo como gerar valores desse modelo. As principais

características do modelo Weibull multivariado proposto são as seguintes: a distribuição G

é weibull, a distribuição condicional de Y (s) dado H é Weibull, a distribuição do mínimo é

Weibull e as marginais também são da família Weibull. O modelo proposto é positivamente

dependente, ou seja, o modelo será negativamente dependente se a formulação algébrica for

tratada através da função F(y;θθθ ,ααα). A função de densidade de probabilidade multivariada

foi obtida através da derivada da F(y;θθθ ,ααα). Devido a complexidade analítica da densidade

conjunta para estimação de parâmetros foi usado como alternativa a obtenção dos estimado-

res via MCEM.

A aplicação desse modelo Weibull multivariado com fragilidade compartilhada foi

proposta para estimar a probabilidade de ocorrer a evasão no curso de Estatística da UFAM.
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O tempo médio de permanência de cada aluno tanto do SISU quanto PSC é de 14 semestres

ou aproximadamente 7 anos (em particular, acredita-se que este valor é devido ao período de

greve não ter sido retirado da análise, assim o tempo médio de permanência é estimado em

torno de 6,4 anos) e foi estimado que 13,4 % dos alunos se evadiram do curso até o primeiro

ano. A chance de um aluno do SISU ser evasor quando comparado com o aluno do PSC é

igual 0,29/0,163= 1,78, isto é, 78 % a mais. Através do QQPlot Weibull avaliou-se o ajuste

marginal do modelo e verificou-se que a distribuição proposta se adequou bem aos dados. A

análise dos resultados da aplicação sugere que o modelo proposto serve para situações que

pedem análise multivariada e foi capaz de incorporar dependência obtendo bom ajuste.

6.2 Propostas de trabalhos futuros

Devido a simplicidade do algoritmo desenvolvido para estimar os parâmetros, ao

menos duas outras abordagens podem ser desenvolvidas a partir do modelo:

1. Regressão Weibull multivariada;

2. Modelos de fragilidade compartilhada com dependência espacial.
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