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Capitulo 1

Introducao

1.1 Aspectos Gerais

A distribuicdo Weibull é muito popular em aplicacdes praticas pela sua capacidade
em modelar muitos tipos de fun¢do de risco, tornando-a assim muito flexivel no ajuste de
diferentes tipos de dados. A principal razdo que torna essa distribuicao tdo versatil € devido
a formulagdo matematica unica do modelo. Ela pode ser altamente simétrica ou altamente
assimétrica, dependendo dos parametros do modelo ajustado, ver Wang (2016). Essa distri-
bui¢do tem sido amplamente utilizada na anélise de sobrevivéncia, ver Wahed et al. (2009),
devido a simplicidade da fun¢do de risco. Também, tem sido aplicada em outras dreas da
ciéncia tais como: meteorologia, (ver Wang et al. (20135)), |Gryning et al. (2013) e Harris &
Cook (2014)); agronomia, ver |Virto et al. (2006) e biologia experimental, ver Hagey et al.
(2016).

Existem muitos trabalhos envolvendo a distribui¢do Weibull univariada, porém al-
guns modelos Weibull bivariado e multivariado podem ser encontrados, ver por exemplo,
(Marshall & Olkin (1967); Lee (1979); Marshall & Olkin (1988); Roy & Mukherjee (1989);
Crowder (1989), ILu (1989); Lu & Bhattacharyya (1990); Hanagal (1996); Patra & Dey
(1999); |[Lee & Wen (2000); |Villanueva et al. (2013)), entre outros. A inferéncia nesses mo-
delos, muitas vezes, é feita numa andlise bidimensional. Algumas vezes fazer inferéncia
no modelo multivariado € uma tarefa complexa, pois as densidades e as propriedades sdo
dificeis de serem obtidas.

A distribui¢do Weibull tem sido usada no contexto de varidveis aleatdrias indepen-



dentes e identicamente distribuidas (i.i.d) ou somente independentes. A extensdo da distri-
buicdo Weibull univariada para o caso multivariado é desejavel em vista do papel crucial
que a distribuicdo desempenha na confiabilidade bem como na constru¢do de modelos para
vdrias falhas ou distribuicao de tempo de vida, ver [Hanagal (1996).

Sendo assim, neste trabalho € proposto um Modelo Weibull multivariado flexivel que
incorpora, por exemplo, dados extremos espacialmente dependentes. O modelo é construido
através da marginalizacdo de uma distribui¢do Weibull G-exponencializada condicionada a
uma varidvel (ou campo aleatério) latente formado por uma mistura de distribuicdes o,,-
estaveis. As varidveis latentes sdo incorporadas ao modelo para capturar a dependéncia de
interesse. Algumas propriedades desse novo modelo s@o apresentadas e procedimentos para
estimacdo e inferéncia sdo discutidos. Finalmente, o0 modelo proposto € ilustrado utilizando
dados de Evasdo no curso de Estatistica da UFAM, obtidos no Sistema de Informagdes para

o Ensino da Universidade Federal do Amazonas-SIE/UFAM.

1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivo Geral

O principal objetivo deste trabalho € a constru¢do de um modelo Weibull multivariado
para dados dependentes com aplicacdes em diversas dreas, entre elas, predi¢do espacial de

valores extremos e analise de sobrevivéncia.

1.2.2 Objetivos Especificos
Dentre os objetivos especificos tem-se:
1. Construciao do modelo Weibull multivariado;
2. Apresentacdo das propriedades do modelo;
3. Desenvolvimento do algoritmo para estimac¢do de parametros e inferéncia no modelo;

4. Tlustracdo do modelo utilizando dados reais.



1.3 Estrutura do Trabalho

A presente dissertagdo estd organizada em seis capitulos. O Capitulo [2] apresenta
uma revisdo bibliografica dos temas abordados nos demais capitulos. No Capitulo[3]¢ intro-
duzido o modelo Weibull multivariado; alguns modelos especiais e propriedades do modelo
proposto. No Capitulo[]¢é obtida a inferéncia. A aplicagdo do modelo em dados de evasao no
contexto de andlise de sobrevivéncia € ilustrada no Capitulo[5] As conclusdes sdo resumidas

no Capitulo [6]



Capitulo 2

Fundamentacao Teorica

2.1 Introducao

Neste capitulo serd feito um breve levantamento da teoria utilizada no desenvolvi-
mento deste trabalho. Primeiramente, serd apresentado a defini¢ao de distribui¢des concidi-
conais G-exponencializada aplicado no contexto multivariado usando como base a técnica
introduzida por Lehmann (1953)). A classe de distribui¢do de probabilidade chamada estavel
e suas propriedades mais importantes tém destaque na Segdo [2.3] Na Secdo [2.4] serd apre-
sentado marginais de distribui¢cdes condicionais G-exponencializada. Na Sec¢ao serd in-
troduzido o Algoritmo EM (Expectation-Maximization), um método iterativo para encontrar
o EMV em modelos estatisticos que envolvem varidveis ndo observaveis (efeitos aleatorios,
variaveis latentes ou dados faltantes) cuja a verossimilhanga ndo € analiticamente tratavel .

A distribui¢cdo Weibull univariada e suas propriedades serdo abordadas na Secao

2.2 Distribuicoes condicionais G-exponencializada

Virias técnicas para espandir familias de distribui¢des de probabilidade e construir
novos modelos probabilisticos flexiveis que incorporem alguma propriedade de interesse
tém sido proposto na literatura. Uma técnica bastante ultilizada é baseada na exponenci-
alizacdo de uma funcdo de distribuicdo acumulada G, chamada classe de distribui¢des G-
exponencializada. Esta técnica foi introduzida por Lehmann (1953)) no contexto de teste de

hipdtese e recentemente tem recebido bastante atencgao.



Existem vdérios trabalhos abordando algumas familias de distribui¢cdes na classe de
distribui¢des exponencializadas, tais como: ver por exemplo, Mudholkar & Srivastava
(1993) que introduziu a distribuicdo Weibull exponencializada, ver |(Gupta & Kundu (2001])
que introduziu a distribui¢do Exponencial exponencializada, ver Nadarajah & Kotz (2006))
que apresentou resultados e discussdes sobre as distribui¢des Exponencial, Weibull, Gum-
bel, Gama e Fréchet exponencializadas, ver Risti¢ & Balakrishnan (2012) que introduziu
a distribuicdo Gama-exponencializada Exponencial; ver Bakouch et al. (2012) que propu-
seram a distribui¢do Binomial-Exponencial exponencializada; ver |Pinho et al. (2012) que
introduziram a distribuicdo Gama-exponecializada Weibull, a familia exp-G € apresentada
em Barreto-Souza et al. (2013) e uma generalizacdo de varias destas distribuicdes € a familia
de distribuicdes T — X exponencializada desenvolvida em |Alzaghal ef al. (2013)).

Um conceito fundamental a ser abordado é o de distribuicdes condicionais G-
exponencializada caracterizada pela funcio de distribui¢do acumulada G de uma variavel
aleatdria elevada a um expoente E. Embora este tipo de distribuicdo, com E fixo, tenha sido
apresentada a mais de meio século por |Lehmann (1953) aqui a utilizaremos com o objetivo

de introduzir a dependéncia em distribui¢des multivariadas.

Definicao 1. Sejam Y e E > 0 duas varidveis aleatorias. Dizemos que condicional a E, Y|E
tem distribuicdo G-exponencializada quando a sua Funcdo de Distribuicdo Acumulada é da

forma,

P(Y <y;0|E) = F(y;8|E) = [G(y;0)]", (2.1)

ou se sua fungdo de sobrevivéncia é dada por,

P(Y > y;0|E) = F(y:0|E) = [1 - G(:0)]" = G(»:6)" (2.2)

em que G(G) é chamada de fungdo de distribuicdo (fungdo de sobrevivéncia) de base de-

pendendo do vetor de pardmetro 0.

Para o entendimento desta defini¢do, suponha que Wi, W,, ..., W, sdo varidveis aleato-
rias independentes e identicamente distribuidas com funcao de distribuicao acumulada igual
a G e, ainda, W;,i = 1,...,n ¢ independente de E. Entdo o Y|,,) representara a distribui¢do do

Méximo (2.1]) ou ¥{;y a distribuigdo do Minimo (2.2) de E dessas Ws varidveis. Portanto,
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podemos usar F para modelar valores extremos. O valor de E ndo precisa necessariamente

ser inteiro. No caso do Valor Médximo, notando que

E
P(WII < Y,6|E) = m,l: 1,2,...,71,

onde o E poderd ser interpretado como um parametro de estocasticidade, no sentido que

descreve o quanto a varidvel aleatéria Y €, estocasticamente, maior que W;.

2.3 Distribuicoes estaveis

As distribui¢des estdveis sdo uma rica classe de distribuicdes de probabilidade que
permitem assimetria e caudas pesadas e t€ém propriedades interessantes tais como estabi-
lidade e independéncia de escala, ver Nolan (2015)). Essa classe foi introduzida pelo ma-
temadtico [Levy (1925) em seu estudo de somas de termos independentes e identicamente
distribuidos.

Em geral, as distribui¢des estdveis ndo possuem uma forma fechada para sua fungao
densidade de probabilidade, por isso a forma mais concreta para descrever todas as possiveis
distribui¢Oes estdveis € através da funcgdo caracteristica ou transformada de Fourier, exceto
para trés casos particulares de distribuicdes: Normal, Cauchy e Lévy com quais é possivel
escrever suas densidades e verificar diretamente que elas fazem parte da familia de distribui-
coes estaveis.

Existem véarias parametrizagdes da funcdo caracteristica para distribui¢des estaveis.
Por esse motivo, € importante escolher a parametrizacdo adequada para diferentes situacoes.
Nesse trabalho a funcdo caracteristica foi parametrizada de acordo com a defini¢do apresen-

tada abaixo.

Definicio 2. Uma varidvel estdvel E, denotada por S(a., 3,7, 9), se sua fungcdo caracteris-

tica € expressa por
E [exp(itE)] = exp (—y“]t|“ [1 +ip (mn%) (sin(e)) (|t =% — 1)} +i5t> se a#l. (23)

Esta forma de parametrizacao para a fun¢do caracteristica € muito recomendada.
As distribuicdes estdveis sao descritas por quatro parametros: um indice de estabi-

lidade a € (0,2] também chamado de expoente caracteristico; um pardmetro de assimetria



B €[—1,1]. Se B =0, a distribui¢do é simétrica, se B > 0 é assimétrica para direita, e se
B < 0 & assimétrica para esquerda. Além desses pardmetros também tem um parametro de
escala ¥ > 0 e um pardmetro de locagdo 6 € R.

O indice de estabilidade o € considerado o parametro mais importante, pois deter-
mina a forma (taxa de variacdo) da cauda da distribui¢do. Quanto maior seu valor maior sera
a frequéncia e o tamanho de eventos extremos, ver por exemplo |(Ghahfarokhi & Ghahfarokhi
(2009).

Quando a distribuigio é padronizada, ou seja, escala Yy = 1 e locagdo 6 = 0, a distri-
buicdo estdvel é representada pela notagdo S(«, 8, 1,0). Uma propriedade bésica das distri-
bui¢des estaveis € que soma de varidveis aleatorias estdveis resultam em varidveis estaveis,
ver Nolan (2015).

Seja E,, ~ S(e,0,1,0), m=1,2,....M e B = 0, entdo sua fungdo caracteristica serd
da forma

0p (1) =Elexp(itE) =", a#1; t>0. (2.4)

Considere a mistura H; = Z%:l w1 Er. Entdo, a funglo caracteristica de H; serd dada por

On, (1) = ¢Z%:1 W1 Em (r)
— E [e_tZ%:1 Wm,lEm:|

— H —le lEm
M

= H Em Wm lt
M ‘xln[am -
H com 0O, =0, entao

On,(t) = e Zm:lwﬂhl, portanto

M
=Y WiiEn~8(,0,7,0),

m=1
M
com ¥ =Y, wr‘fhl.

Teorema 1. (Aproximagdo da densidade de H;). Seja Hy ~ S(o,0,YM_ w* . 0) com 0 <

o
m,l’



a < 1. Se para algum m, E,, — oo. Entdo h; — oo e pelo Teorema 1.12 Nolan (2015)).
P(Hl > hl) ~ ’)/lacahl_a,

£ (b, 0,3) ~ i caly Y,
em que cq= +T'(ot)sin (Z2).

E a densidade aproximada de h; € dada por

0
flh;a) = _8_hlP(Hl > hiya,m)

) _
= — |:a_hlylacahl Ot:|
~ ocn“cah;(aﬂ)com h; > 0.

Defini¢ao 3. Uma varidvel Eq = S(,0,1,0) é chamada a-estdvel positiva, descrita pela

equagdo (2.4)). Entdo, a sua transformada de Laplace é dada por,

(04

E[exp(—aEq)| =e¢ ", a>0, (2.5)
em que necessariamente o € (0,1] é o pardmetro de estabilidade da distribuicdo Ey e
quando oo =1 — Ey = 1.

A representacdo da densidade de E, € dada por

s =L (2) (2) o {— (ei*)a/(la)bw)}dcb

) = (Snta)) (o)

Corolario 1. Kanter et al. (1975). Sejam V e U varidveis aleatdrias independentes onde

onde,

V ~Exp(l) e U~ U[0,x]. Entdo para o € (0,1) tem-se que p(e*;a) é a densidade de

(6,(‘/_11))(1—06)/06.

Os valores de Ey podem ser gerados através dos seguintes passos:
1. Gere U ~U(0,7) e V ~ Exp(1), independentes.
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¢ )(1—06)/06.

2. Obtenha e* = ("(U )

Pelo Corolario 1, segue que e* ~ Ey.

2.4 Marginais univariadas de distribuicoes condicionais G-
exponencializada

Suponha que a condicional Y|E tem distribuicdo G-exponencializada dada pela Defi-
ni¢do[I]e que a incerteza sobre E seja descrita através de uma distribui¢do de probabilidade
o-estavel positiva dada em [2.5]

Entdo usando a equagdo (2.1)), a condicional a E serd dada por

F(y;0|Eq) = [G(y;8)]"* = exp {_Ea log [G( 1, 0)] } ,

)

e marginalmente por (2.5),

)

F(y;0) = E[F(y; 6]Eq)] = [exp{—Ea log [ﬁ] H — exp{~ (~log[G(y; 0)))},

usando a equacdo (2.2)), a condicional a E, serd dada por

Fl:01Ex) = [00:0)] = exp {~Eatos | oo | 2.6
e marginalmente por ,
F(7:8) =E [F(:8]Eq)] = exp{— (~10g [G(:0)])“}. 2.7)

Alguns exemplos de marginais univariadas:

e Assuma que Y|E ~ Gumbel (u + dlog(E),d).
Entdo, H(y; 0|E) = exp(—EeY~#)/9) ¢ portanto,

F(y;0,0) = E[H(y: 0|E)] = exp {— (M/“) } ~ Gumbel(u,5/a); yeR.



e Agora, assuma que Y |E ~ Weibull(B/E'/?,y).

Y

_ Y Y
Entdo, H(y;0|E) = e (ﬁ/EW) = e_E<ﬁ) e portanto,

Fes0.0) =G 0] = [e *0) ] = (" wipre; y>o

Logo, as marginais das respectivas distribui¢des sdo da mesma familia.

Neste trabalho, aplicando a Defini¢do [I] e a equacao (2.5) serd construido um mo-
delo Weibull multivariado para dados com certa dependéncia utilizando a distribuicdo G-
exponencializada condicionada a uma mistura de distribuicdes q-estaveis com G ~ Weibull,

similar ao descrito em Fougeres et al. (2009).

2.5 Algoritmo EM e MCEM

2.5.1 Algoritmo EM

Neste trabalho o estimador de mdxima verossimilhanca (EMV) serd encontrado via
algoritmo EM, ver Dempster et al. (1977), pois a maximizagdo da funcdo verossimilhanga
do modelo proposto nao € analiticamente tratavel.

O algoritmo EM ¢ uma ferramenta computacional utilizada para o cilculo do EMV
de forma iterativa, indicado para problemas que envolvem dados incompletos ou quantida-
des ndo observaveis (varidveis latentes). As varidveis latentes podem ser incorporadas ao
modelo com o propdsito de capturar a caracteristica de interesse (neste caso, a dependéncia)
e facilitar a estimacdo dos pardmetros de interesse, tendo em vista que com sua inser¢ao
no modelo, a log-verossimilhanca completa pode ser reescrita como a soma de duas log-
verossimilhangas completas.

Para construir o algoritmo, seja y o vetor de dados observados ou dados incomple-
tos e E um vetor de quantidades aleatdrias ndo observaveis (chamados de efeitos aleatdrios,
varidveis latentes ou dados faltantes). O dado completo ou aumentado y. = (y,E) é y aumen-
tado com E e sua fungio de densidade é f(y.|0), 8 € R?, d € N. Denota-se por £.(0|y.) a
funcao log-verossimilhanga dos dados completos e por ¢(0]y) a fungdo log-verossimilhanca
dos dados observados.

Na maioria das aplicacdes estatisticas, a func@o log-verossimilhanca dos dados com-
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pletos geralmente tem forma mais simples que a log-verossimilhanca dos dados observados.

Cada iteracao do algoritmo EM tem dois passos, chamado o passo E (esperanca) e
o passo M (maximizacdo). Seja k(El|y,0) a distribuicdo condicional de E com esperanga
EE\Y,O e defina 8% como a estimativa do parametro na k-ésima iteracdo. Entdo os dois

passos na (k + 1)-ésima iterac@o sdo:

1. Passo E: Calcule 0(0|0")) = EE|Y ollc(8]yc)ly, 6™,

(k+1)

2. Passo M: Maximize Q(6|0%)) com respeito a 6. Se o valor 6 = argmax

(0(6]6%))) satisfaz lew) = 61— 9®)| < £ em que £ é um valor especificado para

k+1)

o erro na aproximagdo. Entdo, o EMV de 0 é 6 = 6*1_ Caso contrério, repita os

passos E e M até que a convergéncia seja obtida.

Segundo (Casella & Berger (2002), a garantia que a verossimilhanga ird aumentar em

. ~ ~ : . ain | k)
cada iteragdo pode ndo ser suficiente para concluir que a sequéncia {0( converge para um
estimador de médxima verossimilhanca. Tal garantia exige mais condi¢des, ver por exemplo,

Wu (1983).

2.5.2 Algoritmo Monte Carlo EM

Em algumas aplicagdes do algoritmo EM, o passo E é complexo e ndo admite uma
solugdo analitica, isto é, a fungio Q(O\O(k)) ndo pode ser calculada explicitamente. Uma

solug@o é calcular a funcdo Q(0| O(k)) através do método Monte Carlo (MC). Note que

0(6/6") =Eyy gltc(8]y.)ly,0%)].
O algoritmo MCEM, ver Wei & Tanner (1990), consiste nos seguintes passos:

1. Passo E (MC): na (k+ 1)-ésima iteracdo, seja E&D ... E*M) amostras geradas da

distribui¢do condicional de Ely, ;108 Aproxime Q(O\B(k)) por,

NS

0(0/0%) ~ !

~ (mk). (k)
7 {log[f(y,E ;0)]y, 0 }

m=1

2. Passo M: Maximize essa versio aproximada de 0(0|0")).
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2.6 Distribuicao Weibull

A distribuicao Weibull tem sido utilizada para modelar tempos de vida, ver [Weibull
(1951). Seu campo de aplicacdo abrange diversas dreas da ciéncia, ver por exemplo, Rinne
(2008). Em geral, a distribuicdo Weibull € usada em andlise de sobrevivéncia, na teoria de
valores extremos, na previsdo do tempo, entre outras situagdes (ver Asimit et al. (2010);
Pfeifer et al. (2010); Zhu et al. (2011); Rand & McLinn (2011); Gryning et al. (2013));
Gualtier1 & Secci (2014); Harris & Cook (2014); [Tye et al. (2014); SenGupta et al. (2015));
D’ Amico et al. (2015); Hagey et al. (2016))).

Definicao 4. Uma varidvel aleatdria tem distribuicdo Weibull com pardmetros B >0 e

Y > 0 se sua fun¢do densidade é dada por

G s

se y<O.

g(y)= (2.8)

S W

O parametro 8 é um pardmetro de escala e ¥ é um pardmetro de forma da distribuico.
Fazendo y = 1 a distribuicdo Weibull reduz a uma distribui¢cdo exponencial. Através da
escolha de diferentes valores para os pardmetros (f3;7), podem ser obtidas diferentes formas
para a densidade A Figura2.1|apresenta algumas densidades fixando o pardmetro 8 = 1

e variando o parametro 7.
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Figura 2.1: Gréfico da funcdo densidade da distribui¢do Weibull com 8 = 1.

2.6.1 Propriedades

A funcdo de distribui¢do acumulada é dada por:
_ (;) 4
Gy)=1—¢ \F) | y>0 2.9)
e a funcdo de sobrevivéncia é expressa por
_ _ (;) 4
G(y)=1-G(y)=e \B/ | y>0. (2.10)

Sua taxa de falha é obtida a partir de g(y) e de G():

hy) = &:Z(X)H, y>0. @.11)

A taxa de falha dada em (2.11)) € uma fungdo decrescente para ¥ < 1; constante se
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Y = 1 (modelo exponencial) e crescente para ¥ > 1. Essa taxa tem importante papel em
andlise de confiabilidade e sobrevivéncia. A Figura[2.2] mostra algumas formas da taxa de

falha para a distribuicao Weibull.
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Figura 2.2: Taxa de falha da distribui¢do Weibull com 8 = 1.

A func¢do geradora de momentos € definida por

n=0 npRn
t
My (1) =E(e) = ) ()P 1"(14—?/) com y>0.
Logo, o valor esperado e a variancia sdo, respectivamente,

(1) (3]

E(Y) =BT (1 + i) . Var(y)=p?




2.6.2 Distribuicao Weibull exponencializada

A distribuicao Weibull exponencializada, identificada como EW e introduzida em
Mudholkar & Srivastava (1993)) tem sua funcdo de distribuicdo acumulada e funcdo densi-

dade expressa, respectivamente, por

F(y) = GO)® = [l—e‘(ﬁ') ] 7By >0,

TG
5 G) [ G0

A distribuigdo Weibull tem sido usada no contexto de varidveis aleatdrias indepen-

=

dentes e identicamente distribuidas ou somente independentes. Na literatura, os trabalhos
usando essa distribuicdo sdo predominantemente univariados mas alguns Modelos Wei-
bull multivariado podem ser encontrados, por exemplo, em (Marshall & Olkin (1967); Lee
(1979); Marshall & Olkin (1988)); |Crowder (1989); Lu (1989); Lu & Bhattacharyya (1990);
Hanagal (1996); Patra & Dey (1999); Lee & Wen (2006); |Villanueva et al. (2013)), entre
outros. A inferéncia nesses modelos, muitas vezes, € feita em analises bidimensionais.
Algumas vezes fazer inferéncia no modelo multivariado € uma tarefa complexa, pois
as densidades e as propriedades sdo dificeis de serem obtidas. No entanto, no préximo capi-
tulo serd apresentado um novo modelo Weibull multivariado com inferéncia mais simples de

ser realizada.
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Capitulo 3

Modelo Weibull multivariado

3.1 Introducao

Neste capitulo um modelo Weibull multivariado para dados que exibem uma certa
dependéncia serd construido através da marginalizacdo de uma distribuicado Weibull G-
exponencializada condicionada a um campo aleatério latente formado por uma mistura de

distribuicdes estaveis. Em seguida, serd apresentado algumas propriedades desse modelo.

3.2 Construcao do modelo

Considere os conjuntos 8 = {si,...,s;} ¢ U= {uy,...,uy}. Onde u,, € R? e
s;€RP comde p=1,2. Quando d = p = 1, dizemos que S e U sdo conjuntos de indices,
{1,2,...,L} e {1,2,...,M}, respectivamente. Para d ou p = 2, dizemos que U e/ou S sdo
conjuntos com L e M localizagdes espaciais contidas em algum subconjunto finito de R? ou,
ainda, que sdo subconjuntos de R?.

Sejam {wum (s))=wpy:m=12,...M e [=1,2,... ,L} constantes nao negati-
vas, {Eq,, (0y) :m=1,2,...,M} um campo aleatério latente (ou ndo observavel) construido
por varidveis independentes oy,-estavel e defina Hy(s;) = YM_ wy(s;)Eq, (0,). Note
que Hy = (Hg(s1),...,Hg(sL)), com o = (a1, ...,0,) é um vetor aleatério formado por
marginais que sdo misturas de distribuicdes o,-estdveis. Agora, assuma que G(y(s;); 0) é
uma distribuicdo para Y(s;) e  Y(s1)|Hu(s1),...,Y(sz)|Ha(sz) sdo condicionalmente

independentes com distribuicdo G-exponencializada (2.2). Entdo,
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L
y,elf}ca :H Sl 6|Ha Sl))
1=1

Usando a expressio (2.6) e G(y(s;); @) dada em (2.10]), obtem-se

F(y;0|Hg) Hexp —Hy(s;)log

BE i

Substituindo He (s;) = Y™, wu(s;)Eq,, (um) € aplicando a esperanga em ambos la-

dos, consequentemente

Como Eg,, (uy) sdo varidveis com distribui¢do de probabilidade a,-estavel positiva

entdo por (2.5) a func@o de distribuicao conjunta é dada por

M L )\ 7 Om
F(y:0,0) = r_llexp{— (l_zlwm@) (y(ﬁ—l’)) ) } G.1)

M AN
~lewd - (X |2
m=1 =UA B/ win(si)
Esta distribuicao pertence a familia Weibull multivariada para dados com dependén-
cia entre eventos, individuos ou grupo de individuos. Neste caso, 0 < oy, < 1 pode ser
interpretado como uma medida de dependéncia entre as varidveis. No limite quando o, — 1

tem-se a completa independéncia.
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3.3 Alguns modelos especiais

Nesta secdo serdo apresentados alguns casos especiais do modelo Weibull multivari-

ado.

3.3.1 Modelo Weibull multivariado para tempo de retorno em dados

espacialmente dependentes

O periodo ou tempo de retorno (7"), também conhecido como tempo de recorréncia
¢ representado pelo intervalo de tempo estimado de ocorréncia de um determinado evento.
A expressao "periodo de retorno"pode se referir ao tempo de recorréncia de precipitacdo ex-
trema, ventos intensos, dentre outros fendmenos meteoroldgicos. Assim, o tempo de retorno

multivariado para um determinado evento meteorol4gico (yi,y2, ..., yL), € eXpresso por

T(y17YZ7--->)’L): l/P(Yl >y17"'7YL>yL)-

onde P € a probabilidade conjunta do evento ser superado pelo menos uma vez e a unidade
de T', geralmente em anos.

Para o0 modelo estatistico proposto, considere d = p = 2 e uma regiio S C R? na
qual, somente para um conjunto de N posi¢des de estagdes meteoldgicas fixas sy,s7,...,5
e tempo ¢ > 1, sdo conhecidas as medidas de interesses de um processo estocdstico espaco-
temporal y; = {y/(s1),...,y:(sz) : £ > 1}. Suponha que U = {uy,...,uy} é um conjunto
com M localiza¢Ges espaciais arbitrdrias onde sdo atribuidas varidveis independentes e
identicamente distribuidas com distribui¢do a-estdvel, denotada por Ey(u,,), tal que é um
{Ey(u) : u € U} campo aleatéria latente. Para capturar a dependéncia espacial no processo
observado y = {y; : t > 1}, defina wy,; = f(d,,;) como uma fungdo da distancia espacial

entre a localizagdo s; e o processo ndo observado em u,,. Assuma que
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em que Hy(s;) = Y2 wy(s1)Eq,, (4n). Entdo, tem-se

Y\ Om
L

Fv:0.0) =TT TTexpd ilsn)
F(y,G,a)—HHexp Z

1
1>1m=1 =1\ By /wih(s)

e apds observar o processo y; por um longo tempo ¢ > 1, é possivel estimar o tempo de

retorno de um evento extremo 'y = {Y (s;) > y(s1),...,Y(sz) > y(s.)} por

~

T(y)=1/F(y:0,a),

onde (0,@) sdo os estimadores de (@, ). A representagio desse processo no estado do

Amazonas ¢ apresentada na Figura[3.1]

PARINTINS [
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: @
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2
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| ITAMARATI X
IAUARETE
$ - EIRUNEPE x BENJAMIN_CONSTANT X
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Latitude
Figura 3.1: Localizacdo das 14 estagdes meteoroldgicas do Estado do Amazonas (s1,...,S14)

onde sdo observadas a medida de interesse y(s;). Pontos com o mesmo simbolo pertence ao
mesmo grupo. U = {uy,up,u3} representa 3 localizagdes arbitrarias onde sdo alocados os
processos latentes Eq, , m = 1,2,3. Esses pontos sdo alocados em cada sub-regido a partir
dos seus pesos wy, ;.
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3.3.2 Modelo Weibull multivariado para processos de variacao

espacial discreta

Sejan(; ;) um sistema de vizinhan¢a em uma grade regular e considere o caso especial

(como mostrado em A),

ngG.j) = {(i7j)7(i_ 17j)7(i+ 17j)>(i7j_ 1)7(i7j+ 1)}

Considere U e S pares de indices com I = (i, j), m = (k,t) tal que w1 = Wiy (i j) =
6 se (i,j) € nuy) € zero caso contrdrio, com & constante e positivo. Defina Hy/(i, j) =
Yk, fen; 6Ea(k t) en jU{(i,j): 1 <i,j <n}. Entdo, o processo de variagdo espacial

discreta {Y(i’ j)+ 1 <1, j < n} possui distribui¢do conjunta,
o

Y
F(y;0,a)= Hexp -6¢ Z (;ﬁ”;)
ij

(i,7)€n )

Este ¢ modelo que pode ser utilizado em andlise de imagens com o par [ = (i, j)

representando a posi¢do s(; ;) de um pixel.

3.3.3 Modelo Weibull multivariado para Séries Temporais

com componentes autoregressivos (AR)
Sejamd =p=1comU=8={1,....t},w,; =p'~',1=1,2,...,t e 0 caso contrério.
Defina Hy(0) = Y2, p'Eq(—i). Considere o processo AR,
Hq(n) = p"Hq(0) +p" 'Eq(1) + ...+ pEq(n—1) + Eq(n).
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Entdo, para a distribui¢do da série temporal {Y;;t = 1,...,n} &,

e ( (- 5o (g)ﬁ“) |

3.3.4 Modelo de sobrevivéncia com fragilidade a-estaveis e dependén-

cia espacial

Considere os conjuntos S = {1,2,...,. L} eU={1,2,...,M},ondeu,, ER e s/€
R. Suponha que Y (s;) é o tempo de vida de um individuo localizado em s;, U um conjunto
de indices onde M representa o niimero de causas ou riscos de ocorréncia de um particular
evento de interesse (por exemplo, morte ou cura do individuo). Assuma que a fragilidade do
individuo é expressa através de uma mistura das causas representada por Hy/(s;) € que apenas
uma das M causas pode ocorrer em cada individuo. Considere G(y;; @) ~ Weibull(f3;,y) com

func¢do de sobrevivéncia expressa por

Entdo a funcdo de sobrevivéncia conjunta do modelo € dada por

S 4 o
Fly:0,a) - Hexp{ (2([;/&;3”)) } 0= (B.7),

em que L,, é o nimero de vezes que ocorreu a m-ésima causa de morte e @i, € interpretado
como um parametro de dependéncia entre os individuos acometidos pela m-ésima causa.
Para introduzirmos a correlagdo espacial aos pares, considere dois individuos aco-
metidos pela mesma causa m com tempos de vida y(s;),y(s;). Seja wi(s;,s;) uma fun-
¢do de distancia f do par (s;,s;) satisfazendo f(s; —s;) = f(s; —s;) e defina Hg,, (57,5;) =
f(s;—s;j)Eq,,. Neste caso, Hy,, (s7,5;) € interpretado como um efeito aleatdrio espacialmente
compartilhado por s; e s;. Assumindo, para todo (y(s;),y(s;)) pertencente ao m-ésimo grupo

e (A,B;) = (4, Bn), entdo a fungdo de sobrevivéncia bivariada é dada por,

alﬂ

y(s1) 4 B
Fie0 = Hexp ot (o) | (- o=tmr
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3.3.5 Modelo marginal de fracao de cura com tempos dependentes

Em modelos tradicionais de sobrevivéncia assume-se que em dado momento o evento
de interesse ird ocorrer para todos os individuos observados apds um espaco de tempo razoa-
vel, isto €, todos os individuos estdo em risco durante a realizacdo do estudo. No entanto,
em determinados experimentos, alguns individuos podem nunca apresentar o evento pois es-
tao curados ou s@o considerados imunes ao evento. Por exemplo, se o interesse € analisar a
recorréncia do cancer, apds a aplicacao de tratamentos, uma parte dos individuos em estudo
pode ndo apresentar o retorno da doenca (dai o termo "fracao de cura"). Em estudos na area
de criminologia um possivel evento de interesse € o tempo até um ex-detento reincidir no
crime, entretanto, alguns deles podem se reabilitarem e ndo apresentardo o evento de inte-
resse. Na demografia, em estudos sobre o tempo até o divorcio, alguns casais podem nunca
experimentar o evento. Em estudos educacionais envolvendo a evasdo escolar, o individuo
imune ao evento € aquele que nunca concluird o curso, por variados motivos. Neste caso, o
termo fracao de cura € entendido como taxa de evasdo.

Sejam, y(s;),l = 1,2,...,L o tempo de vida dos individuos em estudo. Assuma que
m € (0,1) é a fracao de curados na populagdo em estudo e (1 — ) € a fracdo de ndo curados.

Entdo a fun¢do de sobrevivéncia populacional condicional a Hy(s;) é expressa por,
Fpop(y:0|Ha) =7+ (1 = m)F (y:0|Ho)

de modo que a funcdo de sobrevivéncia marginal conjunta é da forma,

M L A
Fpoy:0) = (1) [Texp§ = ( Lt (52

A correlacdo espacial neste modelo, pode ser incorporada de forma similar ao modelo

modelo de fragilidades com dependéncia espacial.

3.4 Propriedades do modelo Weibull multivariado

Nesta secdo serdo apresentadas as caracteristicas do modelo Weibull multivariado

proposto na equagao (3.1).
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3.4.1 Distribuicao do minimo

A distribui¢do do minimo sobre qualquer subconjunto Sg C S pertence a mesma dis-
tribuicdo. Para esta propriedade basta notar que Y (s1)|Hg(s1),...,Y (s)|Hg(sz) sdo condi-

cionalmente independentes com distribuicao Weibull multivariada. Entao,

F(c,0,a)=FE (P(min(Y(sl), o Y(s)>c 9|J—Ca))

51€80

=E| []P(Y(s) > c;OlHoc(Sz))>

SIESO

—E exp{— Y Hy(s;)log (e</§?>y)}

S/ESO

—E nﬁ[lexp { —Eam(”’")sﬁzg W51 (il> y}>

_ ﬁ E <exp{—Eam<um>S§0wm<sz> (—l)y}> ,

por (2.5) a distribui¢ido do minimo serd dada por

N——

J— M C y G
F(c;0,a)= Hexp{— Z Wi (s7) (E) ) } (3.2)

S]ESO

M c m
:nl;llexp{_ séo (BI/W%Y(SI)> ) }

M 1 AN
= expld — | ¢ _ .

i p{ = (ﬁl/w;”(m) > }

Y
Fazendo B, =Y, 1€8, ( +> , @ expressao 1} pode ser reescrita como

Br/wil Y (s1)

-ee{-() )

Note que a distribuicao do minimo pertence a mesma classe.
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3.4.2 Distribuicao marginal

Seja So = {s;}, pela propriedade (3.4.1)), a marginal de Y (s;) é dada por

F(y(s;):0,0) = ,ﬁl exp {— (wm(sz) (y Szl) ) y) a} (3.3)

Mool (o () )

Y
Fazendo B8,," = é) , tem-se
P (ﬁz/W}n/ "(s)

ot on{- ()7}

Com este resultado € possivel notar que a distribuicdo G € Weibull, a distribui¢do

condicional de Y (s) dado H é Weibull, a distribui¢do do minimo é Weibull e as marginais

também sdo da familia Weibull.

3.4.3 Dependéncia positiva

Para o caso geral, Shaked (1982)) define que Y (s1),...,Y(sz) s@o positivamente de-

pendentes quando
F(y(s1),---,5(s))

[T F (v(s1))

Agora, de forma similar a constru¢ao do modelo, tem-se que

> 1.

L

F(y; 0|Hq) :HF( s))|Ha(s))) Hexp{ —Hy(s;)log [ml}

L
1

=exp { - Z He(s1)log )\

=1 1_e ( B )

L M 1
=exp8 =Y Y win(s))Eq, () log Y

I=1m=1 l—ef( i)

L M _(y(“'z))y
=expl — Z — Z Win(81)Eq,, (Um) log [1 —e \ ] ’

=1 m=1
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Aplicando a esperanca em ambos os lados, obtemos

M 7<y<x,>)7
F(y;0,a)=E | expq — Z — Z Wi (s1)Eq,, () log {1 —e \ B }

/)
-2 (o] (- £ (Bt ntores [ - (H)]) ) )

/

)

M L 7(
- H E (CXp {_ <_E06m(um) Z Wm(S])IOg |:1 —e B

=1

E pela transformada de Laplace (2.5) tem-se que

M L _(M)y Om
F(y;O,a):I:Ilexp - —l_ziwm(sl)log[l—e P } :

Pela propriedade (3.4.2) e G(y(s;); ) dada em (2.9), obtém-se
M Q
F(y(s1);0,0) = [T exp{— (—wm(s:)log[G(y(s:))]) " }

_ nﬁ exp {— (—wm<sz>1og [1 —””)}

Logo,

y(s Y Oy
[T exp {— (—Zlel wm(s;) log {1 —e_< (ﬁ/)) 1)
F(y;0,a)

HZLZIF(Y(SI)?G»O‘) : f—lH%_leXP{— <—Wm(sz)log [1 —e_(ygz]))yDam}‘

Definindo

7<y(sz)>7
dy1(0) = —wy(s;)log [1 —e \ B } > 0. (3.4)
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Assim, a razdo serd dada da forma,

F(y;0,@) H%ZIGXP{_ <ZIL=1d’”J(0>)am}
ME FO():6,0) [ T exp { — (dn(0)) )

0 Fly;6,0) =log | ex 3
1 g(nf_lmy(sl);e,a)) - g( p{mz

Observa-se que

L L Om
Z(de(O))am—(de’,(O)) >0 se O<op,<lm=12,...M.
=1 =1

ezerose &, = 1,m=1,2,...,M. Portanto, a propriedade (3.4.3)) ¢ satisfeita, ou seja, o mo-
delo proposto € positivamente dependente e de forma similar € dito que o modelo € negativa-

mente dependente se toda esta formulacdo algébrica é tratada através da fungdo F(y; 0, @).

3.4.4 Funcao de densidade conjunta

A funcao de densidade de probabilidade multivariada é expressa como Lee & Wen

(2000):

ILF(y;0,0) -
0,0)=(—1)r=—"" —_F(y;0,0)D;» 1(y;0.).
f(y ) ( ) 8ylayZayL (y ) 1,2, ,L(y )
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em que,

d
D1 1(y;0,0) =D  1-1)(y;0,2)D.(y;0,a)— 8—yLD1,2,...,L71(Y; 0,x)
e
- ¢ yw\"\ "
F(y’67a) =CXpy — Z Zme <_) )
m=1 \I=1 By
com
i Y
Vm7l<e> = W, (_) . (3.5)
Bi
prova:
JF(y;0,a))

Usando as equagdes (2.11)) e (3.5), obtem-se

M L O —1
= _F(y;eaa)hb’l;e) Z ame,l (va,l(9)>
m=1 =1

=—F(y;0,a)h(y;;0)c(y; 0, ).

—1
Sendo que c(y; 0,a) =YM_, OlWpn (ZIL:IV,,,J(O))(X s Di(y;0,0) = h(y;;0)c(y; 0, a),
para [=0,1,2,...,L e Dy(y,0,a) =1, logo

%za)) = —F(y:6,a)D(y:0,@)

M [ L AN .
_exp{_m;l (l_leJ (E) > }Dl(y’eaa>

A quantidade h(y(s;); 0) é chamada taxa de falha de base. Entdo D,(y; 0, &) pode ser

interpretado como um modelo para taxa de falha proporcional (ver Kundu & Gupta (2010);
Kundu et al. (2014))
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E viélido para qualquer I entdo fazendo para L = 2,

F<y1,y2;e,a>=exp{ h (zwml(”) )}

e
82F(y1 y2'6 a)
9 ’67a - _1 2 ’ e
f(yl 2 ) ( ) 8)118}72
_ ) (aF(ylay2a67a))
9y2 9y '
Note que
OF (y1,y2:0, — .
(m;;zl ) _ —F(y1,52:0,0)h(y1;0)c(y1,y2; 0, @), entdo
J0 , —
f(y1,y2;07a) = ayz( F(ylayz’o a) (yl;e)c(ylayz;e7a))'
Definindo Dy (y1,y2;0,@) = h(y1;0)c(y1,y2;0, ) e aplicando a regra do produto,
logo
Jd — d
fO1,2:0,0) = |=5—F(1,52;0,0)| D1(y1,52;0,@) — F(y1,52;0,0)5—D1(y1,72; 0, )
ady, dy>

= —(=F(1,y2,0,0)h(y2;0)c(y1,2;0,@)) D1(y1,y2; 6, @)
— 0
—F(y1,y2: 0, a)a_Dl (y1,52:0, )
= F(y1,y2:0,a)D2(y1,y2;0,a)D1(y1,y2;0, @) — F(y1,y2;:0, @)

d
X =—D1(y1,y2:0,
7 11,2 )

_ Jd
= F(y1,)2:0,) {Dl(ylayz;e,a)Dz(yl,yz;O,a)—&—yle(yl,yz;O,a)]

= F()’l,)’%e a)D1>(y1,y2:0,@), logo

)\
fO,y2:0,a) = eXp{ Z <Zwm (Bz )) }Dl,z(yhyz;&a),emque

m=1

Di12(y1,y2:0,0) = [Dl(yl,)’z,e )D;(y1,y2;0,0) — D (¥1,y2:0, Ol)}

Portanto o resultado € vélido para L = 2.
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Agora fazendo para L =3

39°F(y1,2,73:0, @)
dy10y29y3
2_ .
= (_1)i |:(_1)28 F(y17y25y3a6,a):|
93 dy19y2

fO,y2,y3:0,@) = (—1)

J —
— _a_y3 [F(y17y2,y3;O,a)D172()’17)’27y3;97a)}

0 — _
= [—a—%F(ywz,yz;O,G)}D17z(y1,yz>y3;9,a)—F(yl,yz,y3;07a)

d
X=—D12(y1,y2,53; 0,0
a)’3 /( )
= F(y1,y2,3:0,0)D3(y1,y2,y3;0,a)D1 2(y1,¥2,y3; 0, &)

— Jd
—F(y1,y2,y3;0, a)a—%Dl,z()’l’)’%)’%e, a)

= F(y17y27y3; 07 a)

d
X {Dl,z(yl7y2,y3;9,a)D3(y1,y2,y3;9,a)—a—sz,z(m,yz,n;e,a)]

= F(y1,)2,53;0,0)D123(y1,y2,y3; 0, &) logo

Uy NOMNE
f1,32,53:0,@) = expq— ), win(s1) (T) Di3(y1,y2,y3:6, @), em que
m=1 \i=1

Di23(y1,y2,y3:0,0) = [Dl,z(yl,yz,ys;e,a)Ds(yl,yz,y3;9,a) — #:D12(1,72,73:0,0)].
Logo, o resultado também € valido para L = 3.

Suponha agora que o resultado € vélido para L = k, para algum k > 2. Isto é,

(O F (1,16, @)
8y1...8yk

fO1Ly2, 0 0,0) = (—1)

= F(ylvyZa -y Yk> 97 a)DLZ,...,k(yla -y Vk> 07 a)? de modo que

g(y17y27 <oy Yk 67 a)

= ¢ a taxa de falha multivariada.
G()717)’2, ces Yk 07 a)

Dis 1,y 0,0) =

Agora mostrando que vale para L = k+ 1,Vk € N*. De fato, pois

ki1 O F (01, e, i Vi 150, @)
0y1...0yk0yiy1
d <(—1)k8kf(y1,....,yk,ka;O,a))
Vit dy1...0yx

FO1,Y25 0 Yk Vit 1,0, @) = (—1)

~(-1)

_a [F(yl yorey Yl Yi+15 07 a)Dl,Z,...,k(yl ) ~~-,)’k;)’k+1;9, a)} .
Yi+1
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Assim,

B 0
3Yk+1

f(ylvyZa-'-vykvyk+l;e7a) = F(yl7""7yk7yk+l;e7a) Dl,z,...,k()’l,---a)’ka)’k+1§97a)

_ 0
—F(y1, ----7)’k7)’k+1§0aa>ay Dio. k15 Vi Yi41: 6, @)

k+1

= F(yl yeors Yy Yi+15 67 a) [DI,Z,...,k(yl y ooy Vs Yk+15 07 a)

Dir1(V1s - Vi Y150, @) — Dis. k(Y1 Vi Yit1: 0, 0)

9Yk+1
f(y17y2; <oy Yy Yi+15 6, a) = F(yl yees Yoy Yi+15 67 a)Dl,Z,...,k—l-l(yl)~"7yk7yk+l;97 a)

Portanto, o resultado é valido para todo k > 2. Essa forma recursiva da densidade

pode ser conveniente para programac¢do computacional.

3.4.5 Funcao de densidade conjunta por grupos

Suponha que as L,, observagdes y(s;), paral = 1,2, ..., L,, que ocorrem nos M grupos

(pontos e/ou dreas, dependendo de d e p) distintos, sdo independentes. Entao

M
H (¥m3 Om, Om)  onde

F(
L _ (y(sz) ) 1\
F (Y3 Om, 0n) = exp Z wi(s;)log {e By 1

ol (et}

Sua funcao de densidade é dada por

f(ym’ 6m7 am = <me Sl 0m)> eXP{—Zm}len_(T:ZQLm (Zm7 am)7 (36)

em que y,, ¢ o subvetor de observagdes que ocorrem nos m = 1,2,..., M grupos (pontos
e/ou dreas), @,, é o subvetor de parAmetros, z,, = ():nglvm,l(Om))“m e por 3.5) zn=

(wm(sl) (y%))y) am, O1(zm, 0y) =1 paraL, =1 e

L,—1—0o 0
QLm(Zmaam) = (u +Zm) Qmel(vaam) _ZmyQmel(Zmaam)u Ly > 2.

m n
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A expressdo dada em (3.6) é obtida através da propriedade (3.4.4) com derivadas

recursivas para cada m fixo e a fungdo Qy,, (zm, &) € um polindmio de ordem (L,, — 1) em

Zm obtida de forma semelhante em |Shi (1995)).

Sendo assim,

_ O F (Y O, )
. B _ . —(_ Lm ms Vims Ym
F(Ym;0m,0m) =exp{—zm} € [f(Ym;0m, )= (—1) 8y18y2-.-8yLm )

Note que

af(ym;ema am) o aF(Ym;ema am) azm
Iy = 92, P , tal que

azm . azm 8Vm,l
dy; vy Ay

Logo,

8F(Ym;em:am)__ . L )M 4 o y(sl) yﬁll
dy, =~ o=} O (;{Wm(sl)< Bi > ) Wm(sm/( B ) B

1

— —oxp{—zn} G (50)h(¥(51); O)zm

Fazendo para L,, =2

2 2
f(y1m7y2m;em;am) = a]/%; (me(sl)h(y(sl)' 6 )) F(Yma emaam) T Q2(2m7am)-

=1

Agora fazendo para L, =3

3

1—
f(ylmayZmay3maemaam —OC (me Sl 6 )) (meemaam) o Q3(Zm;am)

Vale pra L,, = k, entdo assumindo que vale para L,, = k+ 1. Logo,

k+1 o |kl
f(ylm;yZma e YEk+1s em7 am) = a}l;—l—l (me(sl)h(y(sl>; em)) F(ym; 6m7 am)Zm oim
=1

X {(k;am ‘I‘Zm) Qk(vaam) _ZmaaTMQk(Zm;am) .

m
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Como Q11 (zm, Om) = <% +zm) O (Zm» ) — Zm%Qk(Zma ), entdo

k+1 o 1_ktl
f(y1may2ma <oy Vi1 emyam) = a’/;—ﬁ—l me<sl)h(y(sl); em)F(Yma 0, am)Zm o Qk+l(zm7 O‘m)-
=1

Portanto, a férmula € valida para todo L, = k+1

3.4.6 Geracao dos vetores aleatorios por grupos

Considere que a condigéio imposta na Subse¢do é satisfeita e para todo y(s;)

pertencente ao m-ésimo grupo. Defina a transformacgado

(y17)’27'-~ 7yLm) — (tl,l27" ',le,pZm)a onde

Vin 6 Vin 6
= (6m) = 71(1 ) = Vi1 (Om) :l1Z;ln/am; 1€ (0,1) tal que
m— 1/ o4, m /0y,
Zleltl =1=4=1- Z?ﬂlz‘j; e Zm/a — Zlelva(gm) = va(em) _ Zm/a _

Z?;;l Vi ( em)’ logo

m,1(Om m2(Om
f(tl,tz,...,th_l,Zm) :fy <V ,1( ) V ,2( ),---,Zm> 5 |J‘

Z}n/ Oy ’ Z}n/ Oy
Note que,
8y(s1) an,l(em) . 3y(S/) 1/am .
8y(Sl) = avm.l(em) % atl ’ 5¢ ] - — an,l(em) % Zm 5¢ ] o l,
& 0 se J#L 0 se j#L

ay(sy) ay(sy) " OV 1(0m)

Ozm Vi 1(Om) 0Zm

_Oy(s) 1 G-t
= i (0) O "

Assim o jacobiano da transformagao é dado por
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(o an ... _n on] (v 9 ... g D)
8t1 812 Bth,l azm atl azm
9 9p ... 9 n 0 2 ... &%
J=det| 9 % IMy-1 9% | _ et . a.tz IZm
ay L ay L ay Lin ay L .. ay Lin
L dn on T i, Ozm B 0 0 0 Zm

Observe que

1 (L Lm_;
V= o (H(_Wm(sl)h(y(sl);e» ) Zn"

L,

Lm —_Ltm
Ftst, e, 1, 2m) = 04 (H (Wm(Sz)h(y(Sz);e))> exp{~2m} 2m Q1 (s 0

1-im

L
H (Wi (s1)h(y(s1); 9))) exp{—2zm} im @QLm (zm, Om)

1 [ 1\ et
X — ( (Wi (s1)h(y(s1);8)) )Zm’”

= O‘rﬁmil exp{—zm} OL, (Zm, Um)
L,.—1 QL Zl’l’ham)
= o, —Zmy = L(L
'm exp{ ZWl} F(lm) ( m)
aLm_l
=T(Ly)ti ' o 2 exp{—z} O, (2 Om) -
o Ll T(L,,) ’
Dirichlet Misturazire: Gamas
Entao
OCL’"fl
f(tlvlza "'7th717Zm) - F(Lm) = exp{_zm} QLm(ZWh am)a Zm > O
(L)
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Assim, (T,...,T7,,—1) é independente de Z,, e (T, ...,T,,—1) ~ Dir(1,1,...,1,1) onde
Yiti=1,1€(0,1) e Z, é uma mistura de distribuicdes Gama, ver Shi (1995) com pesos

determinados por Oy, (zm, O4). Por exemplo, se L,, = 2, entdo

fzm(Zm) = Oy €Xp {_Zm} 0oL, (Zma am)

= omexp{—zm} ((1;—0%) +Zm>

m

= (1—op)exp{—zm}+ Onzmexp{—zm}, z2m > 0.

Logo,
Zm ~ (1= o4y)Gama(1,1) + o4,Gama(2,1) e

fT]Zl; tle(O,l)—>T1~Beta(1,l) e Th~1-T.

Como f(t2,2m) = fri(t1) fom(zm) segue que Ty e Z,, sdo independentes.

Agora pela transformagdo v, ;(0,) = tlz% % ¢ sendo que Vi (Om) =

—wi(s1)log G(y(s;); @), entdo

Wi (51) 102 G(¥(51); Om) = tiznl ™"

10gG(y(s1); Om) = ™
ogG(y(s1); m)__Wm(Sl)
_ IIZ}n/am
exp{logG(y(Sl)§9m)}:eXp W (s7)
. t1Zr1n/am
G(y(s1);0,m) = exp “enGn (- (3.7)
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Substituindo (2.10) em (3.7) € obtida a expressao

tzl/ o\ /7

1<m

y(s1) =B (w(s;))

Entdo, amostre valores das distribui¢des de (7i,...,7;,—1) € Z, e obtenha

(y(s1),.-.,y(sLm)) através de (3.8). Nas Figuras [3.2] - [3.4] sdo apresentados os gréficos de

distribui¢do acumulada bivariada variando o pardmetro o.
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B1=1,B=1,y;=05,y,=15,a=0.5

0.8

— 0.6

— 0.4

0.2

0.0

Figura 3.2: Funcao de distribuicdo acumulada bivariada para a = 0.50.
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B1=1,B=1,y;=05,y,=15,a=0.7

20
40

©60

80

100

|

0.8

— 0.6

— 0.4

0.2

Figura 3.3: Funcao de distribui¢do acumulada bivariada para a = 0.70.
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B1=1,B>=1,y;=05,y,=15,a0=0.9

0.8

— 0.6

— 0.4

0.2

Figura 3.4: Fung¢do de distribui¢do acumulada bivariada para o = 0.90.
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Capitulo 4

Inferéncia no modelo Weibull

multivariado

4.1 Introducao

A inferéncia no modelo proposto serd obtida via algoritmo MCEM pelo fato que a
maximizag¢do direta da verossimilhanga é muito complicada, pois suas expressdes sao intra-
taveis analiticamente e de dificil solu¢do computacional, fato a ser verificado na préxima

secdo.

4.2 Estimando os parametros via maxima verossimilhanca

A estimacdo de pardmetros do modelo usando a densidade conjunta da Subsecdo
[3.4.4] é complexa em vista da dificuldade da representagdo analitica da densidade. Uma
alternativa € considerar a estimacdo por grupos através da densidade apresentada na Sub-
se¢do Para tanto, defina 0,, = (7, ), considere a fun¢do de densidade por grupos
dada em com distribuicio de base G(y(s;); 0,,) = e )/Bn)” densidade g(y(s;); 0.m).
h(y(s1);0m)) = g(¥(s1); 0.m)/G(y(s1); 0.) € log-verossimilhanga denotada por £(0,,). En-

tao, para cada m fixo a log-verossimilhanca é expressa por,

LITI

1%
L(0m, 0 Ymszm) = L logocm—i—ZlOng s1)+£Lc(0 —|—Z Tvl S)
I=1 =1 "ml

L
— Zm-|—10gzm— a—lOme+10gQLm(Zm,ain>

m
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¢m que, Vm,l(em) = _Wm(sl) lOgE(y(.Sj);e ) - tlzm/ "

particular 6;, igual a 3, ou ¥, em termos de z,, sdo dadas por,

As fungdes escore para o, € um

a . _ A(Zmaam)
aamL(OM7aM7YM7Zm) - (Xm +S(Zm,am)
J . J ) L 0 Vi, Bm)
SO b ) = (04 Blen ) vn(0) - X 20
em que
_ dlogQy,, (zm, Om) 910201, (zm, Oim)
S(an“am) - 8(Xm ’ Sl (Zm,am) = azm ,

A(zm, Q) = 1 +108 2 — 7108 2 + 2m 108 21 X S1 (2, Oim ) -

1 L,
B(Zmaam) = O‘mzm (1 - (X_ _Zm+ZmSI(Zmaam)) .

m

As derivadas parciais de segunda ordem sdo expressas por,

(92

O] — 1o
aamzﬁ(emaam9yM7Zm) - (xm A(Zmyam)‘i‘ maam (amS(Zm,am>—|—A(Zm’am))
1 d 0
+ OC_m ((XmaS(Zmy OCm) - %A(Zm, (Xm)> Zm10g 7.
82 0 P —ai
aamaej,a(emyam,Ym;Zm (a_ Zm,am + oy azmS(Zm,OCm)) Zm
L, a
X ; 8_ (em)
82 82 Ly 82

aekaejra(emyam;)'myzm) - ek_GLG(e )+B Zm, Om 289k89 ml(e )

Ly, a
+ Bl(Zm7am) _Vm,l(em) X _Vm,l(em)
L 56, ; 7,

LZm 9% vus(0)
£ 96030, Wi(s))
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com

T

1
Bl (Zm7 am) == amZm

B(zm, 04).
aZ’n (m m)

Notando que,

Vi (0) 10, 9108V 1(6;) o tza " .
d6, 1T 5 ° Y =GTer O )

Wm(Sl)

podemos calcular a Informacao de Fisher através do valor esperado das derivadas parciais
de segunda ordem com respeito a distribuicdo conjunta de (71, ...,7z,,—1) € Z, que sdo inde-
pendentes. Obviamente que esses valores esperados devem ser computados usando alguma
rotina padrao de integracdo numérica ou através da integracdo de Monte Carlo. Agora, para

computarmos o EMV, seja ¢, = (0,,,, o), U(@,,) a funcdo escore, I(¢,,) a Informacéo de

1 A 1 i rln/am
G (t1,2m,9,,) =G | exp T o

Entdo, podemos calcular a Informacgdo de Fisher através da expressao

Fisher e

82

39,,) =Erz, (_W

L(¢m;G_l(t7Zm’ ¢m)7Zm)> )

c¢m que T= (Tl PREET) TLm—1> € G_] (t,zm; ¢m) = (G_] (tl y <m s ¢m>7 sy G_l (th—l s Zms ¢m>)
Logo, usando o algoritmo Newton-Raphson Escore de Fisher (NRSF), o EMV de ¢,

€ solucdo do processo iterativo,

o) =00 1371 (D) x U(PL)).

Nota-se que o computo de J(@,,) depende da obtenc@o do valor esperado de quanti-
dades, como por exemplo A(z,, Qi) € B1(zm, 04y), as quais sdo dificeis de serem obtidas ana-
liticamente. Para superar essa dificuldade, € possivel substituir estes valores esperados por
uma média via simulacio de Monte Carlo. Seja (t(:1), 24 ])), (t(i’z),z,(,i’z)), s (t(i’N),zg,l;’N))
uma amostra da distribui¢do conjunta de T e Z,, na i-ésima iteracdo. Entdo a aproximacdo
de Monte Carlo para J (¢( )) ¢ dada por,

=) 1 N 32 _ , . , .
T(PU)y = — (i), g1 (4(in) ;(fz’") (i) r(f{") )
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de modo que o algoritmo Newton-Raphson Escore de Fisher-Monte Carlo (NRSF-MC) uti-

liza J no lugar de J,

95D = 9l + T (91 x U(PY). @D

As amostras da conjunta de T e Z,, sao facilmente obtidas. Por exemplo, pela Subse-

cdo se L,, = 2 tem-se

2™ ~ (1 o)) Gamma(1,1) + o Gamma(2,1) e 1" ~ Bera(1,2).

4.3 Algoritmo MCEM para o modelo proposto

Observa-se que a obten¢do do EMYV através do algoritmo dado em (4.1)) é complexa
e ndo garante a convergéncia para o verdadeiro valor do parametro. Por isso, uma alternativa
mais simples e que quase sempre converge ¢ apresentada a seguir via algoritmo (MCEM)
discutido na Subsegao Para construcdo do (MCEM), a fun¢@o de verossimilhanga

completa é dada por

I~

Lo(y,H;9) = f(y. H:9) = [ [ f(vi: 0|H)P(H,, ), (4.2)

I=1
em que f(vi; 8|Hi)=—35F (vi; 0|H))=HiG (yi; )11y (y1;0);  u(vi:0) = g(v1;0)/G(y1;6).
E pelo Teorema || P(H;, o) ~ BWHf(aH) comBy ;= aylcq, H = Z%:l Wi 1 Ep. Assim,

a funcdo log-verossimilhanga completa é da forma

L
le(y:H,9) =log | [THiG(v::0)" 1y (y;: 0)P(H,, cx)
=1

Il
gl

(logH; + H;log G(y;; 0) +loghy(y;;0) +log Be — (¢ + 1) log Hj )

N
Il
—_

L
(HilogG(yi;0) +logh;(y1:0)) + Y, (logH; +logBy; — (ct+ 1)log H;)
=1

I
M=

N
Il
—

lc(y;H,¢) :lc(e;YZaHl>+lc(a;Hl)- (4.3)
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Para a maximizagdo da equagdo (4.3) via EM € necessdrio a distribui¢do condicional H;|y.

Entdo por defini¢do de probabilidade condicional tem-se

S0 H)P(H, ) HIE(J’I?O)H’hl(yz;G)BWHI_(O‘“)
S £0i; O1H)P(H;, )aH, leé()’z;9)H1h1(yl;O)Bmsz_(aH)de
_ 1 (Hysyi;0)Bg H,
[ @1 (Hy:y1:0)Bg H " VaH,

f(Hly) =

com @ (Hy;y;;0) = H;G(y;; 8)™!. Agora defina as fungdes

er(H) = E(Hily:6) = [ Hif (Hily:0)dH,
_ JHi91(Hi;y1;0)P(H;, )dH,
Jo1(Hp;yi;0)P(H;, o0)dH;
_ Eg, [Hyo1(Hp;y150)]
Eg, (@1 (Hi;y1,0)]

ex(H) =E(logHly; 0)
_ JlogH,@\(Hysyi; 0)P(H;, a)dH,
[ o1(H;yi;0)P(H, a)dH,
_ Eg, [log H; @1 (H3y150)]
Eg, [¢1(Hj;y1:0)]

Entdo, Egy[l(y;H,¢)] = 1c(0:y,e1(H)) +lc(a;ez(H)). Observe que ej(H) e e2(H) ndo
podem ser obtidas analiticamente. Mas, podem ser obtidas via Monte Carlo (2.5.2) através

dos seguintes passos:

1. Passo E (MC): Na k-ésima iteracdo faca q)(k) = (0 (k),a(k)) e para j =1,...,J gere
En(f)(a(k)) ~ a¥-estdvel, m=1,...,M e compute H( 7 = MW, IE( )( (%)) e agora

aproxime e (H) e ep(H) por

1H( )><<P1( ®9) i)
Y 01 (H, ),M;Q(k))

51(H1(k))=EH, Hy o1 (Hy; ;00| = , 4.4)
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j: [logH(k’j)] % (Pl (Hl(k’j),w;e(k))
Z] 1¢1( )7yl;9(k))

I

Y

&(H"Y) =Eg, [logHﬂPl (Hpsyi; 9(k))]

4.5)

2. Passo M: Maximize

1(9ly,0™)) =1c(0:y,& (HY)) +1c(o; & (HW)),

o resultado desta maximizagdo ¢ o EMV para ¢ obtido pelo método MCEM.
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Capitulo 5

Modelo Weibull multivariado com
fragilidade compartilhada para

estimacao de taxas de evasao escolar

5.1 Introducao

Neste capitulo serd ilustrado a aplicacdo do modelo proposto em dados de evasdo
no curso de Estatistica da UFAM, obtidos no Sistema de Informacdes para o Ensino da

Universidade Federal do Amazonas-SIE/UFAM no contexto de analise de sobrevivéncia.

5.2 Sobre a evasao de cursos

A evasdo de cursos tem sido um tema bastante atual na literatura educacional e ocorre
quando o estudante desliga-se do curso em situagdes diversas, tais como: abandono (deixa de
matricular-se), desisténcia (oficial), transferéncia ou reop¢cao (mudanga de curso), exclusiao
por norma institucional. Estas formas de evasdo representam uma perda social, de recursos
e de tempo de todos os envolvidos no processo de ensino. Perde o aluno, seus professores e
a instituicdo de ensino.

Um estudo realizado por Lima (2015)) e apresentado na III Semana de Ciéncia e Tec-
nologia do Instituto de Ciéncias Exatas-ICE/UFAM mostrou que mais de 60% da evasao no

ICE/UFAM ocorre no primeiro ano e por diversas causas de natureza: 1) individual do aluno
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(habilidades de estudo; fatores decorrentes da formacao escolar anterior; escolha precoce da
profissao; dificuldades pessoais de adaptac@o a vida universitdria; incompatibilidade entre a
vida académica e as exigéncias do mundo do trabalho; desmotivacao com os cursos escolhi-
dos em segunda ou terceira op¢do; dificuldades na relagdo ensino-aprendizagem, traduzidas
em reprovacdes constantes ou na baixa frequéncia as aulas; desinformacao a respeito da na-
tureza dos cursos); 2) fatores internos a instituicao (curriculos desatualizados, alongados,
com rigida cadeia de pré-requisitos,; critérios improprios de avaliagdo de desempenho dis-
cente, relacionadas a falta de formacgao pedagdgica ou ao desinteresse do docente; pequeno
nimero de programas institucionais para o estudante, insuficiente estrutura de apoio ao en-
sino de graduacdo como poucos laboratérios de ensino e equipamentos de informatica); 3)
fatores externos a instituicao (Questdes relativas ao mercado de trabalho; reconhecimento
social da carreira escolhida; desvalorizacdo da profissao, por exemplo, o caso das Licencia-
turas; dificuldades financeiras do estudante).

Por isso neste capitulo, é proposto um modelo Weibul multivariado com fragilidade
compartilhada para estimar a probabilidade de ocorrer a evasdo no curso de Estatistica da
UFAM. O modelo de fragilidade compartilhada esta se tornando popular na modelagem da
associacdo entre os tempos de sobrevivéncia dos individuos dentro de cada grupo (Colosimo

& Giolo (20006).

5.3 Descricao dos dados

Os dados utilizados neste trabalho para ilustrar o uso do modelo proposto, foram for-
necidos pelo SIE/UFAM e consistem de informacdes sobre estudantes que ingressaram no
curso de Estatistica por meio do Processo Seletivo Continuo (PSC) e do Sistema de Selegao
Unificada (SISU) no periodo de 2010 a 2013. Os alunos que iniciaram em 2013, j4 deve-
riam ter formados no final do periodo 2016/02. Este periodo foi escolhido pela intencdo
de comparar a taxa de evasdo entre os alunos do PSC e SISU. Neste periodo ingressaram
um total de 187 alunos. Sendo 73 pelo PSC, 114 pelo SISU, dos quais 11 formaram, 128
Evadiram-se (43 do PSC e 85 SISU) e os demais encontram-se matriculados pelo curso.
Foram analisados 73 pares de alunos que entraram no mesmo ano, tal que a amostra bivari-
ada € representada por y = {(yu,yz?l) :1=1,2,...,73}, onde Yi, representa o tempo entre

o ingresso do [-ésimo par de alunos (PSC, SISU) no curso até sua evasdo. Nesta andlise

46



especifica, quando se afirma que o aluno ndo experimentou o evento ou que € sobrevivente,
significa que ele ndo evadiu. Ao consultar o SIE, foram encontradas informagdes sobre es-
tudantes formados, evadidos e com matricula ativa ou trancada que ainda podem se tornar
diplomados ou evadidos. Assim, a informacdo que se tem sobre os estudantes com matri-
culas ativas ou trancadas é que eles ainda estdo "vivos"no final do estudo e por isso seus
tempos sdo considerados censuras. Consequentemente, a forma geral de representar a amos-
tra é {(y1.1,¥2,1,017,027) : L =1,2,...,73} onde &;; é o indicador de censura. Neste trabalho,
a censura € considerada ndo informativa e a funcdo de sobrevivéncia € interpretada como a

probabilidade de permanéncia do individuo (Figura[5.1).

o

O —

—
B Matricula/Trancada
E Formado 85
[ Evasido

o _|

(e

o _|

[{e]

43

o _|

<

o _|

N

O g

PSC SISU

Figura 5.1: Ingressos no curso de graduacdo em estatistica-UFAM no periodo 2010-2013.

5.4 Construcao do modelo proposto

Para constru¢dao do modelo, considere os seguintes argumentos:

1. Os alunos do curso de estatistica ingressam aos pares (PSC, SISU) pelos menos no

47



periodo. Entdo, inicialmente eles compartilham dos mesmos professores, geralmente
sao muito desinformados em relacdo a estrutura do curso, etc... Isto €, compartilham de
algumas caracteristicas de natureza individual, cujo o efeito é medido por ~ o-Estavel

Ey;

2. Os alunos compartilham dos curriculos desatualizados, pouca estrutura de apoio ao
ensino, etc... Isto é, compartilham de algumas caracteristicas de natureza interna da

institui¢do, cujo o efeito € medido por ~ a-Estavel Ejy;

3. Como sao alunos do mesmo curso, compartilham de algumas caracteristicas de natu-

reza externa a instituicao cujo o efeito € medido por ~ «-Estavel E3.

Assim, defina um modelo de sobrevivéncia com fragilidade compartilhada pelo par
de alunos (y;;,y2;) e representada pela mistura H; = H;(o) = anzl E, (o). Observe que,
wi; =wy; = w3; = 1. Suponha que a distribui¢do bivariada do par y; = (y1,y2,;) per-
tence a classe do modelo Weibull multivariado descrito na Secao [3.2] com distribuicao
G ~ Weibull(B:,%), i = 1,2, 8 = (6,,6,) com 6; = (B;,%) e & = Y7, 8. Entdo, pela

independéncia condicional,

2

6 J—
fys0lH) = []HhGy:6))™ Glyis6)™
i=1

— Hl&e—HZW( ) (h(yll, 91))61,1 (h(sz, 92))62’1 7 (51)

em que v;(0) = — Y7, logG(y;1:6;) = XX (y’l> i. Marginalmente em H;, tem-se que

f(yl;eya) = EHz(f(YI,9|Hz)) 5.2)
 u00)™ (b ) e

_ ) 61 ) 8. do 3(u(8))®
= (h(1:61))™ (h(y2162)) m[e 3(11(6)) }

em que % ¢ a derivada de ordem §; com respeito a {3(v;(0))}. Se & = 0, defina
essa derivada como sendo igual a 1 e o modelo é sem censura e exatamente igual ao definido

na Segdo [3.2] Considerando o modelo sem censura, ¢ possivel usar a medida de associagio
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Local para este caso definida por; (ver Ravishanker & Dey (2000)),

A 2 =

19(); y ) F(yh97a>ayuay2.’1F(yl76,a)
1,1,Y2,1) — — _ |
%UF())Ll,e’a)%ﬂF(yl,l,e,a)

Usando as informag¢des obtidas na Subsecdo tem-se que,

l—o
S(y1y0) = 1+ = (5.3)

()" +[3")

Essa medida € interpretada como uma fung¢ao de relagdo cruzada. Note que, quando o par

(¥1,1,¥2,1) cresce, a medida diminui.

5.5 Estimac¢ao no modelo proposto

No caso geral de observagdo sem censuras, um algoritmo MCEM para estimacao dos
parametros foi apresentado na Secao[4.3]. No entanto, o surgimento de dados censurados leva
a uma pequena alterag¢do no algoritmo de modo a acomodar essas censuras.

Primeiro tem-se que a densidade conjunta completa do modelo é dada por

~

fe(y,H;0,0) =[] f(y; 0|H;) p(Hp; @),

=1

como wi; = wy; = w3z = 1, segue do teoremaE], que
—(a+1
p(Hi o) ~3ocqH, ( ),
com cg= %F(a) sin (%) Entdo, log-verossimilhanga completa do modelo € expressa por

(6,005, H) = Y L(—Hpv(0)+ 38 10g(h(yi:61))+ 6log(h(y2;:62)))
=

L
= (O;logH; +1log3acq — (a+1)logHy)

l
= [(6;y,H)+I.(o;H), (5.4)

—
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a derivada da log-verossimilhanca completa com relacéo a 3;,i = 1,2 é dada por

91.(0,a;y,H) I
= . Hly,'l T 5[,[7
8[3,' I}j(%+l) I—ZI ’l il_zl

e conclui-se entdo que o estimador de méxima verossimilhanca para f3; é

L %\ /%
~ Hyy!

1=1111Y; :
Bi(yHy) = | ——=— | .i=12.

Para determinar o estimador de 7; serd usado a log-verossimilhanca completa perfilada, que

consiste em substituir fB; por f;(7;, H) na verossimilhanga original. Assim sendo, obtem-se:

210,05y, H) YL L LYj Hiy! log(vis)
U(yp,H) = =52 = ==L+ Y §;log(vig) — >
Y, Y 1221 " ; lL:lHlyz?fl
€
; 2 i
I(y,H) = i iL ZzL:1HlyZ110g()’i,l) LzlelHlyzllogz(yﬂ)
Vi) ===~ L g - L gt ’
; Yo Hy;, iz Hiyig

de modo que o estimador de mdxima verossimilhanga de ¥, via Newton-Raphson, € o valor

,},l(k) _ ,},i(k_l) —8_1('}’i(k_]),H(k_l))u('}’i(k_l),H(k_l)),

( _

que satisfaz |}/l.(k) — }/ik 1)| < 1073, Para o parimetro o tem-se,

01.(0,0;y,H) L L
U((LH):%:a{—Lc&—Zloth
=1

L
H(OC,H) = —E +LC:§H

e portanto, o estimador de maxima verossimilhanga o € o valor,
o) — k1) _ H‘l(a(k_1)7H(k_l))U(a(k_1),H(k_l))

que satisfaz |a®) — 1| < 1073,
Note que € necessdrio os valores de H para determinar os estimadores de mé-

xima verossimilhanca. Estes valores sdo obtidos no passo-E do algoritmo MCEM de
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forma similar ao descrito na Se¢do Para tanto, ¢ suficiente reedefinir @;(H;;y;;0) =
Hf’ (G(y1.4;61)G(y2,4; 62)) e computar 1 (HX) e e2(HY), respectivamente, como calculados
em{d.4e O seguinte algoritmo foi ultilizado para computo dos estimadores de méxima

verossimilhanca (EMV):

1. Inicialize o processo com k=0 e (Bi(o),}/i(o),a(o)). Na k-ésima iteracdo obtenha

o¥) G(k),a(k) epara j=1,...,J gere ~ o) _estdvel, m=1,...,3 e com-
1 2

pute H =Y} _|E Dok )) (y11, ) E(yz 6, X)), Por fim, obtenha el(Hk) e

er(HX).
2. Obtenha

1 =Y -0 e U e (1))
e
; o 1y
Bl Lisien(H )y P19
l Zlel 51',1 ’ ’

3. Obtenha,

ath) = g — g7 (a® HOYU(a®), e (HW).

4. Repita os passos 1, 2 e 3 até que ocorra a convergéncia simutinea do algoritmo.

5.6 Analise dos resultados

Aplicando o algoritmo proposto na Segdo [5.4] aos dados de evasdo foram obtidas as
seguintes estimativas: 0, = (15,51;3,96); 6 = (16,4;2,96) e @ = 0,63. Desta forma pela

equagdo (3.1 a probabilidade de permanéncia conjunta do par (y; ,y2,;) € expressa por

_ yis \7° yar \ >0 o
F = - : 16,4
(1.,y20) = expq =3 [(15,51) ! (16’4) ]

Com a associacgdo expressa por (5.3)

S(yiny2) =1+




Observe que a associa¢do diminui com o aumento do tempo de evasdo, isto mostra
que o modelo é negativamente.
Marginalmente, pela propriedade (3.4.2), y;; € y»; tem respectivamente a distribui-

cdo de permanéncia dada por

y 3,96x0,63
F(y) :exp{—3 (ﬁ) } ~ Weibull(10;2,5),

y 2,96x0,63
F(yy,) = exp { -3 (162—”4) } ~ Weibull(9,1;1,865).

Usando estas distribui¢des, tem-se que a probabilidade de um aluno do PSC evadir-se
até a metade do curso € de 0, 163. No caso dos alunos do SISU esta probabilidade € de 0, 29.
De modo que a chance de um aluno do SISU ser evasor quando comparado com o aluno
do PSC é igual 0,29/0,163 = 1,78, isto é, 78 % a mais. Isto pode estar acontecendo pelo
fato que os alunos do SISU utilizam sua nota também para entrar em outras faculdades seja
através do PROUNI ou FIES.

O tempo médio de permanéncia de cada aluno tanto do SISU quanto PSC ¢ de 14 se-
mestres, ou seja, aproximadamente 7 anos (em particular, acredita-se que este valor é devido
ao periodo de greve ndo ter sido retirado da andlise, assim o tempo médio de permanéncia é
estimado em torno de 6,4 anos).

Com este modelo foi estimado que 13,4 % dos alunos se evadiram do curso até o
primeiro ano. Obviamente estas probabilidades sdao subestimadas pois existem alunos no
sistema que foram censurados mas seguramente ndo retornarao ao curso.

Para verificar o ajuste do modelo € apresentado os QQPlots marginais e seus respec-

tivos estimadores da fungdo de permanéncia comparada com o estimador de Kaplan Meier

(Figura[5.2)).
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Figura 5.2: QQPlots marginais e permanéncias marginais estimadas
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Capitulo 6

Consideracoes finais

6.1 Conclusoes

Neste trabalho foi construido um modelo Weibull multivariado para dados que exi-
bem uma certa dependéncia espacial, temporal e quando necessdrio dependéncia espago-
tempo ou por grupos de individuos ou objetos

O modelo foi construido através da marginalizacdo de uma distribui¢do Weibull G-
exponencializada condicionada a uma varidvel (ou campo aleatério) latente formado por uma
mistura de distribui¢des estaveis. As varidveis latentes foram incorporadas ao modelo para
capturar a dependéncia de interesse. Foram apresentados alguns casos especiais para dados
de dependéncia espacial, temporal e andlise de sobrevivéncia do modelo Weibull multivari-
ado e algumas propriedades, por exemplo como gerar valores desse modelo. As principais
caracteristicas do modelo Weibull multivariado proposto sdo as seguintes: a distribuicdo G
¢ weibull, a distribui¢do condicional de Y (s) dado H é Weibull, a distribui¢do do minimo é
Weibull e as marginais também sao da familia Weibull. O modelo proposto € positivamente
dependente, ou seja, 0 modelo serd negativamente dependente se a formulacdo algébrica for
tratada através da funcdo F(y;0,a). A funcio de densidade de probabilidade multivariada
foi obtida através da derivada da F(y; @, ). Devido a complexidade analitica da densidade
conjunta para estimagao de parametros foi usado como alternativa a obtencao dos estimado-
res via MCEM.

A aplicag@o desse modelo Weibull multivariado com fragilidade compartilhada foi

proposta para estimar a probabilidade de ocorrer a evasao no curso de Estatistica da UFAM.
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O tempo médio de permanéncia de cada aluno tanto do SISU quanto PSC € de 14 semestres
ou aproximadamente 7 anos (em particular, acredita-se que este valor € devido ao periodo de
greve ndo ter sido retirado da andlise, assim o tempo médio de permanéncia € estimado em
torno de 6,4 anos) e foi estimado que 13,4 % dos alunos se evadiram do curso até o primeiro
ano. A chance de um aluno do SISU ser evasor quando comparado com o aluno do PSC é
igual 0,29/0,163 = 1,78, isto é, 78 % a mais. Através do QQPlot Weibull avaliou-se o ajuste
marginal do modelo e verificou-se que a distribuicdo proposta se adequou bem aos dados. A
andlise dos resultados da aplicacdo sugere que o modelo proposto serve para situacdes que

pedem andlise multivariada e foi capaz de incorporar dependéncia obtendo bom ajuste.

6.2 Propostas de trabalhos futuros

Devido a simplicidade do algoritmo desenvolvido para estimar os parametros, ao

menos duas outras abordagens podem ser desenvolvidas a partir do modelo:

1. Regressao Weibull multivariada;

2. Modelos de fragilidade compartilhada com dependéncia espacial.
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