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Resumo

Neste trabalho se estuda como certos tipos de algebras de loop podem ser classifi-
cados com a ajuda da cohomologia galoisiana. Na primeira parte do trabalho é exposta
a teoria de algebras de Lie de dimensao finita e é introduzida a nocao de algebra de loop.
Em seguida, é explicado a rela¢ao das algebras de loop com as S/R formas de g(R), para
R o anel de polinémios de Laurent em uma variavel sobre um corpo algebricamente fe-
chado e S uma extensao deste anel. No capitulo seguinte serd apresentado a teoria da
cohomologia galoisiana. No final serd mostrado como classes de isomorfismo de algebras
de loop podem ser representados por elementos de conjuntos da cohomologia galoisiana.

Palavras-chave: Algebras de Lie; Algebras de Loop (Algebras de Lacetes); Cohomologia
Galoisiana; Cohomologia Nao-Abeliana; Espacos Principais Homogéneos.



Abstract

In this work we study how certain types of loop algebras can be classified with the
help of Galois cohomology. In the first part of the paper we expose the theory of finite-
dimensional Lie algebras and introduce the notion of a loop algebra. Subsequently we
explain the relationship of loop algebras with the S/R-forms of g(R), where R is the ring of
Laurent polynomials in one variable over an algebraically closed field and S an extension
of the ring. In the second chapter the theory of Galois cohomology will be developped.
Finally we will show how isomorphism classes of loop algebras can be represented by
elements of sets of Galois cohomology.

Keywords: Lie Algebras; Loop Algebras; Galois Cohomology; Non-Abelian Cohomology.
Principal Homogeneous Spaces.
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Introducao

Algebras de loop, representam realizacoes concretas de algebras de Kac-Moody:
Uma algebra de Kac-Moody afim sobre C pode ser vista como uma extensao central
de uma algebra de loop sobre C. Algebras de Kac-Moody foram descobertas indepen-
dentemente por Victor Kac e Robert Moody nos anos 1960s. Estas dlgebras aparecem
naturalmente na fisica tedrica, Johnny T. Ottesen (1995) [15], Jurgen Fuchs (1992) [6]
e foram amplamente pesquisadas. Por sua vez as técnicas de cohomologia galoisiana e
nao-abeliana foram desenvolvidas nos anos 1950 e 1960 por John Tate, Jean-Pierre Serre e
Jean Giraud entre outros, a partir das necessidades da teoria dos niimeros e da geometria
algebrica, vide [21] e [11].

Esse trabalho estd baseado nos artigos de A. Pianzola (2005) [16], (2002) [18], onde
foram usadas pela primeira vez técnicas de cohomologia galoisiana e cohomologia nao-
abeliana para a classificacao de algebras de loop, como torsores sobre o anel de polinémios
de Laurent em uma variavel sobre um corpo de caracteristica zero. Estes artigos foram
os pontos de partida de varios outros trabalhos que em seguida utilizaram estas técni-
cas para classificar algebras de multi-loop (uma generalizagdo de algebras de loop) nos
anos seguintes, como Gille-Pianzola (2007) [8], (2008) [9], (2013) [10] e Steinmetz-Zikesch
(2012) [25].

Nos ilustraremos a rica interacao de duas areas de algebra, que parecem relativa-
mente distintas: algebras de Lie de dimensao infinita e cohomologia galoisiana. Uma
algebra de loop L (construida a partir de uma algebra de Lie g de dimensao finita sobre
C) contém o anel R = Cl[t,t7!] e é "trivializada" por uma extensdo finita de R. Isto é,
existe uma extensao finita (e galoisiana) de anéis S/R, tal que

L®pS ~gr®rS,

onde gr = g ®c R. Este fato permite aplicar técnicas de cohomologia a estas algebras
de loop. No nosso trabalho mostraremos como o problema da classificacao de é&lgebras
de loop sobre C pode ser transformado essencialmente em um problema de cohomologia
galoisiana.

A nossa teoria se aplica principalmente a algebras de loop sobre o corpo C. Porém
a nossa teoria so utiliza propriedades algébricas e nao analiticas do corpo C, assim ela
ela serd desenvolvida, em maior generalidade, sobre um corpo algebricamente fechado de
caracteristica zero. Estruturamos o nosso trabalho em dois capitulos da seguinte forma:

No Capitulo 1, estudamos alguns conceitos relacionados a algebras de Lie de dimen-
sao finita, apresentamos exemplos e revisamos alguns resultados classicos que serao de
importancia no decorrer deste trabalho, utilizando como principais referéncias, os textos
[5], [12], [20] e [22]. Na ultima parte do capitulo 1 definiremos a nogao de algebra de loop
L(g,0), para g uma algebra de Lie de dimensao finita e ¢ uma automorfismo de g de
periodo finito e mostramos que toda algebra de loop é uma S/R-forma de g ® R, para S
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uma extensao finita de C[t,¢7!]. Utilizamos como principais referéncias, [1], [17] e [24].

No Capitulo 2, apresentamos a teoria da cohomologia galoisiana . Comegamos por
introduzir as nocoes de grupo topologico, limite inverso e grupo profinito. Em seguida,
desenvolvemos a teoria da cohomologia de grupos profinitos na medida que precisamos.
Esta teoria pode ser aplicada ao grupo de Galois de uma extensao de corpos, sendo um
grupo profinito. Apresentaremos as nogoes de espagos principais homogéneos (torsores)
da cohomologia nao-abeliana. No final do capitulo mostraremos que as algebras de loop
podem ser associadas a cociclos da cohomologia nao-abeliana. Assim mostraremos que al-
gebras de loop L(g, o) podem ser classificados, a menos de R-isomorfismo, pelas classes do
conjunto de cohomologia galoisiana H*(T", Auts(g(S))), onde g(S) = g®cS. Construimos
explicitamente uma funcao injetiva:

Classes de R-isomorfismos de algebras de loop da forma
L(g,0), onde o é um automorfismo de g de periodo m.

} Ly BT, Auts(q(S)))

Desta correspondéncia podemos rapidamente deduzir as classes de C-isomorfismo
de algebras de loop. De fato as classes de C-isomorfismo podem ser identificados com um
quociente do conjunto de cohomologia acima. A importancia disso é que nos conseguimos
transformar um problema da teoria de algebras de Lie de dimensao infinita (a classificagao
de algebras de loop) em um problema de cohomologia galoisiana. Além disso classifica¢ao
destas algebras nao depende diretamente da algebra de Lie g, mas apenas do seu grupo
de Aut(g), ou seja do grupo de automorfismos de S-algebra g ® S.



Capitulo 1

Algebras de Lie e de Loop

As algebras de loop, que sao o objeto principal do nosso trabalho e que serao intro-
duzidas na tultima se¢ao deste capitulo, sao dlgebras de Lie de dimensao infinita sobre o
corpo C. Portanto comecamos por expor neste capitulo os conceitos basicos da teoria das
algebra e Lie sobre um corpo.

1.1 Definicoes e exemplos de algebras de Lie

Definicdo 1.1.1. Seja k um corpo. Uma Algebra de Lie consiste de um k-espaco vetorial
g, munido de uma aplicac¢ao bilinear, (colchete ou comutador)

[, ]igxg—g
satisfazendo as seguintes propriedades:

(L1) [z,z] =0 para todo x € g,
(L2) [z,]y,2]] + [y, [z, z]] + [z, [z,y]] = 0 para todo z,y,z € g.

A condicao (L2) é conhecida como identidade de Jacobi. Neste trabalho, iremos por
a condicao de que o corpo k seja algebricamente fechado de caracteristica zero.

Observacao 1.1.1.

e A condi¢ao (L1) implica que [z,y] = —[y, x| para todo x,y € g e é equivalente se o corpo
de escalares k£ nao é de caracteristica dois.

e Em uma algebra de Lie g, tem-se que [x,0] = 0 = [0, z] para todo x € g, pois, [z,0] =
[£,0 4+ 0] = [x,0] + [z,0] o que implica que [z,0] = 0 = [0, z].

e Em geral uma &lgebra de Lie g, nao ¢ uma algebra associativa, pois podemos ter
[z, [z, y]] # [[x, 2], y] quando [z, [z,y]] # 0.

Exemplo 1.1.1 (Algebras de Lie proveniente de algebras associativas). Seja A
uma algebra associativa. Podemos definir sobre o espago vetorial A um colchete a partir
do produto associativo da seguinte forma:

12
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[z,y| :== vy — yx para todo z,y € A

onde zy indica a multiplicacao k-bilinear associativa em A. O colchete definido assim da
uma estrutura de algebra de Lie em A a qual denotamos por A7), para indicar que é
uma algebra de Lie proveniente de uma algebra associativa.

Exemplo 1.1.2. (M(n,k),[,]) onde M(n, k) é o k-espaco vetorial das matrizes de orden
n x n com entradas em k, é uma algebra de Lie. De fato, defina o colchete de Lie, pondo

[A, B] := AB — BA para todo A, B € M(n, k), onde AB indica o produto usual de ma-
trizes. E facil ver, que [, ] ¢ uma aplicacdo bilinear e cumpre as condicdes (L1) e (L2).

Essa algebra de Lie sera denotada por gl(n, k). Muitas das vezes elas serdo indicadas
somente por gl(n), sem especificar o corpo quando este nao for relevante.

Exemplo 1.1.3. Seja V um k-espaco vetorial. Considere o k-espago vetorial End(V),
isto &, o conjunto de todas as transformacoes lineares do k-espago vetorial V. End(V)
¢ uma algebra de Lie, onde o colchete é dado por [17,T5] = Ty o Ty — Ty o T para todo
T1,T, € End(V), a qual Ty o Ty indica a composi¢ao de transformagoes lineares. Por
definicdo, [, ] é bilinear, onde cumpre as condigoes (L1), (L2).

A essa algebra de Lie, denotaremos por gl(V'). Quando o k-espaco vetorial V', tiver
dimensao finita (dim;V = n < o0), gl(V) coincide com gl(n). Essa algebra de Lie é
conhecido como algebra linear geral.

Definigao 1.1.2. Uma algebra de Lie g é chamada de abeliana, se [z,y] = 0, para todo
T,y € g

Exemplo 1.1.4.

e Seja g um espaco vetorial qualquer, em g definimos [z,y] = 0, para todo z,y € g.
Portanto g munido desse colchete é uma algebra de Lie abeliana.

e Se dimensao de g ¢ 1, entao g ¢ abeliana.

e Todo subespaco de dimensao 1 de uma algebra de Lie é uma algebra de Lie abeliana.

Alguns conceitos da teoria da algebra e da algebra linear podem ser introduzidas na
teoria de algebra de Lie, vejamos.

Definicao 1.1.3. Sejam g uma algebra de Lie e h C g. Dizemos que h é uma subdlge-
bra de Lie, se h é um subespaco vetorial de g fechado para o colchete, isto é, para todo

r,y €h, [z,y] €b.

Observacao 1.1.2. Uma subéalgebra de Lie f ¢ um subespaco vetorial que herda as es-
truturas de algebra de Lie de g.
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Exemplo 1.1.5. O espaco b(n, k) das matrizes triangulares superiores (a;; =0V i > j)
¢ uma subalgebra de Lie de gl(n), pois a soma e a multiplicacdo de matrizes triangula-
res superiores ainda é uma matriz triangular superior. logo, [A, B] € b(n, k) para todo
A, B € b(n, k).

Exemplo 1.1.6. O conjunto h = {A € gl(n) | Tr(A) = 0} é uma subélgebra de Lie de
gl(n), onde Tr indica o traco da matriz. Com efeito, h é subespago vetorial de gl(n), pois
¢ nao vazio (0 € h) e para todo A, B € h e a € k, temos:

Tr(A+ aB) =Tr(A) +aTr(B) =0

isto é, A+aB € b, provando assim que b é subespaco vetorial de g. Sejam agora A, B € b,
entao

Tr([A, B]) = Tr(AB — BA) = Tr(AB) — Tr(BA) = 0.
Portanto, b é subélgebra de gl(n).

Representaremos essa subalgebra de Lie por sl(n, k) ou apenas sl(n) quando nao
houver confusao em relagao ao corpo.

As algebra de Lie gl(n) e sl(n) aparecerdo com bastante frequéncia no decorrer do
trabalho, por isso, damos tal importancia a elas para o desenvolvimento dessa teoria.

Definicao 1.1.4. Sejam g uma algebra de Lie, h C g uma subalgebra. Definimos o
normalizador de b em g como

Ny(h) ={xr€g|[z,h] €b, Ve b}

Observacao 1.1.3. E facil verificar que Ny(bh) é uma subdlgebra de g, que contém b.

Definicao 1.1.5. Sejam g uma algebra de Lie e Z C g. Dizemos que Z é um <deal de g,
se Z é um subespaco vetorial, tal que:

[,y € I,V x € g,y € T.

Em outras palavras, [g,Z] C Z.

Observacao 1.1.4.

e Em virtude da condigdo que [z,y] = —[y,z] V x,y € g, ndo ha uma distin¢ao entre ideal
a esquerda e a direita.

e Se 7 é um ideal de g, entao Z é uma subalgebra de g, mas a reciproca é falsa, um contra
exemplo é a subalgebra b(2, k) da algebra de Lie gl(2), onde considerando

<(1) 8) €b(2,k), e <(1) 8) e gl(2).

(1 0)-(0 0)] = (1 o) zeen

podemos verificar que
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Exemplo 1.1.7. {0}, g sdo ideais de g chamados ideais triviais.

Exemplo 1.1.8. sl(n) é um ideal de gl(n), pois, para todo A € sl(n) e B € gl(n),
(A, B] = AB — BA € sl(n).

Definicao 1.1.6. Sejam g uma algebra de Lie e B C g. Chamamos de centralizador de
B em g ao conjunto
Z(B)={reg|[z,yf =0V yeB}

Se B = g chamamos Z(g) de centro de g.

Observagao 1.1.5. O centro Z(g) é um ideal da algebra de Lie g. Isso é verificado atra-
vés da identidade de Jacobi.

Mostraremos agora como propriedades de soma e intersecao de ideais e subélgebras
podem ser interpretadas. Vejamos isso na seguinte proposigao.

Proposicao 1.1.1. Sejam g uma algebra de Lie e b,, b, dois subespagos de g. Entao:

b. b, = b+ b, h. N b,
Ideal Ideal =— Ideal Ideal
Subalgebra Ideal = Subdlgebra Subélgebra

Demonstrag¢ao. Como b, e b, sao subespacos de g, entao claramente a soma e a interse¢ao
sao subespagos de g. Suponhamos que b,, h, sao ideais, e sejam x € h, +bh, e y € g, entao
existem x, € h, e x5 € h,,tal que xr = x1 + x4, assim

[z,y] = [z1+ 22, y] = [21, 9] + [22,9] € by + b

Isso mostra que a soma de dois ideais ¢ um ideal. Para a intersecao de dois ideais, sejam
r € h,Nh, ey € g, por definigio [x,y] € h, Nh,, como queriamos.
No caso da soma de um ideal com uma subélgebra de Lie é facil verificar que é uma
subalgebra de Lie.

[

Observacao 1.1.6. A soma de duas subalgebras de Lie nao é, em geral, uma subélgebra
de Lie, um contra-exemplo é dado pelas subalgebras de Lie h, e h, de sl(2, R) gerados por

b5 ()

respectivamente. Podemos verificar que

6 5) o)l = (5 0)
(5= %)+ ()

com a,b € R. Assim teremos, por igualdade em b, uma contradi¢ao. Portanto, h, + b,
nao é uma subdlgebra de Lie.

Suponhamos que
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Definigao 1.1.7. Sejam g uma éalgebra de Lie sobre k e A, B subconjuntos de g. Definimos
o colchete de A, B como o k-subespago vetorial gerado por {[z,y]: = € Aey € B}, a
qual denotamos por:

[A, B] = Span ,{[z,y] | z € Aey e B}.

Proposigao 1.1.2. Sejam b, e b, ideais de uma algebra de Lie g. Entao [h,,h,] é um
ideal de g.

Demonstrag¢ao. Por definicao [h,,h,] é um subespaco vetorial de g. Sejam z € ge w €
(b1, b,], entdo w = ZO"' [z;,y;] com x; € b, e y; € h,. Pela identidade de Jacobi, tem-se:

)

[z,w] = [27 Zai[%,yi]] = Zai[zv [miayi“ = ZO@([ZE“ [27%]] + [[Z7$Z]>yl])

Portanto, [z, w] € [b,, h,], como queriamos.

1.2 Homomorfismo de algebras de Lie

Para procedermos no trabalho e assim definirmos as algebras de loop, precisamos
de alguns conceitos basicos sobre automorfismos de élgebras de Lie de périodo n, para
isso, iniciaremos a expor sobre homomorfismo de algebras de Lie, em que apresentaremos
alguns exemplos e teoremas classicos.

Definicao 1.2.1. Sejam g, h algebras de Lie sobre um corpo k. Dizemos que a aplicagao
¢ : g —> b é&um homomorfismo de algebras de Lie, se cumpre as seguintes condicoes:

(i) ¢ ¢ uma transformagéao linear.
(ii) ¢ preserva colchete de Lie, isto é, ¢([z,y]) = [¢(x), #(y)] para todo x,y € g.

Observacgao 1.2.1.

e Notemos que no item (ii) o primeiro colchete é dado pela algebra de Lie g e o segundo
colchete é dado pela algebra de Lie b.

e ¢ é chamado monomorfismo, se é injetora, epimorfismo se é sobrejetora e isomorfismo
se é bijetora.

e Um automorfismo de uma &algebra de Lie g ¢ um isomorfismo ¢ da forma ¢ : g — g.
Definimos um periodo de um automorfismo ¢ como um inteiro positivo n, tal que, ¢™ = Id,
onde Id indica o homomorfismo identidade.

o Ker(¢p) ={z €g| ¢(x) =0} é um ideal de g.
e Im(¢) ={y €bh|y=¢(x) para algum z € g} é uma subdlgebra de Lie de b.

Exemplo 1.2.1. A aplicacao traco

Tr:gl(n) — k
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¢ um homomorfismo de dlgebras de Lie. De fato, Tr é uma transformacao linear, tal que,

Tr([A, B]) = Tr(AB — BA)
= Tr(AB) — Tr(BA)
— 0
= [Tr(A), Tr(B)]

pois k é algebra de Lie abeliana.

Exemplo 1.2.2. Consideremos as algebras de Lie L e gl(L), definimos o homomorfismo
adjunto
ad : L — gl(L)

por ad,(y) := [z, y] para todo x,y € L. Esta aplicagdo é um homomorfismo entre algebras
de Lie, pois,

adaa:-f—ﬁy(z) = [Oé.l’ + By7 Z]
= alz, 2] + By, 2]
= a.ad,(z) + B.ady(2)

para todo z,y,z € L e a, 8 € k e da identidade de Jacobi, temos

adp ) (2) = [z,
[

—

z
],y]

Il - [y,[ H
dm oady(z) — ad, o ad,(z).

Il I
o .—\.—.
“F
N

Definicao 1.2.2. Sejam g uma algebra de Lie e h um ideal de g. O espacgo vetorial
quociente g/h = {x + b : = € g} tem estrutura de algebra de Lie, definindo o colchete
por

[+ b,y +b]:=[z,y] +b.

E facil verificar que a definicao do colchete de acima independe dos representantes,
no qual cumpre as condigées (L1) e (L2). Com isso, podemos verificar que a proje¢ao
canonica 7 : g — g/, dado por 7(x) =z + b, x € g, ¢ um homomorfismo sobrejetor de
algebras de Lie, pois para todo x,y € g, temos

m([z,y]) = [z, 9] + b = [z + b,y +b] = [x(2), 7(y)].
Teorema 1.2.1 (Teorema do Isomorfismo).

(1) Se ¢ : g, —> g, € um homomorfismo de algebras de Lie, entao

g:/Ker(¢) ~ Im(¢).

(2) Se b, e b, sdo ideais de g, entao

(hy +5.)/by ~b,/h, N b,.

(3) Suponha que b, e b, sao ideais de g, tal que b, C h,. Entao
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b./b. é um ideal de g/b, e (g/b.)/(h./b.) =~ g/b..

Demonstra¢ao. A demostracao é analogo as outras estruturas algébricas (Aneis, modulos,
etc).
O

Exemplo 1.2.3. Sejam a aplicacao traco Tr : gl(n) — k e Ker(Tr) = sl(n), assim, pelo
Teorema do Isomorfismo gl(n)/sl(n) ~ k.

Como caso particular de homomorfismo de algebra de Lie temos as derivagoes:

Definicao 1.2.3. Seja g uma algebra de Lie sobre k. Uma deriva¢ao de g é uma aplicacao
k-linear
D:g—g

tal que
D([z,y]) = [D(x),y] + [z, D(y)] para todo z,y € g.

Podemos definir de forma mais geral, para uma algebra A, com um endomorfismo
D de A, onde cumpre a regra de Leibniz de derivada de produto D(xy) = D(x)y+zD(y).

Exemplo 1.2.4. A adjunta dos elementos de uma algebra de Lie g, é uma derivagao. De
fato, pela identidade de Jacobi,

ad$([y7 Z]) = [ZL’, [y7 ZH = HxvyL Z] + [ya [$a ZH
Portanto, ad,([y, z]) = [ad,(v), 2] + [y, ad,(z)] para todo z,y, z € g.
O colchete de Lie de uma algebra de Lie g de dimensao finita com base

B = {X1, X, ..., X,}, estd completamente determinado pelo colchetes dos elementos de
n

B, pois [X;, X;] = ZCZXk, para alguns cfj € k e para quaisquer XY € g, temos,
k=1

X:ZaiXi; Y:ZbJX] [§]

i=1 j=1

[X’Y] =

En CLZ'XZ‘, En ijj]
i=1 7j=1
= E aibj[Xi,Xj]

,J

Z k
1:7j7k
A esses coeficientes cfj, damos o nome de constantes de estrutura de g com respeito
a base B. Essas constantes de estruturas dependem da escolha da base de g, em geral,

diferentes base implicam em diferentes constantes de estrutura.
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Observacao 1.2.2. Pela condigdo (L1) tem-se que [X;, X;] = 0, para todo i, a qual
implica que (X, X;] = —[X;, X;] Vi,j. Entao é suficiente conhecer as constantes de es-
trutura c cpara 1l <i<j<n.

Existe uma maneira de verificar que algebras de Lie de dimensao finita sao isomor-
fas através do colchete, onde analisamos as constantes de estrutura, esse é o resultado da
proposicao seguinte.

Proposicao 1.2.1. Sejam g e § dlgebras de Lie de dimensao finita. g é isomorfo a h se, e
somente se, existe uma base B de g e uma base C de b, tal que, as constantes de estrutura
de g com respeito a B sao iguais as constantes de estrutura de b com respeito a C.

Demonstra¢ao. Sejam as bases B={ X1, Xy, ..., X,,} e C={Y1,Y5,....,Y,,} de g e b respecti-
vamente. Se g e h tem as mesmas constantes de estrutura ck e definirmos a transformagao

linear ¢ : g — b, tal que ¢(X;) = Y;, entdo para todo X = Z%’Xi eY = ijXj em
2 J
g, temos:

Z alb] ny

’]7

- el

= [cb(X), ¢(Y)]

como consequéncia temos que as algebras de Lie g e h sao isomorfas.
Reciprocamente, se ¢ : g — bh é um isomorfismo, entao existem bases B={ X1, X, ..., X, }
e C={Y1,Ys,...,Y,} de g e b respectivamente, tal que, ¢(X;) = Y;. Consideremos as cons-

tantes de estrutura akj, bfj de g e h com relacao as bases B e C respectivamente, assim,

V., Y;] = ¢ ([X:, X)) Zmasxk Za’%

Por outro lado, temos [Y;, Y] = wayf’f’ logo Zaka wayk’ portanto, a = bk
m

Exemplo 1.2.5. A menos de isomorfismo, existem apenas duas algebras de Lie de dimen-
sao dois. Uma delas ¢ a abeliana e a outra ¢ a que admite base {X,Y}, com [X,Y] =Y.

1.3 Soma direta e representacoes de algebras de Lie
Definicao 1.3.1. Sejam g, ..., g, dlgebras de Lie e

§=0.9 D

sua soma direta como espago vetoriais. Para X = (Xy,...,X,) e Y = (Y¥1,....Y,) € g,
definimos o colchete
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[X7 Y] = ([X1,Y1], P [XmYn]):

equipando g de uma estrutura de algebra de Lie em que a i-ésima componente é um ideal
isomorfo a g;.

De forma semelhante, podemos definir o produto e a soma direta de uma familia arbitraria
de algebras de Lie.

Definicao 1.3.2. Uma representa¢ao de uma élgebra de Lie g sobre k, é um par (V) p),
em que V é um k-espago vetorial e p : g — gl(V') é um homomorfismo de algebras de
Lie.

Dizemos que V' é o espaco da representacao e sua dimensao é a dimensao da re-
presentacao. Dizemos ainda que a representagao ¢é fiel se Ker(p) = {0}.

Exemplo 1.3.1. Toda élgebra de Lie g tem uma representacgao trivial, p : g — gl(V),
dada por p(x) = 0, para todo = € g. Para toda algebra de Lie g # 0, essa representagao
nunca ¢é fiel.

Exemplo 1.3.2. Se g C gl(V) é uma subdalgebra de Lie, entdo a inclusdo define uma
representagao de g em V', a qual chamamos de representacao candnica.

Exemplo 1.3.3. Seja g uma &algebra de Lie. O homomorfismo adjunto
ad : g — gl(g)

é uma representacao de g, chamada representacao adjunta.

Definigao 1.3.3. Dizemos que uma algebra de Lie g é simples se
1. Os tnicos ideais de g sao 0 e g.
2. dimgg # 1.

Observagao 1.3.1. O fato de dimgg # 1 é imposto para que simplesmente exista uma
compatibilidade entre os conceitos de algebra simple e semi-simples que veremos mais
adiante.

Exemplo 1.3.4. A algebra de Lie sl(2, k) é simples.

s1(2,k) = {(i _ba) |a,b,c€k:}.

Todo elemento X € sl(2, k) pode ser escrito como X = ae + ff + dh, onde

=) =08 =G0

é a base canonica para sl(2, k) e o colchete entre eles cumprem a seguinte propriedade:
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le,fl=h [h,e]=2e [h,[f]=—-2f.

Vamos provar que, se h um ideal nao-nulo de sl(2, k), entao h = sl(2, k). De fato, tomemos
Y = ae+ Bf + vh € b nao-nulo, notemos que,

Yie]=—Bh+2veeb,  [[Yie|e]=-2Be€h
[Y’f]:ah_27f€h7 [[Y’f]vf]:_2af€h

Portanto, se a ou f sao nao nulos, entao h contém e ou f, assim h = sl(n, k). Por outro
lado, se & = 5 =0, entdo v # 0 e portanto h € b, logo h = sl(n, k).

Podemos verificar que ha uma relacao entre representacoes de algebras de Lie com
modulos, eles podem nos fornecer informacoes importantes sobre a algebra de Lie, como
o Lema de Schur, que serd mostrado em seguida.

Definicao 1.3.4. Seja g uma &lgebra de Lie sobre um corpo k. Um g-mddulo é um par

(M,-) em que:

(M1) M é um k-espago vetorial,

(M2) A aplicacao - : g x M — M é k-bilinear, em que associa (x,m) — x - m, chamada
agao de g sobre M

(M3) [z,y]- m=x-(y-m)—y-(x-m)Vz,y € gem € M, compatibilidade com o colchete.

Notemos que, a condigao (M2) implica que para cada = € g, a aplicagao
T, : M — M onde T,(m) = x - m, é um endomorfismo linear de M, em outras pa-
lavras, os elementos de g agem sobre M por aplicacoes lineares

T :9g — End(M)
c—T,: M — M

m— Ty(m) =z -m.

Observagao 1.3.2. Sejam g uma éalgebra de Lie e (M, p) uma representagao de g, entao
V' é um g-modulo, pois, basta definir

cigxX M — M
(x,m) = x-m = p,(m).

Reciprocamente, dado um g-modulo M, entao (M, p) é uma representacao de g, em que,

p:g— gl(M)
T py M — M

m > py(m) =x-m.

Portanto existe uma correspondéncia biunivoca,

{Representagoes de g} =L {g-mo6dulos} .
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Exemplo 1.3.5. Sejam M um k-espago vetorial e g uma subalgebra de Lie de gl(M),
podemos verificar facilmente que M é um g-moédulo, onde x - m é dado pela imagem de
m pela aplicacao linear x, isto é,

igxXM—M

(x,m) — x-m = x(m).

Sejam g uma algebra de Lie e V' um g-moédulo, dizemos que um subespaco W de V' é
um submédulo de V', se W é invariante pela acao de g, isto é, paracadaz € gew € W,
temos x - w € W.

Definicao 1.3.5. Seja W um submoédulo do g-médulo V. Como em outras estruturas, po-
demos tambem dar uma estrutura de g-modulo ao espago quociente V/W. Essa estrutura
é dada por:

z-(v+W):=(z-v)+ W paratodoz €geveV.

A este modulo chamamos de quociente ou mddulo de fator. E facil ver que essa acdo de
g em V/W independe dos representantes, ou seja, esta bem definida.

Um homomorfismo de g-moédulos é uma aplicacao linear ¢ : V. — W, tal que,
p(x-v)=2-¢(v) YacgevcV. E facil verificar que o Teorema do Isomorfismo é
ainda valido para g-modulos.

Observacgao 1.3.3. As categorias de representacoes de g e de g-modulos sao equivalentes.

Definicao 1.3.6. Seja g uma &lgebra de Lie. Dizemos que um g-modulo V é irredutivel
ou simples, se tem precisamente dois g-submodulos, o proprio e o {0}.

Observacao 1.3.4. Usando a Observacao 1.3.3, podemos dizer que no contexto de repre-
sentacoes, uma representacao p de g em V' é irredutivel se os tinicos subespacos invariantes
por p, para todo z € g, sdo os triviais, isto é, {0} e V.

Exemplo 1.3.6. Sejam g uma algebra de Lie simples e seja (g,ad) a representacao ad-
junta, entao g € um g-modulo irredutivel.

Definigao 1.3.7. Seja g uma algebra de Lie. Dizemos que um g-modulo V' é indecompo-
nivel se nao houver submodulos nao-nulos U e W tal que V =U ¢ W.

Podemos verificar que um g-modulo V' irredutivel é indecomponivel, mas a reciproca
nao ¢ valido.

Definicao 1.3.8. Seja V um g-moédulo. V é dito completamente redutivel, se pode ser
escrito como soma direta finita de g-modulos irredutiveis, isto é, V = @ V; com V; um
g-modulo irredutivel.
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Exemplo 1.3.7. Seja g = d(n) a subdlgebra de gl(n), consistindo de todas as matrizes
diagonais. Seja o k-espacgo vetorial V = k", defina D-v=DwvV D egev €V, em que
D.v indica o produto usual de matrizes. Assim, V torna-se um g-moédulo completamente
redutivel. De fato, se V; = Span{e;}, entao V; é um g-submodulo de dimensao 1 e logo
irredutivel, no qual V = V.

Um dos resultados importantes na teoria de representagoes (ou modulos), no qual
envolvem representacgoes irredutiveis ¢ o Lema de Schur, o qual diz:

Lema de Schur 1. Seja g uma algebra de Lie sobre k e seja .S um g-mo6dulo irredutivel
de dimensao finita. A aplicagdo 6 : S — S é um homomorfismo de g-modulos se, e
somente se, # é um miltiplo por escalar da transformacao identidade, isto é, # = Aldg,
para algum \ € k.

Demonstrag¢ao. Suponhamos que 6 : S — S é um homomorfismo de g-mo6dulos, como
k é algebricamente fechado e 6 é, em particular, uma transformacao linear de espagos
vetoriais, entao 6 possui um autovalor A € k. Agora 0 — Aldg é um homomorfismo de
g-modulos, o Ker(f — Mdg) possui um A-autovetor de 6, e assim Ker(f — Aldg) é um
submoédulo nao-nulo de S, como S é irredutivel, Ker(§ — A\ldg) = S, portanto § = Alg. A
reciproca é claramente valida. O

Com o Lema de Schur, temos muitas aplicagoes, como:

Lema 1.3.1. Seja g uma algebra de Lie sobre um corpo algebricamente fechado e seja V'
um g-modulo irredutivel. Se z € Z(g), entdo z age por multiplicagdo escalar em V, isto
é, existe A € k, tal que, z-v=Xv, Vv e V.

Demonstragao. Defina a aplicacao v — z-v,V v € V. Essa aplicagao ¢ um homomorfismo
de g-modulo irredutivel. De fato, seja x € g, entao:

z-(x-v)=x-(2-v)+[z,2]-v=x-(2-v), onde z € Z(g).

Agora, aplicando Lema de Schur, tem-se que existe A € k, tal que, z - v = Av, para todo
velV.
m

1.4 Algebras de Lie soliiveis e semi-simples

1.4.1 Série derivada

Seja g uma algebra de Lie. Define-se por indugao os seguintes subespacos de g:

9(0)
g(l)

g
9, 9]

Esses subespagos sao na verdade ideais de g (Proposigao 1.1.2). Notemos que elas
cumprem uma sequéncia de ideais, ou seja,
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g=g0DogMD...0g0 ...

Essa sequéncia de ideais é conhecida por série derivada de g onde suas componentes sao
chamadas de dlgebras derivadas de g.

Definicao 1.4.1. Uma algebra de Lie g é dita solivel, se alguma de suas algebras deri-
vadas se anula, isto é,

para algum n > 1 (e portanto, g) = 0, para todo j > n).
Exemplo 1.4.1. As algebras abelianas sdo soltveis, pois g = 0.

Exemplo 1.4.2. Toda algebra de Lie g de dimensao 2 é soluvel. De fato, pelo Exemplo
1.2.5, g é abeliana ou existe uma base {X,Y}, tal que, [X,Y] =Y. Segue do Exemplo
1.4.1 que, se g é abeliana entao g é soluvel. Se g nao é abeliana, entao, tém algebra
derivada de dimensao 1 e, portanto, a segunda derivada se anula.

Proposicao 1.4.1. Seja g uma algebra de Lie.
(1) Se g é soluvel, entdo também sdo, todas subalgebra e imagens homomorficas de g.
(2) Se b é um ideal soluvel de g, tal que, g/b é solavel, entao g é solavel.

(3) Se b, e b, sdo ideais soluveis de g, entdo h, + h2 é um ideal solavel.

Demonstragio. A demonstracao pode ser encontrada em (|12, Cap. 1, p.11).
[

Proposicao 1.4.2. Seja g uma algebra de Lie de dimensao finita. Entao, existe em g um
tnico ideal soliuvel v C g que contém todos os ideais soliveis de g.

Demonstragao. Seja n o maximo das dimensoes dos ideais soluveis de g e seja vt um ideal
soluvel com dimt = n. Entao, todo ideal soluvel de g esta contido em t. De fato, seja b
um ideal solivel de g, entao, v 4+ h também é solivel. Pela maximalidade da dimensao,
dim(t + h)=dimr, assim v+ b C t, segue que, h C v. Portanto, v contém todos ideais

soltveis de g e ele é evidente o tinico.
O

O ideal v da Proposicao 1.4.2 é chamado de radical solavel de g, no qual denota-
remos por t(g). Assim uma algebra de Lie ¢ soluvel se t(g) = g.

1.4.2 Algebra semi-simples

Definicao 1.4.2. Uma &lgebra de Lie é dita semi-simples se

t(g) =0

ou seja, g nao contém ideais soliveis além do 0.
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Para uma algebra semi-simples g, o seu centro é um ideal necessariamente nulo.
Como o centro de uma algebra de Lie é o ntcleo da representacao adjunta, segue que, a
representagao adjunta de uma algebra semi-simples ¢é fiel, assim, toda algebra semi-simples
pode ser vista como uma subélgebra de gl(g).

Exemplo 1.4.3. As algebras simples sao semi-simples. De fato, g nao contém ideais ex-
ceto g e 0. Como t(g) é um ideal, ele deve ser 0 ou g. No primeiro caso, g é semi-simples
como se pretende. O segundo caso, ndo pode ocorrer, pois t(g) = g implica em g ser solu-
vel e, portanto g’ # g. Como g’ também ¢é um ideal, g’ = 0, isto é, g é abeliana, logo todo
subespaco de uma algebra abeliana é um ideal, o que nao pode acontecer, pois, dim ;g > 2.

Exemplo 1.4.4. A algebra de Lie sl(2, C) é semi-simples, pois ndo possui ideais proprios.

Proposicao 1.4.3. Sejam g uma algebra de Lie que nao é solivel e h C g um ideal
soluvel. Entao, g/h é semi-simples se, e somente se, h = t(g).

Demonstra¢ao. A demonstragao pode ser consultada em ([20], Cap. 1, 51).

1.5 Algebras de loop

Nesta secao, fixaremos um corpo k algebricamente fechado de caracteristica zero e
(Cn)n>1 uma familia compativel de n-ésimas raizes primitivas da unidade em k.

Consideremos nesta secao uma éalgebra de Lie g de dimensao finita sobre k£ e 0 um
automorfismo de g de periodo m. Usaremos o simbolo ®, para indicar o produto tensorial
sobre o corpo k. As principais referéncias para esta segao sao, [1], [17] e [24].

1.5.1 Definicao e algumas propriedades
Consideremos o seguinte conjunto,
gi={zegl|ol@)=_(at,

onde (,,, ¢ uma m-ésima raiz primitiva da unidade em k, ¢ € Z e © — 7 é a projecao natural
da aplicagao Z — I" := Z/mZ. A algebra de Lie g pode ser decomposta em autoespagos

s=Po- (1.1)

el

Podemos notar que gz = g7, isto é, o conjunto dos pontos fixos de o em g.

Seja R := k[t,t'] a k-dlgebra dos polinomios de Laurent na varidvel ¢. Podemos
identificar R com uma k-subdlgebra do anel polinomial de Laurent na variavel z de

S :=k[z,z71

via
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t=zmet 1l ="m

Desta forma S é uma R-algebra. Este anel pode também ser denotado por S = k[t% , t‘i].
Consideremos a S-élgebra de Lie

9(8) =g®S, [y =|ryle .

Podemos identificar essa algebra de Lie g(S) com g[z,27']. Assim temos:

a(5) = Ple® 2.

i€z
Fixando a componente g ® 27, por (1.1), temos,

9®Zj:(@gi)®2j

el

= @(Qi ® 2)

el

=P oo (g

7#7 €l

Observacao 1.5.1. A nocao de dlgebra de Lie se estende de forma natural a um anel de
base, isto é para A um anel comutativo com unidade é possivel definir sem problemas a
nogao de A-algebra de Lie, vide ([23], Cap.1, Parte 1).

Definicao 1.5.1. A algebra de loop de g relativo a ¢ é a subalgebra

L(g,0): =P e

JET

da algebra g(S), onde j € Z/mZ & a imagem de j € Z pelo homomorfismo candnico.
As algebras de loop satisfazem as seguintes propriedades:

Propriedades 1.5.1.
e L(g,0) ¢ uma R-subélgebra de g(S5), e portanto uma k-algebra.

e Para todo i € Z, existe um tnico R-automorfismo de S, que denotamos por ¢ tal que
i(2) = G2

Entao a aplicacao 7 — ¢ ¢ um isomorfismo de I' para o grupo de todos os R-automorfismo
de S, que denotaremos por Autg(S).

o Autr(S) é gerado por 1, onde 1(z) = (2.
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Exemplo 1.5.1. Se 0 = Id e m = 1, entdo L(g,Id) = g ® R. Esta algebra de loop é
chamada de nao-torcida ou untwisted e denotada por L(g). Dizemos que L(g, o) é trivial,
se L(g,0) ~ g ® R.

Uma definicao alternativa para uma &lgebra de loop, pode ser dada da seguinte
forma: Seja o um automorfismo de g de periodo m, e (,, uma m-ésima raiz primitiva da
unidade, estendendo o automorfismo o, para um automorfismo & da algebra de Lie g(5),
dado por

G :8(5) — g(5)
er @ 28— (T Fo(e,) @ 27,

onde {e,} e {z*} sao bases de g e S, respectivamente. Definimos a algebra de loop de
g relativo a o, por

L(g,0) = (g(5))" = {a € 9(9)) | 5(a) = a}. (1.2)
Propriedades 1.5.2.

(a) L(Q? 0-71) k L(gv 0)'
(b) Se 7 € Auty(g), entao L(g, 707 ') ~r L(g,0).

Demonstragao.

(a) Seja k: S — S o automorfismo da k-algebra S, tal que, x(z) := 27!, entdo a aplicacio

id ® k ¢ um automorfismo da k-algebra g(.5), que aplica L(g,o) em L(g,o™1).
(b) Seja 7 € Auti(g). Entao a aplicagdo 7 ®id é um automorfismo da R-algebra g(S), que
aplica L(g,0) em L(g,7om™1).
[

Definimos agora a nogao de S/R-forma de uma algebra. Para isso observamos que:
g(S) =g@ S =g® R®p S = g(R) @r S.
Definicao 1.5.2. Uma S/R-forma de g(R) ¢ uma R-algebra A, tal que
A®rS~g(R)®pS
como S-algebras.

Este conceito nos sera 1til no proximo capitulo. Pela identificacdo t = 2™ e t71 =
2~™, podemos notar que S é um R-modulo livre com base 1,z,...2™ ! e obtemos entao
a seguinte proposicao.

Proposicao 1. Se A ¢ uma S/R forma de g(R), entdao A pode ser identificado com uma

R-subalgebra de g(.5), tal que cada elemento de g(.S), pode ser expresso unicamente na
m—1

forma Z Z'y;, onde y; € Aparai=0,...,m—1. Reciprocamente, qualquer R-subalgebra
i=0
A de g(S) com esta propriedade é uma S/R forma de g(R).

Assim observamos que toda algebra de loop L(g,0), é uma S/R-forma de g ® R.



Capitulo 2

Cohomologia (aloisiana

Neste capitulo comecamos por expor a teoria da cohomologia galoisiana e a teoria da
cohomologia nao-abeliana. A teoria de cohomologia nao-abeliana pode ser visto como uma
generalizacao parcial da cohomologia galoisiana para grupos de coeficientes nao-abelianos.
Definiremos a nocao de espaco principal homogéneo e mostraremos que as algebras de loop
podem ser identificados com espagos principais homogéneos sobre R = k[t,t71]. Assim
mostraremos que as algebras de loop podem ser classificadas (como R-élgebras) por um
conjunto desta cohomologia nao-abeliana.

2.1 O Grupo de Galois como grupo profinito

Comecamos por lembrar algumas definicoes basicas sobre grupo de Galois. Ob-
servamos que o grupo de Galois, por definicao, é completamente determinado por seus
quocientes finitos. Ele é o que chamamos de um grupo profinito. Como veremos em se-
guida, um grupo profinito é um grupo que é limite inverso (ou projetivo) de grupos finitos
e assim é naturalmente munido de uma topologia. Assim um grupo profinito é um grupo
topologico. A cohomologia galoisiana entao pode ser enxergado como a cohomologia do
grupo de Galois (do ponto de vista da teoria de cohomologia de grupos), levando em conta
a topologia da qual ele é munido, isto é, s6 serao considerados aplicagoes continuas para a
construcao dos grupos de cohomologia. Aqui daremos uma defini¢ao explicita dos grupos
de cohomologia com cocadeias, seguindo J.P. Serre [21].

A teoria da cohomologia galoisiana tem aplicacoes e sua motivacao originou-se prin-
cipalmente na teoria algébrica dos ntimeros, ilustraremos isso ao mostrarmos no caminho
alguns teoremas classicos como Hilbert 90 e Teoria de Kummer. No final do capi-
tulo mostraremos como a cohomologia galoisiana pode ter um papel na classificagao de
algebras de loop.

Definigao 2.1.1. Suponha que K é uma extensao do corpo k (denotada por K/k). Diz-se
que um automorfismo de K é um K/k-automorfismo, ou um automorfismo de K/k, se
ele fixa os elementos de £.

Em outras palavras, um automorfismo de K/k é um isomorfismo ¢ de K para
K tal que ¢(x) = x para todo x € k. Podemos verificar que o conjunto de todos os
automorfismos de K/k, forma um grupo com a operacao composigao de fungoes, o qual
denotamos por Aut(K/k).

Definigao 2.1.2. Se K /k é uma extensao de Galois entdao Aut(K/k) é chamado de grupo
de Galois da extensao K/k e o denotamos por Gal(K/k).

28
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2.1.1 Grupos topolégicos

Definicao 2.1.3. Um conjunto G de elementos é chamado grupo topoldgico, se satisfaz
as seguintes propriedades:
(1) G é um grupo,
(2) G é um espago topologico,

(3) A aplicagdo m : G x G — @G, definida por m(a,b) = ab é continua, onde G x G é
equipada com a topologia produto,

(4) A aplicacao i : G — G, definida por i(a) = a™! é continua.

Observacao 2.1.1. As propriedade (3) e (4) podem ser reformuladas respectivamente da
seguinte forma:

e Se a,b € G, entao para todo aberto U C G tal que m(a,b) = ab € U, existem abertos
Vie Vs comaeVyebe Vs, tal que m(Vy x Vo) =ViVo CU.

e Se a € G, entdo para todo aberto U C G, com i(a) = a~! € U, existe um aberto V, tal
que a € V, de tal forma que i(V) =V~ CU.

Exemplo 2.1.1.
e Todo grupo munido da topologia discreta, ¢ um grupo topologico.

e O grupo aditivo dos numeros reais (R, +) munido da topologia usual de R, é um grupo
topologico.

Definicao 2.1.4. Um homomorfismo de grupos topologicos ¢ um homomorfismo de gru-
pos continuo.

A partir da definicao acima, podemos ver que um isomorfismo de grupos topologicos
¢ um homeomorfismo.

Proposicao 2.1.1. Seja G um grupo topologico.Para cada g € G, as seguintes aplicacoes,
sao homeomorfismo:

e Translacao a esquerda: f,: G — G, f,(h) = gh,
e Translacao a direita: ¢, : G — G, ¢4(h) = hg,
e Inversao: i: G — G, i(h) = h ™!,

e Conjugacio: p, : G — G, py(h) = ghg™.

Demonstragao. Perceba que f, é a restricao da aplicacao m ao subconjunto g x G. Como
por definicao m é continua, sua restricao também serd continua. Considere a aplicacao
continua f,-1 como foi definida acima, entao:

(fgo fo-1)(h) = fo(fo-1(R) = fy(g7"h) = g9 " h =h
(fgfl © fg)(h) = fg*l(fg(h)) = fg*l(gh) = g_lgh =h
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Portanto, f, ¢ um homeomorfismo. Anélogo para os demais itens.
]

Podemos verificar que o subgrupo de um grupo topologico também ¢é um grupo to-
pologico.

Proposicao 2.1.2. Seja G um grupo topolégico e H < G subgrupo. Entao H é um
grupo topologico.

Demonstracao. E facil ver que H é um espago topologico e um grupo. Basta mostrar
que as aplicagoes m e i sao continuas, mas a restricao de uma aplicacao continua a um

subconjunto é continua. Portanto, H é um espaco topologico.
O

2.1.2 Limite inverso

Para procedermos precisamos de algumas defini¢coes tecnicas. Como veremos nesta
secao, o fato que o grupo de galois é determinado por seus quocientes finitos, em outras
palavras pode ser expresso matematicamente como um limite inverso de grupos finitos.

Defini¢ao 2.1.5. Um conjunto nao-vazio (I, <) é chamado conjunto dirigido, se satisfaz
a seguintes condicoes:

(1) i <1, para todo i € I.
(2) Sei<jej=k,entdao i =k, para todo ¢, 7,k € I.
(3) Sei,j € I, entao existe um k € I, tal que, i,j =< k.

Exemplo 2.1.2. Seja [ o conjunto formado por todos os subgrupos normais de indice
finito de um grupo G. Em I defina a seguinte ordem: U, X Uz & Ug C U,. Entao I ¢é
um conjunto dirigido.

Definigao 2.1.6. Seja I um conjunto dirigido. Um sistema inverso (ou projetivo) (X;, fi;)1
de espagos topologicos indexados por I, consiste de uma familia {X; | i € I} de espagos
topologicos e de uma familia {f;; : X; — X, | 4,7 € I,i < j} de aplicagdes continuas,
tais que:

(1) fi; é a identidade sobre X;, para todo i € I.

(2) fijo fik = fir, paratodo it < j <k € I.

Exemplo 2.1.3. Considere o seguinte conjunto dirigido (Z, <), com n < m se, e somente
se, n divide m, para todo m,n € Z. Considere Z/mZ junto com a proje¢ao natural

Jom 2 Z)mZ — Z/nZ, com [, (k+mZ) =k + nZ

A aplicacao acima estd bem definida pela relagao dada no conjunto dirigido, e temos ainda
que, fumOfmj = fnj, paratodon < m < j € Z. Entao (Z/mZ, fum)z é um sistema inverso.
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Definicao 2.1.7. Se Y é um espaco topoldgico, chamamos a familia de aplicagoes conti-
nuas {1; : ¥ — X;}ier de compativel, se f;; o ¢; = 1; para todo i < j € I. Em outras
palavras o seguinte diagrama é comutativo.

Y
N\
X; i X;

Defini¢ao 2.1.8. Um limite inverso (ou projetivo) (X, ;) (denotado por lir? X;) de um
e

sistema inverso (X;, f;;)r de espacos topologicos, é um espaco topologico X, equipado com
uma familia compativel {¢; : X — X };¢; satisfazendo a seguinte propriedade universal:
Para todo espago topologico Y e para toda familia compativel {¢; : Y — X, },cr, existe
uma Unica aplicagdo continua ¢ : Y — X, tal que o seguinte diagrama é comutativo
para todo i < j € I.

Podemos garantir a existéncia e a unicidade, a menos de um homeomorfismo, do
limite inverso lim X; de um sistema inverso (X;, f;;)s, o leitor interessado pode consultar a
I

demonstracao em ([19], Cap.1, p.2). Se considerarmos ainda, o caso de um sistema inverso
(Gi, fij)1, onde cada G; é um grupo topologico, entao hmG ¢ um subgrupo topologico

de [],c; Gi, consistindo de sequéncias (g;), tal que, f;; (g]) = g;, © < j. Podemos agora
definir o que é um grupo profinito.

Definicao 2.1.9. Um grupo profinito G é um grupo topoldgico que é isomorfo a um limite
inverso de um sistema inverso (Gj, f;;); de grupos finitos, onde cada G; é munido com a
topologia discreta.

Exemplo 2.1.4. De acordo com o Exemplo 2.1.3, (Z/mZ, f,,)z € um sistema inverso,
onde denotamos Z := lim Z/mZ como seu limite inverso. Z é chamado de grupo de

—meZ
Priifer.

Teorema 2.1.1. Seja K/k uma extensao galoisiana e seja a colecao

={K' | kC K C K, K'/Jk extensao galoisiana}. Entao, Gal(K/k) é o li-
mite inverso do grupo finito Gal(K’/k) com K’ € F; em particular, Gal(K/k) é um
grupo profinito.

Demonstra¢ao. A demonstragao pode ser consultada em ([19],Cap. 2, p.68). ]
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2.2 Cohomologia galoisiana

Nesta secao introduziremos a cohomologia galoisiana. Faremos uma contrucao ex-
plicita aqui, baseada na abordagem de J.P. Serre em [21]. Esta construgao, em particular
a definicao de cocadeias, é baseada na cohomologia de complexos simpliciais da topolo-
gia algébrica. Definiremos primeiro GG- modulos discretos, eles podem ser vistos como os
coeficientes desta teoria de cohomologia. Em seguida mostraremos como estas defini¢oes
nos fornecem uma teoria cohomologica.

2.2.1 G-mo6dulos discretos

Definicao 2.2.1. Seja (G, ) um grupo profinito. Um G-mddulo discreto é um grupo
abeliano (A, +) equipado com a topologia discreta, em que G age continuamente em A.
Em outras palavras, um G-modulo discreto é um grupo abeliano A, com uma aplicacgao
continua GXx A — A: (g,a) — g-a, em que para todo a,b € A e g1, ¢g2,9 € G, cumprem
as seguintes condicoes:

(1) (9192) -a=g1-(g2-a),
(2) g-(a+b)=g-a+g-b,
(3) 1g-a=a.

Definigao 2.2.2. Sejam G um grupo profinito e A e B dois G-modulos discretos. Dizemos
que a aplicacao ¢ : A — B é um G-homomorfismo, se ¢ ¢ um homormorfismo de grupos,
tal que:

#(g-a)=g-¢a),YgeEGeVacA.

2.2.2 Cocadeias, cociclos e cohomologia

Seja G um grupo profinito e A um G-moédulo discreto. Consideremos o seguinte
conjunto:

C"(G,A)={f:G"— A| f continua}.

Por A ser um grupo abeliano, C"(G, A) também é um grupo abeliano, o qual chamamos
de grupo de n-cocadeia.
Para cada n > 1 definimos a aplicacao

d, : C"(G, A) — C™Y(G, A)

(dnf) (915 gns1) = g1~ (925 -5 gnta)
+ Z(_l)if<gla e Gim1, GiGit1 Git2 - - - s Gnt1)
i=1
+(=D)"" (g1, 90),
para todo f € C"(G, A) e todo (g1, ..., gns1) € G". E para n = 0 definimos por

(doa)(g) = g-a—a
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para todo a € A e todo g € GG. Essas aplicacoes sao chamadas de operadores cobordo.
Uma fécil verificacao mostra que d,, ¢ um homomorfismo de grupos, tal que,

dpyr0d, =0 (2.1)
para todo n. Assim obtemos um complexos de grupos abelianos:

s C"HGA) — CM(GLA) — CMTHGA) — -

Como de costume podemos agora definir os grupos de cociclos e grupos de cobordo deste
complexo:

Definigao 2.2.3. Sejam G um grupo profinito e A um G-moédulo discreto.
e Chamamos de grupo de n-cociclos de G, ao grupo Z"(G, A) := Ker(d,),
e Chamamos de grupo de n-cobordos de G, ao grupo B"(G, A) := Im(d,_1).

A equagao (2.1), implica que B"(G,A) C Z"(G, A), isto é, B"(G, A) é um subgrupo
de Z™(G, A). Assim podemos definir os grupos de cohomologia deste complexo como de
costume:

Definicao 2.2.4. Sejam G um grupo profinito e A um G-moddulo discreto. Chamamos
de n-ésimo grupo de cohomologia de G com coeficientes em A, ao grupo

H™(G, A) == Z2"(G, A)/B™(G, A).

Exemplo 2.2.1. Consideremos A = Z, a qual G age trivialmente em Z, entao H'(G, A) =
Hom, (G, Z). Onde Hom, denota todos os homomorfismo continuos.

Podemos verificar que essa construcao dos grupos de cohomologia ¢ funtorial em
relagao aos G-modulos discretos, isto é:

Para todo G-homomorfismo A — B existem aplicacoes canonicas
H'(G,A) — H'(G, B)

para todo i. Aléem disso H(G, A) = AY, onde A denota os elementos de A fixos pela acio
de G. No mais, uma sequéncia exata curta de GG-modulos discretos induz uma sequéncia
exata longa de grupos de cohomologia:

Teorema 2.2.1. Seja 0 — A" — A — A” — 0 uma sequéncia exata curta de
G-modulos discretos. Entao existe uma sequéncia exata longa de grupos abelianos

oo — HY(A") — H"(A) — H"(A") — H"T(A) — ---

Demonstragio. A demonstragao pode ser encontrada em (|7], Cap. 4, p.90)
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Podemos verificar que a contrugao acima nos fornece uma teoria de cohomologia
no sentido de Henry Cartan e Samuel Eilenberg [3], vide também Philippe Gille e Tamés
Szamuely 3.1 [7]. O grupo de Galois de uma extensao de corpos K/k é um grupo profinito
pelo Teorema 2.1.1. A teoria exposta acima entao se aplica ao grupo de Galois. Podemos
entao definir:

Definicao 2.2.5 (Cohomologia galoisiana). Seja G = Gal(K/k) o grupo de Galois da
extensao de corpos K/k e A um G-modulo discreto. Entdo chamamos o grupo H"(G, A)
de n-ésimo grupo de cohomologia galoisiana da extensdo K/k com valores em A. Se K é
um fecho separavel de k entdo denotamos esse grupo por H"(k, A).

Exemplo 2.2.2. Se A = k¥, entdao H(k, A) = A® = k*.

Observamos que é possivel também obter estes grupos de cohomologia galoisiana
como limites diretos dos grupos de cohomologia dos grupos de Galois das extensoes finitas.
Para isso precisamos da definicao de limite direto que ¢ dual a definicao de limite inverso:

Definicao 2.2.6. Sejam [ um conjunto dirigido e € uma categoria. Um sistema direto
(X5, fij)1 de objetos da categoria € indexados por I, consiste de uma familia {X; | i € I}
de objetos e de uma familia {g¢;; : X; — X; | i,j € 1,7 < j} de morfismos, tal que:

(1) gis é a identidade sobre X;, para todo i € I.
(2) gjk © gij = gir, para todo i < j <k € I.

Exemplo 2.2.3. Sejam A um G-modulo discreto e I como no Exemplo 2.1.2. Seja ainda
AU« o subconjunto dos pontos de A que sdo fixos pelos subgrupos normais de G de indice
finito U, € I. Consideremos G, = G/U,. Entao:

o AV & um G,-modulo.
o Oo5: Gg — G, induz Inf,g : H"(G,, AV>) — H"(Gg, AY#), para todo n > 0.
o (H"(G,, AY), Inf,z3); ¢ um sistema direto.

Definicao 2.2.7. Seja Y um objeto de €, chamamos a familia de morfismos
{i + Xi — Y}ier de compativel, se 1; o g;; = 1; para todo ¢ < j € I. Em outras
palavras o seguinte diagrama é comutativo.

Y
N
Y

X;

g

Definicao 2.2.8. Um limite direto (ou indutivo) (X,1;) (denotado por lir? X;) de um
—

sistema direto (X;,g;;); de objetos de €, é um objeto X, equipado com uma familia
compativel {¢; : X; — X };cs satisfazendo a seguinte propriedade universal:

Para todo objeto Y e para toda familia compativel {¢; : X; — Y };¢/, existe um tnico
morfismo de €, § : X — Y, tal que o seguinte diagrama é comutativo para todo i < j € I.
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Proposicao 2.2.1. Sejam (G, f;;); um sistema inverso de grupos profinito e (A4;, g;;) um
sistema direto de G;-moddulos discreto. Sejam ainda, G = lir? Gie A= lir? A;. Entao:
— —

H"(G,A) = lir? H™(G;, A;), para todo n > 0.
—

Demonstragao. [21], Cap. 1, se¢ao 2.2 Proposigao 8.
]

Como corolario obtemos que os grupos de cohomologia galoisiana podem ser des-
critos como limite direto dos grupos de cohomologia galoisiana dos seus quocientes finitos:

Corolario 2.2.1. Consideremos (H"(G,, AY~),Inf,z);, o sistema direto, Seja G = Gal(ks/k),
para algum fecho separavel kg de k. Entao obtemos H"(G, A) = 1ir51 H"™(Gy, A=),
—

Observacao 2.2.1. Em alguns textos os grupos de cohomologia galoisiana sao definidos
desta maneira, como limites diretos dos grupos de cohomologia dos grupos de Galois das
extensoes finitas (|7], Cap. 4, p.86).

Para ilustrar as aplica¢oes originais da teoria da cohomologia galoisiana, enuciemos
alguns teoremos classicos da teoria de nimeros que podem ser formulados e provados em
termos da cohomologia galoisiana.

A primeira afirmacao do seguinte teorema é o Teorema Hilbert 90.

Teorema 2.2.2. Para toda extensio de Galois K/k, temos, H'(k,K*) = 0 e
H"(k,K) =0, para todo n > 1.

Demonstra¢ao. Proposicao 1 em ([21]), Cap. 2, p.72).
L]

Corolario 2.2.2 (Teoria de Kummer). Seja n um inteiro > 1, primo com a caracte-
ristica de k. Seja pu, o grupo das n-ésima raizes da unidade em k,. Temos:

HY(k, pn) = k*/ (k)™
Demonstrag¢ao. Consideremos a seguinte sequéncia exata:
1 — py —" ki —" ks — 1

onde n denota o endomorfismo x — x™. Pelo Teorema 2.2.1, esta sequéncia exata,
induz uma sequéncia exata de cohomologia, dada por:

HO(k, k%) — HO(k, k%) — HY(k, pn) — H(k, k%)
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Pelo Exemplo 2.2.2 e o0 Teorema 2.2.2, HY(k, k%) = k* e H'(k, k%) = 0, logo a sequéncia
é da forma:

k* — k* — HY(k, p,,) — 0

Portanto, H'(k, i) = k*/(k*)".
[

Observacgao 2.2.2. Se no corolario anterior, impormos a condi¢cao que u, C k*, entao
podemos identificar u, com Z/nZ ao escolher uma n-ésima raiz primitiva da unidade.
Logo, ha um isomorfismo entre k*/(k*)" com Hom.(Gal(k/k),Z/nZ) = H'(k,Z/nZ).
No caso em que n = 2, temos H'(k,Z/2Z) = k*/(k*)>.

2.3 Cohomologia nao abeliana

Na secao anterior definimos a teoria da cohomologia galoisiana para A um G-mddulo
discreto - isto é, A sendo, em particular, um grupo abeliano.

Nesta secao estudaremos o caso quando A nao é necessariamente abeliano. Como
nos veremos é possivel estender a teoria parcialmente a este caso. Os primeiros conjuntos
de cohomologia (H') ndo possuem mais uma estrutura de grupo e nao existe uma maneira
facil de definir conjuntos de cohomologia (H") se n > 1.

Nesta secao G denotard um grupo profinito.

2.3.1 Definicoes de H’ e H!

Dizemos que A é um G-conjunto, se A é um espaco topologico discreto, em que
G age continuamente. Se s € G e x € A, denotaremos por °x o resultado da acao de
s sobre a. Se A e A’ sao dois G-conjuntos, um morfismo de A em A’ é uma aplicacao
f:A— A’ que comuta com a agao de G, isto é, f(°*z) = *f(z), paratodo s € G e x € A.

Se A é um grupo, o chamamos de G-grupo, e vale que *(xy) = ®z°y, para todo
se€Geux,y€ A, ese A for ainda, comutativo, a definicao de G-conjunto, coincide com
a definicao de G-moddulos discretos.

Definicao 2.3.1. Para qualquer G-conjunto A, definimos o seguinte conjunto
HO(G, A) = A%,

o conjunto dos elementos de A fixos pela agdao de G. Se A ¢ um G-grupo, H°(G, A) é um
subgrupo de A.

Agora queremos definir o conjunto H'(G, A). Para isso, precisaremos da nogao de
um 1-cociclo de G com coeficientes em A.

Definigao 2.3.2. Seja A um G-grupo. Um 1-cociclo de G (ou simplesmente cociclo) com
coeficientes em A, é uma aplicagao continua u : G — A que satisfaz a seguinte condigao:

ug = U ug, para todo s,t € G,
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onde u(s) = u, para s € G. Denotamos por Z'(G, A) o conjunto de todos os 1-cociclos
de GG com coeficientes em A.

A aplicacao u : G — A, dada por us = 1 para todo s € GG, é um 1-cocilo, chamado
de 1-cocilo trivial. E facil ver que, para qualquer 1-cociclo u € Z1(G, A), u; = 1.

Defini¢do 2.3.3. Seja u,v € Z'(G, A). Dizemos que u e v sdo cohomdlogos (denotado
por u ~ v), se existe um b € A, tal que vy = b~ 'u,*b, para todo s € G.

Podemos verificar facilmente que ~ define uma relagao de equivaléncia em Z'(G, A).

Definicao 2.3.4. Seja A um G-grupo. Definimos o primeiro conjunto de cohomologia de
G com coeficientes em A, o qual denotamos por H'(G, A), ao conjunto quociente, dado
por:

HY(G, A) = Z\(G, A)/ ~.

H'(G, A) tem um elemento especial, ou distinguido, que é a classe do cociclo trivial,
pois através dele, H'(G, A) torna-se um conjunto pontuado. Na categoria de conjuntos
pontuados, existe a nocao de sequéncias exatas.

Observagao 2.3.1. No caso em que A é um grupo abeliano, a definigao de H'(G, A)
coincide com a definicao de cohomologia no caso de G-modulos discretos.

2.3.2 Espacgos principais homogéneos

Nesta secao daremos uma interpretacao muito util para o primeiro conjunto de
cohomologia da cohomologia nao-abeliana. Como veremos, os seus elementos podem ser
identificados com classes de isomorfismos de espacos principais homogéneos.

Seja A um G-grupo e seja P um G-conjunto. Dizemos que A age a direita em P (-),
se A age no sentido natural

PxA—P
(x,a) »x-a

e cumpre *(z-a) = 5x-%a, para todo z € P e a € A. De maneira analoga, podemos definir
a acao a esquerda.

Definigao 2.3.5. Seja A um G-grupo. Um espago principal homogéneo, ou torsor
sobre A, é um G-conjunto P, tal que, A age a direita em P, de modo que para cada par
x,y € P, existe um unico a € A, tal que, y = x - a, isto é, a acao de A em P é simples e
transitiva ou que P é um "espaco afim" sobre A.
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Um morfismo entre dois espacos principais homogéneos sobre A, é uma aplicacao
que é A-homomorfismo e G-homomorfismo . Um isomorfismo entre espacos principais ho-
mogéneos, é definido de modo natural. Podemos ainda, verificar que um morfismo entre
espacos principais homogéneos é um ismomorfismo.

Denotaremos o conjunto das classes de isomorfismo de espagos principais homogé-
neos sobre A, por P(A).

Seja P € P(A), e escolhemos = € P. Para cada s € G, existe um tnico as € A, tal

que,
Sr=1x - a,.
Se definirmos a aplicacao
a:G— A
S > ag

podemos ver, que a, define um cociclo.

Por outro lado, se 2’ for outro elemento em P, pelo mesmo argumento dado acima,
ara todo s € GG existe um tnico a, € A, tal que, *x’ = 2’ - @/, e a aplicacao
S ) Y S
a:G— A
s — al,
é um cociclo.

Como z,7' € P, existe um tnico b € A, tal que, 2/ = z - b. Portanto, a, = b~'a,®h, o
que implica que a e a’, sdo cohomologos, isto é, nao depende da escolha dos representantes.

Desta maneira, obtemos uma aplicagao

M\ :P(A) — HYG, A)
[P] —  [q]
onde a é o cociclo construido acima, que é bem definida.
A aplicacao A também possui uma aplica¢ao inversa:

Seja a € Z'(G, A). Podemos entao definir um G-grupo P,, que como grupo é igual
a A, porém equipe com uma G-agao diferente ("torcida"):

GxP,— P,
(s,y) — Ty i =as- "y

Além disso, ao considerar a operagao de A sobre P, por translagoes:

P, xA— P,

observamos que, se y - b = yb, P, € um espaco principal homogéneo sobre A.
Ora, para todo a,a’ € Z*(G, A), temos,

a~a = P,~ P,.
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Para isso, basta considerar, o seguinte morfismo

Pa—>Pa/
yr— bty

onde b € A, tal que a, = b~'a,*b, para todo s € G.
Obtemos assim uma aplicacao

p: HY(G,A) — P(A)
[a] +— [Fd]
que é bem definida.
Verificaremos finalmente que as aplicagaoes A e p sao inversas uma da outra. Para isso seja
P € P(A), tal que A\(P) = [a]. Mostraremos que [P,] = [P]. De fato, basta considerarmos

que, para cada x € P fixo, a seguinte aplicacao é um morfismo entre espagos principais
homogéneos.

P,— P
Yyr=——> -y

Deste modo provamos a seguinte proposicao:

Proposigao 2.3.1. Seja A um G-grupo. Existe uma bije¢ao entre o conjunto P(A) e o
conjunto H'(G, A).

2.3.3 Torsao (Twisting)

Sejam A um G-grupo e P um espacgo principal homogéneo sobre A. Seja F' um
G-conjunto em que A age a esquerda. Considere em P x F' a seguinte relacao:

(p, f) ~(¢.9) <= Fa e A, tal que, (¢,9) = (p-a,a” ' f).

Podemos ver que ~ define uma relagao de equivaléncia em P X F', a qual é compativel
com a acao de G. Denotamos o G-conjunto quociente de P x F' por essa relagao de
equivaléncia por:

pF = (PxF)/~.

Denotaremos os elementos de pF por pf, e podemos ver que esses elementos cum-
prem a seguinte condigdo (pa)f = p(af), e mais ainda, para todo p € P, a aplicagio
abaixo é uma bijecao:

o, : F'— pF, dada por f — O,(f) :=pf.

Através disso, dizemos que pF' é obtido de F', por torsao (ou um twisting) usando
P. Vejamos essa nocao de torsao, através de um cociclo.

Sejam a € Z'(G, A) e F o conjunto F em que G age da seguinte forma:

SIf:as'Sf-
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Nesse caso, dizemos que ,F' é obtido de F, por torsao (ou por um twisting) usando o
cociclo a.

A aplicacao ®, definida acima induz um isomorfismo entre o G-conjunto ,F' e o
G-conjunto pF, para a € Z'(G, A). De fato, basta mostrar que ®,(* f) = ®,(f).
Se p € P, vimos que p define um cociclo a € Z'(G, A), tal que, *p = p - a,.

O, f)=p-("f)=p-(a;-f) = p-°f="(p- f) ="P,(f).

Proposicao 2.3.2. Sejam A um G-grupo, e F' um G-conjunto em que A age a esquerda
sobre F. Seja ainda a € Z'(G, A). Entdo o grupo torcido (ou "twisted") ,A, age sobre
oF, de forma compativel com a acao de G.

Demonstra¢ao. A demonstragao pode ser encontrada em ([21], Cap. 1, p. 48). ]

2.4 Algebras de loop e cohomologia galoisiana

Seja a partir de agora k£ um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero e
fixamos uma familia de raizes compativeis da unidade ({,), n € Z.

Mostraremos que as k-algebras de loop podem ser classificadas por um conjunto
de cohomologia galoisiana. Em primeiro lugar observamos que a teoria da cohomologia
galoisiana, que foi desenvolvida no capitulo anterior para grupo de Galois de um corpo,
pode ser estendida sem problemas para o anel R = k[t,¢7!] no seguinte sentido:

Existe uma no¢ao de extensao separavel de anéis, vide ([14], 1,7.3.3)], assim como
uma nogao de extensao galoisiana de anéis, vide ([14], IIL.1.1.3).

E possivel verificar que as extensoes R,, = k[t%,t_%] ja introduzidas na secao 1.5,
para n € N, sdo extensoes galoisianas, vide ([18], Remark 6) de R. Obtemos um grupo
de Galois G,, para cada extensao R, /R. Com a escolha da familia de raizes da unidade
acima podemos identificar o grupo de Galois G,, com o grupo finito ciclico Z/nZ, vide
(|18], Remark 6).

Fixamos entio um m € N, uma extensio galoisiana S = k[tw, ¢ =] = k[z, 2~!] onde
2M =tez ™ =t"1 como na secao 1.5. Notamos o grupo de Galois desta extensao por
[ e fazemos identificagdo I' = Z/mZ. Lembramos também que g(S) = g ®; R ®pr S.
Retomando as demais notacoes da secao 1.5, obtemos a seguinte proposicao, que mostra
que Autg(g(S)) é um I'-grupo:

Proposicao 2.4.1. Para todo 7 € I' e 7 € Auts(g(S)), a aplicagao

I' x Auts(g(5)) — Auts(g(5))
(2, 7) — = (ded)r(id®i) !

¢ bem definida e é uma acdo de I" em Autg(g(.59)).

Demonstragao. De fato, para todo 7,7 € I' e 7,0 € Auts(g(5)), temos
07 = (id®0) 7 (id ®0)~! = 7, pois 0(z) = %z = 2.
= = ((d@ (i +g)Tde (@ +5)"

=(dei)idej) r ([doj) (doi)™" = ()
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¢ (ro)=(d@i)rolidei)™ = ([dei)r(dei)(deis(dei)" ="To. 0

Como veremos na proximas proposicoes, S/R-formas, a menos R-isomorfismo, cor-
respondem bijetivamente a classes de H*(T', Auts(g(S))), que por sua vez sdo represen-
tados por cociclos. Veremos primeiro como podemos construir uma S/R-forma de g(R)
através de um cociclo

u € ZN T, Auts(g(9))) :

Proposi¢ao 2.4.2. Seja um cociclo u € ZY (T, Autg(g(S))), e consideremos o seguinte
conjunto

9(S)y ={r€g(S) | w(id®i)(z) =2, Vel }.

Entao g(S5), ¢ uma S/R-forma de g(R).
Demonstra¢ao. Consideremos a aplicacao w; = u;(id ® i). Podemos ver que w; é um
R-automorfismo de g(S) e para todo 7 € T, temos que w;(2*(x ® 27)) = i(2F)w;(x @ 27),
isto é, w; é i-semilinear, e mais ainda, pela condi¢ao de u ser um cociclo, temos que para
todo 7,7 € I', w13 = wywy, ou seja, o conjunto {w; | 7 € I'} € um grupo ciclico gerado por
wy.

Afirmamos que g(5), = Fix(wy) onde Fix(wg) ¢ o conjunto dos pontos fixos de wy
em g(S5). De fato, se z € Fix(wy), entao wy(x) = x, portanto para todo n € N, temos
w?(z) = x, e devido ao fato que wy gera {w; | 7 € '}, entao para todo 7 € I, existe um

i
n € N, tal que, w; = w?, assim wy(x) = wi(r) = r. A outra inclusdo é evidente.

Para todo 7 € T', consideremos o (' -autoespaco (g(S)); de wt em g(S), como temos,
w? = wy = id, logo g(S5) = @, (9(5))s e pelo fato de wy ser 1-semilinear, obtemos

t'(a(S))s C (8(5)): e t7(a(5)): C (8(5))s
para todo 0 < i < m — 1. Como ¢* é invertivel em S, temos t'(g(5))5 = (g(9))s, logo

a(s) = P t'(a(5)s = D t'(a(5).).

el el
portanto g(5), ¢ uma S/R forma de g(R) O

O proximo lema mostra que cociclos cohomologos nos fornecem S/ R-formas que sao
isomorfas como R-algebras.

Lema 2.4.1. Sejam u,v € Z*(T, Autg(g(S))). Entao:
u~v & 9(S)u 2k 9(5)..

Demonstragdo. Se u ~ v, entdo existe um f € Auts(g(9)), tal que, v; = f~lu; *f, para
todo 7 € I', entao:

v(id @) = flu(id @ 1) f. (2.2)

Afirmamos que f aplica g(S), em g(S5),. Com efeito, se = € g(S),, temos por definicao,
v;(id ® ) (z) = x e por (2.2), obtemos

fTus(id@i) f(z) = n(id @ i) (x) = =
u(id ®@4) f(z) = f(x)
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portanto, f(x) € g(5)., para todo x € g(.5),.
Por outro lado, se y € g(S),, temos por defini¢do, u;(id ® i)(y) = y e por f €
Autg(g(S)) existe um z € g(5), tal que, f(z) =y, logo

ur(id @) f() = f(x)
fTlud®i)f(z) =2
v(ld ®i)(x) =2
onde na tultima igualdade foi usado (2.2), portanto = € g(5),. Assim g(.5), ~g 9(5)u.

Reciprocamente, seja f : g(S), — ¢(5), o R-ismomorfismo. Como g(S5), e g(5).
sao S/ R-formas de g(R), temos:

9(5)y ®r S ~s 9(S) e 9(5)u ®r S ~5 g(5)

podemos assim estender f unicamente a um elemento f € Autg(g(5)). Como id ® ¢
¢ R-automorfismo i-semilinear, entdo podemos considerar f~lu;(id ® i)f e v;(id ® 7)
R-automorfismo de g(S) que sdo i-semilinear e fixam elementos de g(S),, com isso,
[ lu(id @ 4) f = v(id @ 1), assim v; = f~lu; *f para todo 7 € T', portanto u ~ v.

[

Obtemos entao o seguinte resultado:

Proposigao 2.4.3. As classes de R-isomorfismo de S/R formas de g(R) estao em bijegao
com as classes de cohomologia em H'(T', Auts(g(9))).

Demonstragiao. Vamos denotar por C(R) o conjunto das classes de R-isomorfismo de S/R
formas de g(R). Seja u € Z'(T', Auts(g(S))) e considere [u] € H (T, Auts(g(S))). Pelo
Lema 2.4.1, a aplicacao
®: H(T, Auts(g(S))) — C(R)
[l  — [a(5).]
é bem definida, e ainda mais, ela é injetora. Resta mostrarmos que ® é sobrejetora.

Seja A uma S/R forma de g(R), para cada 7 € I' existe um tnico i € Autg(S),
assim consideremos w; a tnica aplicacdo R-linear e z-semilinear de g(S) para g(S) que
fixa os elementos de A. Entdo w; é um R-automorfismo de g(S) e wyw; = w;1; para cada
7,7 € I'. A aplicacao

u: ' — Auts(g(S))
7 Uy i= wi(id ®4) 7!

define um cocilo de I' em Autg(g(S)). De fato, para todo 7,7 € I, temos

Uiy = Wiy (id ® (1 + 4)) 7
= ww;((id ® i) (id ® j)) ™!
= wyw;(id @ j) ' (id @)
= wyuy(id ® i) 7!
= u;(id ® i) uy(id ® 4)
= ufuj.

Assim, u € ZY(T, Auts(g(S))) e verifica-se que A = g(S)., portanto ® & sobrejetora.
[l
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A seguinte proposi¢cao mostra como toda algebra de loop define um cociclo em
ZYT, Auts(g(S))).

Proposigao 2.4.4. Sejam g uma algebra de Lie e L(g, o) a algebra de loop associada ao
automorfismo o de g de periodo m. A aplicagao

L(g,0) : I' — Auts(g(9))
7 o '®id
define um cociclo de I' = Z/mZ com coeficientes em Autg(g(95)).

Demonstragao. Queremos mostrar que, para todo 7,7 € I', temos L(g, 0):15; = £(g,0):'L(g, 0);.
Em outras palavras, queremos mostrar que:

(07" @id)(id®i) = (6" ®id)(id ® i) (0 ®id).
De fato, seja Z)\rk(er ® 2") € g(S) onde a soma é finita e onde {e,},c; e {zF}res sdo

bases de g e S respectivamente e A\, € k. Entao

( —(i+5) ®1d 1d®l (Z)\Tk €r®z >:( (i+7) ®1d <Z)\rk er ® Ckl ))
iZ)\ (i+7) eT‘)®CkZZ>

Por outro lado,

(c7"®id)(id ® i) (0 ®id) (Z A (er @ 2F > = (07" ®id)(id ® i) (Z Mi(0 7 (e,) zk)>

= (0" ®id) <Z Mi(079(e,) ® Cfffzk))
= T A e © )

portanto, para todo 7,7 € I, temos £(g, 0):4; = L£(g,0):'L(g,0);.
]

Observamos que nés podemos definir uma relacao de equivaléncia no conjunto H'(T', Auts(g(S))),
da seguinte maneira:

Sejam [L(g,0)] e [L(g,7)] € H'(T, Auts(g(S))). Entao definimos:
[L(g,0)] ~ [L(g,7)] & [L(g.0)] =[L(g,7)] ou [L(g,07")] = [L(g,7)].
Enuciemos entao os nossos resultados principais:

Teorema 2.4.1. Sejam g uma algebra de Lie de dimensao finita e o, 7 dois k-automorfismos
de mesmo periodo m, entao:

L<g7 U) =R L(gv T)

=
L(g,O') =k L(g’T) g
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Demonstragao. Verificamos anteriormente que £(g,0) e L(g, 7) sdo cociclos de I' = Z/mZ
em Autg(g(S)). Usando a Proposigio 2.4.3, basta mostrarmos que a S/R forma de g(R)
associados a esses cociclos sao as algebras de loop L(g,0) e L(g, 7).

Consideremos w; como na Proposicdo 2.4.2, mostramos que g(S)z(0) = Fix(wy),
onde wy = L(g,0)7(id ® 1), assim,

9(5) o) = {7 € 9(5) | wi(z) = x}.

Podemos verificar que g(.)z(g,0) coincide com a definicao dada na equacdo (1.2), ou seja,
9(9)z(g,0) = L(g,0). Portanto, pela Proposi¢ao 2.4.3, temos

L(g,0) ~r L(g,7) < [L(g,0)] = [L(g,7)]

A segunda afirmacdo ¢ uma consequéncia direta de (|8], Corollary 5.4).
[l

Corolario 2.4.1. Seja g uma k-algebra de Lie de dimensao finita. Entao obtemos uma
correspondéncia injetiva:

Classes de R-isomorfismos de algebras de loop da forma
L(g,0), onde o & um automorfismo de g de periodo m.

} —  H'(T, Auts(g(5)))

{ Classes de k-isomorfismos de algebras de loop da forma

} o HT, Auts(g(S))) / ~

L(g,0), onde o é um automorfismo de g de periodo m.

Observacao 2.4.1.

e Observamos a significancia deste resultado: A classificacao de algebras de loop como
k-algebras depende somente da cohomologia galoisiana do grupo Autg(g(S)). Logo nos
mostramos que o problema de classificar estas algebras de Lie de dimensao infinita sobre
k, pode ser essencialmente reduzido a um problema de cohomologia galoisiana.

e E possivel mostrar que as injecoes acima sdo de fato bijecdes, vide (|8], Theorem 5.13) -
isto é, toda classe do conjunto de cohomologia provém de uma algebra de loop.



Referéncias Bibliograficas

[1]

2]

3]

4]

5]

6]

7]

8]

19]

[10]

[11]

[12]

[13]
[14]

[15]

ALLISON, BRUCE, STEPHEN BERMAN, AND ARTURO PIANZOLA. Covering algebras
1I: Isomorphism of loop algebras, J. Reine Angew. Math. 571 39 - 71, 2004.

BERHUY, GREGORY, An Introduction to Galois Cohomology and its Applications,
Vol. 377. Cambridge University Press, 2010.

CARTAN, HENRY, AND SAMUEL EILENBERG, Homological Algebra, (PMS-19). Vol.
19. Princeton University Press, 2016.

CORNELL, GARY, JOSEPH H. SILVERMAN, AND GLENN STEVENS, Modular Forms
and Fermat’s Last Theorem, Springer Science & Business Media, 2013.

ERDMANN, KARIN & WILDON, MARK, Introduction to Lie Algebras, Springer Sci-
ence & Business Media, 2006.

FucHs, JURGEN, Affine Lie algebras and quantum groups: An Introduction, with
applications in conformal field theory, Cambridge university press, 1995.

GILLE, PHILIPPE, AND TAMAS SZAMUELY . Central simple algebras and Galois coho-
mology, Vol. 101 of Cambridge Studies in Advanced Mathematics, 2006.

GILLE, PHILIPPE, AND ARTURO PIANZOLA. Galois cohomology and forms of alge-
bras over Laurent polynomial rings, Mathematische Annalen 338.2 : 497-543, 2007.

GILLE, PHILIPPE, AND ARTURO PIANZOLA. Isotriviality and étale cohomology of
Laurent polynomial rings, Journal of Pure and Applied Algebra 212.4 : 780-800, 2008.

GILLE, PHILIPPE, AND ARTURO PIANZOLA. Torsors, reductive group schemes and
extended affine Lie algebras, Vol. 226. No. 1063. American mathematical society,
2013.

GIRAUD, JEAN, Cohomologie Non Abélienne, Springer-Verlag, 1971.

HUMPHREYS, JAMES. Introduction to Lie Algebras and Representation Theory, Vol.
9. Springer Science & Business Media, 2012.

JACOBSON, NATHAN. Lie Algebras, Jonh Wiley & Sons, INC. 1962.

KNUS, MAX-ALBERT, Quadratic and Hermitian Forms over Rings, Vol. 294. Sprin-
ger Science & Business Media, 2012.

OTTESEN, JOHNNY T., Infinite Dimensional Groups and Algebras in Quantum Phy-
sics, Vol. 27. Springer Science & Business Media, 2008.

45



[16]

17]

18]

[19]

[20]
21]

22]

23]

[24]

[25]

46

P1ANzZOLA, ARTURO. Vanishing of H1 for Dedekind rings and applications to loop
algebras, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. T 340 , 633-638, 2005.

PIANZOLA, ARTURO. Twisted loop algebra and Galois cohomology, Lecture Notes in
Pure and Applied Mathematics, volume 248 , 292-304, 2006.

PIANZOLA, ARTURO. Affine Kac—Moody Lie algebras as torsors over the punctured
line, Indag. Math. 13 249-257, 2002.

RIBES, LUIS, AND PAVEL ZALESSKII, Profinite Groups , 2st edition, Springer Berlin
Heidelberg, . ISBN 978-3-642-01641-7, 2000.

SAN MARTIN, L. A. B. Algebras de Lie, Editora da Unicamp, Campinas, 1999.
SERRE, JEAN-PIERRE. Galois cohomology, Springer Science & Business Media, 2013.

SERRE, JEAN-PIERRE, Algébres de Lie semi-simples complexes, Benjamin Inc., New
York, 1966.

SERRE, JEAN-PIERRE, Lie Algebras and Lie Groups, Benjamin, New York, 1965;
Lect. Notes in Math. 1500, Springer-Verlag, 1992.

SENESI, PRASAD. Finite-dimensional representation theory of loop algebras: a sur-
vey, Quantum affine algebras, extended affine Lie algebras, and their applications,
506 : 263-283, 2010.

STEINMETZ ZIKESCH, WILHELM ALEXANDER. Algébres de Lie de dimension infinie

et théorie de la descente, Mémoires de la Société mathématique de France 129 : 1-99,
2012.



	Introdução
	Álgebras de Lie e de Loop
	Definições e exemplos de álgebras de Lie
	Homomorfismo de álgebras de Lie
	Soma direta e representações de álgebras de Lie
	Álgebras de Lie solúveis e semi-simples
	Série derivada
	Álgebra semi-simples

	Álgebras de loop
	Definição e algumas propriedades


	Cohomologia Galoisiana
	O Grupo de Galois como grupo profinito
	Grupos topológicos
	Limite inverso

	Cohomologia galoisiana
	G-módulos discretos
	Cocadeias, cociclos e cohomologia

	Cohomologia não abeliana
	Definições de H0 e H1
	Espaços principais homogêneos
	Torsão (Twisting)

	Álgebras de loop e cohomologia galoisiana

	Referências Bibliográficas

